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1 Ââåäåíèå.

Êîíôîðìíàÿ ñèììåòðèÿ íàëàãàåò ðÿä îãðàíè÷åíèé íà ëîêàëüíóþ îïåðàòîðíóþ àëãåáðó â äâóìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå. Òðàíñôîðìàöèîííûå ñâîéñòâà ïîëåé ïðè ëîêàëüíûõ êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ îïèñûâàþòñÿ
ïðåäñòàâëåíèåì àëãåáðû Âèðàñîðî, à öåíòðàëüíûé çàðÿä ýòîé àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì òåîðèè.
Âàæíóþ ðîëü â êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ èãðàåò êîíôîðìíûé áëîê, èëè àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ â ïðîìåæóòî÷íîì
êàíàëå, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âêëàä ïðîìåæóòî÷íûõ àìïëèòóä âñåõ ïîëåé ïðèíàäëåæàùèõ ê îïðåäåëåííîìó
êîíôîðìíîìó êëàññó, â ÷åòûðåõòî÷å÷íóþ ôóíêöèþ çàäàííûõ ïîëåé. Óñëîâèå àññîöèàòèâíîñòè îïåðàòîðíîé
àëãåáðû ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíî â âèäå áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, êóäà âõîäèò êîíôîðìíûé
áëîê. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé ïîëíîñòüþ ôèêñèðóåò îïåðàòîðíóþ àëãåáðó, ò.å. ïîçâîëÿåò
íàéòè âåñü ñïåêòð ïîëåé òåîðèè, à òàê æå ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò. Ïîýòîìó, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î íàõîæäåíèè
ñïåêòðà òåîðèè, íåîáõîäèìî çíàòü êîíôîðìíûé áëîê.
Ðåøåíèå çàäà÷è î âû÷èñëåíèè êîíôîðìíîãî áëîêà ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî íåñêîëüêèìè ìåòîäàìè. Âî-
ïåðâûõ, ÷åòûðåõòî÷å÷íûé êîíôîðìíûé áëîê ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îäíîãî ïðîåêòèâíîãî ïàðàìåòðà z. Â
ïðèíöèïå, êîíôîðìíûé áëîê ìîæíî èñêàòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ïî ýòîìó ïðîåêòèâíîìó ïàðàìåòðó.
Ïðè ýòîì íà êàæäîì óðîâíå íåîáõîäèìî áóäåò ðåøàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé, âîçíèêàþùóþ èç òðåáîâàíèÿ
êîíôîðìíîé èíâàðèàíòíîñòè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ. Ê ñîæàëåíèþ, ýòîò ñïîñîá íå î÷åíü óäîáåí, ò.ê. êîëè÷åñòâî
óðàâíåíèé â ñèñòåìå áûñòðî ðàñòåò ñ óðîâíåì. Ïîýòîìó, äðóãîé ñïîñîá îñíîâàí íà èçó÷åíèè àíàëèòè÷åñêèõ
ñâîéñòâ êîíôîðìíîãî áëîêà [1]. Èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé, êîíôîðìíûé áëîê, êàê ôóíêöèÿ ðàçìåðíîñòè ïîëÿ
∆ â ïðîìåæóòî÷íîì êàíàëå, èìååò ïðîñòûå ïîëþñà â òî÷êàõ ∆ = ∆mn, ãäå ∆mn îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé
Êàöà. Â ýòèõ òî÷êàõ ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Âèðàñîðî ñòàíîâèòñÿ âûðîæäåííûì. Âû÷åòû â ýòèõ ïîëþñàõ
ïðîïîðöèîíàëüíû êîíôîðìíûì áëîêàì, â êîòîðûõ â ïðîìåæóòî÷íîì êàíàëå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïîëå ñ
ðàçìåðíîñòüþ íóëü âåêòîðà âûðîæäåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Ýòè àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà êîíôîðìíîãî
áëîêà ïîçâîëÿþò íàïèñàòü ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ êîíôîðìíîãî áëîêà, êîòîðîå ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü
ýòó ôóíêöèþ â âèäå ñóììèðîâàíèÿ ïîëþñîâ ïî öåíòðàëüíîìó çàðÿäó. Ïðè ýòîì ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü êîíôîðìíîãî
áëîêà ìîæåò áûòü íàéäåíà âçÿòèåì êëàññè÷åñêîãî ïðåäåëà c →∞.
Â òåîðèè Âåññà-Çóìèíî áåñêîíå÷íàÿ êàëèáðîâî÷íàÿ ñèììåòðèÿ ïðîÿâëÿåòñÿ â íàëè÷èè ëîêàëüíûõ òîêîâ,
êîòîðûå, ïî àíàëîãèè ñ îáû÷íîé êîíôîðìíîé òåîðèåé, ïîçâîëÿþò ðàçâèòü áóòñòðàïíûé ïîäõîä.
Ðàáîòà ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ÷àñòè 2 ìû èññëåäóåì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè êîíôîðìíîãî áëîêà
â êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ. Ìû íàéäåì ýòó ôóíêöèþ äâóìÿ ñïîñîáàìè, ðåøàÿ óðàâíåíèÿ, âîçíèêàþùèå èç
òðåáîâàíèÿ êîíôîðìíîé èíâàðèàíòíîñòè ñîñòîÿíèé íà êàæäîì óðîâíå. Çàòåì ìû ïîëó÷èì ðåêóððåíòíóþ
ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîíôîðìíîãî áëîêà. Â ÷àñòè 3 ìû èññëåäóåì ìîäåëü Âåññà-Çóìèíî. Ìû íàéäåì
êàêèå îãðàíè÷åíèÿ íà îïåðàòîðíîå ðàçëîæåíèå ëîêàëüíûõ ïîëåé íàêëàäûâàåò òðåáîâàíèå èíâàðèàíòíîñòè
îòíîñèòåëüíî àëãåáðû òîêîâ. Ýòè îãðàíè÷åíèÿ ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðíîãî ðàçëîæåíèÿ.
Ïîñëå ýòîãî, èñïîëüçóÿ íàéäåííûå êîýôôèöèåíòû, ìû íàéäåì êîíôîðìíûé áëîê äëÿ ïåðâûõ äâóõ óðîâíåé.
Çàòåì ìû èññëåäóåì àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà êîíôîðìíîãî áëîêà ìîäåëè Âåññà-Çóìèíî. Ýòî ïîçâîëèò
íàéòè ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîíôîðìíîãî áëîêà â âèäå ñóììèðîâàíèÿ ïîëþñîâ ïî
ïàðàìåòðó t òåîðèè.

2 Êîíôîðìíûé áëîê â êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ.

2.1 Îïåðàòîðíîå ðàçëîæåíèå.

Ëîêàëüíûå ïîëÿ â êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ ðàñïàäàþòñÿ íà êîíôîðìíûå êëàññû, êîòîðûå îòâå÷àþò
ïðåäñòàâëåíèþ ñî ñòàðøèì âåñîì ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ àëãåáð Âèðàñîðî. Ãåíåðàòîðû àëãåáðû
Âèðàñîðî çàäàþòñÿ ñëåäóþùèìè êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè

[Ln, Lm] = (n−m)Ln+m +
c

12
n(n2 − 1)δn+m,0 (1)

Öåíòðàëüíûé çàðÿä àëãåáðû c ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì êîíôîðìíîé òåîðèè. Êàæäîìó ñòàðøåìó âåêòîðó
ïðåäñòàâëåíèÿ â êàæäîì êëàññå îòâå÷àåò ëîêàëüíîå ïîëå Φ∆,∆̄(z, z̄). Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ,
êîòîðûå ðàñïàäàþòñÿ íà ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãîëîìîðôíîãî è àíòèãîëîìîðôíîãî ñåêòîðîâ. Ïîýòîìó, â
äàëüíåéøåì ìû âåçäå áóäåì ïèñàòü òîëüêî ãîëîìîðôíóþ ÷àñòü, àíòèãîëîìîðôíàÿ ÷àñòü âîññòàíàâëèâàåòñÿ
òðèâèàëüíûì îáðàçîì. Ëîêàëüíûå ïîëÿ, îòâå÷àþùèå ñòàðøåìó âåêòîðó (ïðèìàðíûå ïîëÿ), ïîä÷èíÿþòñÿ
óñëîâèÿì LnΦ∆(z) = 0, n > 0 è L0Φ∆(z) = ∆Φ∆(z). Ïîëÿ, ïðèíàäëåæàùèå äàííîìó êîíôîðìíîìó êëàññó,
íî íå ÿâëÿþùèåñÿ ïðèìàðíûìè ìû áóäåì íàçûâàòü ïîòîìêàìè. Îïåðàòîðíîå ðàçëîæåíèå äâóõ ïîëåé

Φ∆1(z1)Φ∆2(z2) =
∑

i

C∆i

∆1,∆2
(z1 − z2)∆i−∆1−∆2 [Φ∆i

(z2)] (2)
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âêëþ÷àåò áåñêîíå÷íóþ ñóììó ïî âñåì êîíôîðìíûì êëàññàì ëîêàëüíûõ ïîëåé. Ñêîáêàìè â ôîðìóëå
îáîçíà÷åí âêëàä âñåõ ïîëåé, ïðèíàäëåæàùèõ äàííîìó êîíôîðìíîìó êëàññó. Òðåáîâàíèå êîíôîðìíîé
èíâàðèàíòíîñòè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò êîýôôèöèåíòû, ñ êîòîðûìè ïîëÿ, ïðèíàäëåæàùèå äàííîìó êîíôîðìíîìó
êëàññó, âõîäÿò â îïåðàòîðíîå ðàçëîæåíèå.
×åòûðåõòî÷å÷íàÿ ôóíêöèÿ

〈Φ∆4(z4)Φ∆3(z3)Φ∆2(z2)Φ∆1(z1)〉 (3)

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îäíîãî ïðîåêòèâíîãî ïàðàìåòðà z = (z1−z2)(z3−z4)/(z1−z3)(z2−z4). Äåéñòâèòåëüíî,
ñ ïîìîùüþ ïðîåêòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ìû ìîæåì ïîìåñòèòü òðè òî÷êè z1, z3 è z4 â 0, 1 è ∞.
Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îïåðàòîðíîå ðàçëîæåíèå (2), ÷åòûðåõòî÷å÷íàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
ñëåäóþùèì îáðàçîì

〈Φ∆4(∞)Φ∆3(1)Φ∆2(z)Φ∆4(0)〉 =
∑

k

GkF(c,∆i,∆k, z)F(c, ∆̄i, ∆̄k, z̄) (4)

ãäå F(c,∆,∆i, z) - êîíôîðìíûé áëîê, âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ âêëàä âñåõ ïîòîìêîâ ïîëÿ Φ∆ â ÷åòûðåõòî÷å÷íóþ
ôóíêöèþ.
Ïðîèçâîëüíûé âåêòîð íà óðîâíå N ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

|k〉 ≡ L−kΦ∆ = L−k1L−k2 ...L−kN
Φ∆ , k = (k1, k2, ..., kN ) , k1 6 k2 6 ... 6 kN (5)

òîãäà îïåðàòîðíîå ðàçëîæåíèå, âêëþ÷àþùåå â ñåáå ñóììó ïî ïîòîìêàì â ÿâíîì âèäå äëÿ îïðåäåëåííîãî
êîíôîðìíîãî êëàññà

Φ1(z)Φ2(0) = z∆−∆1−∆2

∞∑
N=0

zN |N〉 (6)

ãäå |N〉 =
∑

k β(k)L−k|Φ∆〉 ïðåäñòàâëÿåò ñóììó âñåõ ïîòîìêîâ äàííîãî êîíôîðìíîãî êëàññà íà óðîâíå N
â îïåðàòîðíîå ðàçëîæåíèå, à êîýôôèöèåíòû β(k), ïîÿâëÿþùèåñÿ â îïåðàòîðíîì ðàçëîæåíèè, îäíîçíà÷íî
ôèêñèðóþòñÿ òðåáîâàíèåì êîíôîðìíîé èíâàðèàíòíîñòè îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà (6).

2.2 Óðàâíåíèÿ öåïî÷êè.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ óðàâíåíèé íà êîýôôèöèåíòû íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü äåéñòâèå ãåíåðàòîðîâ àëãåáðû Lk

íà ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïîëåé

Lk(Φ∆1(z)Φ∆2(0)) =
1

2πi

∮
C

dξT (ξ)ξk+1Φ∆1(z)Φ∆2(0) (7)

ãäå êîíòóð C îõâàòûâàåò òî÷êè z è 0 íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Èíòåãðàë ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëó ïî
ìàëåíüêèì îêðóæíîñòÿì âîêðóã ýòèõ òî÷åê. Â ðåçóëüòàòå, ìû ïîëó÷àåì

Lk(Φ∆1(z)Φ∆2(0)) = (zk+1 ∂

∂z
+ (k + 1)zk∆1)Φ∆1(z)Φ∆2(0) + Φ∆1(z)LkΦ∆2(0) (8)

îòìåòèì, ÷òî åñëè k = 0 èëè k > 0 òî âòîðîé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (8) äà¼ò ∆2 ëèáî 0 ñîîòâåòñòâåííî.
Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî óðàâíåíèå ðàçëîæåíèå (6) ìû ïîëó÷èì

Lk|N〉 = [∆ + k∆1 −∆2 + N − k]|N − k〉 (9)

èç ýòèõ óðàâíåíèé, òîëüêî óðàâíåíèÿ äëÿ k = 1 è k = 2 ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, â òî âðåìÿ êàê îñòàëüíûå
ìîæíî ïîëó÷èòü èç ýòèõ äâóõ ñ ïîìîùüþ êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé àëãåáðû Âèðàñîðî. Îòìåòèì,
÷òî óðàâíåíèÿ (9) èìåþò âèä ðåêóðñèè, ïîýòîìó âåêòîð ñîñòîÿíèÿ |N〉 ìîæåò áûòü íàéäåí ðåøåíèåì
ñèñòåìû óðàâíåíèé ïîñëåäîâàòåëüíî, óðîâåíü çà óðîâíåì. Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíî îïðåäåëåíèå âñåõ
êîýôôèöèåíòîâ β(k) îïåðàòîðíîãî ðàçëîæåíèÿ.
Ïðîäåìîíñòðèðóåì âîçìîæíîñòè òàêîãî ïîäõîäà íà ïðèìåðå ïåðâûõ äâóõ óðîâíåé. Äëÿ âåêòîðîâ

|1〉 = β(1)L−1|∆〉 (10)

|1〉 = (β(1, 1)L2
−1 + β(2)L−2)|∆〉 (11)

óðàâíåíèÿ öåïî÷êè (9) ïðèâîäÿò ê

2∆β(1) = ∆ + ∆1 −∆2

2(2∆ + 1)β(1, 1) + β(2) = (∆ + ∆1 −∆2 + 1)β(1) (12)

6∆β(1, 1) + (4∆ +
c

2
)β(2) = ∆ + 2∆1 −∆2)
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Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé ìîæåò áûòü ðåøåíà è, òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíòû β íà ïåðâûõ äâóõ óðîâíÿõ
îïðåäåëåíû. Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé èìååò âèä

β(1) =
∆ + ∆1 −∆2

2∆

β(2) =
β(1)(∆+∆1−∆2+1)

2(2∆+1) − ∆+2∆1−∆2
6∆

3
2(2∆+1) −

4∆+c/2
6∆

(13)

β(1, 1) =
∆ + 2∆1 −∆2

6∆
− 4∆ + c/2

6∆
β(2)

Âñå ýòè êîýôôèöèåíòû ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè îò ∆, ∆1, ∆2 è öåíòðàëüíîãî çàðÿäà
c. Îòìåòèì, ÷òî ýòè êîýôôèöèåíòû èìåþò ïîëþñà â òî÷êå ∆ = 0, à êîýôôèöèåíòû íà âòîðîì óðîâíå
åù¼ è ïîëþñà â òî÷êàõ, îïðåäåëÿåìûõ óñëîâèåì ðàâåíñòâà íóëþ äåòåðìèíàíòà ìàòðèöû, êîãäà ∆ è c
óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

(2∆ + 1)c + 2∆(8∆− 5) = 0 (14)

Ýòè ñèíãóëÿðíîñòè îòðàæàþò íåîäíîçíà÷íîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèé öåïî÷êè (9) ïðè îïðåäåëåííîé ñâÿçè
ìåæäó ∆ è c. Ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ, ðåøåíèÿ ëèáî âîâñå íå ñóùåñòâóþò, ëèáî îíè íåîäíîçíà÷íû ïðè
íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ ìåæäó ðàçìåðíîñòÿìè ïîëåé ∆, ∆1 è ∆2. Íàïðèìåð, åñëè óñëîâèå
(14) âûïîëíåíî, òî ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ñóùåñòâóåò, åñëè

∆1 + ∆2

2
+

∆(∆− 1)
2(2∆ + 1)

− 3(∆1 −∆2)2

2(2∆ + 1)
= 0 (15)

Òàêàÿ íåîäíîçíà÷íîñòü ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî ïðè îïðåäåëåííîé ñâÿçè ìåæäó çíà÷åíèÿìè ∆ è c ïðåäñòàâëåíèå
àëãåáðû Âèðàñîðî ñòàíîâèòñÿ ïðèâîäèìûì. Â ìîäóëå, ïîðîæäàåìîì ñòàðøèì âåêòîðîì ðàçìåðíîñòè ∆,
âîçíèêàåò ïîäìîäóëü ñ íîâûì ñòàðøèì âåêòîðîì. Òàêîå âûðîæäåíèå íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ áóäåò
íàáëþäàòüñÿ è íà áîëåå âûñîêèõ óðîâíÿõ, åñëè ìåæäó ðàçìåðíîñòüþ ïîëÿ è öåíòðàëüíûì çàðÿäîì ñóùåñòâóåò
ñâÿçü, îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé Êàöà. Ïîýòîìó, êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðíîãî ðàçëîæåíèÿ β, íà÷èíàÿ ñ
óðîâíÿ N áóäóò èìåòü ïðîñòûå ïîëþñà â òî÷êàõ ∆ = ∆mn(ñ), mn = N è m,n > 0. Â ýòèõ òî÷êàõ ðåøåíèå
ñèñòåìû (9) ñòàíîâèòüñÿ íåîäíîçíà÷íûì, è äëÿ åãî ñóùåñòâîâàíèÿ íåîáõîäèìû äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ
íà ðàçìåðíîñòè ïîëåé ∆, ∆1 è ∆2, ïîäîáíûå (15). Ýòè óñëîâèÿ îïðåäåëÿþò ïðàâèëà ñëèÿíèÿ ïîëåé Φ∆1

è Φ∆2 .
Òåïåðü, çíàÿ êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðíîãî ðàçëîæåíèÿ íà ïåðâûõ äâóõ óðîâíÿõ, ìû ìîæåì ëåãêî íàéòè
ïåðâûå äâà ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ êîíôîðìíîãî áëîêà ïî ïðîåêòèâíîìó ïàðàìåòðó

F(∆,∆i, c, z) = z∆−∆1−∆2

∞∑
N=0

FN (∆,∆i, c)zN = z∆−∆1−∆2

∞∑
N=0

〈N |N〉zN (16)

êîòîðûå îêàçûâàþòñÿ ðàâíû

F 1 =
(∆ + ∆2 −∆1)(∆ + ∆4 −∆2)

2∆

F 2 =
(∆ + ∆2 −∆1)(∆ + ∆2 −∆1 + 1)(∆ + ∆3 −∆4)(∆ + ∆3 −∆4 + 1)

4∆(2∆ + 1)
+ (17)

+
2

(
∆1+∆2

2 + ∆(∆−1)
2(2∆+1) −

3(∆1−∆2)
2

2(2∆+1)

)2 (
∆3+∆4

2 + ∆(∆−1)
2(2∆+1) −

3(∆3−∆4)
2

2(2∆+1)

)2

c + 2∆(8∆−5)
2∆+1

Ìû ïðîäåìîíñòðèðîâàëè, êàê êîíôîðìíàÿ ñèììåòðèÿ ôèêñèðóåò êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðíîãî ðàçëîæåíèÿ,
òåì ñàìûì ÿâíî îïðåäåëÿÿ îáùèé âèä âåêòîðà íà óðîâíå N . Çíàíèå ýòîãî âåêòîðà ïîçâîëÿåò íàõîäèòü
êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ êîíôîðìíîãî áëîêà ïî ïðîåêòèâíîìó ïàðàìåòðó. Îäíàêî òàêîé ïîäõîä ñòàíîâèòüñÿ
äîâîëüíî òðóäîåìêèì ñ óâåëè÷åíèåì óðîâíÿ. Ïîýòîìó áûëî áû óäîáíî ïîñòðîèòü íåñêîëüêî äðóãîé ñïîñîá
âû÷èñëåíèÿ êîíôîðìíîãî áëîêà, êîòîðûé áàçèðóåòñÿ íà àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ êîíôîðìíîãî áëîêà, êàê
ôóíêöèè ïàðàìåòðîâ ∆, ∆i è c. Ýòîò ïîäõîä ïîçâîëèò íàõîäèòü êîíôîðìíûé áëîê ïî ðåêóðñèè.

2.3 Àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà îïåðàòîðíîãî ðàçëîæåíèÿ.

Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî ïðè ñòðåìëåíèè ðàçìåðíîñòè ïðîìåæóòî÷íîãî ïîëÿ∆ ê îäíîìó èç ñïåöèàëüíûõ
çíà÷åíèé ∆mn, îïðåäåëÿåìûõ ôîðìóëîé Êàöà, ñèñòåìà óðàâíåíèé (9) íå èìååò îäíîçíà÷íîãî ðåøåíèÿ, òàê
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êàê, äåòåðìèíàíò ïðàâîé ÷àñòè ýòîé ñèñòåìû îáðàùàåòñÿ â íóëü. Êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðíîãî ðàçëîæåíèÿ
èìåþò ïðîñòûå ïîëþñà â ýòèõ òî÷êàõ. Ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé â óðàâíåíèÿ öåïî÷êè (9) âåêòîðà

|N = mn〉 =
XmnDmn|∆〉

∆−∆mn
(18)

ýòèì óðàâíåíèÿì óäîâëåòâîðÿåò, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòèõ óðàâíåíèé íà óðîâíå N = mn. Â ôîðìóëå
(??) ïðåäñòàâëåí íîâûé îïåðàòîð Dmn, êîòîðûé ïåðåâîäèò âåêòîð ñòàðøåãî âåñà â íóëü âåêòîð íà óðîâíå
N = mn. Â ÷àñòíîñòè

D12 = L2
−1 + b2L−2

D13 = L3
−1 + 4b2L−2L−1 + 2b2(1 + 2b2)L−3 (19)

Âû÷åòû â ïîëþñàõXmn óðàâíåíèÿìè öåïî÷êè íå îïðåäåëÿþòñÿ. Äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ ðàññìîòðèì òðåõòî÷å÷íóþ
ôóíêöèþ, ïðè÷åì îäíî èç ïîëåé âûðîæäåííî íà óðîâíå mn.

〈Φ∆D+
mnΦ1(x)Φ2〉 = xmnYmn〈Φ∆Φ1(x)Φ2〉 (20)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû ìîæåì ïðèìåíèòü îïåðàòîðíîå ðàçëîæåíèå (2) ìåæäó äâóìÿ íåâûðîæäåííûìè
ïîëÿìè, à çàòåì ïðèìåíèòü àñèìïòîòè÷åñêèé âèä âåêòîðà íà óðîâíå N = mn. Òîãäà ïîëó÷èì

〈Φ∆D+
mnΦ2(x)Φ3〉 →

C∆
2, 3x

∆−∆1−∆2+mnXmn

∆−∆mn
〈Φ∆D+

mnDmnΦ∆〉 = C∆
2, 3x

∆−∆1−∆2+mnXmnrmn (21)

ãäå êîýôôèöèåíòû rmn ýòî ëîãàðèôìè÷åñêèå íîðìû ñèíãóëÿðíûõ âåêòîðîâ, îïðåäåëÿåìûå ñëåäóþùèì
îáðàçîì

〈∆|D+
mnDmn|∆〉 = rmn(∆−∆mn) (22)

Ïðè ýòîì ïðè âûáîðå ñîîòâåòñòâóþùåé íîðìèðîâêè ïîëåé, èìååì

〈Φ∆Φ1(x)Φ2〉 =
C∆

2, 3

x∆1+∆2−∆
(23)

Ñðàâíèâàÿ (21) c (20) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå îïðåäåëÿþùåå âû÷åòû íóëü âåêòîðà â ïîëþñàõ

Xmn =
Ymn

rmn
(24)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòà Ymn çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð Dmn ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ïî ãåíåðàòîðàì
àëãåáðà Âèðàñîðî Dmn = Lmn

−1 + .... Ïðè âñòàâêå ýòîãî îïåðàòîðà â êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ìû ïîëó÷èì
ïîëèíîì îò ðàçìåðíîñòåé ïîëåé, ïðè÷åì ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü ýòîãî ïîëèíîìà ðàâíà mn

Pmn = (∆1 −∆2)mn + ... (25)

Ââîäÿ íîâûé ïàðàìåòð λ, ñâÿçàííûé ñ ðàçìåðíîñòüþ ïîëÿ ∆ ñîîòíîøåíèåì

∆ =
Q2

4
− λ2 (26)

è ïåðåõîäÿ îò ïåðåìåííûõ ∆ ê íîâûì ïåðåìåííûì λ ìû ïîëó÷èì ïåðåä íîâûì ïîëèíîìîì íîðìèðîâî÷íûé
ìíîæèòåëü 2mn. Äàëåå çàìåòèì, ÷òî õîòÿ ìû è íå çíàåì îáùåãî âèäà ýòîãî ïîëèíîìà, íî ìû çíàåì âñå
åãî íóëè. Äåéñòâèòåëüíî, ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (20) òîæäåñòâåííî îáðàùàåòñÿ â íóëü, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå λ1 ± λ2 = λkl, k ∈ [−m + 1, ..., 1 − m], l ∈ [−n + 1, ..., 1 − n]. Ïðè ýòîì çàìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî
íóëåé â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñî ñòåïåíüþ ïîëèíîìà, òî åñòü ýòîò ïîëèíîì èìååò âèä

Pmn(λ1, λ2) =
∏
k

∏
l

(λ1 + λ2 − λkl)
∏
k

∏
l

(λ1 + λ2 + λkl) (27)

Ïîýòîìó âû÷åòû â ïîëþñàõ â

Xmn =
2−mnPmn(λ1, λ2)

rmn
(28)

Ïåðâûå íåñêîëüêî êîýôôèöèåíòîâ rmn íåñëîæíî âû÷èñëèòü íàïðÿìóþ, èñïîëüçóÿ òîëüêî îïåðàòîðíóþ
àëãåáðó è ÿâíûé âèä ñèíãóëÿðíûõ âåêòîðîâ (19)

r12 = −4b−1(1− b2)(1 + b2)(1 + 2b2)
r13 = 24b−1(1− 2b2)(1− b2)(1 + b2)(1 + 2b2)(1 + 3b2) (29)

Â ñòàòüå [2] áûëà ïîëó÷åíà îáùàÿ ôîðìóëà äëÿ ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ

r′mn = 21−mn
∏

(k,l)∈[m,n]

(kb−1 + lb), k = −m + 1,−m + 3, ...m− 1 \ 0, l = −n + 1,−n + 3...n− 1 \ 0 (30)
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2.4 Àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà êîíôîðìíîãî áëîêà.

Àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà, ïîëó÷åííûå ðàíåå, ïîçâîëÿþò íå òîëüêî ïîíÿòü àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà êîíôîðìíîãî
áëîêà êàê ôóíêöèè ïàðàìåòðîâ ∆, ∆i è c, íî ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå, ïîçâîëÿþùåå íàõîäèòü
êîíôîðìíûé áëîê ïóòåì ñóììèðîâàíèÿ ïî îñîáåííîñòÿì. Ïîäñòàâëÿÿ â îïðåäåëåíèå êîíôîðìíîãî áëîêà
(16) àñèìïòîòè÷åñêèé âèä âåêòîðîâ (18)

F(x,∆) −→∆→∆mn

Rmn

∆−∆mn
F(x,∆mn + mn)Rmn =

Pmn(λ1, λ2)Pmn(λ3, λ4)
rmn

(31)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðåãóëÿðíîé ÷àñòè êîíôîðìíîãî áëîêà ïðîùå âñåãî ïîñòóïèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðåæäå
âñåãî, ïåðåéäåì îò ñóììèðîâàíèÿ ïîëþñîâ ïî ðàçìåðíîñòè ïîëåé ê ñóììèðîâàíèþ ïîëþñîâ ïî öåíòðàëüíîìó
çàðÿäó. Â ýòîì ñëó÷àå ñïåêòð ðàçìåðíîñòåé îïðåäåëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì ïîëþñîâ äåòåðìèíàíòà Êàöà, êàê
ôóíêöèè öåíòðàëüíîãî çàðÿäà. Ïîëþñà âîçíèêàþò, êîãäà öåíòðàëüíûé çàðÿä ðàâåí ñïåöèàëüíîìó çíà÷åíèþ
cmn

cmn = 13− 6(Tmn + T−1
mn) (32)

Tmn = (2∆ + mn− 1) +

√
(2∆ + mn− 1)2 − (m2 − 1)(n2 − 1)

n2 − 1
(33)

Ó÷èòûâàÿ ÿêîáèàí ïåðåõîäà ê íîâûì ïåðåìåííûì, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

F(c,∆,∆i, x) = f(∆,∆i, x) +
∑
m,n

R′mn(∆,∆i)F(cmn,∆ + mn, ∆i, x)
c− cmn

(34)

Ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü êîíôîðìíîãî áëîêà f(∆,∆i, x) ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà âçÿòèåì ïðåäåëà c →∞. Â ýòîì
ïðåäåëå âûæèâàþò òîëüêî êâàçèêëàññè÷åñêèå ïîëÿ âèäà |N〉 = α(k)LN

−1|∆〉, ïîýòîìó óðàâíåíèÿ öåïî÷êè
ñèëüíî óïðîùàþòñÿ è èõ óäà¼òñÿ ðåøèòü ÿâíî. Â ýòîì ïðåäåë êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðíîãî ðàçëîæåíèÿ
óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

α(N) = α(N − 1)
(∆ + ∆1 −∆2 + N − 1)

N(2∆ + n− 1)
(35)

Ðåøåíèÿ êîòîðûõ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

α(N) =
(∆ + ∆1 −∆2)N

N !(2∆)N
(36)

Â ñâîþ î÷åðåäü, çíàíèå êîýôôèöèåíòîâ îïåðàòîðíîãî ðàçëîæåíèÿ ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü êîíôîðìíûé
áëîê â âèäå ðÿäà ïî ïðîåêòèâíîìó ïàðàìåòðó. Â äàííîì ñëó÷àå ýòîò ðÿä èìååò âèä îáûêíîâåííîãî
ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà. Ïîýòîìó, c-ðåêóððñèîííîå ñîîòíîøåíèå, ïîçâîëÿþùåå âû÷èñëÿòü êîíôîðìíûé
áëîê ïóòåì ñóììèðîâàíèÿ ïîëþñîâ ïî öåíòðàëüíîìó çàðÿäó, ïðèíèìàåò âèä

F(c,∆,∆i, x) = x∆−∆1−∆2F (∆ + ∆1 −∆2,∆ + ∆3 −∆4, 2∆, x) +
∑
m,n

R′mn(∆,∆i)F(cmn,∆ + mn, ∆i, x)
c− cmn

(37)

Îñíîâíàÿ öåëü ýòîé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â âûÿâëåíèè óñëîâèé íà êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðíîãî ðàçëîæåíèÿ
ìîäåëè Âåññà-Çóìèíî, íàêëàäûâàåìûõ òðåáîâàíèåì èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðíîé àëãåáðû,
à òàê æå â èññëåäîâàíèè àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ýòîé òåîðèè è ïîëó÷åíèè ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ,
àíàëîãè÷íîãî (37), â äàííîé ìîäåëè, ïîçâîëÿþùåãî äîâîëüíî ïðîñòî íàõîäèòü êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ
êîíôîðìíîãî áëîêà íà êàæäîì óðîâíå, ïóòåì ñóììèðîâàíèÿ ïî ïîëîæåíèÿì îñîáûõ âåêòîðîâ.
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3 WZW ìîäåëü.

3.1 Ìîäåëü Âåññà-Çóìèíî è àëãåáðà Êàöà-Ìóäè.

Äåéñòâèå äëÿ Ìîäåëè Âåññà-Çóìèíî â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå

SWZW =
k

16π

∫
d2xTr(∂µg−1∂µg) + kΓ (38)

ãäå äîïîëíèòåëüíûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè íàçûâàåòñÿ ÷ëåíîì Âåññà-Çóìèíî è èìååò âèä

Γ(g) =
k

24π

∫
d3xεabcTr(g−1∂agg−1∂bgg−1∂cg2) (39)

Ìàòðè÷íûå ïîëÿ g(x) ïðèíàäëåæàò ê ãðóïïå SU(2)×SU(2). Äåéñòâèå Âåññà-Çóìèíî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî
ïðåîáðàçîâàíèé

g(z, z̄) → Ω(z)g(z, z̄)Ω̄−1(z̄) (40)

ãäå Ω(z) ïðîèçâîëüíûå ìàòðèöû, ïðèíàäëåæàùèå ãðóïïå SU(2). Ýòà ñèììåòðèÿ ïîðîæäàåò áåñêîíå÷íîå
êîëè÷åñòâî ñîõðàíÿþùèõñÿ òîêîâ

J = Jata = −k

2
∂zgg−1

J̄ = J̄ata = −k

2
∂z̄gg−1 (41)

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ãåíåðàòîðàìè ãðóïïû SU(2). Òàê êàê òåîðèÿ Âåññà-Çóìèíî íàõîäèòñÿ â ôèêñèðîâàííîé
òî÷êå ðåíîðì ãðóïïû, òî ñóùåñòâóåò èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íîìåðíîé ãðóïïû êîîðäèíàòíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé z → f(z). Ëþáîå ëîêàëüíîå ïîëå Φ(z, z̄) ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíûì ïîëåì, ñîîòâåòñòâóþùåå
íåêîòîðîìó ïðåäñòàâëåíèþ ëåâîé è ïðàâîé ãðóïïû ñèììåòðèé. Îïðåäåëèì ïðèìàðíûå ïîëÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì: ïðè ïðîèçâîëüíûõ êîíôîðìíûõ è êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ îíè ïðåîáðàçóþòñÿ

g(z, z̄) →
(

∂f(z)
∂z

)∆ (
∂f̄(z̄)

∂z̄

)∆̄

g(f, f̄)

g(z, z̄) → Ω(z)g(z, z̄)Ω̄−1(z̄) (42)

Ïðè ýòîì îïåðàòîðíîå ðàçëîæåíèå òîêà ñ ïðèìàðíûìè ïîëÿìè è ñ ñàìèì ñîáîé, èìååò âèä

Ja(z)Φj(z′, z̄′) =
taj

z − z′
Φj(z′, z̄′) + ...

Ja(z)Jb(z′) =
k

2
qab

(z − z′)2
+

fab
c

z − z′
Jc(z′) + ... (43)

ìíîãîòî÷èå â ïðàâîé ÷àñòè îòâå÷àåò ìåíåå ñèíãóëÿðíûì ÷ëåíàì, fab
c è qab ÿâëÿþòñÿ ñòðóêòóðíûìè

êîíñòàíòàìè è ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì ñîîòâåòñòâåííî. Ìàòðèöû taj ñîîòâåòñòâóþò ëåâîìó ïðåäñòàâëåíèþ
ñïèíà j ãðóïïû SU(2). Îïåðàòîðíîå ðàçëîæåíèå ïðèìàðíûõ ïîëåé ñ òåíçîðîì ýíåðãèè èìïóëüñà èìååò
ñòàíäàðòíûé âèä. Îïåðàòîðíîå ðàçëîæåíèå ïîçâîëÿþò íàïèñàòü òîæäåñòâà Óîðäà, êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü
âñå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ïðèìàðíûõ ïîëåé, â ÷àñòíîñòè

〈Ja(z)Φ(z1)...Φ(zN )〉 =
N∑

j=1

taj
z − zj

〈Φ(z1)...Φ(zN )〉 (44)

Áåñêîíå÷íî ìàëûå âàðèàöèè ïðèìàðíûõ ïîëåé, ïîä äåéñòâèåì ãðóïïû êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé,
ãåíåðèðóåìûõ îïåðàòîðîì J(z), ìîæåì çàïèñàòü â âèäå

Ja
nΦj(z, z̄) =

∮
z

Ja(u)(u− z)ntaj Φj(z, z̄) (45)

ãäå Ja
n ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ òîêà J(z) â ðÿä Ëîðàíà. Ïðèìàðíûå ïîëÿ óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèÿì
Ja

nΦj(z, z̄) = 0, n > 0, Ja
0 Φj(z, z̄) = taj Φ(z, z̄) (46)
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Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ Ja
n íåìåäëåííî ñëåäóþò èç(43) è îïðåäåëÿþò àëãåáðó Êàöà-

Ìóäè

[Ja
n , Jb

m] = fab
c Jc

n+m +
k

2
nqabδn+m,0 (47)

ïðè÷åì k èãðàåò ðîëü öåíòðàëüíîãî çàðÿäà.
Ìîäåëü Âåññà-Çóìèíî èìååò âàæíóþ ñïåöèôè÷åñêóþ îñîáåííîñòü, à èìåííî, òåíçîð ýíåðãèè èìïóëüñà
âûðàæàåòñÿ êâàäðàòè÷íî ÷åðåç òîêè

(k + 2)T (z) =: Ja(z)Ja(z) : (48)

ñëåäîâàòåëüíî, ìåæäó ãåíåðàòîðàìè êîíôîðìíûõ è êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

(k + 2)Ln =
∑

: Ja
mJa

n−m : (49)

Òàê êàê òåíçîð ýíåðãèè èìïóëüñà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç òîêè, ïðåäñòàâëåíèÿ [Φ(z)]j ÿâëÿþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿìè
òîëüêî àëãåáðû òîêîâ. Ïîýòîìó, ïîëíàÿ ñèñòåìà ïîëåé òåîðèè, ïîìèìî ïðèìàðíûõ ïîëåé, ñîäåðæèò âñå
ïîëÿ âèäà

Ja1
−n1

...JaN
−nN

Φj(z) (50)

êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü ïîòîìêàìè ïîëÿ Φj . Ïðè ýòîì âñå ïîëÿ òåîðèè ðàñïàäàþòñÿ íà êëàññû,
õàðàêòåðèçóþùèåñÿ èíäåêñîì j. Ê êàæäîìó êëàññó ïðèíàäëåæèò ïðèìàðíîå ïîëå, à òàê æå âñå åãî ïîëÿ
ïîòîìêè. Ïðè ýòîì, êîíôîðìíàÿ ðàçìåðíîñòü ïðèìàðíîãî ïîëÿ Φj(z) ðàâíà

∆(j) =
j(j + 1)
k + 2

(51)

À ðàçìåðíîñòè ïîëåé ïîòîìêîâ (50) ðàâíà (∆(j)+n1 + ...+nN ). Íàøåé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå òåîðèè
Âåññà-Çóìèíî, êîãäà öåíòðàëüíûé çàðÿä k ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì êîìïëåêñíûì ÷èñëîì. Âîñïîëüçóåìñÿ
ñëåäóþùèì ïðèåìîì. Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ïðèåìîì, âïåðâûå ïðèìåíåííîì â [3]. Êàê èçâåñòíî,
àëãåáðà Ëè ŝl(2) èìååò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ íà ïðîñòðàíñòâå
äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé

t+j = −x2∂ + 2jx

t0j = −x∂ + j (52)

t−j = ∂

Îïðåäåëèì áàçèñ îïåðàòîðîâ Jn(x) îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé òî÷êè â "èçîòîïè÷åñêîì" ïðîñòðàíñòâå

J−n (x) = J−n , J0
n(x) = J0

n + xJ−n , J+
n (x) = J+

n − 2xJ0
n − x2J−n (53)

Ýòè îïåðàòîðû óäîâëåòâîðÿþò òåì æå êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì àëãåáðû Êàöà-Ìóäè (47).
Ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî ïîëåé ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé Φj(z, x). Ïðè ýòîì,
ïðåäñòàâëåíèå ïðèìàðíûõ ïîëåé Φj(z, x) ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ñî ñòàðøèì âåñîì îòíîñèòåëüíî àëãåáðû
ãåíåðàòîðîâ Ja

n(x). Äéñòâèòåëüíî, äåéñòâèå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, âõîäÿùèõ
â òîê J+

n (x), íà ïðèìàðíûõ ïîëÿõ òîæäåñòâåííî îáðàùàåòñÿ â íóëü. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷ó îá èçó÷åíèè
ïðåäñòàâëåíèé ñî ñïèíîì, ÿâëÿþùèìñÿ ïðîèçâîëüíûì c-÷èñëîì, óäàåòñÿ ñâåñòè ê çàäà÷å îá èçó÷åíèè
ïðåäñòàâëåíèé ñî ñòàðøèì âåñîì îòíîñèòåëüíî "ïîâåðíóòîé"â "èçîòîïè÷åñêîì"ïðîñòðàíñòâå àëãåáðû Ja

n(x).
Â íîâîì áàçèñå êèðàëüíûé òîê ïðèìåò âèä

J(x, z) = J+(z)− 2xJ0(z)− x2J−(z) (54)

Îïåðàòîðíîå ðàçëîæåíèå ïðèìàðíûõ ïîëåé ñ ãåíåðàòîðàìè â íîâîì áàçèñå

J(x1, z1)Φj(x2, z2) = −2j
x12

z12
− x2

12

z12
∂Φj(x2, z2) + O(1) (55)

3.2 Íóëü âåêòîðà.

Òàê êàê çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû Êàöà-Ìóäè, íàì íåîáõîäèìî
çíàòü ïîëîæåíèå âñåõ íóëü âåêòîðîâ â êàæäîì ìîäóëå Âåðìà [Φj(z, x)], êîòîðûå ïîðîæäàþò íîâûé ïîäìîäóëü
è, ïîýòîìó, ïðåäñòàâëåíèå ñòàíîâèòñÿ ïðèâîäèìûì. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé íåîáõîäèìî
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ïðîâåñòè ôàêòîðèçàöèþ ïî ýòèì íóëü âåêòîðàì. Âñå ïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ èçâåñòíû è äàþòñÿ
òåîðåìîé Êàöà-Êàæäàíà [4] è ÿâíûé âèä íóëü âåêòîðîâ ïîëó÷åí â ðàáîòå [5]. Âûáåðåì ñëåäóþùóþ ïàðàìåòðèçàöèþ
äëÿ âåñà

2jrs = r − st (56)

ãäå t = k + 2
Îïðåäåëèì ïîíÿòèÿ óðîâíÿN è çàðÿäàQ ñ ïîìîùüþ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðîâ L0 è J0

0 ñîîòâåòñòâåííî

J0
0 (x)Φj(z, x) = (j + Q)Φj(z, x), L0Φj(z, x) = (∆(j) + N)Φj(z, x) (57)

Òîãäà ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà

Äëÿ ëþáîãî t ∈ C \ {0} è ëþáîãî ñòàðøåãî âåêòîðà ñ âåñîì jrs ñóùåñòâóåò âûðîæäåííûé âåêòîð

|χrs〉 ∈ Φjjrs íà óðîâíå N = rs è çàðÿäîì Q = −r. Ýòîò âåêòîð èìååò âèä

Äëÿ (1) (r,s)>0

|χ〉 = (J−0 )r+st(J+
−1)

r+(s−1)t...(J+
−1)

r−(s−1)t(J−0 )r−st|jrs〉 (58)

Äëÿ (2) (r,s)<0

|χ〉 = (J+
−1)

−r−(s+1)t(J−0 )−r−(s+2)t...(J−0 )−r+(s+2)t(J+
−1)

−r+(s+1)t|jrs〉 (59)

Èñïîëüçóÿ êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ (47) âîçìîæíî íàéòè ÿâíûé âèä íóëü âåêòîðîâ. Íàïðèìåð, äëÿ
íóëü âåêòîðà j1,1 = −t/2 ñîãëàñíî òåîðåìå èìååì

|χ1,1〉 = (J−0 )1+tJ+
−1(J

−
0 )1−t|j1,1〉 (60)

Ïàðàìåòð t, â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ, íå ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì, ïîýòîìó, ÷òîá ïîëó÷èòü õîðîøî
îïðåäåëåííîå âûðàæåíèå, íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ÿâíî ïðàâóþ ÷àñòü. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÿâíîãî âèäà íóëü
âåêòîðà, âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ïðèåìîì. Âî ïåðâûõ, ðàññìîòðèì òîæäåñòâî

exJ−0 J+
−1 = (J+

−1 − 2xJ0
−1 − x2J−−1)e

xJ−0 (61)

Ðàñêëàäûâàÿ ïî ñòåïåíÿì x è ñðàâíèâàÿ ïî÷ëåííî ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ïîëó÷àåì

(J−0 )pJ+
−1 = J+

−1(J
−
0 )p − 2pJ−1(J−0 )p−1 − p(p− 1)J−−1(J

−
0 )p−2 (62)

Îòñþäà íåìåäëåííî ïîëó÷àåì ÿâíûé âèä íóëü âåêòîðà

|χ1,1〉 = {J+
−1(J

−
0 )2 − 2(1 + t)J0

−1J
−
0 − t(1 + t)J−−1}|j1,1〉 (63)

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî íà ïðåäñòàâëåíèå ñî ñòàðøèì âåñîì ñòàíîâèòñÿ ïðèâîäèìûì, åñëè âåñ j ïðèíèìàåò
ëèáî öåëûå, ëèáî ïîëóöåëûå çíà÷åíèÿ, ÷òî, ñîãëàñíî òåîðåìå Êàöà-Êàæäàíà ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð, ñîîòâåòñòâóåò
ñëó÷àþ öåëûõ, äåéñòâèòåëüíûõ k. Ýòî óòâåðæäåíèå áîëåå ïîäðîáíî îáñóæäàåòñÿ â Ïðèëîæåíèè íà
ïðèìåðå íåñêîëüêèõ âåêòîðîâ.
Çíàíèå ÿâíîãî âèäà íóëåâûõ âåêòîðîâ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðàâèëî ñëèÿíèÿ ("fussion rule"). Äåéñòâèòåëüíî,
ðàññìîòðèì òðåõòî÷å÷íóþ ôóíêöèþ, ïðè÷åì ïóñòü îäíî èç ïîëåé âûðîæäåííî íà óðîâíå rs, è åãî çàðÿä
j3+r. Êîíôîðìíàÿ èíâàðèàíòíîñòü ôèêñèðóåò îáùèé âèä òðåõòî÷å÷íîé ôóíêöèè c òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé
ôóíêöèè îò ji

〈j3|φj2 |χrs〉 = Ñ123frs(j, j1, j2)z−∆1−∆2+∆3−rsxj1+j2−j3−r

èñïîëüçóÿ òåîðåìó Êàöà-Êàæäàíà, à òàê æå ðåàëèçàöèþ îïåðàòîðîâ òîêà â âèäå äèôôåðåíöèàëüíûõ
îïåðàòîðîâ, ïîëó÷èì, ÷òî ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü îò âåñîâ j ñëåäóþùàÿ [6]
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Äëÿ (1)

frs(j1, j2, j3) =
r−1∏
n=0

s∏
m=0

(j1 + j2 − j3 − n + mt)
r∏

n=1

s∏
m=1

(−j1 + j2 + j3 + n−mt) (64)

Äëÿ (2)

frs(j1, j2, j3) =
−r−1∏
n=0

−s−1∏
m=0

(−j1 + j2 + j3 − n + mt)
−r∏

n=1

−s−1∏
m=1

(j1 + j2 − j3 + n−mt) (65)

Ïðàâèëà ñëèÿíèÿ ñëåäóþò èç "fusion" ïîëèíîìîâ

j3 ± j2 = jnm, n ∈ [1− r, ...r], m ∈ [−s, ...s]

Åñëè ïàðàìåòð t ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì t = p/q, ïðè÷åì ÷èñëà p è q âçàèìíî ïðîñòûå, òî â ìîäóëå
Âåðìà ñóùåñòâóåò äâà íåçàâèñèìûõ íóëü âåêòîðà, ò.ê. jr,s = jr−p,s−q

3.3 Íîðìà îïåðàòîðà Drs .

Ýòîò ðàçäåë ïîñâÿùåí íàõîæäåíèþ ëîãàðèôìè÷åñêîé íîðìû ñèíãóëÿðíûõ âåêòîðîâ, êîòîðàÿ, ñîãëàñíî
÷àñòè 2, íåîáõîäèìî âîçíèêàåò ïðè èññëåäîâàíèè àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ êîíôîðìíîãî áëîêà. Ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíûé íóëü âåêòîð íà óðîâíå N = rs è ñ çàðÿäîì Q = −r. Ýòîò âåêòîð ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí
â âèäå â âèäå

|χr,s〉 = Dr,s|jr,s〉
ãäå ââåäåí îïåðàòîð Dr,s ïåðåâîäèò ñòàðøèé âåêòîð ïðåäñòàâëåíèÿ â íóëü âåêòîð íà óðîâíå N = rs è
çàðÿäîì Q = −r. Íîðìà ýòîãî îïåðàòîðà â ñàìîé òî÷êå j = jr,s îáðàùàåòñÿ â íóëü, ïîýòîìó â îêðåñòíîñòè
ýòîé òî÷êè ìû èìååì

〈j|D+
r,sDr,s|j〉 = (j − jr,s) · rrs + O((j − jr,s)2) (66)

Íàéäåì íîðìó ýòîãî îïåðàòîðà äëÿ ïåðâîãî íåòðèâèàëüíîãî íóëü âåêòîðà. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ íîðìû íóëü
âåêòîðà, íåîáõîäèìî íàéòè ôîðìóØàïîâàëîâà, îïðåäåëÿþùóþ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìåæäó áàçèñíûìè
âåêòîðàìè è ñ åå ïîìîùüþ âû÷èñëèòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈j|D+

r,sDr,s|j〉. Îïðåäåëèì äóàëüíûé âåêòîð
ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ïðàâèëà

Ja1
n1

...JaN
nN
|j〉 ↔ 〈j|J−aN

−nN
...J−a1

−n1
(67)

Âû÷èñëèì òåïåðü ôîðìó Øàïîâàëîâà 〈(J+
0 )2J1

1J+
−1(J

−
0 )2〉 〈(J+

0 )2J1
1J0
−1J

−
0 〉 〈(J+

0 )2J1
1J−−1〉

〈J+
0 J0

1J+
−1(J

−
0 )2〉 〈J+

0 J0
1J0
−1J

−
0 〉 〈J+

0 J0
1J−−1〉

〈J+
1 J+

−1(J
−
0 )2〉 〈J+

1 J0
−1J

−
0 〉 〈J+

1 J−−1〉

 (68)

Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ êîììóòàòîðîâ, ïîëó÷àåì 4j(2j − 1)(−2j + 2 + t) 4j(2j − 1) 0
4j(2j − 1) (t− 2)j −2j

0 −2j 2j + t− 2

 (69)

Äåòåðìèíàíò ôîðìû Øàïîâàëîâà äîëæåí îáðàùàòüñÿ â íóëü â îñîáûõ òî÷êàõ. Äëÿ ïðèìåðà, âû÷èñëèì
äåòåðìèíàíò ýòîé ìàòðèöû

det Â = 16 j3t + 8 j2t2 − 32 j5t− 16 j4t− 16 j3t2 + 8 j3t3 − 4 j2t3 (70)

Êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿþò ñïåöèàëüíûå ðàçìåðíîñòè ïîëÿ Φj , êîãäà ïðåäñòàâëåíèå ñòàíîâèòüñÿ
ïðèâîäèìûì è â ìîäóëå Âåðìà âîçíèêàåò íîâûé ïîäìîäóëü ñî ñòàðøèì âåñîì. Êîðíè äàííîãî óðàâíåíèÿ
ðàñïîëîæåíû â òî÷êàõ

j = 0, j = 0, j =
1
2
, j = −1

2
t, j = −1 +

1
2
t (71)

Ïåðåéäåì òåïåðü ê íàøåé îñíîâíîé çàäà÷å î âû÷èñëåíèè ëîãàðèôìè÷åñêîé íîðìû íóëü âåêòîðà. Ïîñëå
íåñëîæíûõ âû÷èñëåíèé, ïîëó÷àåì

||D|| = −16 (j + 1/2 t)
(
−1/8 t4 + 3/8 t2 + (j + 1/4) t + j2 + 1/2 j

)
(72)
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Ïðè j → j12 = −t/2 èìååì ||D|| = (2j − 2j12) · r1,1. Êîýôôèöèåíò r1,1, à òàê æå íåñêîëüêî äðóãèõ
êîýôôèöèåíòîâ, âû÷èñëåííûõ ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðíîé àëãåáðû, èìåþò âèä:
a) r, s > 0

r1,1 = t2(t2 − 1) (73)

á) r, s < 0

r−1,−1 = 1
r−2,−1 = 2 (74)

r−3,−1 = 12

Ñóùåñòâóåò ëè îáùåå âûðàæåíèå äëÿ ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ? Îáùàÿ ñõåìà âû÷èñëåíèÿ íå èçâåñòíà, ïîýòîìó
ñäåëàåì ñëåäóþùåå ïðåäïîëîæåíèå
Ïðåäëîæåíèå.
Êîýôôèöèåíòû rrs èìåþò ñëåäóþùèé âèä

rrs = 2
r∏

n=1−r

·
s∏

m=−s

(n + mt) , (r, s > 0) (75)

rrs = 2
−r∏

n=1+r

·
−s−1∏

m=1+s

(n + mt) , (r, s < 0) (76)

3.4 Îïåðàòîðíîå ðàçëîæåíèå WZW ìîäåëè.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê èçó÷åíèþ îïåðàòîðíîãî ðàçëîæåíèÿ â ìîäåè Âåññà-Çóìèíî. Â ýòîì ðàçäåëå ìû óñòàíîâèì,
êàêèå îãðàíè÷åíèÿ íà êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðíîãî ðàçëîæåíèÿ íàëàãàåò òðåáîâàíèå èíâàðèàíòíîñòè
îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðíîé àëãåáðû, à òàê æå ÿâíî âû÷èñëèì ýòè êîýôôèöèåíòû äëÿ ïåðâûõ òðåõ óðîâíåé.
Ðàññìîòðèì îïåðàòîðíîå ðàçëîæåíèå

Φj1(z, x)Φj2(0, 0) =
∑

j

z∆−∆1−∆2xj1+j2−jCj
j1,j2

[Φj(z, x)] (77)

â ïðàâóþ ÷àñòü âõîäèò ñóììà ïî âñåì êîíôîðìíûì êëàññàì. Êðîìå òîãî, [Φj(z, x)] îçíà÷àåò âêëàä âñåõ
ïîëåé, ïðèíàäëåæàùèõ äàííîìó êîíôîðìíîìó êëàññó. Êîýôôèöèåíòû Cj

j1,j2
íàçûâàþòñÿ ñòðóêòóðíûìè

êîíñòàíòàìè è â äàëüíåéøåì îáñóæäàòüñÿ íå áóäóò. Èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðíîé àëãåáðû
ïîëíîñòüþ ôèêñèðóåò êîýôôèöèåíòû, ñ êîòîðûìè âñå ïîëÿ, ïðèíàäëåæàùèå äàííîìó êîíôîðìíîìó êëàññó
âõîäÿò â îïåðàòîðíîå ðàçëîæåíèå. Ïîëÿ ïîòîìêè â êàæäîì êîíôîðìíîì êëàññå õàðàêòåðèçóþòñÿ äâóìÿ
ïàðàìåòðàìè, óðîâíåì N è çàðÿäîì m. Çàïèøåì îïåðàòîðíîå ðàçëîæåíèå áîëåå ïîäðîáíî

Φj1(z, x)Φj2(0, 0) =
∑

j

z∆−∆1−∆2xj1+j2−jCj
j1,j2

∞∑
N=0

∞∑
m=−N

zNxm|N,m〈 (78)

ãäå
|N,m〉 = Ja1

−1...J
aN
−1 (J−0 )a

0Φj (79)

ïðè÷åì
∑N

i=0 ai = m
Ïîêàæåì, ÷òî ðàçëîæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè (77) íà÷èíàåòñÿ ñ ÷ëåíîâ z∆−∆1−∆2 è xj1+j2−j . Äëÿ ýòîãî
ïðåäïîëîæèì ïðîèçâîëüíóþ çàâèñèìîñòü îò z è x. Ïîñëå ÷åãî ïðèìåíèì ê îáåèì ÷àñòÿì ðàâåíñòâà
îïåðàòîðû L0 è J0

0 . Ïîëó÷èì

L0Φj1(z)Φj2(0) = (∆1 + ∆2 + z∂)Φj1(z)Φj2(0) = (∆1 + ∆2 + z∂)C(z, x) = ∆C(z, x) (80)

J0
0Φj1(z)Φj2(0) = (j1 + j2 − x∂)Φj1(z)Φj2(0) = (j1 + j2 − x∂)C(z, x) = jC(z, x) (81)

ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò î÷åâèäíîå ðåøåíèå

C(z, x) = Cj
j1,j2

z∆−∆1−∆2xj1+j2−j (82)
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3.5 Óðàâíåíèÿ öåïî÷êè â WZW ìîäåëè.

Òðàíñôîðìàöèîííûå ñâîéñòâà ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé îïåðàòîðíîãî ðàçëîæåíèÿ (77) ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðíîé
àëãåáðû, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò êîýôôèöèåíòû ïåðåä ïîëÿìè ïîòîìêàìè, ïðèíàäëåæàùèìè îïðåäåëåííîìó
êîíôîðìíîìó êëàññó. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ, ïîäåéñòâóåì íà ïðîèçâåäåíèå äâóõ
ïîëåé ãåíåðàòîðîì àëãåáðû

Ja
k (Φj1(z1, x1)Φj2(0, 0)) = zk(Da

j1)Φ(z, x)Φ(0, 0) + Φ(z, x)Ja
k Φ(0, 0) (83)

Ïðè k > 0 âòîðîé ÷ëåí ðàâåí íóëþ. Òåïåðü, ïîäñòàâëÿÿ â ýòî óðàâíåíèå îïåðàòîðíîå ðàçëîæåíèå (77),
ìû ïîëó÷èì

J+
k |N,m〉 = (j + j1 − j2 −m + 1)|N − k, m− 1〉 k ≥ 0

J−k |N,m〉 = (−j + j1 + j2 + m + 1)|N − k, m + 1〉 k ≥ 1 (84)

J0
k |N,m〉 = (j − j2 −m)|N − k,m〉 k ≥ 1

Èç ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé òîëüêî äâà, äëÿ J+
0 è J−1 ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, à îñòàëüíûå ìîãóò áàòü

ïîëó÷åíû ïóòåì ïðèìåíåíèÿ êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé (47). Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ñòðóêòóðû îïåðàòîðíîãî
ðàçëîæåíèÿ (77) óðàâíåíèÿ öåïî÷êè äëÿ îïåðàòîðà J+

0 îïðåäåëÿþò ñâÿçü ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè îïåðàòîðíîãî
ðàçëîæåíèÿ âíóòðè îäíîãî óðîâíÿ ïî z, â òî âðåìÿ êàê óðàâíåíèÿ öåïî÷êè äëÿ îïåðàòîðà J−1 ñâÿçûâàþò
ìåæäó ñîáîé êîýôôèöèåíòû íà äâóõ ñîñåäíèõ óðîâíÿõ. Ýòî íàáëþäåíèå ïîçâîëÿåò íàõîäèòü êîýôôèöèåíòû
îïåðàòîðíîãî ðàçëîæåíèÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå. Ñíà÷àëà ìû ïðèìåíÿåì òîëüêî J+

0 è ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåì
ñâÿçü ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè âíóòðè îäíîãî óðîâíÿ. Ýòî ïðèâîäèò ê ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì ìåæäó
êîýôôèöèåíòàìè, êîòîðûå ìîæíî ðåøèòü â îáùåì âèäå. Åäèíñòâåííûé ïðîèçâîë îñòà¼òñÿ ëèøü äëÿ
íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïðè êîòîðûõ ýòè ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ ðåøàþòñÿ. Ýòè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ îäíîçíà÷íî
ôèêñèðóþòñÿ ïðèìåíåíèåì îïåðàòîðà J−1 , ñâÿçûâàþùåãî ðàçíûå óðîâíè. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ îïåðàòîðíîãî ðàçëîæåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ïîýòàïíîìó ðåøåíèþ óðîâåíü çà óðîâíåì óðàâíåíèé
öåïî÷êè. Äëÿ ïåðâûõ íåñêîëüêèõ óðîâíåé êîýôôèöèåíòû ìîãóò áûòü íàéäåíû ÿâíî.

3.5.1 Êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðíîãî ðàçëîæåíèÿ íà íóëåâîì óðîâíå.

Íà íóëåâîì óðîâíå âåêòîð ñîñòîÿíèÿ

|0〉 =
∑
m=0

xmβ(m)(J−0 )m|j〉 (85)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó âñåõ ïîëåé ñ L0|0〉 = ∆0|0〉 è ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè "ïðîåêöèé"ñïèíà m ∈
[−j...j], êîòîðûå âõîäÿò ñ ðàçëè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äåéñòâèå îïåðàòîðà J+

0 è óðàâíåíèÿ öåïî÷êè
(84) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì ðåêóðñèâíûì óðàâíåíèÿì äëÿ ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ

m(2j −m + 1)β(m) = (j + j1 − j2 −m + 1)β(m− 1) (86)

Ýòî ðåêóðñèâíîå óðàâíåíèå âìåñòå ñ âûáîðîì íîðìèðîâêè β(0) = 1, ïîçâîëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëÿòü
êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðíîãî ðàçëîæåíèÿ íà íóëåâîì óðîâíå

β(m) =
(j + j1 − j2)m

m!(2j)m
(87)

xk =
x!

(x− k)!
(88)

Òàêèì îáðàçîì

[Φj(z, x)] = 1 +
j + j1 − j2

2j
x +

(j + j1 − j2 − 1)(j + j1 − j2)
4(2j)(2j − 1)

x2 + ... + z[Φj
1(x)] + z2[Φj

2(x)] + ... (89)

3.5.2 Êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðíîãî ðàçëîæåíèÿ íà ïåðâîì óðîâíå.

âêëàä âñåõ ïîòîìêîâ ïåðâîãî óðîâíÿ â îïåðàòîðíîå ðàçëîæåíèå (77)

[Φj
2(x)] =

∑
x=−1

xm[A(m)J−−1(J
−
0 )m−1 + B(m)J0

−1(J
−
0 )m + C(m)J+

−1(J
−
0 )m+1]Φj〉 (90)
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Íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå óðàâíåíèé öåïî÷êè ïðèâîäèò ê ðåêóðñèâíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ

(j + j1 − j2 −m + 1)A(m− 1) = (m− 1)(2j −m + 2)A(m)
(j + j1 − j2 −m + 1)B(m− 1) = m(2j −m + 1)B(m) + A(m) (91)

(j + j1 − j2 −m + 1)C(m− 1) = (m + 1)(2j −m)C(m)−B(m)
(−j + j1 + j2 + m + 1)β(m + 1) = B(m) + (−2(j −m− 1) + k)C(m)

ïîñëåäíåå óðàâíåíèå â ñèñòåìå ñëåäóåò èç äåéñòâèÿ J−1 . Óðàâíåíèå äëÿ A(m) îòùåïëÿåòñÿ îò îñòàëüíîé
ñèñòåìû è ìîæåò ðåøàòüñÿ íåçàâèñèìî. Ïîñëå ýòîãî, âòîðîå óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå êîýôôèöèåíò B(m)
ñòàíîâèòñÿ íåîäíîðîäíûì ðåêóðñèâíûì óðàâíåíèåì è òàê æå ìîæåò áûòü ðåøåíî. Òî æå ñàìîå îòíîñèòñÿ
è ê òðåòüåìó óðàâíåíèþ ñèñòåìû. Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå íåîáõîäèìî äëÿ íàõîæäåíèÿ íîðìèðîâî÷íîãî
êîýôôèöèåíòà äëÿ ïîëåé ïåðâîãî óðîâíÿ. Ðåøåíèå ñèñòåìû èìååò âèä

A(m) = A(1) · (j + j1 − j2 − 1)m−1

(m− 1)!(2j)m−1

B(m) = [B(0) +Rm] · (j + j1 − j2)m

(m)!(2j)m
(92)

C(m) = [C(−1) + P(m + 1) +Q(m2 − 1)] · (j + j1 − j2 + 1)m+1

(m + 1)!(2j)m+1

ãäå R, P è Q ôóíêöèè, íå çàâèñÿùèå îò m

R = − 2A(1)
j + j1 − j2

Q =
R

2(j + j1 − j2 + 1)
(93)

P =
1

j + j1 − j2 + 1
(B(0) +

R
2

)

Íîðìèðîâî÷íûå êîýôôèöèåíòû

C(−1) =
j1 + j2 − j

(k − 2j)

B(0) =
−2(j + j2 + j1 + j2

1 − jt + j2(−1− j2 + t))
t(−2− 2j + t)

(94)

A(1) = (j + j1 − j2)
(1− 2(j+j2+j1+j2

1−jt+j2(−1−j2+t))
t(−2−2j+t) )

2j + t

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì ðàññìîòðåòü êîýôôèöèåíòû (92) âáëèçè ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèé j →
jsr, îïðåäåëÿåìûõ (56)
Ïðè j → j−1,−1 = −1 + t/2 êîýôôèöèåíòû èìåþò îñîáåííîñòè â âèäå ïîëþñîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà è
ïðîïîðöèîíàëüíû äðóã äðóãó

C(0) =
(j1 + j2 + 1− t/2)(j1 − j2 + t/2)

t(−2− 2j + t)
(95)

B(0) = −2(j1 + j2 + 1− t/2)(j1 − j2 + t/2)
t(−2− 2j + t)

A(1) =
(j1 + j2 + 1− t/2)(j1 − j2 − 1 + t/2)(j1 − j2 + t/2)

(−1 + t)t(2 + 2j − t)

B(1) =
2(j1 + j2 + 1− t/2)(j1 − j2 − 1 + t/2)(j1 − j2 + t/2)

(−1 + t)t(2 + 2j − t)

C(1) = − (j1 + j2 + 1− t)(j1 − j2 − 1 + t)(j1 − j2 + t/2)
2(−1 + t)t(2 + 2j − t)

òî æå ñàìîå îòíîñèòñÿ è ê ñëó÷àþ j → j1,1 = −t/2. Ïîëþñíûå îñîáåííîñòè âîçíèêàþò íà÷èíàÿ ñ êîýôôèöèåíòîâ

13



ñ m = 1

A(1) = − (j1 + j2 + 1− t/2)(j1 − j2 − 1 + t/2)(j1 − j2 + t/2)
(−1 + t)t(2j + t)

(96)

B(1) = −2(j1 + j2 + 1− t/2)(j1 − j2 − 1 + t/2)(j1 − j2 + t/2)
(−1 + t)t2(2j + t)

C(1) =
(j1 + j2 + 1− t/2)(j1 − j2 − 1 + t/2)(j1 − j2 + t/2)

(−1 + t)(1 + t)t2(2j + t)

Ìû îáñóäèì ñèíãóëÿðíîå ïîâåäåíèå êîýôôèöèåíòîâ áîëåå ïîäðîáíî â ðàçäåëå, ïîñâÿùåííîì àíàëèòè÷åñêèì
ñâîéñòâàì îïåðàòîðíîãî ðàçëîæåíèÿ.

3.5.3 Êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðíîãî ðàçëîæåíèÿ íà âòîðîì óðîâíå.

Âåêòîð ñîñòîÿíèÿ âòîðîãî óðîâíÿ

|2,m〉 = A1,1(J+
−1)

2(J−0 )m+2 +A1,0J
+
−1J

0
−1(J

−
0 )m+1 +A1,−1J

+
−1J

−
−1(J

−
0 )m +

A0,1J
0
−1J

+
−1(J

−
0 )m+1 +A0,0(J0

−1)
2(J−0 )m +A0,−1J

0
−1J

−
−1(J

−
0 )m−1 +

A−1,1J
−
−1J

+
−1(J

−
0 )m +A−1,0J

−
−1J

0
−1(J

−
0 )m−1 +A−1,−1J

−
−1J

−
−1(J

−
0 )m−2

âêëþ÷àåò óæå äåâÿòü áàçèñíûõ âåêòîðîâ íà êàæäîì çàðÿäîâîì óðîâíå. Ïðèìåíåíèÿ óðàâíåíèé öåïî÷êè
ïðèâîäèò ê ñèñòåìå ðåêóðñèâíûõ óðàâíåíèé

µ(m)A1,1(m− 1) = (m + 2)(2j −m− 1)A1,1(m) − A0,1(m) − A1,0(m)

µ(m)A1,0(m− 1) = (m + 1)(2j −m)A1,0(m) − A0,0(m) + 2A1,−1(m)

µ(m)A1,−1(m− 1) = (m)(2j −m + 1)A1,−1(m) − A0,−1(m)

µ(m)A0,1(m− 1) = (m + 1)(2j −m)A0,1(m) + 2A−1,1(m) − A0,0(m)

µ(m)A0,0(m− 1) = (m)(2j −m + 1)A0,0(m) + 2A−1,0(m) + 2A0,−1(m)

µ(m)A0,−1(m− 1) = (m− 1)(2j −m + 2)A0,−1(m) + 2A−1,−1(m)

µ(m)A−1,1(m− 1) = (m)(2j −m + 1)A−1,1(m) − A−1,0(m)

µ(m)A−1,0(m− 1) = (m− 1)(2j −m + 2)A−1,0(m) + 2A−1,−1(m)

µ(m)A−1,−1(m− 1) = (m− 2)(2j −m + 3)A−1,−1(m)

ãäå
µ(m) = (j + j1 − j2 −m + 1) (97)

Óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü ðåøåíû ïîñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó òîãî, ÷òî óðàâíåíèÿ, ðàñïîëîæåíû â ñèñòåìå
íèæå, íå çàâèñÿò îò óðàâíåíèé, ðàñïîëîæåííûõ âûøå. ßâíîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðåäñòàâëåíî
â Ïðèëîæåíèè

3.5.4 Êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðíîãî ðàçëîæåíèÿ íà ïðîèçâîëüíîì óðîâíå.

Îáñóäèì ñòðóêòóðó óðàâíåíèé öåïî÷êè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî óðîâíÿ. Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ öåïî÷êè íå
çàâèñÿò îò óðîâíÿN . Åñëè ïðåäñòàâëÿòü âåêòîðà íà ïðîèçâîëüíîì óðîâíå â âèäå âåêòîðà (Aa1...aN

, ...., AaN ...a1),
òî ìàòðèöà, ñâÿçûâàþùàÿ ìåæäó ñîáîé äâà ñîñåäíèõ çàðÿäîâûõ óðîâíÿ, èìååò òðåóãîëüíûé âèä. Îòñþäà
íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå ðåêóððåíòíîé ñèñòåìû âîçìîæíî, ïóòåì ïîýòàïíîãî îòùåïëåíèÿ óðàâíåíèé
äëÿ êîýôôèöèåíòîâ. Îáùàÿ ñòðóêòóðà ýòèõ óðàâíåíèé òàêîâà

µ(m)Aa1...aN
(m− 1) = (m +

N∑
i=1

ai)(2j −m + 1−
N∑

i=1

ai)Aa1...aN
(m) +

N∑
i=1

(−1)ai(2− ai)Aa1,...,ai−1,...,aN
(98)
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Îáðàòèì âíèìàíèå, íà ñëåäóþùåå çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî êîýôôèöèåíòîâ îïåðàòîðíîãî ðàçëîæåíèÿ.
Åñëè â íàáîðå (a1, ...aN ) íå âñå ai îäèíàêîâû, òî äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè σ(a1, ..., aN ) ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå

A(a1,...,aN )(m) ∝ Aσ(a1,...,aN ) (99)

íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùåå èç (98).

3.6 Êîíôîðìíûé áëîê â ìîäåëè WZW.

Ðàññìîòðèì ÷åòûðåõòî÷å÷íóþ ôóíêöèþ ÷åòûðåõ ïðèìàðíûõ ïîëåé. Â ñèëó ïðîåêöèîííîé èíâàðèàíòíîñòè
òðè òî÷êè èç ÷åòûðåõ ìîæíî ïîìåñòèòü â îïðåäåëåííûå íàïåðåä çàäàííûå òî÷êè.

〈Φj1(z, x)Φj2(0, 0)Φj3(1, 1)Φj4(∞,∞)〉 =
∑

Cj
j1,j2

Cj
j3,j4

|F({ji}, j|x, z)|2 (100)

Ôóíêöèÿ F(j1, j2, j3, j4, j) íàçûâàåòñÿ êîíôîðìíûì áëîêîì è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âêëàä âñåõ ïîëåé â
ïðîìåæóòî÷íîì êàíàëå, ïðèíàäëåæàùèõ îïðåäåëåííîìó êîíôîðìíîìó êëàññó [Φj ], â àìïëèòóäó ðàññåÿíèÿ.
Êîíôîðìíûé áëîê ïðåäñòàâèì â âèäå

F = z∆−∆1−∆2xj1+j+2−j
∑
N

zNFN (ji, j|x) (101)

Êîýôôèöèåíò FN (ji, j|x) = 34〈N |N〉12 âêëþ÷àåò â ñåáÿ âêëàä âñåõ ïîëåé N -ãî óðîâíÿ â êîíôîðìíûé
áëîê è ìîæåò áûòü ðàçëîæåí ïî ñòåïåíÿì x

FN (ji, j|x) =
∑

xmF (N |m)(ji, j) (102)

êîýôôèöèåíòû ýòîãî ðàçëîæåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âêëàä ïîëåé îïðåäåëåííîãî óðîâíÿ è îïðåäåëåííîãî
çàðÿäà. Çíàíèå êîýôôèöèåíòîâ îïåðàòîðíîãî ðàçëîæåíèÿ ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü óðîâåíü çà óðîâíåì êîýôôèöèåíòû
FN .

3.6.1 Íóëåâîé óðîâåíü.

Âêëàä âñåõ ïîëåé íóëåâîãî óðîâíÿ â êîíôîðìíûé áëîê èìååò âèä

[Φj(z, x)] =
∞∑

m=0

xmβ(m)(J−0 )mΦj(z, x) (103)

Êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðíîãî ðàçëîæåíèÿ áûëè âû÷èñëåíû ÿâíî (87). Ïîýòîìó çàäà÷à î âû÷èñëåíèè
êîíôîðìíîãî áëîêà íóëåâîãî óðîâíÿ ìîæåò áûòü ðåøåíà òî÷íî. Äåéñòâèòåëüíî

F 0 = 34〈0|0〉12 =
∑
m

xmβ34(m)β12(m)〈j|(J+
0 )m(J−0 )m|j〉 (104)

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìåæäó áàçèñíûìè âåêòîðàìè (ôîðìà Øàïîâàëîâà) â ïðàâîé ÷àñòè (104) ðàâíà

〈j|(J+
0 )m(J−0 )m|j〉 = m!(2j)m (105)

÷òî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó âèäó F 0(ji, j|x)

F 0 = F (j2 − j1 − j; j4 − j3 − j;−2j|x) (106)

ãäå F (α, β, γ|x) ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé ðÿä Îòìåòèì âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî. Â ñëó÷àå, êîãäà 2j = k ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé
ðÿä îáðûâàåòñÿ íà ÷ëåíå ñ m = k. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè çíà÷åíèÿõ 2j ∈ N â ìîäóëå âîçíèêàþò íóëü
âåêòîðà.

3.6.2 Ïåðâûé óðîâåíü.

Íàéäåì âêëàä â êîíôîðìíûé áëîê ïîëåé ïåðâîãî óðîâíÿ. Êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðíîãî ðàçëîæåíèÿ áûëè
âû÷èñëåíû (92). Ôîðìà Øàïîâàëîâà 〈(J+

0 )m−1J+
1 J−−1(J

−
0 )m−1〉 〈(J+

0 )mJ0
1J−−1(J

−
0 )m−1〉 〈(J+

0 )m+1J−1 J−−1(J
−
0 )m−1〉

〈(J+
0 )m−1J+

1 J0
−1(J

−
0 )m〉 〈(J+

0 )mJ0
1J0
−1(J

−
0 )m〉 〈(J+

0 )m+1J−1 J0
−1(J

−
0 )m〉

〈(J+
0 )m−1J+

1 J+
−1(J

−
0 )m+1〉 〈(J+

0 )mJ0
1J+
−1(J

−
0 )m+1〉 〈(J+

0 )m+1J−1 J+
−1(J

−
0 )m+1〉

 (107)
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Ðàâíà (m− 1)!(2j)m−1(2(j −m + 1) + k) −m!(2j)m 0
−m!(2j)m

k
2m!(2j)m (m + 1)!(2j)m+1

0 (m + 1)!(2j)m+1 (m + 1)!(2j)m+1(−2(j −m− 1) + k)

 (108)

òîãäà èìååì

F (1,m) = A34(m)A12(m) ·K11 + A34(m)B12(m) ·K12 + A34(m)C12(m) ·K13 + ... (109)

Âû÷èñëåíèÿ â îêðåñòíîñòÿõ çíà÷åíèé j−1,−1 è j1,1 ïðèâîäÿò ê àñèìïòîòè÷åñêîìó âèäó êîíôîðìíîãî áëîêà.
Ïåðâûå íåñêîëüêî ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ êîíôîðìíîãî áëîêà íà ïåðâîì óðîâíå.
Â îêðåñòíîñòè òî÷êè j → −1 + t/2

F 1,−1 =
(j1 + j2 + 1− t/2)(12 → 34)

t− 2− 2j
(110)

F 1,0 =
(j1 − j2 + t/2)(j1 + j2 + 1− t/2)(12 → 34)

t(2 + 2j − t)

F 1,1 =
(j1 − j2 + t/2)(j1 − j2 − 1 + t/2)(j1 + j2 + 1− t/2)(12 → 34)

2(−1 + t)t(2 + 2j − t)

F 2,1 = − (j1 − j2 + t/2)(j1 − j2 − 1 + t/2)(j1 − j2 − 2 + t/2)(j1 + j2 + 1− t/2)(12 → 34)
6(−2 + t)(−1 + t)t(2 + 2j − t)

F 3,1 = − (j1 − j2 + t/2)(j1 − j2 − 1 + t/2)(j1 − j2 − 2 + t/2)(j1 − j2 − 3 + t/2)(j1 + j2 + 1− t/2)(12 → 34)
24(−3 + t)(−2 + t)t(2 + 2j − t)

F 4,1 = − (j1 − j2 + t/2)(j1 − j2 − 1 + t/2)(j1 − j2 − 2 + t/2)(j1 − j2 − 3 + t/2)(j1 − j2 − 4 + t/2)(j1 + j2 + 1− t/2)
120(−4 + t)(−3 + t)(−2 + t)(−1 + t)t(2 + 2j − t)

Â îêðåñòíîñòè òî÷êè j → −t/2

F 1,1 =
(j1 + j2 + 1− t/2)(j1 − j2 + t/2)(−j1 + j2 + t/2)(12 → 34)

t2(−1 + t2)(2j + t)
(111)

F 2,1 =
(j1 + j2 + 1− t/2)(j1 − j2 + t/2)(−j1 + j2 + t/2)(−j1 + j2 + 1 + t/2)(12 → 34)

(−1 + t)t2(1 + t)(2 + t)(2j + t)

F 3,1 = − (j1 + j2 + 1− t/2)(j1 − j2 + t)(−j1 + j2 + t/2)(−j1 + j2 + 1 + t/2)(−j1 + j2 + 2 + t)(12 → 34)
2(−1 + t)t2(1 + t)(2 + t)(3 + t)(2j + t)

F 4,1 =
(j1 + j2 + 1− t/2)(j1 − j2 + t/2)(−j1 + j2 + t/2)(−j1 + j2 + 1 + t/2)(−j1 + j2 + 2 + t/2)(−j1 + j2 + 3 + t/2)

6(−1 + t)t2(1 + t)(2 + t)(3 + t)(4 + t)(2j + t)

3.7 Àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà îïåðàòîðíîãî ðàçëîæåíèÿ.

Êàê âèäíî, ñ óâåëè÷åíèåì óðîâíÿ êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé áûñòðî óâåëè÷èâàåòñÿ. Ïîýòîìó èìååò ñìûñë
èññëåäîâàòü àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà êîíôîðìíîãî áëîêà â ìîäåëè Âåññà-Çóìèíî è ïîñòðîèòü ïðîñòîé
àëãîðèòì åãî âû÷èñëåíèÿ ñ ïîìîùüþ ñóììèðîâàíèÿ ïî îñîáåííîñòÿì. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü
àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà ñàìîãî îïåðàòîðíîãî ðàçëîæåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëèòü àñèìïòîòè÷åñêèé âèä
âåêòîðîâ ñîñòîÿíèé ïðè ñòðåìëåíèè çàðÿäà ïîëÿ ê îäíîìó èç ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèé jrs.
Àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà îïåðàòîðíîãî ðàçëîæåíèÿ ìîäåëè Âåññà-Çóìèíî âî ìíîãî ñõîæè ñ àíàëèòè÷åñêèìè
ñâîéñòâàìè â îáû÷íîé êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ.
Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå âåêòîðà íà óðîâíå N è çàðÿäîì m èìååò âèä

|N = rs,m = j ± r〉 → X±
rsD

±
rsΦj

j − j±rs
+ ... (112)

ìíîãîòî÷èå îçíà÷àåò ìåíåå ñèíãóëÿðíûå ÷ëåíû. Âû÷åò â ïîëþñå X±
rs èùåòñÿ àíàëîãè÷íî (21).

X±
rs =

Y ±
rs

r±rs
(113)

Y ±
rs =

〈Φj1D
±
rsΦj(x)Φj2〉

x±r〈Φj1Φj(x)Φj2〉
r±rs = 〈Φj(D±

rs)
+D±

rsΦj〉
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Ïðè ýòîì ÿâíûé âèä îïåðàòîðà D±
rs ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü Y rs

rs , êîòîðûé ðàâåí �fusion� ïîëèíîìó

Y +
rs =

r−1∏
n=0

s∏
m=0

(j1 + j2 − j3 − n + mt)
r∏

n=1

s∏
m=1

(−j1 + j2 + j3 + n−mt) (114)

Y −
rs =

−r−1∏
n=0

−s−1∏
m=0

(−j1 + j2 + j3 − n + mt)
−r∏

n=1

−s−1∏
m=1

(j1 + j2 − j3 + n−mt) (115)

Ïðîâåðèì ýòè ðàññóæäåíèÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì. Ðàññìîòðèì âåêòîð âåñà j = j1,1. ßâíûé âèä êîýôôèöèåíòîâ
îïåðàòîðíîãî ðàçëîæåíèÿ âáëèçè ýòîé òî÷êè áûë íàéäåí (96). Ïîýòîìó, àñèìïòîòè÷åñêèé âèä ýòîãî âåêòîðà

|χ1,1〉 =
(j1 + j2 + 1− t/2)(j1 − j2 − 1 + t/2)(j1 − j2 + t/2)

2(−1 + t2)t2(2j + t)
×

×[J+
−1(J

−
0 )2 − 2(1 + t)J0

−1J
−
0 − t2(1 + t)J−−2]|j〉 (116)

Ïîëåçíî ñðàâíèòü ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ñ (63). Îòñþäà ñðàçó âèäíî, ÷òî àñèìïòîòèêà íóëü âåêòîðà èìååò
âèä (112)

|χ1,1〉 =
X+

1,1D
+
1,1Φj

j − j1,1
(117)

ãäå

X1,1 =
Y1,1

r1,1

Y1,1 = (j1 + j2 + 1− t/2)(j1 − j2 − 1 + t/2)(j1 − j2 + t/2) (118)

r1,1 = 2(−1 + t2)t2

Êîýôôèöèåíò r1,1 â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ íîðìîé îïåðàòîðà D+
1,1, a Y +

1,1 ðàâåí ïîëèíîìó ñëèÿíèÿ (�fusion�
ïîëèíîìó)

3.8 Àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà êîíôîðìíîãî áëîêà.

Àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà âåêòîðîâ, êîòîðûå îáñóæäàëèñü â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü
ïðîñòîé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ êîíôîðìíîãî áëîêà. Êàê ìû âèäåëè, ïåðâûå íåñêîëüêî ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ
êîíôîðìíîãî áëîêà íà ïåðâîì óðîâíå, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïåðâûå ÷ëåíû ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà.
Ïîýòîìó

F 1(j1, j2, j3, j4, j|x) =
1
x

(j1 + j2 − j)(j3 + j4 − j)
2j + 2− t

F (j2 − j1 − j − 1; j4 − j3 − j − 1;−2(j + 1)|x) (119)

Â îêðåñòíîñòè j = −t/2 ñèíãóëÿðíûå ÷ëåíû â êîýôôèöèåíòàõ ðàçëîæåíèÿ òàê æå ñîáèðàþòñÿ â ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé
ðÿä

F 1(j1, j2, j3, j4, j|x) = x
(j1 + j2 + j + 1)(j1 − j2 − j)(−j1 + j2 − j)(j3 + j4 + j + 1)(j3 − j4 − j)(−j3 + j4 − j)

t2(t2 − 1)(2j + t)
×

× F (j2 − j1 − j + 1; j4 − j3 − j + 1;−2(j − 1)|x) (120)

Ïåðåéäåì òåïåðü ê àíàëèòè÷åñêèì ñâîéñòâàì êîíôîðìíîãî áëîêà, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ýòîò îòâåò
ïóòåì ñóììèðîâàíèÿ ïî îñîáåííîñòÿì.
Èòàê, ìû âûÿñíèëè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ âáëèçè ñèíãóëÿðíîé òî÷êè (112). Ïîäñòàâëÿÿ
ýòî âûðàæåíèå â îïðåäåëåíèå êîíôîðìíîãî áëîêà, ïîëó÷èì

F|j→j±rs
→ X12

rs X34
rs · rrs

j − jrs
F(ji; j ∓ r) (121)

Òåïåðü ìîæåì çàïèñàòü

F(j1, j2, j3, j4; j|z, x) = f0({ji}|z, x) +
∑
rs

R±rs

j − j±r s
F({ji}, j ∓ r|z, x) (122)

Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ýòîé ôîðìóëû, ïîçâîëÿþùåé âû÷èñëÿòü êîíôîðìíûé áëîê ðåêóððåíòíî,
íåîáõîäèìî çíàòü ðåãóëÿðíóþ ÷àñòü êîíôîðìíîãî áëîêà, ò.å. ôóíêöèþ f0. Íàìíîãî ëåã÷å îïðåäåëèòü
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ðåãóëÿðíóþ ÷àñòü êîíôîðìíîãî áëîêà, ïåðåõîäÿ îò ñóììèðîâàíèÿ ïî ïîëîæåíèÿì îñîáåííîñòåé ðàçìåðíîñòè
ïîëåé ê ñóììèðîâàíèþ ïî îñîáåííîñòÿì ïî öåíòðàëüíîìó çàðÿäó. Â ýòîì ñëó÷àå ðåêóðñèÿ ïðèìåò âèä

F(j1, j2, j3, j4; j|z, x) = f0({ji}, j|z, x) +
∑
rs

R′±rs

t− t±rs
F({ji}, j ∓ r|z, x) (123)

ãäå R′rs îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç "fusion"ïîëèíîìû (64), (65) è íîðìó îïåðàòîðà D±
rs (75), (76)

R′+rs =
∏r−1

n=0

∏s
m=0(j1 + j2 − j3 − n + mt)

∏r
n=1

∏s
m=1(−j1 + j2 + j3 + n−mt)(12 → 34)∏r

n=1−r ·
∏s

m=−s(n + mt)
(124)

è

R′−rs =
∏−r−1

n=0

∏−s−1
m=0 (−j1 + j2 + j3 − n + mt)

∏−r
n=1

∏−s−1
m=1 (j1 + j2 − j3 + n−mt))(12 → 34)∏−r

n=1+r ·
∏−s−1

m=1+s(n + mt)
(125)

Âû÷èñëèì àñèìïòîòèêó êîíôîðìíîãî áëîêà ïðè t → ∞, òåì ñàìûì ìû îïðåäåëèì ðåãóëÿðíóþ ÷àñòü
êîíôîðìíîãî áëîêà f0. Ïðåæäå âñåãî, îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ïðåäåëå âûæèâàþò òîëüêî âåêòîðà íóëåâîãî
óðîâíÿ, âèäà β(m)(J−0 )mΦj , òàê êàê êîýôôèöèåíòû ïðè ýòèõ âåêòîðàõ íå çàâèñèò îò öåíòðàëüíîãî çàðÿäà
t, â òî âðåìÿ, êàê êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðíîãî ðàçëîæåíèÿ íà áîëåå âûñîêèõ óðîâíÿõ, â ñèëó ñòðóêòóðû
óðàâíåíèé öåïî÷êè, ñîäåðæàò t â çíàìåíàòåëå, è ïðè âçÿòèè ïðåäåëà èñ÷åçàþò. Ïîýòîìó àñèìïòîòèêà
êîíôîðìíîãî áëîêà ïðè t → ∞ ñîâïàäàåò ñ êîýôôèöèåíòîì ðàçëîæåíèÿ êîíôîðìíîãî áëîêà íà íóëåâîì
óðîâíå (106)

f0 = F (j2 − j1 − j; j4 − j3 − j;−2j|x) (126)

Ïåðâûå íåñêîëüêî êîýôôèöèåíòîâ R′rs

R′−1,−1 =
(j1 + j2 − j)(j3 + j4 − j)(12 → 34)

1
(127)

R′−2,−1 =
(j1 + j2 − j − 1)(j1 + j2 − j)(12 → 34)

2

R′−3,−1 =
(j1 + j2 − j − 1)(j1 + j2 − j − 2)(j1 + j2 − j)(12 → 34)

6

R′1,1 =
(j1 + j2 + j + 1)(j1 − j2 − j)(−j1 + j2 − j)(12 → 34)

2t2(t2 − 1)
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4 Ïðèëîæåíèå.

A Óðàâíåíèÿ öåïî÷êè.

A.1 Êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðíîãî ðàçëîæåíèÿ íà ïåðâîì óðîâíå.

Çäåñü ìû õîòèì ïðîäåìîíñòðèðîâàòü òåõíèêó, ïîçâîëÿþùóþ ïîëó÷àòü ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó
êîýôôèöèåíòàìè îïåðàòîðíîãî ðàçëîæåíèÿ èç óðàâíåíèé öåïî÷êè, íà ïðèìåðå ïåðâîãî óðîâíÿ. Ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ïåðâîãî óðîâíÿ

|1,m〉 = [A(m)J−−1(J
−
0 )m−1 + B(m)J0

−1(J
−
0 )m + C(m)J+

−1(J
−
0 )m+1]|0, 0〉 (128)

Äåéñòâèå îïåðàòîðà J+
0 ïåðåâîäèò ýòîò âåêòîð â âåêòîð

(m− 1)(2j −m + 2)A(m)J−−1(J
−
0 )m−2 + [2A(m) + m(2j −m + 1)B(m)]J0

−1(J
−
0 )m−1 + (129)

+[−B(m) + (m + 1)(2j −m)C(m)]J+
−1(J

−
0 )m

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ öåïî÷êè, ìû çíàåì, ÷òî ýòîò âåêòîð äîëæåí áûòü ïðîïîðöèîíàëåí âåêòîðó |1,m−2〉,
ïðè÷åì êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ èç (84). Ñðàâíèâàÿ ìåæäó ñîáîé êîýôôèöèåíòû
ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ áàçèñíûõ âåêòîðàõ, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì ðåêóðñèâíûì óðàâíåíèÿì äëÿ êîýôôèöèåíòîâ

(m− 1)(2j −m + 2)A(m) = (j + j1 − j2 −m + 1)A(m− 1)
2A(m) + m(2j −m + 1)B(m) = (j + j1 − j2 −m + 1)B(m− 1) (130)

−B(m) + (m + 1)(2j −m)C(m) = (j + j1 − j2 −m + 1)C(m− 1)

Ïðè ýòîì A(−1) = 0 è A(0) = 0, â òî âðåìÿ, êàê êîýôôèöèåíò A(1) íå îïðåäåëÿåòñÿ èç ýòèõ óðàâíåíèé, è
äëÿ åãî íàõîæäåíèÿ íåîáõîäèìî ñìîòðåòü êàê ïðåîáðàçóåòñÿ âåêòîð |1, 1〉 ïîä äåéñòâèåì äðóãèõ îïåðàòîðîâ
Ja

1 . Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ñâÿæåò âåêòîð íà ïåðâîì óðîâíå, ñ âåêòîðàìè íà íóëåâîì. Òî æå ñàìîå íåîáõîäèìî
îòìåòèòü è äëÿ êîýôôèöèåíòîâ B(m) è C(m). Äåéñòâèòåëüíî, B(−1) = 0, à B(0) è C(−1) íå îïðåäåëÿþòñÿ
èç ïîëó÷åííûõ âûøå óðàâíåíèÿ è îïÿòü íåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü îïåðàòîðû Ja

1 . Íî, åñëè ìû íàéäåì ýòè
êîýôôèöèåíòû, òî íà ïåðâîì óðîâíå ìû ñìîæåì íàéòè âñå êîýôôèöèåíòû èç óðàâíåíèé (130). Ïîýòîìó,
ñåé÷àñ ìû ïîêàæåì, êàê íàõîäÿòñÿ êîýôôèöèåíòû A(1), B(0), C(−1).

Êîýôôèöèåíò C(−1) .
Ýòî ñàìûé ïðîñòîé ñëó÷àé. Èìååì âåêòîð

|1,−1〉 = Ñ(−1)J+
−1|0, 0〉j (131)

Äåéñòâóÿ íà íåãî îïåðàòîðîì J−1 è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óðàâíåíèÿ öåïî÷êè, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

J−1 |1,−1〉 = (−2J0
0 + k)C(−1)|0, 0〉j = (−j + j1 + j2)|0, 0〉j (132)

îòñþäà ïîëó÷àåì

C(−1) =
j1 + j2 − j

(k − 2j)
(133)

Êîýôôèöèåíò B(0) .
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé âåêòîð

|1, 0〉 = B(0)J0
−1|0, 0〉j + C(0)J+

−1J
−
0 |0, 0〉j (134)

Äåéñòâóåì íà íåãî J0
1 è ïðèìåíÿåì óðàâíåíèÿ öåïî÷êè. Ïîëó÷àåì

J0
1 |1, 0〉 = (2jC(0) +

k

2
B(0))|0, 0〉 = (j − j2)|0, 0〉 (135)

Ïîäåéñòâóåì òåïåðü îïåðàòîðîì J−1 . Ïîëó÷èì

2j

j1 + j2 − j
{C(0)(−2(j − 1) + k) + B(0)} |0, 1〉 = (−j + j1 + j2 + 1)|0, 1〉 (136)
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È ïîñëå äåéñòâèÿ J+
0

k − 2j

j1 + j2 − j
{2jC(0)−B(0)} |1,−1〉 = (j + j1 − j2 + 1)|1,−1〉 (137)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñèñòåìó èç òðåõ óðàâíåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ B(0), C(0) è j

2jC(0) +
k

2
B(0) = (j − j2) (138)

(−2(j − 1) + k)C(0) + B(0) =
(−j + j1 + j2 + 1)(j + j1 + j2)

2j

2jC(0)−B(0) =
(j + j1 − j2 + 1)(j1 + j2 − j)

k − 2j

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ýòîé ñèñòåìå òîëüêî äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèÿ, è ðåøåíèå èìååò âèä

B(0) = 2
−jt + j2t + j2 + j2

1 + j1 + j − j2
2 − j2

t(−t + 2 + 2j)
(139)

C(0) =
j2t− j2

1t− j1t− jt + j2
2t + j2t + 2j2 + 2j2

1 + 2j1 + 2j − 2j2
2 − 2j2 − 2jj2t

2jt(−t + 2 + 2j)
j = j

÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò, ÷òî ìû íå ñäåëàëè îøèáîê è ïîëó÷èëè ñàìîñîãëàñîâàííûå óðàâíåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì,
ìû íàøëè B(0).

Êîýôôèöèåíò A(1) .
Äëÿ íàõîæäåíèÿ A(1) ïîäåéñòâóåì îïåðàòîðîì J+

1 , ÷òî ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

A(1)(2j + k) + B(1)(−2j) = (j + j1 − j2) (140)

Ñ ó÷åòîì âòîðîãî óðàâíåíèÿ èç (130) èìååì

A(1)(2j + k)− 2jB(1) = (j + j1 − j2)
2A(1) + 2jB(1) = (j + j1 − j2)B(0)

Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò

A(1) =
(j + j1 − j2)(1 + B(0))

2j + k + 2
(141)

A.2 Êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðíîãî ðàçëîæåíèÿ íà âòîðîì óðîâíå.

A−1,−1(2), A−1,0(1), A−1,1(0), A0,−1(1), A0,0(0), A0,1(−1), A1,−1(0), A1,0(−1), A1,1(−2) (142)

ïðèìåíÿÿ óðàâíåíèÿ, àíàëîãè÷íûå (??). Íàïðèìåð

A1,1(−2) =
(−j + j1 + j2 − 1)(−j + j2 − j1)

2(k − 2j + 1)(k − 2j)
(143)

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ìîæåò áûòü ðåøåíà â ÿâíîì âèäå

A−1,0(m) = A0,−1(m) = [A−1,0(1) +Rm] · (j + j1 − j2 − 1)m−1

(m− 1)!(2j)m−1
(144)

A−1,1(m) = A1,−1(m) = [A−1,1(0) + P(−1)m +Q(−1)m2] · (j + j1 − j2)m

(m)!(2j)m

A0,1(m) = A1,0(m) = [A0,1(−1) + P(0)m +Q(0)m2 + Z(0)m3] · (j + j1 − j2 + 1)m+1

(m + 1)!(2j)m+1

A−1,−1(m) = A−1,−1(2) · (j + j1 − j2 − 2)m−2

(m− 2)!(2j)m−2

A0,0(m) = [A−1,1(0)− 4P(−1)m− 4Q(−1)m2] · (j + j1 − j2)m

(m)!(2j)m

A1,1(m) = [A1,1(0) + P(1)m +Q(1)m2 + Z(1)m3 + T (1)m4] · (j + j1 − j2 + 2)m+2

(m + 2)!(2j)m+2
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Ãäå ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

R =
−2A−1,−1

j + j1 − j2 − 1
(145)

Q(−1) =
1

2(j + j1 − j2)
R

P(−1) =
1

(j + j1 − j2)
(A−1,0(1) +R)

Z(0) =
1

3(j + j1 − j2 + 1)
Q(−1)

Q(0) =
1

2(j + j1 − j2 + 1)
(P(−1) +Q(−1))

P(0) =
1

1(j + j1 − j2 + 1)
(A−1,1(0) +

1
2
P(−1) − 1

6
Q(−1))

T (1) =
1

4(j + j1 − j2 + 2)
Z(0)

Z(1) =
1

3(j + j1 − j2 + 2)
(Q(0) +

3
2
Z(0))

Q(1) =
1

2(j + j1 − j2 + 2)
(P(0) +Q(0) +

1
2
Z(0))

P(1) =
1

1(j + j1 − j2 + 2)
(A0,1(−1) +

1
2
P(0) +

1
6
Q(0))

B Ñèíãóëÿðíûå âåêòîðà.

Ïðåäñòàâëåíèÿ ñ öåëûìè ëèáî ïîëóöåëûìè ñïèíàìè îáÿçàòåëüíî ñîäåðæàò â ñâîåì Ìîäóëå íóëü âåêòîðà.
Ðàññìîòðèì ýòî íà íåñêîëüêèõ ïðèìåðàõ. Âåêòîð íóëåâîãî óðîâíÿ |0, 1〉 ñòàíîâèòüñÿ ñòàðøèì ïðè j = 0.
Âåêòîð |0, 2〉 áóäåò ñòàðøèì âåêòîðîì ïðè j = 1/2 è ò.ä.
Èññëåäóåì ïîäðîáíåå ïåðâûé óðîâåíü.
Ðàññìîòðèì âåêòîð |1,−1〉. Ýòîò âåêòîð ÿâëÿåòñÿ ñòàðøèì, ò.ê. J+

0 |1,−1〉 = 0. Ñëåäóþùèé âåêòîð |1, 0〉
èìååò âèä

[C(0)J+
−1J

−
0 + B(0)J0

−1]|j〉 (146)

Îïðåäåëèì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ýòîò âåêòîð ÿâëÿåòñÿ ñòàðøèì. Ò.ê. Ñòàðøèé âåêòîð ïðåäñòàâëåíèÿ
óíè÷òîæàåòñÿ ïîâûøàþùèì îïåðàòîðîì J+

0 , à òàê æå, íàïðèìåð J−1 . Îòñþäà ïîëó÷àåì ñèñòåìó íà êîýôôèöèåíòû
ýòîãî âåêòîðà

2jC(0)−B(0) = 0
(−2(j − 1) + k)C(0) + B(0) = 0 (147)

Óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ñîâìåñòíû, åñëè k = −2. Ìîæíî ïðîâåðèòü ñîãëàñîâàííîñòü ýòèõ äâóõ óñëîâèé ñ
äðóãèìè è óáåäèòüñÿ, ÷òî òî÷êà t = k + 2 = 0 ñîîòâåòñòâóåò ïîÿâëåíèþ íóëü âåêòîðà |1, 0〉.
Ñëåäóþùèé âåêòîð |1, 1〉. Ðàññìîòðåíèå, àíàëîãè÷íîå ïðèâåäåííîìó âûøå (ñì. Ïðèëîæåíèå), ïîêàçûâàåò,
÷òî ýòîò âåêòîð ÿâëÿåòñÿ ñòàðøèì, åñëè

j = − t

2
èëè j = −1

2
, t = 1 (148)

Êàê âèäíî è ïðèâåäåííûõ ïðèìåðîâ, ñèíãóëÿðíûå âåêòîðà âîçíèêàþò ïðè t = 0,±1,±2.... Ýòè îñîáåííîñòè
äîëæíû ñîõðàíèòüñÿ è äëÿ áîëåå âûñîêèõ óðîâíåé, òàê êàê, ó÷èòûâàÿ ïàðàìåòðèçàöèþ (56), îñîáûå òî÷êè
ïàðàìåòðà t ñîîòâåòñòâóþò ïðåäñòàâëåíèÿì ñ öåëûìè, ëèáî ïîëóöåëûìè ñïèíàìè.
Âåêòîð |1, 1〉
Äåéñòâóåì, îïåðàòîðîì J+

0 íà âåêòîð

|1, 1〉 = C(1)J+
−1(J

−
0 )2|0, 0〉j + B(1)J0

−1J
−
0 |0, 0〉j + A(1)J−−1|0, 0〉j (149)

Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ{
[2(2j − 1)C(1)−B(1)]J+

−1J
−
0 + [2jB(1) + 2A(1)]J0

−1

}
|0, 0〉 = 0 (150)
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Ïîäåéñòâóåì òåïåðü íà òîò æå ñàìûé âåêòîð îïåðàòîðîì J0
1 . Ïîëó÷èì{

(4j − 2)C(1) +
k

2
B(1)−A(1)

}
J−0 |0, 0〉 = 0 (151)

Äåéñòâèå îïåðàòîðà J+
1 äàåò

{(−2j)B(1) + (2j + k)A(1)} |0, 0〉 = 0 (152)

È âåêòîð èìååò âèä
|χ〉 =

{
C(1)J+

−1J
−
0 J−0 + B(1)J0

−1J
−
0 + J−−1

}
|0, 0〉j (153)

ãäå

B(1) =
2j + k

2j
(154)

C(1) =
4j − (k + 2j)k

4j(4j − 2)

ïîäåéñòâóåì îïåðàòîðîì J−1 . Ïîëó÷èì

{(k − 2(j − 2))C(1) + B(1)} J−0 J−0 |0, 0〉 = 0 (155)

Ýòî óðàâíåíèå ïîçâîëÿåò íàéòè ñâÿçü ìåæäó j è k. Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâëÿÿ â íåãî ïîëó÷åííûå ðàíåå
B(1) è C(1), ïðîèçâîäÿ íåñëîæíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðèõîäèì ê êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ

2(2j + k)(4j − 2) = (2j − 4− k)(4j − k(2j + k)) (156)

Ââåäåì òàê æå ïàðàìåòð t = k + 2, òîãäà äâà ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò âèä

j1 = − t

2
j2 =

t

2
− 1 (157)

Âñïîìíèì òåïåðü ïðî óñëîâèÿ (150). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïåðâûé êîðåíü òîæäåñòâåííî óäîâëåòâîðÿåò
ýòèì óñëîâèÿì, â òî âðåìÿ êàê âòîðîé êîðåíü äàåò óñëîâèå k = −2. Ïîýòîìó, äëÿ j = −t/2 îêîí÷àòåëüíûé
âèä íóëü-âåêòîðà ñëåäóþùèé

|χ〉1,1 =
{
J+
−1J

−
0 J−0 − 2(t + 1)J0

−1J
−
0 − t(t + 1)J−−1

}
|0, 0〉 (158)

Òàêèì îáðàçîì, ÿâíûå âû÷èñëåíèÿ ïîäòâåðäèëè ïðåäñêàçàíèÿ òåîðåìû íå òîëüêî îòíîñèòåëüíî ðàçìåðíîñòè
j íóëü âåêòîðà, íî è åãî ÿâíûé âèä.
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