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1 Ââåäåíèå. Ìîòèâàöèÿ è ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ôëóêòóàöèîííûé ýôôåêò Íåðíñòà-Ýòòèíãñãàóçåíà â ñâåðõïðîâîäíèêàõ
íàõîäÿùèõñÿ âûøå îáëàñòè ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïåðåõîäà. Ýôôåêò çàêëþ÷àåòñÿ â âîçíèêíîâåíèè ðàçíîñòè
ïîòåíöèàëîâ ïðè íàëè÷èè ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû è ïåðïåíäèêóëÿðíîãî ê íåìó âíåøíåãî ìàãíèòíîãî
ïîëÿ1. Â ìåòàëëàõ è ïîëóïðîâîäíèêàõ ýôôåêò Íåðíñòà îáóñëîâëåí çàâèñèìîñòüþ âðåìåíè ðåëàêñàöèè
íîñèòåëåé òîêà ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ ðåøåòêîé îò èõ ýíåðãèè (èëè ñêîðîñòè) è ïîýòîìó ÷óâñòâèòåëåí ê
ìåõàíèçìó ðàññåÿíèÿ íîñèòåëåé òîêà.

Â íåäàâíî âûøåäøåé ýêñïåðèìåíòàëüíîé ðàáîòå [1] èçìåðÿëñÿ ýôôåêò Íåðíñòà â ñâåðõïðîâîäÿùèõ
àìîðôíûõ ïëåíêàõ Nb0.15Si0.85. Â ñèëó íåîáû÷àéíî ìàëîé äëèíû ñâîáîäíîãî ïðîáåãà âêëàä â ýôôåêò
Íåðíñòà îò ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ èñ÷åçàþùå ìàë, òàêèì îáðàçîì â ýêñïåðèìåíòå íàïðÿìóþ èçìåðåíà
âåëè÷èíà âêëàäà îò ôëóêòóàöèîííûõ êóïåðîâñêèõ ïàð [5]. Ïðè ýòîì çíà÷èòåëüíàÿ âåëè÷èíà ñèãíàëà áûëà
îáíàðóæåíà â î÷åíü øèðîêîì äèàïàçîíå òåìïåðàòóð (âïëîòü äî 30× Tc) è ìàãíèòíûõ ïîëåé (äî 4×Bc2).

Â îáëàñòè ñëàáûõ ìàãíèòíûõ ïîëåé è òåìïåðàòóðû â îêðåñòíîñòè ïåðåõîäà âåëè÷èíà ýôôåêòà
ñîãëàñóåòñÿ ñ òåîðåòè÷åñêèìè ïðåäñêàçàíèÿìè èç ðàáîòû Óññèøêèíà [2] � êîýôôèöèåíò Íåðíñòà
çàâèñèò îò åäèíñòâåííîãî ïàðàìåòðà � ñâåðõïðîâîäÿùåé êîððåëÿöèîííîé äëèíû. Ïðè âûñîêèõ
òåìïåðàòóðàõ/ñèëüíûõ ìàãíèòíûõ ïîëÿõ âåëè÷èíà êîýôôèöèåíòà îòêëîíÿåòñÿ îò èìåþùèõñÿ
òåîðåòè÷åñêèõ ïðåäñêàçàíèé. Â äàííîé ðàáîòå äåëàþòñÿ ïåðâûå øàãè ïî âû÷èñëåíèþ ôëóêòóàöèîííîãî
êîýôôèöèåíòà Íåðíñòà â äàëåêîé îò ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïåðåõîäà îáëàñòè: â ðàçäåëå 2 ìû îïðåäåëÿåì
êîýôôèöèåíò Íåðíñòà-Ýòòèíãñãàóçåíà íà ÿçûêå äèàãðàììíîé òåõíèêè è âîñïðîèçâîäèì ðåçóëüòàò
Óññèøêèíà âáëèçè Tc. Ðàçäåë 3 ïîëíîñòüþ ïîñâÿùåí âû÷èñëåíèþ íàìàãíè÷åííîñòè âêëàä îò êîòîðîé íàäî
âû÷åñòü ÷òîáû ïîëó÷èòü ôèçè÷åñêè íàáëþäàåìóþ âåëè÷èíó. Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå
ñëó÷àè äîïóñêàþùèå àíàëèòè÷åñêîå ðàññìîòðåíèå, çàòåì âûâîäèòñÿ îáùàÿ ôîðìóëà è ïîëíàÿ êàðòèíà
ïîâåäåíèÿ íàìàãíè÷åííîñòè âî âñåì äèàïàçîíå òåìïåðàòóð è ïîëåé.

2 Êîýôôèöèåíò Íåðíñòà è äèàãðàììíàÿ òåõíèêà
2.1 Îïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòà Íåðíñòà
Ðàññìîòðèì ñõåìó ýêñïåðèìåíòà ïî íàáëþäåíèþ ýôôåêòà Íåðíñòà-Ýòòèíãñãàóçåíà (â äàëüíåéøåì ìû
áóäåì íàçûâàòü åãî ïðîñòî ýôôåêòîì Íåðíñòà). Ïóñòü èìåþòñÿ ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû (−∇T )‖x̂ è
ìàãíèòíîå ïîëå H‖ẑ è ìû èçìåðÿåì îòêëèê ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âäîëü îñè ŷ. Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ,
êîýôôèöèåíò Íåðíñòà ðàâåí

νN =
Ey

(−∇T )xH

Îäíàêî òåîðåòè÷åñêîå ðàññìîòðåíèå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü êîýôôèöèåíòû ñâÿçûâàþùèå ýëåêòðè÷åñêèé è
òåïëîâîé òðàíñïîðòíûå òîêè ñ ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì è ãðàäèåíòîì òåìïåðàòóðû:

j(e)αtr = σαβEβ + βαβ∇βT (1)
j(h)α
tr = γαβEβ − καβ∇βT

Çäåñü βαβ , γαβ è καβ � òåíçîðû òåðìîýëåêòðè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ è òåïëîïðîâîäíîñòè. Òåíçîðû βαβ

è γαβ ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì Îíñàãåðà, γαβ(H) = −Tβαβ(−H). Ïðèìåíÿÿ óðàâíåíèÿ (1),
ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ êîýôôèöèåíòà Íåðíñòà ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

νN =
1
H

βxyσxx − βxxσxy

(σxx)2 + (σxy)2

Ìû ïðåäïîëàãàåì íàëè÷èå ñèììåòðèè ìåæäó ýëåêòðîíàìè è äûðêàìè, äðóãèìè ñëîâàìè ïðåíåáðåãàåì
âñåìè âêëàäàìè âûçâàííûìè àñèììåòðèåé ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ (ê ïðèìåðó, ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé) ïî
ðàçíûå ñòîðîíû îò ôåðìè-ïîâåðõíîñòè. Â äàííîì ïðèáëèæåíèè σxy = βxx = κxy = 0 è äëÿ âû÷èñëåíèÿ
êîýôôèöèåíòà Íåðíñòà íàì íåîáõîäèìî íàéòè âêëàä îò ñâåðõïðîâîäÿùèõ ôëóêòóàöèé â êîìïîíåíòó βxy

òåíçîðà β (ñ÷èòàåòñÿ ÷òî ñïàðèâàíèå ïðîèñõîäèò â s êàíàëå [2]). Ïðè ýòîì â ôîðìóëå

νN =
1
H

βxy

σxx

ìîæíî ñ÷èòàòü σxx ðàâíîé îáû÷íîé ïðîâîäèìîñòè íå ñèëüíî áëèçêî îò Tc (òî÷íåå, â îáëàñòè
T−Tc

Tc
, H−Hc2

Hc2
À Gi ∼ 1

g , ãäå g = ~
e2

1
R¤

� áåçðàçìåðíûé êîíäàêòàíñ ïëåíêè).
1ýòîò ýôôåêò ñâÿçàí ñ ïðîòèâîïîëîæíûì ýôôåêòîì Íåðíñòà (èíîãäà åãî íàçûâàþò ýôôåêòîì Ýòòèíãñãàóçåíà) �

âîçíèêíîâåíèåì ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû ïðè ïðîòåêàíèè òîêà ÷åðåç ïðîâîäíèê â ìàãíèòíîì ïîëå.
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2.2 Îïðåäåëåíèå òåïëîâîãî òîêà, òåïëîâàÿ âåðøèíà
Ñèòóàöèÿ ñ çàïèñüþ îïåðàòîðà òåïëîâîãî òîêà ÿâëÿåòñÿ êóäà áîëåå ñëîæíîé â ñðàâíåíèè ñ ýëåêòðè÷åñêèì
òîêîì, ïîñêîëüêó ïîíÿòèå êîëè÷åñòâà òåïëà íå èìååò ÷åòêîãî îïðåäåëåíèÿ â ãàìèëüòîíîâîì ôîðìàëèçìå.
×òîáû ïîíÿòü âûðàæåíèå äëÿ òåïëîâîãî òîêà, íàäî íà÷àòü ðàññìîòðåíèå ñ îïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöèàëà
êîëè÷åñòâà òåïëà ïðè ôèêñèðîâàííîì îáúåìå:

δQ(t) = TδS = δE(t)− µδN(t) + j(e)(r) · δA(r, t) (2)

Ïðè÷åì çäåñü âåêòîðíûé ïîòåíöèàë A(r, t) ñîñòîèò èç äâóõ ñëàãàåìûõ, îäíî èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò
ìàãíèòíîìó ïîëþ è íå çàâèñèò îò âðåìåíè, à âòîðîå ñëàãàåìîå, îòâåòñòâåííîå çà ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå,
ÿâëÿåòñÿ ìàëûì, òàê êàê ñàìî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ìàëî. Àíàëîãè÷íî ìîæíî çàïèñàòü j(e) = j(e)tr + j(e)magn

è ïðåíåáðå÷ü ìàëûì (îïÿòü òàêè, â ñèëó ìàëîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ) j(e)tr . Îñòàâøèéñÿ òîê j(e)magn(r) íå
çàâèñèò îò âðåìåííîé ÷àñòè âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà è âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íàìàãíè÷åííîñòü îáðàçöà M êàê
j(e) = j(e)magn = ∇ ×M. Ðàññìîòðåâ âðåìåííóþ âàðèàöèþ îò îáîèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ (2), ó÷èòûâàÿ âñå
âûøåñêàçàíîå, ìîæíî çàïèñàòü:

δQ

δt
=

δE
δt
− µ

δN

δt
+∇×M · δAE(r, t)

δt
(3)

Åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü ïîëíûé òåïëîâîé òîê j(Q) è ïîëíûé ïîòîê ýíåðãèè j(E) ïîòðåáîâàâ

div j(Q) = −δQ

δt

div j(E) = −δE
δt

Ñëàãàåìîå µ δN
δt ñîîòâåòñòâóåò ïîòîêó ýíåðãèè âûçâàííîìó óïîðÿäî÷åííûì äâèæåíèåì ÷àñòèö, ïîýòîìó

òðàíñïîðòíûé òîê ñîîòâåòñòâóåò ïåðâûì äâóì ñëàãàåìûì â (3):

div j(h)
(tr) = −δE

δt
+ µ

δN

δt

j(h)
(tr) = j(E) −

µ

e∗
j(e)tr

(e∗ � çàðÿä ÷àñòèöû). Íàêîíåö, ∇×M · E = div (M× E) = div j(h)
magn. Â ðåçóëüòàòå, ó÷òÿ (3), ìû ìîæåì

çàïèñàòü äëÿ j(Q):
j(Q) = j(h)

tr + j(h)
magn , j(h)

magn = M×E

Òàêèì îáðàçîì, òåíçîð β̃αβ îïðåäåëåííûé êàê

jα(Q) = −T β̃αβEβ (4)

ñâÿçàí ñ íàáëþäàåìîé âåëè÷èíîé βαβ , êîòîðàÿ âõîäèò â âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà Íåðíñòà,
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

βαβ = β̃αβ +
1
T

eαβγMγ (5)

Ìû ðàññìàòðèâàåì òåíçîð β̃ âìåñòî β ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò ïðîñòîå âûðàæåíèå äëÿ âåðøèíû îïåðàòîðà
èìåííî òåïëîâîãî òîêà, ò.í. ε-ïðåäñòàâëåíèå òåïëîâîé âåðøèíû â êîòîðîì

γ̂i
(Q) =

i(εn + εn+ν)
2

pi

me
(6)

×òî êàñàåòñÿ âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþùåé îïåðàòîðó ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà, òî îíà èìååò âèä

γ̂i
(e) = e∗

pi

me
(7)
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(c)

(f)

(g)

(e)

(d)
(h)

(j)

(l)

(i)

(k)

(m)

(a)

(b)

Ðèñ. 1: Äèàãðàììû, äàþùèå âêëàä â Qαβ
(eQ)(ων) â ñëàáîì ìàãíèòíîì ïîëå. Äèàãðàììû (a, d-g)

ñîîòâåòñòâóþò âñòàâêå ìàãíèòíîé âåðøèíû â ÀË äèàãðàììó, (b, h, i) � â ÌÒ äèàãðàììó, (c, j, l, k,
m) � â äèàãðàììó ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé. Èç ðàáîòû [2].

2.3 Âû÷èñëåíèå νN â ñëàáîì ìàãíèòíîì ïîëå âáëèçè Tc

Ìû ïðîâåäåì âû÷èñëåíèå βxy àíàëîãè÷íî òîìó êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ðàáîòàõ [2], [3] (ñì. òàêæå ðàáîòó
[7]). Ñîãëàñíî ôîðìóëå Êóáî, ìû ìîæåì çàïèñàòü äëÿ òåíçîðà β̃αβ îïðåäåëåííîãî â (4):

β̃αβ = − 1
T

lim
ω→0

Im Qαβ
(eQ)(ω)

ω

ãäå Qαβ
(eQ) � ôóðüå îáðàç çàïàçäûâàþùåé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè îïåðàòîðîâ ýëåêòðè÷åñêîãî è

òåïëîâîãî òîêà Ĵα

(e), Ĵ
β

(Q) â ïðåäñòàâëåíèè ãåéçåíáåðãà. Åãî ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì
ôóíêöèè Qαβ

(eQ)(k, ων) îïðåäåëåííîé íà ìàöóáàðîâñêèõ ÷àñòîòàõ, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïåòëåé
òî÷íûõ ãðèíîâñêèõ ôóíêöèé ñ äâóìÿ âåðøèíàìè (6), (7). Ïîïðàâêè ïåðâîãî ïîðÿäêà ê Qαβ

(eQ)(k, ων)
îïðåäåëÿþòñÿ òðåìÿ òèïàìè äèàãðàìì, ò.í. äèàãðàììîé Àñëàìàçîâà-Ëàðêèíà (ÀË), Ìàêè-Òîìïñîíà (ÌÒ)
è ïåðåíîðìèðîâêîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé.

Â ñëó÷àå ñëàáîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, åãî ìîæíî ó÷åñòü (â ãëàâíîì ïîðÿäêå) ââîäÿ â äèàãðàììû
äîïîëíèòåëüíóþ òîêîâóþ âåðøèíó ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàãíèòíîìó ïîëþ. Òîãäà ìû ïîëó÷àåì íàáîð
äèàãðàìì èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 1.

Åñëè ìû íàõîäèìñÿ âáëèçè Tc, íàèáîëüøèé âêëàä äàþò äèàãðàììû ñîäåðæàùèå ìàêñèìàëüíîå
êîëè÷åñòâî ôëóêòóàöèîííûõ ïðîïàãàòîðîâ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íàì íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü òîëüêî äèàãðàììó
(a) (è åå çåðêàëüíîå îòðàæåíèå). Ìû âûáèðàåì âåêòîðíûé ïîòåíöèàë â âèäå Ay = Hx̂ = −iH ∂

∂qx
è

ó÷èòûâàåì åãî íàëè÷èå èñïîëüçóÿ ãðàäèåíòíî-èíâàðèàíòíûé èìïóëüñ â ïðîïàãàòîðå ôëóêòóàöèîííûõ
ïàð. Òîãäà îáùåå âûðàæåíèå äëÿ Qαβ

(eQ)(ων), ñ ó÷åòîì ñâÿçè ìåæäó òåïëîâîé è ýëåêòðè÷åñêîé âåðøèíàìè,
çàïèñûâàåòñÿ êàê

Q
αβ(AL)
(eQ) (H, ων) =

2iT

e

∑

Ωk

∫
Ωkd2q

(2π)2
Bα

(e)(q)B
β
(e)(q)L(q − 2eA,Ωk)L(q − 2eA,Ωk + ων)

(âûðàæåíèå íàïèñàíî äëÿ d = 2, âñå ôîðìóëû è ðàññóæäåíèÿ íàïèñàííûå ðàíåå ïðèìåíèìû êàê
ê äâóìåðíîìó, òàê è ê òðåõìåðíîìó ñëó÷àþ), ãäå L � ôëóêòóàöèîííûé ïðîïàãàòîð êóïåðîâñêèõ
ïàð âáëèçè ïåðåõîäà, òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ êîòîðîãî ïðèâåäåíî íèæå, à Bα

(e) � ýôôåêòèâíàÿ
âåðøèíà âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ êóïåðîâñêèìè ïàðàìè. Ïðè ðàçëîæåíèè ïðîïàãàòîðà
ïîÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ îò ïîëÿðèçàöèîííîãî îïåðàòîðà, êîòîðàÿ ñíîâà ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà ÷åðåç
Bα

(e)(q), è, â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïî ìàãíèòíîìó ïîëþ, ìîæíî çàïèñàòü:

Q
xy(AL)
(eQ) (H, ων) =

8H

e2D
T

∑

Ωk

∫
Ωkd2q

(2π)2
[
Bx

(e)(q)B
y
(e)(q)

]2

L(q, Ωk + ων)L(q, Ωk)
{
L2(q, Ωk) + L2(q, Ωk + ων)

}
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Ðèñ. 2: Äèàãðàììû îïðåäåëÿþùèå ïîïðàâêó ê ôëóêòóàöèîííîé ýíåðãèè.

Ïðåîáðàçóÿ ñóììó â êîíòóðíûé èíòåãðàë è ñîâåðøàÿ àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå, ïîñëå âû÷èñëåíèÿ
èíòåãðàëà ïîëó÷èì

jx(Q)

Ey = −e2TH

2π

η

ε

(ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ Óññèøêèíà èç [2], ãäå η ñâÿçàíî ñ êîððåëÿöèîííîé äëèíîé ïðè íóëåâîé
òåìïåðàòóðå ξ(0) êàê η = ξ2(0)) Äëÿ íàìàãíè÷åííîñòè íà åäèíèöó ïëîùàäè èìååì (ñð. ôîðìóëó (13)
è ñíîñêó íà òîé æå ñòðàíèöå)

Mz = M · d = −e2TH

3π

η

ε

Òàêèì îáðàçîì, òîêè íàìàãíè÷åííîñòè ñîñòàâëÿþò çíà÷èòåëüíóþ äîëþ ýôôåêòà, è, ñ ïîìîùüþ (4), äëÿ
βxy(AL) ìû ïîëó÷àåì:

βxy(AL) = β̃xy(AL) +
1
T

Mz =
(

1
2
− 1

3

)
e2TH

π

η

ε
=

e

6π

ξ2(T )
l2H

∼ 1
T − Tc

ãäå lH = (1/eH)1/2 � ìàãíèòíàÿ äëèíà 2.

3 Âû÷èñëåíèå íàìàãíè÷åííîñòè
Èñõîäíûì ïóíêòîì íàøèõ âû÷èñëåíèé áóäåò âûðàæåíèå äëÿ îäíîïåòëåâîé ïîïðàâêè ê ôëóêòóàöèîííîé
÷àñòè ñâîáîäíîé ýíåðãèè (ñð. ñ [3], ñòð. 262). Îíà äàåòñÿ ñóììîé äèàãðàìì èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 2:

F (H,T ) = −T
∑

Ωk

tr[log(1− gΠ(Ωk, n))]

Ãäå g � êîíñòàíòà âçàèìîäåéñòâèÿ â ÁÊØ òåîðèè, Π � ïîëÿðèçàöèîííûé îïåðàòîð, ñëåä âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì, ñóììà èäåò ïî ìàöóáàðîâñêèì ÷àñòîòàì Ωk = 2πkT . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÷èñëî
ñîñòîÿíèé íà îäíîì óðîâíå Ëàíäàó ðàâíî dN = e∗HS

2π~c , ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü ñëåä êàê tr −→ e∗HS
2π~c

∑
n,

e∗ = −2e. Òàêèì îáðàçîì, â ñèñòåìå åäèíèö c = ~ = kB = 1, ìû ïîëó÷àåì:
F (H, T )

V
= +

eHT

πd

∑

Ωk,n

log(1− gΠ(Ωk, n))

ãäå d òîëùèíà íàøåãî äâóìåðíîãî îáðàçöà, à V � åãî îáúåì.
L � ïðîïàãàòîð ôëóêòóàöèîííûõ êóïåðîâñêèõ ïàð âûðàæàåòñÿ ÷åðåç Π êàê:

L =
−g

1− gΠ

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ îáùåå âûðàæåíèå äëÿ L [3], ñïðàâåäëèâîå êàê âáëèçè, òàê è âäàëè îò ñâåðõïðîâîäÿùåãî
ïåðåõîäà,

L−1 = −ν

[
log

T

Tc
+ ψ

(
1
2

+
|Ωk|+ 4DeH(n + 1/2)

4πT

)
− ψ

(
1
2

)]
(8)

2â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ìû èìååì βxy(AL) = e
12π

ξ(T )

l2
H

∼ 1√
T−Tc
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ìû ïîëó÷èì

F (H,T )
V

= +
eHT

πd

∑

Ωk,n

logL(Ωk, n) (9)

ãäå L îïðåäåëåíî êàê

L(Ωk, n) = log
T

Tc
+ ψ

(
1
2

+
|Ωk|+ 4DeH(n + 1/2)

4πT

)
− ψ

(
1
2

)
(10)

Ïåðåä òåì êàê ïðèâåñòè ýòî âûðàæåíèå ê âèäó ïîçâîëÿþùåìó äåëàòü ÷èñëåííûå âû÷èñëåíèÿ ñ ïîìîùüþ
êîìïüþòåðà, ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñëó÷àè, äîïóñêàþùèå àíàëèòè÷åñêîå ðàññìîòðåíèå.

3.1 Ñëó÷àè äîïóñêàþùèå àíàëèòè÷åñêîå ðàññìîòðåíèå
Â íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ âûðàæåíèå äëÿ ïîïðàâêè ê ñâîáîäíîé ýíåðãèè (9), ñîäåðæàùåå
äâîéíóþ ñóììó, ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíî óïðîùåíî. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, âîçìîæíî â ñëàáûõ ìàãíèòíûõ
ïîëÿõ H ïðè ïðîèçâîëüíûõ òåìïåðàòóðàõ T , à òàêæå ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå è âáëèçè ïðîèçâîëüíîé
òî÷êè íà ïëîñêîñòè (T, H) ïðèíàäëåæàùåé ëèíèè ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïåðåõîäà. Â äàííîì ðàçäåëå ìû
ðàññìîòðèì âñå òðè ñëó÷àÿ.

3.1.1 Ñëàáîå ìàãíèòíîå ïîëå è ïðîèçâîëüíàÿ òåìïåðàòóðà T > Tc

Ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé ìàëûõ ìàãíèòíûõ ïîëåé, ò.å. äåëàåì âû÷èñëåíèÿ â ãëàâíîì ïîðÿäêå ïî
ïîëþ. Äâîéíàÿ ñóììà â îáùåé ôîðìóëå (9) ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà â èíòåãðàë èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèå
ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñóììû ïî ÷àñòîòàì è ïî óðîâíÿì Ëàíäàó:

T
∑

Ω

logL(Ω, n) = − 1
2πi

∫ ∞

−∞
dω coth

( ω

2T

)
logL(iω, n) = − 1

2π

∫ ∞

0

dω coth
( ω

2T

)
Im

[
logL(iω, n)

]

∞∑
n=0

f(n +
1
2
) = − 1

2i

∫ ∞

−∞
dx tanh πx f(ix)

Ïîñëå ÷åãî äëÿ F (H,T ) ìû ïîëó÷àåì:

F (H,T )
V

= − eH

2π2id

∑
n

∫ ∞

−∞
dω coth

( ω

2T

)
logL(iω, n) =

= +
eH

2π2id

1
2i

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dxdω coth

( ω

2T

)
tanh πx logL(iω, ix) =

= − eH

4π2d

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dxdω coth

( ω

2T

)
tanh πx logL(iω, ix)

Îïðåäåëèâ ôóíêöèþ

f(x) ≡ log
{

log
T

Tc
+ ψ

(
1
2

+
x

4πT

)
− ψ

(
1
2

)}
(11)

ìû ìîæåì çàïèñàòü ýòî êàê:
F (H,T )

V
= − eH

4π2d

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dxdω coth

( ω

2T

)
tanh πxf(iω + 4iDeHx)

Ïðîèçâîäÿ çàìåíó ïåðåìåííîé x → 4DeHx èìååì:

F (H,T )
V

= − 1
16π2Dd

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dxdω coth

( ω

2T

)
tanh

( πx

4DeH

)
f(iω + ix)

F ≡ −16π2Dd
F (H, T )

V
=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dxdω coth

( ω

2T

)
tanh

( πx

4DeH

)
f(iω + ix)
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Ïðåèìóùåñòâî ïîëó÷åííîé ôîðìóëû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå âõîäèò â íåå òîëüêî â
çíàìåíàòåëå àðãóìåíòà tanh. Âû÷èòàíèå (áåñêîíå÷íîé) êîíñòàíòû íå çàâèñÿùåé îò ìàãíèòíîãî ïîëÿ íå
èçìåíèò îòâåòà äëÿ íàìàãíè÷åííîñòè è âîñïðèèì÷èâîñòè, ïîýòîìó âûðàæåíèå äëÿ F ìîæíî çàïèñàòü êàê:

F =
∫ ∞

−∞
dω

∫ ∞

0

dx coth
( ω

2T

)(
tanh

( πx

4DeH

)
− 1

)
[f(iω + ix)− f(iω − ix)]

Ðàñêëàäûâàÿ [f(iω+ix)−f(iω−ix)] ïî x (èíòåãðàë íàáèðàåòñÿ íà x ∼ DeH, ðàçëîæåíèå èäåò ïî ïàðàìåòðó
DeH/T êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ìàëûì), ìû ïîëó÷èì:

[f(iω + ix)− f(iω − ix)] = 2f ′(iω)ix− 1
3
f ′′′(iω)ix3 + . . .

Èñïîëüçóÿ çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ
∫ ∞

0

dyy(tanh y − 1) = −π2

24
;

∫ ∞

0

dyy3(tanh y − 1) = −7π4

960

ìû èìååì (òðåìÿ òî÷êàìè îáîçíà÷åíû îïóùåííûå ñëàãàåìûå ñëåäóþùèõ ïîðÿäêîâ ïî ïîëþ):

F = −4
3
(DeH)2

∫ ∞

0

dω coth
ω

2T

∂

∂ω
(f(iω) + f(−iω)) + . . . = −8

3
(DeH)2 Re

∫ ∞

0

dω coth
ω

2T

∂

∂ω
f(iω)

Âû÷èòàÿ è ïðèáàâëÿÿ ê coth åäèíèöó, ìîæåì çàïèñàòü ýòî êàê:

F = −8
3
(DeH)2 Re

∫ ∞

0

dω
(

coth
ω

2T
− 1 + 1

) ∂

∂ω
f(iω) =

= −8
3
(DeH)2 Re

[∫ ∞

0

dω
2

e
ω
T − 1

∂

∂ω
f(iω) +

∫ ∞

0

dω
∂

∂ω
f(iω)

]
= F1 + F2

Âû÷èñëåíèå F2 òðèâèàëüíî, òàê êàê ïîä èíòåãðàëîì ñòîèò ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

F2 = −8
3
(DeH)2 Re(f(iτ−1)− f(0)) = −8

3
(DeH)2

(
log log

1
Tcτ

− log log
T

Tc

)

M2 = − Tce

π2d
h

π

6γE

(
log log

1
Tcτ

− log log
T

Tc

)
(12)

Äëÿ F1 â ñëó÷àå T áëèçêîãî ê Tc, ìîæíî ïîëó÷èòü îòâåò èñïîëüçîâàííûé â ðàáîòå [2]. Ïîäñòàâëÿÿ â
êà÷åñòâå L âûðàæåíèå âåðíîå âáëèçè ïåðåõîäà, f(x) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

f(x) = log
(

ε +
x

4πT
ψ′

(
1
2

))
, ε = log

T

Tc
=

T − Tc

Tc

è èñïîëüçóÿ òîò ôàêò ÷òî èíòåãðàë ïî ω íàáèðàåòñÿ ïðè ω ¿ T (òî÷íåå íà ω ∼ εT ) ìû ðàñêëàäûâàåì
ýêñïîíåíòó 2

e
ω
T −1

= 2T/ω è ïîëó÷àåì

Re
∫ ∞

0

dω
2

e
ω
T − 1

∂

∂ω
f(iω) =

ψ′(1/2)
4ε

=
πTη

εD

Äëÿ F è F/V ýòî äàåò
F = −8

3
(DeH)2

ψ′(1/2)
4ε

,
F

V
=

1
48

De2H2

dε

Ñîîòâåòñòâåííî, ôëóêòóàöèîííàÿ íàìàãíè÷åííîñòü, ðàâíàÿ ïî îïðåäåëåíèþ M = − 1
V

∂F
∂H ,

M = − 1
24

De2H

d

1
ε

èëè, âûäåëèâ ðàçìåðíóþ êîíñòàíòó, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

M = − Tce

π2d
h

π3

48γE

1
ε
, h =

H

Hc2(0)
(13)
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Ðèñ. 3: çàâèñèìîñòü îáåçðàçìåðåííîé íàìàãíè÷åííîñòè m = m(ε) = M/
(− Tce

π2dh
)
îò ε. ×åðíàÿ ñïëîøíàÿ

ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò M1 èç (14), ïóíêòèðíàÿ � M2 (íà äàííîì ãðàôèêå âûáðàíî τTc = 1000, M2 î÷åíü
ñëàáî çàâèñèò îò îáðåçàíèÿ), ñèíèì è êðàñíûì öâåòîì ïîêàçàíû ñîîòâåòñòâåííî àñèìïòîòèêè M1 âáëèçè
è äàëåêî îò Tc, ñì. ôîðìóëû (13) è (15)

×òî â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì ïîëó÷åííûì â [6] è èñïîëüçîâàííûì â [2]3. Âêëàä F2 â äàííîì
ñëó÷àå íåñóùåñòâåíåí, ïîñêîëüêó îí çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû ìåíåå ñèíãóëÿðíûì îáðàçîì, êàê log ε, è íå
çàìåòåí íà ôîíå 1

ε .
Â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå, êîãäà T À Tc ðåçóëüòàò äëÿ F1 ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ïîñëå ðàçëîæåíèÿ

ïî ïàðàìåòðó (ψ
(

1
2 + ω

4πT

)− ψ
(

1
2

)
)/ε. Îáùàÿ ôîðìóëà äàåò äëÿ F1,M1:

F1 =
8
3
(DeH)2

1
2π

Im
∫ ∞

0

dx
1

ex − 1

[
ψ′

(
1
2 + ix

4π

)

ε + ψ
(

1
2 + ix

4π

)− ψ
(

1
2

)
]

M1 = − Tce

π2d
h

(
− 1

12γE

)
Im

∫ ∞

0

dx
1

ex − 1

[
ψ′

(
1
2 + ix

4π

)

ε + ψ
(

1
2 + ix

4π

)− ψ
(

1
2

)
]

(14)

(ìû çàìåíèëè ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ ω áåçðàçìåðíîé ïåðåìåííîé x = ω/T ). Ðàçëîæåíèå
çíàìåíàòåëÿ äî ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî ε è ÷èñëåííîå âû÷èñëåíèå ïîëó÷åííûõ èíòåãðàëîâ äàåò:

M1 = − Tce

π2d
h

1
24γE

(
A

ε
+

B

ε2

)
, A = 3.85603, B = 4.72586 (15)

Íà ðèñ. 3 âèäíî ÷òî óæå ïðè ε & 1 è ε . 0.1 çíà÷åíèå M1 èç àñèìïòîòèê õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ
íàìàãíè÷åííîñòüþ ïîëó÷åííîé èç òî÷íîé ôîðìóëû.

3.1.2 Íóëåâàÿ òåìïåðàòóðà è ïðîèçâîëüíîå H > Hc2(0)

Íà÷íåì íàøå ðàññìîòðåíèå ñ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèÿ âåðõíåãî êðèòè÷åñêîãî ïîëÿ Hc2(0) ïðè íóëåâîé
òåìïåðàòóðå. Îíî îïðåäåëÿåòñÿ ïîÿâëåíèåì ïîëþñà ó ïðîïàãàòîðà (8) ïðè Ωk = 0, n = 0. Èñïîëüçóÿ
çíà÷åíèå ψ(1/2) è àñèìïòîòèêó ψ ôóíêöèè íà áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà, ìû ïîëó÷àåì [4]:

Hc2(0) =
πTc

2γEDe

ãäå γE = 1.78 � êîíñòàíòà Ýéëåðà. Äëÿ L(Ωk, n) îïðåäåëåííîé â (11) ïðè T = 0 ìû ïîëó÷àåì:

L(Ωk, n) = log
|Ωk|+ 4DeH(n + 1

2 )
x0

ãäå x0 =
πTc

γE

3Èñïîëüçîâàâ îáîçíà÷åíèÿ Óññèøêèíà, ψ′(1/2)
4ε

= πTη
εD

, äëÿ íàìàãíè÷åííîñòè ìû ïîëó÷èì M = − e2TH
3πd

η
ε
, ÷òî

âîñïðîèçâîäèò ôîðìóëó (37) èç [2]
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Ñ

Im z

Re z

Ðèñ. 4: Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè Ω < x0

Im z

Re z

Ðèñ. 5: êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè Ω > x0

Ñóììèðîâàíèå ïî Ωk ïðåâðàùàåòñÿ â èíòåãðàë: T
∑

Ωk
= 1

2π

∫∞
−∞ dΩ = 1

π

∫∞
0

dΩ, îäíàêî ñóììà ïî óðîâíÿì
Ëàíäàó íå ìîæåò áûòü íàïðÿìóþ ïðåâðàùåíà â èíòåãðàë ïî x, òàê êàê f(x) èìååò îñîáåííîñòè, êîòîðûå
íåëüçÿ ïåðåñåêàòü, äåôîðìèðóÿ êîíòóð. Îáîçíà÷èì z = 4DeH(n + 1

2 ) è ðàññìîòðèì L êàê ôóíêöèþ
êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé iz. L(Ω, iz) çàíóëÿåòñÿ â òî÷êå iz∗ = x0 − Ω, è äëÿ Ω < x0 ýòà ñóùåñòâåííàÿ
îñîáåííîñòü ïåðåñåêàåòñÿ ïðè ¿íàèâíîéÀ äåôîðìàöèè êîíòóðà. Îäíàêî, åñëè Ω > x0, îñîáåííîñòü ëåæèò
â ïëîñêîñòè Im z > 0 è êîíòóð ìîæíî äåôîðìèðîâàòü êàê è ðàíüøå. Òàêèì îáðàçîì, ïðè Ω < x0,

∑
n

logL(Ω, n) = − 1
8iDeH

{∫ ∞

−∞
dz tanh

πz

4DeH
logL(Ω, iz) +

∫

C

dz tanh
πz

4DeH
logL(Ω, iz)

}

ãäå C � êîíòóð èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 4. Åñëè æå Ω > x0, òî ïîëîæåíèå îñîáåííîñòåé íà êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè ñòàíîâèòñÿ òàêèì êàê íà ðèñ. 5, è ìû èìååì:

∑
n

logL(Ω, n) = − 1
8iDeH

{∫ ∞

−∞
dz tanh

πz

4DeH
logL(Ω, iz)

}

Âîçâðàùàÿñü ê îáùåé ôîðìóëå
F

V
=

eHT

πd

∑

Ωk,n

logL =
eH

π2d

∫ ∞

0

dΩ
∑

n

logL

è ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñóììû ïî óðîâíÿì Ëàíäàó, èìååì:

F

V
= − 1

8π2Dd

1
i

[∫ x0

0

dΩ

{∫ ∞

0

dz tanh
πz

4DeH
2i arctan

arctan z
Ω

log
√

z2+Ω2

x0

+
∫ √

x2
0−Ω2

0

dz tanh
πz

4DeH
2iπ+

+
∫ z∗

0

dz tan
πz

4DeH
2iπ

}
+

∫ ∞

x0

dΩ
∫ ∞

0

dz tanh
πz

4DeH
2i arctan

arctan z
Ω

log
√

z2+Ω2

x0

]

F

V
= − 1

8π2Dd

[∫ x0

0

dΩ

{∫ √
x2
0−Ω2

0

dz tanh
πz

4DeH
2π+

∫ x0−Ω

0

dz tan
πz

4DeH
2π

}

+
∫ ∞

0

dΩ
∫ ∞

0

dz tanh
πz

4DeH
2 arctan

arctan z
Ω

log
√

z2+Ω2

x0

]

Îáåçðàçìåðèâ ïåðåìåííûå èíòåãðèðîâàíèÿ: Ω → x0w, z → x0y, x0 = πTc

γE
= 2DeHc2 è ÿâíî âçÿâ èíòåãðàë

ïî z âî âòîðîì ñëàãàåìîì, ïîëó÷èì (ìû âû÷ëè íåçàâèñÿùóþ îò H êîíñòàíòó):

F

V
= −De2H2

c2

2π2d

[∫ ∞

0

dw

∫ ∞

0

dy

(
tanh

πHc2y

2H
− 1

)
2 arctan

arctan y
w

log
√

y2 + w2
+

+2π
(

2H

πHc2

) ∫ 1

0

dw log cosh
(

πHc2

2H

√
1− w2

)
− 2π

(
2H

πHc2

)2 ∫ πHc2
2H

0

dw log cos w

]
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Ðèñ. 6: çàâèñèìîñòü áåçðàçìåðíîé íàìàãíè÷åííîñòè
îò îáðåçàíèÿ, äëÿ çíà÷åíèé τTc = 500, 2000
è 8000 (íèæíÿÿ, ñðåäíÿÿ è âåðõíÿÿ êðèâûå
ñîîòâåòñòâåííî)
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Ðèñ. 7: çàâèñèìîñòü áåçðàçìåðíîé íàìàãíè÷åííîñòè
è àñèìïòîòèêè ïðè áîëüøèõ h è h áëèçêèõ ê 1, èç
ôîðóìóë (18), (16)

Åäèíñòâåííûé ïàðàìåòð â ýòîé ôîðìóëå � áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà πHc2
2H , ïîýòîìó äàííóþ ôîðìóëó ìîæíî

íàïðÿìóþ èñïîëüçîâàòü äëÿ ÷èñëåííûõ âû÷èñëåíèé. Îäíàêî â ñëó÷àå áëèçîñòè ê Hc2(0), ìîæíî ïîëó÷èòü
îòâåò àíàëèòè÷åñêè: îñíîâíîé âêëàä äàåò ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå, òàê êàê åãî ïðîèçâîäíàÿ, ïî ïîëþ (ðàâíàÿ
íàìàãíè÷åííîñòè) ðàñõîäèòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêè ïðè H = Hc2. Â ðåçóëüòàòå:

F

V
(H → Hc2) =

4De2H2

π3d

∫ πHc2
2H

0

dw log cos w

M = − 1
V

∂F

∂H
= −2De2Hc2

π2d
log η−1 = − Tce

π2d

π

γE
log η−1; η =

H −Hc2

Hc2
(16)

ãäå η èçìåðÿåò îòíîñèòåëüíóþ áëèçîñòü ê òî÷êå ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïåðåõîäà. Òàêèì îáðàçîì ìû
âîñïðîèçâåëè ðåçóëüòàò ïîëó÷åííûé â ðàáîòå [8].

Âîçâðàùàÿñü ê íàìàãíè÷åííîñòè ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ ìàãíèòíîãî ïîëÿ (â ýêñïåðèìåíòå [1]
ìàãíèòíîå ïîëå èçìåíÿëîñü âïëîòü äî 4×Hc2), ìû âû÷èñëÿåì ôóíêöèþ:

Q(h) = −
∫ 1

τx0

0

dw

∫ ∞

0

dy
(
tanh

πy

2h
− 1

)
2 arctan

arctan y
w

log
√

y2 + w2
−

−2π

(
2h

π

) ∫ 1

0

dw log cosh
( π

2h

√
1− w2

)
+ 2π

(
2h

π

)2 ∫ π
2h

0

dw log cos w

ãäå h = H
Hc2

� áåçðàçìåðíîå ìàãíèòíîå ïîëå. Òåïåðü äëÿ íàìàãíè÷åííîñòè M = − 1
V

∂F
∂H ìû ïîëó÷àåì

ñëåäóþùåå âûðàæåíèå ÷åðåç Q(h):
M = − Tce

π2d
m(h)

m(h) =
π

4γE
Q′(h) =

π

4γE

{
π

h2

∫ 1
τx0

0

dw

∫ ∞

0

dy
y

cosh2 πy
2h

arctan
arctan y

w

log
√

y2 + w2
− 4

∫ 1

0

dw log cosh
( π

2h

√
1− w2

)

+
(

2π

h

) ∫ 1

0

dw
√

1− w2 tanh
( π

2h

√
1− w2

)
+

16h

π

∫ π
2h

0

dw log cos w − 4 log cos
π

2h

}
(17)

Êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïîëó÷åíèå àñèìïòîòèêè ïðè H À Hc2. Â ýòîì ïðåäåëå
äâà ïîñëåäíèõ ñëàãàåìûõ â Q äàåò ïðåíåáðåæèìî ìàëûé âêëàä ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûì ñëàãàåìûì (îíè
âåäóò ñåáÿ êàê 1

h ïðè áîëüøèõ h). Ïðîñòàÿ îöåíêà äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî äàåò

Q(h) ' h2

3
(log log

1
τx0

− log log
2h

π
) (18)
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Ðèñ. 8: ëèíèÿ ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïåðåõîäà, hc2(t) = Hc2(T )
Hc2(0)

, t = T
Tc

Îäíàêî îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ýòîé àñèìïòîòèêè ïî ñóòè íèêîãäà íå äîñòèãàåòñÿ (ñì ðèñ. 7), ïîñêîëüêó
äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ÷òîáû äâîéíîé ëîãàðèôì log log 1

τx0
áûë ìíîãî áîëüøå åäèíèöû, à ýòî â ðåàëüíîñòè

íèêîãäà íå ïðîèñõîäèò.

3.1.3 Íàìàãíè÷åííîñòü âáëèçè ëèíèè ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïåðåõîäà
Ëèíèÿ ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïåðåõîäà îïðåäåëÿåòñÿ íàëè÷èåì ïîëþñà ó ïðîïàãàòîðà ôëóêòóàöèîííûõ ïàð
íà íóëåâîé ÷àñòîòå è íàèíèçøåì óðîâíå Ëàíäàó [4]. Ïåðåéäÿ ê îáåçðàçìåðåííûì òåìïåðàòóðå è ïîëþ,
t = T

Tc
, h = H

Hc2(0)
, ìû ïîëó÷èì ÷òî ëèíèÿ ïåðåõîäà hc2(t) îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ:

log t + ψ

(
1
2

+
hc2(t)
4γEt

)
− ψ

(
1
2

)
= 0

è èçîáðàæåíà íà ðèñ. 8. Ñíà÷àëà ìû ðàññìîòðèì íàìàãíè÷åííîñòü êîãäà ìû ñìåùàåìñÿ ñ ëèíèè ïåðåõîäà
ïî ìàãíèòíîìó ïîëþ, ò.å. óâåëè÷èâàåì ïîëå îò Hc2(T ) äî H. Äëÿ ýòîãî íàì íåîáõîäèìî èçó÷èòü ïîëîæåíèå
íóëåé ôóíêöèè (10) â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ T , H, Ω, n:

L(T, H,Ω, x) = log
T

Tc
+ ψ

(
1
2

+
Ω + 4DeHx

4πT

)
− ψ

(
1
2

)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ñëó÷àå êîãäà òî÷êà (T,H) íàõîäèòñÿ âûøå ëèíèè ïåðåõîäà, ñèíãóëÿðíîñòü äëÿ x =
n + 1

2 â ïëîñêîñòè Ω íàõîäèòñÿ â òî÷êå Ω0 < 0. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ïðåâðàòèòü ñóììó ïî Ω â
èíòåãðàë íå çàáîòÿñü î ïåðåñå÷åíèè íàøèì êîíòóðîì îñîáåííîñòåé. Ïîñëå ÷åãî, òðàíñôîðìèðóÿ ñóììó ïî
n ìû óæå äîëæíû îáðàòèòü âíèìàíèå íà îñîáåííîñòè ñëàãàåìûõ:

F (H, T )
V

= +
eHT

πd

∑

Ωk,n

logL(Ωk, n) = − 1
2πi

eHT

πd

∫ ∞

−∞
dω coth

ω

2T

∑
n

logL(iω, n)

Ïðè ôèêñèðîâàííîì äåéñòâèòåëüíîì çíà÷åíèè ω, L(iω, x) èìååò íîëü â òî÷êå iω +4DeHx = 4DeHc(T ) · 1
2 ,

à ó ëîãàðèôìà òàì ñîîòâåòñòâåííî ñóùåñòâåííàÿ îñîáåííîñòü. Òàêèì îáðàçîì àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó
ñëó÷àþ, ïðè äåôîðìàöèè êîíòóðà îí íå äîëæåí ïåðåñåêàòü îñîáåííîñòü è ìû îïÿòü èìååì äâà
ñëàãàåìûõ: îäíî � îò èíòåãðèðîâàíèÿ ïî äåéñòâèòåëüíîé îñè, äðóãîå � îò ÷àñòè êîíòóðà C[ω] îáõîäÿùåé
îñîáåííîñòü (ñì. ðèñ. 9 â ñëåäóþùåì ðàçäåëå).

∑
n

logL(iω, n) = − 1
2i

[∫ ∞

−∞
dx tanh πx logL(iω, ix) +

∫

C[ω]

dx tanh πx logL(iω, ix)

]

Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé 4DeHx → z èìååì:

F (H, T )
V

= − 1
16π2Dd

∫ ∞

−∞
dω coth

ω

2T

[∫ ∞

−∞
dz tanh

πz

4DeH
logL(iω, iz) +

∫

C[ω]

dz tanh
πz

4DeH
logL(iω, iz)

]
(19)

F = Freg + Fsing
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Ðèñ. 9: Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè T < Tc

Im z

Re z

Ðèñ. 10: êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè T > Tc

Ïîêà Hc2(T ) íå ñèëüíî ìàëî, îñíîâíîé âêëàä â F â ñëó÷àå áëèçîñòè ê ëèíèè ïåðåõîäà ïðîèñõîäèò îò
èíòåãðàëà ïî C[ω], ïîýòîìó ìû ìîæåì íàïèñàòü (ìû ñíîâà âû÷ëè íå çàâèñÿùóþ îò H êîíñòàíòó):

Fsing(H, T )
V

= − 1
16π2Dd

∫ ∞

−∞
dω coth

ω

2T

∫

C[ω]

dz
(
tanh

πz

4DeH
− 1

)
logL(iω, iz) = (20)

=
eH

π2d

∫ ∞

0

dω coth
ω

2T

[
π

2
Hc2(T )

H
− arctan

(
tanh

πω

4DeH
tan

πHc2(T )
2H

)]

Äëÿ M , äèôôåðåíöèðóÿ ïî H è îñòàâëÿÿ ëèøü ðàñõîäÿùååñÿ ñëàãàåìîå, ïîëó÷èì:

M = −2De2Hc2(T )
π2d

∫ ∞

0

dw coth
2DeHw

πT

tanh w(
π
2 η

)2 + tanh2 w
= − Tce

π2d

πT

Tc

1
η

(21)

ãäå η õàðàêòåðèçóåò áëèçîñòü ê ëèíèè ïåðåõîäà: η = H−Hc2(T )
Hc2(T ) ¿ 1, è ýòî ïðèáëèæåíèå ãîäèòñÿ

ïðè 2DeH
πT η = 1

γE

hη
t ¿ 1. Â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå, åñëè η ¿ 1 íî 1

γE

hη
t À 1, èíòåãðàë â (21) íàáèðàåòñÿ

êîãäà coth óæå ðàâåí åäèíèöå, òàêèì îáðàçîì, îïóñêàÿ ñëàãàåìûå ïîðÿäêà åäèíèöû, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü

M = − Tce

π2d
hc2(t)

π

γE
log η−1 (22)

÷òî ïðè T = 0, ïîñêîëüêó hc2(0) = 1 ïåðåõîäèò â ôîðìóëó (16). Ìû âèäèì ÷òî âáëèçè ëèíèè ïåðåõîäà
ñóùåñòâóþò äâà ðåæèìà � (21) è (22), ïåðåõîä ìåæäó êîòîðûìè ïðîèñõîäèò íà ëèíèè

1
γE

hη

t
≈ 1 (23)

Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ åùå áîëüøèõ η ìû èìååì êðîññîâåð ê äâîéíîé ëîãàðèôìè÷åñêîé àñèìïòîòèêå,
êîòîðûé ïðîèñõîäèò êîãäà η ≈ 1.

Ñëó÷àé äâèæåíèÿ âäîëü îñè òåìïåðàòóð ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü êàê ñäâèã ïî H íî èç äðóãîé òî÷êè.
Òîãäà η = H−Hc2(T )

Hc2(T ) è ξ = T−Tc(H)
Tc(H) ñâÿçàíû ñëåä. îáðàçîì:

η

ξ
= − T

Hc2(T )
d

dT
Hc2(T ) = −d log Hc2(T )

d log T

È äëÿ M ìû ïîëó÷àåì:

M = − Tce

π2d

πT

Tc

1
η

= − Tce

π2d

(∣∣∣∣
d

d(T/Tc)
log(Hc2(T )/Hc2(0)

∣∣∣∣
)−1

π

ξ

3.2 Âûðàæåíèå äëÿ M ïðè ïðîèçâîëüíûõ H è T

Ìû ïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè (19),(20) èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, îäíàêî, ó÷òÿ ÷òî ïðè T > Tc ñèíãóëÿðíîñòü
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ñäâèãàåòñÿ â îáëàñòü Re z < 0 (ñì ðèñ. 9,10), è âêëàä îò èíòåãðèðîâàíèÿ ïî C[ω] îòñóòñòâóåò, Fsing = 0.
Ïåðâûé âêëàä çàïèñûâàåòñÿ êàê è ðàíüøå

Freg

V
= − 1

16π2Dd

∫ ∞

−∞
dω coth

ω

2T

∫ ∞

−∞
dz tanh

πz

4DeH
logL(iω, iz)

ïðåâðàòèâ
∫∞
−∞ â

∫∞
0

èìååì:

Freg

V
= − 1

16π2Dd

∫ ∞

0

dω coth
ω

2T

∫ ∞

0

dz
(
tanh

πz

4DeH
− 1

)
log

L(iω, iz)L(−iω,−iz)
L(−iω, iz)L(iω,−iz)

Fsing óìíîæàåòñÿ íà θ(Tc − T ), ïîñêîëüêó äëÿ âñåõ T > Tc äîëæíî áûòü Fsing = 0:

Fsing

V
= θ(Tc − T )

eH

π2d

∫ ∞

0

dω coth
ω

2T

[
π

2
Hc2(T )

H
− arctan

(
tanh

πω

4DeH
tan

πHc2(T )
2H

)]

Ïîñëå îáåçðàçìåðèâàíèÿ ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ è îïðåäåëåíèÿ L(w, y) äëÿ íîâûõ ïåðåìåííûõ,
ïîëó÷àåì ôîðìóëó ïðèãîäíóþ äëÿ âû÷èñëåíèé:

t =
T

Tc
, h =

H

Hc2(0)
, hc2(t) =

Hc2(T )
Hc2(0)

, w =
ω

Tc
, y =

z

2DeHc2(0)

L(w, y) = log t + ψ

(
1
2

+
w

4πt
+

y

4γEt

)
− ψ

(
1
2

)

Freg(t, h)
V

= − T 2
c

16πγEDd

∫ ∞

0

dw coth
w

2t

∫ ∞

0

dy
(
tanh

πy

2h
− 1

)
log

L(iw, iy)L(−iw,−iy)
L(−iw, iy)L(iw,−iy)

Fsing(t, h)
V

= θ(Tc − T )
T 2

c

2πγEDd

∫ ∞

0

dw coth
w

2t

[
π

2
hc2(t)− h arctan

(
tanh

γEw

2h
tan

πhc2(t)
2h

)]

Íàìàãíè÷åííîñòü ðàâíà
M = − 1

V

∂F

∂H
= − 1

V

1
Hc2(0)

∂F (t, h)
∂h

Ñîáèðàÿ îáà ñëàãàåìûõ

M = − Tce

π2d

∂

∂h

{
θ(Tc − T )

∫ ∞

0

dw coth
w

2t

[
π

2
hc2(t)− h arctan

(
tanh

γEw

2h
tan

πhc2(t)
2h

)]
−

−1
8

∫ ∞

0

dw coth
w

2t

∫ ∞

0

dy
(
tanh

πy

2h
− 1

)
log

L(iw, iy)L(−iw,−iy)
L(−iw, iy)L(iw,−iy)

}

è âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþ, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

M = − Tce

π2d

{
θ(Tc − T )

∫ ∞

0

dw coth
w

2t

[
1
2h

γEw sin πhc2(t)
h + πhc2(t) sinh γEw

h

cos πhc2(t)
h + cosh γEw

h

−

− arctan
(

tanh
γEw

2h
tan

πhc2(t)
2h

)]
+

π

16h2

∫ ∞

0

dw coth
w

2t

∫ ∞

0

dy
y

cosh2 πy
2h

log
L(iw, iy)L(−iw,−iy)
L(−iw, iy)L(iw,−iy)

}
(24)

Ýòà ôîðìóëà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ÷èñëåííûõ ïîäñ÷åòîâ â ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè çíà÷åíèé ïîëåé
âûøå ëèíèè ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïåðåõîäà. Â ÷àñòíîñòè, íà ðèñ. 11 ïîêàçàí çàâèñèìîñòü m(h, t) â îáëàñòè
h, t = 0 . . . 1.5.

3.3 Ñøèâêà ðåçóëüòàòîâ
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îáùåé êàðòèíû ïîâåäåíèÿ íàìàãíè÷åííîñòè âî âñåé ïëîñêîñòè (h, t) ïîëó÷åííûõ
àñèìïòîòèê (13), (16), (21), (22) îêàçûâàåòñÿ åùå íåäîñòàòî÷íî. Îñòàåòñÿ íåâûÿñíåííûì ïîâåäåíèå
íàìàãíè÷åííîñòè âáëèçè òî÷êè Tc ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ðàññìîòðåíèåì äàííûõ
ñëó÷àåâ ìû è çàéìåìñÿ ïåðåä ïîñòðîåíèåì îáùåé êàðòèíû ïîâåäåíèÿ m(h, t).
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Ðèñ. 11: çàâèñèìîñòü áåçðàçìåðíîé íàìàãíè÷åííîñòè m(h, t) îò h, t ïðè τTc = 1000 â îáëàñòè H =
0 . . . 1.5 Hc2(0), T = 0 . . . 1.5 Tc(0).

3.3.1 Îêðåñòíîñòü Tc, áîëåå ïîäðîáíîå ðàññìîòðåíèå
Â ñèëó íàøåãî âûáîðà êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè ïîëó÷åíèè ôîðìóëû (24) èç (9), îòâåò ñîäåðæèò
äâà ñëàãàåìûõ, îäíî èç êîòîðûõ èñ÷åçàåò ïðè T > Tc. Ïîýòîìó âûâîä àñèìïòîòèêè ñëåäóåò ïðîèçâîäèòü
ðàçíûìè ñïîñîáàìè ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ëèíèè t = 1, îäíàêî, ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ýòà ëèíèÿ íå íåñåò
íèêàêîãî ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà, è ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì îïðåäåëåííîãî âûáîðà êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ïðè t ≥ 1 ñëàãàåìîå ñ θ-ôóíêöèåé îòñóòñòâóåò è ìû âû÷èñëÿåì òîëüêî ïîñëåäíèé ÷ëåí â (24), ðàçëàãàÿ
ïðîïàãàòîð â ñèëó áëèçîñòè ê ïåðåõîäó è çàìåíÿÿ coth w

2t → 2t
w (ìû íàõîäèìñÿ ïðè ε ¿ 1 è ïîýòîìó òàêîå

ðàçëîæåíèå äîïóñòèìî), ïîëó÷àåì:
∫ ∞

0

dw coth
w

2t
log

L(iw, iy)L(−iw,−iy)
L(−iw, iy)L(iw,−iy)

= 2π arctan
π2y

8γEtε

(íàïîìíèì, ε = log T
Tc

= T−Tc

Tc
). Ïîñëå ÷åãî äëÿ íàìàãíè÷åííîñòè èìååì

m(h, t) = − ∂

∂h

{
πt

2

∫ ∞

0

dy
(
tanh

πy

2h
− 1

)
arctan

π2y

8γEtε

}
(25)

Ïðè h ¿ ε, ìû âîñïðîèçâîäèì îòâåò (13), m = π3

48γE

h
ε . À äëÿ h À ε, ïîëó÷àåì

M = − Tce

π2d

π3

48
t, ò.å. m ∼ 1 (26)

Ïåðåõîä îò (13) ê (26) ïðîèñõîäèò ïðè h ≈ 1
Â îáëàñòè t < 1 ðåçóëüòàò (25) îñòàåòñÿ òàêèì æå, òîëüêî âìåñòî ε < 0 íàäî ïèñàòü |ε|. Ïåðâûé ÷ëåí èç

(24) âåäåò ñåáÿ êàê 1
η ïðè η < 1, êàê ìû ïîëó÷èëè ðàíåå. Åñëè æå η À 1 è ïðè ýòîì h ¿ t (÷òî ïðåêðàñíî

âûïîëíÿåòñÿ âáëèçè Tc, òàê êàê òàì t = 1, à h ìû ñ÷èòàåì ìàëûì íî ìíîãî áîëüøèì hc2(t)|t→1 → 0), òî
ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî

m2 = πt
hc2(t)

h
, m2 ¿ 1

Ýòî îçíà÷àåò, òàê êàê m1 ýòîé îáëàñòè òàêîå æå êàê â (26) (êîíå÷íî ïðè h > |ε|), ÷òî m2 ìîæíî ïðåíåáðå÷ü
ïî ñðàâíåíèþ ñ m1 êîãäà h > |ε|, h > hc2(t). Òàêèì îáðàçîì îêîí÷àòåëüíî ìû ïîëó÷àåì

m =
π3

48
t ∼ 1 ïðè h À |ε|, h À hc2(t) (27)
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Ðèñ. 12: Çàâèñèìîñòü m(h, t) â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñëåííîãî êîýôôèöèåíòà. Ñèíÿÿ
ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ ηh

t ∼ 1, êðàñíàÿ � η ∼ 1, ôèîëåòîâàÿ � h ∼ ε. Ðàçëè÷íûå îáëàñòè ïîâåäåíèÿ
ïðîíóìåðîâàíû öèôðàìè, òî÷íûå àñèìïòîòèêè ïðèâåäåíû â òàáëèöå.

3.3.2 Îáùàÿ êàðòèíà
Òåïåðü ìû ìîæåì íàðèñîâàòü îáùóþ êàðòèíó ïîâåäåíèÿ íàìàãíè÷åííîñòè âî âñåé ïëîñêîñòè (h, t),
ñîáèðàÿ âîåäèíî àñèìïòîòèêè è ëèíèè íà êîòîðûõ ïðîèñõîäèò êðîññîâåð ìåæäó íèìè èç ôîðìóë (13),
(21), (22), (27). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ðèñ. 12. è òàáëèöó â êîòîðîé ñâåäåíû âñå àñèìïòîòèêè â åäèíîé
ôîðìå.

Îáëàñòü m(h, t)

I hc2(t)
π

γE
log η−1

II πT

Tc

1
η

III π3

48
t

IV π3

48γE

h

ε

V h
π

6γE
(log log(τTc)−1 − log log max(h, t))
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4 Âûâîäû è ïëàí äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé
Â äàííîé ðàáîòå ìû íàìåòèëè ñõåìó âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòà Íåðíñòà â ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè
ïîëåé è òåìïåðàòóð è âû÷èñëèëè íàìàãíè÷åííîñòü, êîòîðóþ íåîáõîäèìî âû÷åñòü èç îòâåòà äàâàåìîãî
äèàãðàììíîé òåõíèêîé. Ñëåäóþùèì øàãîì ÿâëÿåòñÿ âûâîä ýôôåêòèâíîé âåðøèíû âçàèìîäåéñòâèÿ
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ ôëóêòóàöèîííûìè êóïåðîâñêèìè ïàðàìè. Ïîñëå ÷åãî, ïîñêîëüêó âûðàæåíèå
äëÿ ïðîïàãàòîðà èçâåñòíî, ñòàíåò âîçìîæíîé çàïèñü âûðàæåíèÿ äëÿ òðåõ äèàãðàìì è èõ íåïîñðåäñòâåííîå
âû÷èñëåíèå. Âû÷èòàÿ èç ïîëó÷åííîãî îòâåòà íàìàãíè÷åííîñòü, ìû íàéäåì βxy è êîýôôèöèåíò Íåðíñòà νN .
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