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1 Ââåäåíèå.Â ýòîé ðàáîòå áóäåò ðàññìîòðåí ý��åêò òóðáóëåíòíîãî äèíàìî � ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñòìàãíèòíîãî ïîëÿ â îáëàñòè òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ ïðîâîäÿùåé æèäêîñòè. Ýòî ÿâëåíèå îò-âåòñòâåííî çà íàëè÷èå ñèëüíûõ ìàãèòíûõ ïîëåé â àñòðî�èçè÷åñêèõ ñèñòåìàõ. Äèíàìî óïðàâ-ëÿåòñÿ äâóìÿ ïðîöåññàìè - ðîñòîì ìàãíèòíîãî ïîëÿ çà ñ÷åò ðàñòÿæåíèÿ ìàãíèòíûõ ëèíèéè äèññèïàöèåé ýíåðãèè çà ñ÷åò äè��óçèè. Íà ïåðâîíà÷àëüíîé ñòàäèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòüìàãíèòíîå ïîëå êàê ïàññèâíîå, æèâóùåå â çàäàíîì ïîëå ñêîðîñòåé, ïîçæå âêëþ÷àåòñÿ îá-ðàòíîå âëèÿíèå ïîëÿ íà òå÷åíèå æèäêîñòè. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ïåðâàÿ, êèíåìàòè÷åñêàÿñòàäèÿ.Ôëóêòóàöèîíóþ êîìïîíåíòó ñêîðîñòè áóäåì îïèñûâàòü ìîäåëüþ Êàçàíöåâà-Êðàé÷íåíà [1℄,[2℄, ò.å. ïîëå ñêîðîñòåé ïðåäïîëàãàåòñÿ ãàóññîâûì è äåëüòà-êîððåëèðîâàííûì ïî âðåìåíè:
〈vi(~r1, t1)vj(~r2, t2) = 2δ(t1 − t2)Dij(~r1 − ~r2). (1)

Dij = D0δij −
1

2
dij(~r) (2)

Dij(0) ÿâëÿåòñÿ ý��åêòèâíûì êîý��èöèåíòîì äè��óçèè, îïðåäåëÿþùèé îòíîñèòåëüíîåäâèæåíèå äâóõ ëàãðàíæåâûõ ÷àñòèö æèäêîñòè íà áîëüøèõ âðåìåíàõ. Ïîâåäåíèå d(r) îïðå-äåëÿåòñÿ äâóìÿ ìàñøòàáàìè: âÿçêèì ìàñøòàáîì η è ìàñøòàáîì êîððåëÿöèè ñêîðîñòè L. Âèíòåðâàëå r ≪ η ãðàäèåíò ñêîðîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûì è d(r) ∼ r2. Â èíåðöèîííîìèíòåðâàëå η ≪ L è d(r) ∼ rξ. Íà ðàññòîÿíèõ, áîëüøèõ, ÷åì L êîððåëÿòîð ñêîðîñòè ñòðåìèòñÿê 0.Èìååòñÿ åùå îäèí ïðîñòðàíñòâåííûé ìàñøòàá, rd - ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîì ñóùåñòâåííàìîëåêóëÿðíàÿ äè��óçèÿ. Îí ïðåäïîëàãàåòñÿ ìíîãî ìåíüøèì âÿçêîãî ìàñøòàáà.Â ñòàòüå [3℄ èññëåäîâàí äâóõòî÷å÷íûé êîððåëÿòîð â ïðèñóòñòâèè íàêà÷êè è ñëàáîé äè�-�óçèè äëÿ èçîòðîïíîãî ñëó÷àÿ. Â ïðè ξ < 1 äèíàìî îòñóòñòâóåò, è â èíåðöèîííîì èíòåðâàëåêîðåëÿòîð ïàäàåò ñòåïåííûì îáðàçîì ñ ïîêàçàòåëåì
γ2 = −

3 + ξ

2
+

3

2

√

1 − ξ(ξ + 2)/3. (3)Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñòðóêòóðà êîððåëÿòîðà â èíòåðâàëå ìåæäó äè�-�óçíûì è âÿçêèì ìàñøòàáàìè è èíêðåìåíò ðîñòà:
γ = lim

t→∞

ln〈B2〉

2t
(4)Â îäíîðîäíîì ñëó÷àå îí îïðåäåëÿåòñÿ ëÿïóíîâñêèìè ýêñïîíåíòàìè λi [4℄

γ = min{(λ1 − λ2)/2, (λ2 − λ3)/2} (5)Ïîñêîëüêó λ1 > λ2 > λ3, òî â èçîòðîïíîì òóðáóëåíòíîì ïîòîêå èíêðåìåíò âñåãäà íåîòðèöà-òåëåí.Â ðàáîòå èñëåäóåòñÿ îäíîâðåìåííîé ïðîñòðàíñòâåííûé êîððåëÿòîð ìàãíèòíîãî ïîëÿ â òå-÷åíèè, îáðàçîâàííîì íàëîæåíèåì ñèëüíîãî ïîñòîÿííîãî øèðà è èçîòðîïíîãî òóðáóëåíòíîãîïîòîêà. Ñíà÷àëà, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå ìàãíèòíîå ïîëå è ïîëå ñêîðîñòåé, ïî-ëó÷àåì óðàâíåíèå íà êîððåëÿòîð ïîëÿ, óñðåäíÿÿ ïî ñòàòèñòèêå ñêîðîñòåé. Âî âòîðîé ñåêöèèìû ðåøèì ýòî óðàâíåíèå, ïðåíåáðåãàÿ �ëóêòóàöèÿìè(÷èñòûé ñäâèã). Ïðè ýòîì èçíà÷àëüíîêîððåëÿòîð ëîêàëèçîâàí íà ìàñøòàáå L, à ïîòîì íàáëþäàåòñÿ ëèíåéíûé ðîñò âåëè÷èíû ïî-ëÿ è ðàñòÿæåíèå íà÷àëüíîãî ïÿòíà. Â òðåòüåé ñåêöèè ââîäÿòñÿ �ëóêòóàöèè. Ïðè ýòîì ðîñòñòàíîâèòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì è, èñïîëüçóÿ øèð êàê áîëüøîé ïàðàìåòð, íàõîäèì èíêðåìåíòðîñòà ïîëÿ íà áîëüøèõ âðåìåíàõ.2 Âûâîä óðàâíåíèÿ íà äâóõòî÷å÷íûé ïðîñòðàíñòâåííûéêîððåëÿòîð.Ïðîñòðàíñòâåííûé äâóõòî÷å÷íûé êîððåëÿòîð ìàãíèòíîãî ïîëÿ èìååò âèä
Fij(r1 − r2, t) = 〈Bi(r1, t)Bj(r2, t)〉. (6)2



Ïóñòü ïîëíàÿ ñêîðîñòü òå÷åíèÿ v, ñêëàäûâàåòñÿ èç åå �ëóêòóàöèîííîé ÷àñòè u è ÷àñòè ñîñäâèãîì vshear
x = sy, êîòîðûé â äàííîé çàäà÷å ïðåäïîëàãàåòñÿ ñèëüíûì(êîíêðåòíîå óñëîâèå íà

s áóäåò äàíî íèæå). Âûâåäåì óðàâíåíèå, êîòîðîìó ïîä÷èíÿåòñÿ Fij â òàê çàäàííîì òå÷åíèè.Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè r1 è r2 ëåæèò â èíòåðâàëå ìåæäóäè��óçèîííûì ìàñøòàáîì rd è ìàñøòàáîì âÿçêîñòè rν . Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
vα(r) = σαβ(r)rβÈòàê,

〈(uα(r1) − uα(r2))(uβ(r1) − uβ(r2))〉 =
1

τ
σαβ(r1 − r2)δ(t1 − t2), (7)ãäå

σαβ(r) = δαβr2 −
1

2
rαrβ . (8)Ïàðàìåòåð τ , èìåþùèé ðàçìåðíîñòü âðåìåíè, îïðåäåëÿåò óðîâåíü ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ”øóìà”,íàêëàäûâàþùåãîñÿ íà ñäâèãîâîå òå÷åíèå. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ïîâåäåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿíà âðåìåíàõ t ≫ τ .











vx = ux + sy,

vy = uy,

vz = uz

(9)Âûâåäåì óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå ìàãíèòíîå ïîëå è ñêîðîñòü òå÷åíèÿ. Â ñèñòåìå, â êî-òîðîé ýëåìåíò æèäêîñòè ïîêîèòñÿ j = σE′. Çíà÷èò â íåïîäâèæíîé ñèñòåìåj = σ

(E+
1

c
[vB]

)

. (10)Ïèøåì óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â ñðåäå, ïðåíåáðåãàÿ òîêîì ñìåùåíèÿ:










j = σ
(E+ 1

c [vB]
)

rotH = 4π
c j

rotE = − 1
c

∂B
∂t

(11)Â îáùåì ñëó÷àå ýòè óðàâíåíèÿ íóæíî äîïîëíèòü óðàâíåíèÿìè Íàâüå-Ñòîêñà ñ âíåøíåéñèëîé, âîçíèêàþùåé èç-çà äåéñòâèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Íî êîãäà ìàãíèòíîå ÷èñëî �åéíîëüäñà
Rem = ul

κ ìíîãî áîëüøå åäèíèöû, ìîæåì ïðåíåáðå÷ü îáðàòíûì âëèÿíèåì ìàãíèòíîãî ïîëÿíà æèäêîñòü è ðåøàòü ñëåäóþùåå óðàâíåíèå íà B:
∂B
∂t

= rot[vB] + κ∆B, (12)ãäå äèññèïàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êîý��èöèåíòîì äè��óçèè κ = c2

4πσµ Çàïèøåì �îðìàëüíîå ðå-øåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, âîñïîëüçîâàâøèñü T− óïîðÿäî÷åííîé ýêñïîíåíòîé:B(r, t) = T exp

∫ t

0

dτ(Â(r, τ) + κ∆)B(r, 0), (13)ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå
Âij = einmemαj∂nvα. (14)Ïîäñòàâèì ýòî �îðìàëüíîå ðåøåíèå â îïðåäåëåíèå Fij .

〈Bi(r1)Bj(r2)〉 =

〈



T exp

t
∫

0

dτ1A(r1, τ1)





ip



T exp

t
∫

0

dτ2A(r2, τ2)





jq

〉

〈Bp(r1, 0)Bq(r2, 0)〉 .(15)Çäåñü ìû óñðåäíÿåì îòäåëüíî ïî ñòàòèñòèêå ñêîðîñòè è ïî íà÷àëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ìàã-íèòíîãî ïîëÿ. 3



�àçîáüåì èíòåðâàë èíòåãðèðîâàíèÿ íà ïðîìåæóòêè äëèíû ǫ. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ T−ýêñïîíåíòû,ìû ìîæåì çàïèñàòü åå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ýêñïîíåíò îò èíòåãðàëîâ ïî ýòèì ïðîìåæóòêàì,çàïèñàííîãî ñ ñîáëþäåíèåì ïîðÿäêà âðåìåí.
T exp

t
∫

0

dτ =
∏

i

exp

ti+ǫ
∫

ti

dτ. (16)Â èòîãå êàæäàÿ èç äâóõ T-ýêñïîíåíò â (15) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ìàëåíü-êèõ ýêñïîíåíò. Ïîñêîëüêó îïåðàòîðû Â, ïîëó÷àåìûå èç ïåðâîé è âòîðîé ýêñïîíåíòû äåé-ñòâóþò íà êîîðäèíàòû äâóõ ðàçíûõ òî÷åê, òî îíè êîììóòèðóþò. Âîñïîëüçîâàâøèñü ýòèì,ïðåäñòàâèì (15) â òàêîì âèäå:
〈Bi(r1)Bj(r2)〉 =

∏

i

〈



T exp

ti+ǫ
∫

ti

dτ1A(r1, τ1)





ip



T exp

ti+ǫ
∫

ti

dτ2A(r2, τ2)





jq

〉

〈Bp(r1, 0)Bq(r2, 0)〉(17)Êàæäóþ ïàðó ýêñïîíåíò ìîæíî óñðåäíÿòü íåçàâèñèìî, ò.ê. �ëóêòóàöèè ñêîðîñòè â íàøåéìîäåëè äåëüòà-êîðåëëèðîâàíû ïî âðåìåíè, è çàöåïëÿþòñÿ ìåæäó ñîáîé òîëüêî îïåðàòîðû Â,îòíîñÿùèåñÿ ê îäíîì è òîìó æå âðåìåííîìó ïðîìåæóòêó. �àçëîæèì äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî
ǫ êàæäóþ ýêñïîíåíòó â ïîñëåäíåì ïðîèçâåäåíèè. Òîãäà îòäåëüíûé ìíîæèòåëü áóäåò èìåòüâèä:


δip +

ti+ǫ
∫

ti

dτA1ip(τ) +

ti+ǫ
∫

ti

dτ

ti+ǫ
∫

ti

dτ ′A1is(τ
′)A1sp(τ)



×

×



δjq +

ti+ǫ
∫

ti

dτA2jq(τ) +

ti+ǫ
∫

ti

dτ

ti+ǫ
∫

ti

dτ ′A2jsA
′

2sq



 =

= δipδjq + δip

(

κ∆2δjqǫ +

∫

dτA2jq +
1

2

∫

dτ

∫

dτ ′A2jsA
′

2sq

)

+

+ δjq

(

κ∆1δipǫ +

∫

dτA1ip +
1

2

∫

dτ

∫

dτ ′A1isA
′

1sp

)

+

∫∫

dτdτ ′A1ipA
′

2jq . (18)Ñîîòâåòñòâåííî ðàçáèåíèþ ñêîðîñòè íà �ëóêòóàöèîííóþ è ñäâèãîâóþ ÷àñòè ïðåäñòàâèìîïåðàòîð Â â âèäå
Â = 〈Â〉 + Âfl (19)Íàøà çàäà÷à � âûäåëèòü ëèíåéíûå ïî ǫ ÷ëåíû.Â ëèíåéíûõ ïî A ñëàãàåìûõ �ëóêòóàöèîííàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè äàñò íîëü ïðè óñðåä-íåíèè è îñòàíåòñÿ òîëüêî âêëàä â ñêîðîñòü, ñâÿçàííûé ñ íåèçîòðîïíîñòüþ. Â êâàäðàòè÷íûõïî A ñëàãàåìûõ âîçìîæíû òðè âèäà ïðîèçâåäåíèé: âèäà AflA

′

fl, AshearA
′

fl è AshearA
′

shear.Óñðåäíåíèå ïåðâîãî èç íèõ áóäåò ñîäåðæàòü äåëüà-�óíêöèþ ïî âðåìåíè, è ïîýòîìó äâîéíîéèíòåãðàë ïî âðåìåíè ñâåäåòñÿ ê äîìíîæåíèþ íà ǫ, ò.å. îíî äàñò ëèíåéíûé âêëàä. Ñìåøàííûåïðîèçâåäåíèÿ ñäâèãîâîé è �ëóêòóàöèîííîé êîìïîíåíòû ïðè óñðåäíåíèè èç÷åçíóò, ò.ê. â íèõ�ëóêòàöèîííàÿ êîìïîíåíòà ñòîèò â ïåðâîé ñòåïåíè. Ñëàãàåìûå òðåòüåãî òèïà îò âðåìåíè íåçàâèñÿò è äàäóò êâàäðàòè÷íûé ïî ǫ âêëàä.Âûïèøåì êâàäðàòè÷íóþ ïî Â ÷àñòü (18), ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå (14) îïåðàòîðà Â,
1

2
δipejnmemαsesklelβq∂

2
n(u2

α∂2
k(u2

βFpq))+

+
1

2
δjqeinmemαsesklelβp∂

1
n(u1

α∂1
k(u1

βFpq))+

+ einmemαpejklelβq∂
1
n(u1

α∂2
k(u2

βFpq)) (20)4



Â ïåðâûõ äâóõ ñëàãàåìûõ îáå ñêîðîñòè âçÿòû â îäíîé òî÷êå. Íî
〈uα∂kuβ〉 = 0 (21)
〈∂n(uα∂kuβ)〉 = 0 (22)Ïîýòîìó ñëàãàåìûå â (20), â êîòîðûõ õîòÿ áû îäíà èç ïðîèçâîäíûõ äåéñòâóåò íà u, îáíó-ëÿþòñÿ. Âêëàä ñëàãàåìîãî â êîòîðîì îáå ïðîèçâîäíûå äåéñòâóþò íà F ïðîïîðöèîíàëåí v2

0δαβ .Ïîëîæèì v0 = 0. Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì âûðàæåíèåì äëÿ ñâåðòêè àíòèñèììåòðè÷íûõ òåí-çîðîâ eijk

einmemqp = δiqδnp − δipδnq (23)Òîãäà îò (20) îñòàíåòñÿ òîëüêî ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå, ðàñêðûâàåì åãî:
(δiαδnp − δipδnα) (δjβδkq − δjqδβk)×

×
(

〈∂1
nu1

α∂2
ku2

β〉Fpq + 〈u1
α∂2

ku2
β〉∂nFpq − 〈∂1

nu1
αu2

β〉∂kFpq − 〈u1
αu2

β〉∂n∂kFpq

)

=

= δiαδnpδjβδkq〈∂
1
nu1

α∂2
ku2

β〉Fpq − δipδnαδjβδkq〈u
1
α∂2

ku2
β〉∂nFpq+

+ δiαδnpδjqδβk〈∂
1
nu1

αu2
β〉∂kFpq − δipδnαδjqδβk〈u

1
αu2

β〉∂n∂kFpq =

= 〈∂pui∂quj〉Fpq − 〈u1
n∂2

ku2
j〉∂nFik + 〈∂1

nu1
i u

2
k〉∂kFnj − 〈u1

nu2
k〉∂n∂kFij (24)Âûïèøåì íåñêîëüêî ñîîòíîøåíèé, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç âûðàæåíèÿ äëÿ êîððåëÿòîðàñêîðîñòåé (7) è èñïîëüçóþòñÿ íèæå

〈uαu′

β〉 =
1

2

(

v2
0δαβ − (r − r′)2δαβ +

1

2
(rα − r′α)(rβ − r′β)

)

, (25)
〈uα∂n∂kuβ〉 = −〈∂nuα∂′

ku′

β〉, (26)
∂′

k〈uαu′

β〉 = −(r′k − rk)δαβ +
1

4
(r′β − rβ)δαk +

1

4
(r′α − rα)δβk, (27)

〈∂nuα∂′

ku′

β〉 = δnkδαβ −
1

4
δαnδβk −

1

4
δαkδβn. (28)Èñïîëüçóÿ èõ, ïðåîáðàçóåì (24)

(

δpqδij −
1

4
δpiδqj −

1

4
δpjδqi

)

Fpq −

(

δnjxk −
1

4
δknxj −

1

4
δkjxn

)

∂nFik−

−

(

δikxn −
1

4
δnixk −

1

4
δnkxi

)

∂kFnj −

(

1

2
v2
0δnk −

1

2
x2δnk +

1

4
xnxk

)

∂n∂kFij =

=

(

δijFpq −
1

2
Fij

)

−

(

xk∂jFik −
1

4
xn∂nFij

)

−

(

xn∂iFnj −
1

4
xk∂kFij

)

−

−

(

v2
0

2
∆ −

1

2
r2∆ +

1

4
xαxβ∂α∂β

)

Fij =

=

(

δijFqq −
1

2
Fij

)

− xk∂jFik − xk∂iFkj +

(

1

2
(r∇) +

1

2
r2∆ −

1

4
xαxβ∂α∂β

)

Fij (29)Òàêèì îáðàçîì, ìû âûäåëèëè ëèíåéíóþ ÷àñòü ïî ǫ è ìîæåì ïåðåïèñàòü (17) :
F (r1, r2, t) =

∏

i

(

1 + ǫL̂(ti)
)

F (r1, r2, 0) = T exp





t
∫

0

dτL̂(τ)



F (r1, r2, 0), (30)ãäå
(

L̂(t, r1, r2)F
)

ij
=

(

δijFqq −
1

2
Fij

)

− xk∂jFik − xk∂iFkj+

+

(

1

2
(r∇) +

1

2
r2∆ −

1

4
xαxβ∂α∂β

)

Fij + (κ∆1 + κ∆2)Fij + 〈Ajq〉Fiq + 〈Aip〉Fpj . (31)5



�àâåíñòâî (30) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ ∂tF = L̂F èëè
(

∂

∂t
− 2κ∆

)

Fij = 〈Ajq〉Fiq + 〈Aip〉Fpj+

+ δijFqq −
1

2
Fij − xk∂jFik − xk∂iFkj +

(

1

2
(r∇) +

1

2
r2∆ −

1

4
xαxβ∂α∂β

)

Fij . (32)Ìàòðèöà 〈Aij〉 = ∂j〈ui〉 − δij∂n〈un〉 îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ñäâèãîâîé êîìïîíåíòîé òå÷åíèÿ
〈A〉 =





−sy∂x s 0
0 −sy∂x 0
0 0 −sy∂x



 (33)
(∂t − 2κ∆)Fij = −2sy∂xFij + sFiyδjx + sFyjδix+

+
1

τ

(

δij SpF −
1

2
Fij − xk∂jFik − xk∂iFkj+

+
1

2
(r∇)Fij +

1

2
r2∆Fij −

1

4
xαxβ∂α∂βFij

) (34)Ïîëó÷èëè çàìêíóòîå óðàâíåíèå íà êîððåëÿòîð ìàãíèòíîãî ïîëÿ, óæå íå ñîäåðæàùåå ñòî-õàñòè÷åñêèõ âåëè÷èí.Òåïåðü ðàññìîòðèì èçîòðîïíîå òå÷åíèå, äëÿ êîòîðîãî s = 0. Â ýòîì ñëó÷àå 〈A〉 îáðàùà-åòñÿ â 0 è ìîæíî ïîëó÷èòü çàìêíóòîå óðàâíåíèå íà ñëåä êîððåëÿòîðà. Âîçüìåì ñëåä îò îáåèõ÷àñòåé (22).
H = SpFij

(

∂

∂t
− 2κ∆

)

H(r, t) =

(

5

2
+

1

2
(r∇) +

1

2
r2∆ −

1

4
xαxβ∂α∂β

)

H(r, t)

(

∂

∂t
− 2κ∆

)

H(r, t) =
5

2
H +

3

2
rH ′ +

1

4
r2H ′′ (35)Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ñîâïàäàåò ñ ïðèâåäåííûì â [3℄, äëÿ ñëó÷àÿ êîãäà ξ = 2 D = 1

83 �åøåíèå áåç ó÷åòà �ëóêòóàöèé.Îïóñòèì â ïðàâîé ÷àñòè (34) ñëàãàåìûå, ñâÿçàííûå ñ �ëóêòóàöèîííîé êîìïîíåíòîé òå÷åíèÿ,à èç âñåõ êîìïîíåíò Fij îñòàâèòü òîëüêî Fxx è Fxy � îñòàëüíûå ìàëû èç-çà ñèëüíîãî øèðà.Òîãäà (34) ñâåäåòñÿ ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé
(

∂

∂t
− 2κ∆

)

Fxx = −2sy∂xFxx + sFxy, (36)
(

∂

∂t
− 2κ∆

)

Fxy = −2sy∂xFxy. (37)Ïóñòü èçíà÷àëüíî ïîëå ëîêàëèçîâàíî â ïÿòíå ðàçìåðîì L. Çàäàäèì ñëåäóþùèå íà÷àëüíûåóñëîâèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ áåçäèâåðãåíòíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ
Fij |t=0 = (∂i∂j − δij∆)e−r2/2L2 (38)

Fxy|t=0 = ∂x∂ye−
x2+y2+z2

2L2 =
xy

L4
e−r2/2L2 (39)

Fxx|t=0 = −(∂2
y + ∂2

z )e−r2/2L2

=
−y2 − z2 + 2L2

L4
e−r2/2L2 (40)6



Åñëè ïðåíåáðå÷ü äè��óçèåé, òî
Fxy = f(x − 2sty, y, z) (41)Ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ íàõîäèì:

Fxy =
(x − 2sty)y

L4
exp

[

−
(x − 2sty)2 + y2 + z2

2L2

] (42)Áóäåì èñêàòü Fxx â òàêîì âèäå:
Fxx = g(x, y, z, t) exp

[

−
(x − 2sty)2 + y2 + z2

2L2

] (43)Ïîäñòàâëÿåì â (36) è â íà÷àëüíîå óñëîâèå:
{

(∂t + 2sy∂x)g = s (x−2sty)y
L4 ,

g(t = 0) = −y2
−z2+2L2

L4

(44)Ïîëó÷àåì ðåøåíèå:
g =

sty(x − 2sty) + 2L2 − y2 − z2

L4
. (45)Èòàê, Fxx áåç ó÷åòà äè��óçèè:

Fxx =
sty(x − 2sty) + 2L2 − y2 − z2

L4
exp

[

−
(x − 2sty)2 + y2 + z2

2L2

]

. (46)Òåïåðü âêëþ÷èì äè��óçèþ. Äëÿ ðåøåíèå ñèñòåìû (37) ïåðåéäåì â Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèå.
Fxx(x, y, z, t) =

∫

d3k exp[ikxx + ikyy + ikzz]f̃(kx, ky, kz , t), (47)
Fxy(x, y, z, t) =

∫

d3k exp[ikxx + ikyy + ikzz]g̃(kx, ky, kz, t). (48)Âû÷èñëèì Ôóðüå-îáðàçû íà÷àëüíûõ óñëîâèé:
F̃xy(t = 0, ~k) =

∫

d3r
xy

L4
e−r2/2L2

−i~k~r = −
1

L4

∂2

∂kx∂ky

∫

d3re−r2/2L2
−i~k~r =

= −
(2π)3/2

L

∂2

∂kx∂ky
e−L2k2/2 = −(2π)3/2L3kxkye−L2k2/2, (49)

F̃xx(t = 0, ~k) =

∫

d3r
2L2 − y2 − z2

L4
e−r2/2L2

−i~k~r =

= (2π)3/2L3

(

2

L2
+

∂2
ky

+ ∂2
kz

L4

)

e−k2L2/2 = (2π)3/2
(

L + L3(k2
y + k2

z)
)

e−k2L2/2 (50)Óðàâíåíèå (37) íà Fxy â Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä:
(∂t + 2κk2)g̃ = 2skx

∂,̃g

∂ky
. (51)Ïîäåëèì îáå ÷àñòè íà g.

(∂t − 2skx∂ky) ln g̃ = −2κk2 (52)Îáùèé âèä ðåøåíèÿ
ln g̃ = h(ky + 2skxt, kx, kz) +

κ

s
(kxky + k3

y/3kx + k2
zky/kx), (53)7



ãäå h � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ. Ïåðåõîäèì îáðàòíî â êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå:
Fxy(x, y, t) =

∫

d3k

(2π)3
exp

[

i~k~r +
κ

s
(kxky + k3

y/3kx + k2
zky/kx)

]

C(kx, ky + 2skxt, kz) (54)Ïîëîæèì â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå t = 0 è íàéäåì C, çíàÿ Ôóðüå-îáðàç íà÷àëüíûõ óñëîâèé
F̃xy|t=0

C(kx, ky, kz) = exp
{

−
κ

s

(

kxky + k3
y/3kx + k2

zky/kx

)

}

F̃xy =

= −(2π)3/2kxkyL3 exp{−k2L2/2 −
κ

s

(

kxky + k3
y/3kx + k2

zky/kx

)

} (55)Ïîñêîëüêó C çàâèñèò îò ky è t òîëüêî â êîìáèíàöèè ky + 2stkx, òî çàâèñèìîñòü C îò âðåìåíèîïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Ïîäñòàâëÿåì â (54)
Fxy(x, y, z, t) = −L3

∫

d3k

(2π)3/2
kx(ky + 2stkx) exp

(

i~k~r +
κ

s

[

(kxky + k3
y/3kx + k2

zky/kx −

−
(

k2
x + (ky + 2stkx)2 + k2

z

)

L2/2 −
κ

s
(ky + 2stkx)(kx + (ky + 2stkx)2/3kx + k2

z/kx)
])

=

= L3 ∂

∂x

(

∂

∂y
+ 2st

∂

∂x

)∫

d3k

(2π)3/2
×

× exp

[

i~k~r −
(

k2
x + (ky + 2stkx)2 + k2

z

)

L2/2 − κ

(

2tk2 +
8

3
s2t3k2

x + 4st2kxky

)]

=

= L3 ∂

∂x

(

∂

∂y
+ 2st

∂

∂x

)∫

d3k

(2π)3/2
e−

1
2
~kT M~k−i~k~r, , (56)ãäå

M =





(1 + 4s2t2)L2 + 4κt + 16
3 s2t3κ 2stL2 + 4st2κ 0

2stL2 + 4st2κ L2 + 4κt 0
0 0 L2 + 4κt



 . (57)Îáîçíà÷èì R2 = L2 + 4κt

detM = R2

(

R4 +
16

3
s2t3κR2 − 16s2t4κ2

) (58)
M−1 =





R2 −2stL2 − 4st2κ 0
−2stL2 − 4st2κ R2 + 4s2t2L2 + 16

3 s2t2κ 0
0 0 detM/R4





R2

detM
(59)Òðåõìåðíûé ãàóññîâ èíòåãðàë (56) áåðåì ñîãëàñíî èçâåñòíîé �îðìóëå:

∫

d3k

(2π)3/2
e−

1
2
~kT M~k−i~k~r = (detM)−1/2 exp

(

−
1

2
~rT M−1~r

)

. (60)Èòàê, äëÿ Fxy ïðåäýêñïîíåíòà ðàâíà
L3

M−1
xy + (M−1

yy y + M−1
xy x)(M−1

xx x + M−1
xy y) + 2st

(

M−1
xx + (M−1

xx x + M−1
xy y)2

)

R
√

R4 + 16
3 s2t3κR2 − 16s2t4κ2

, (61)à ïîêàçàòåëü ñòåïåíè
−

1

2

[

R4x2 +
(

R4 + 4R2s2t2L2
)

y2 − 2xy
(

2stL2 + 4st2κ
)

R2
(

R4 + 16
3 s2t3κR2 − 16s2t4κ2

) + z2/R2

] (62)Íàéäåì òåïåðü Fxx. Ïåðåïèøåì (37) â Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèè, ïðè ýòîì â ïðàâóþ ÷àñòü âîéäåòíàéäåííûé âûøå Ôóðüå-îáðàç Fxy:
(∂t + 2κk2)f = 2skx∂kyf − (2π)3/2sL3kx(ky + 2stkx) exp

(

−
1

2
~kT M~k

) (63)8



Îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä
f̃ = exp

[κ

s

(

kxky + k3
y/3kx + k2

zky/kx

)

]

C (kx, ky + 2skxt, kz) + p
(

~k, t
)

, (64)ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ, à p � ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèå. Äëÿ òîãî,÷òîáû íàéòè p, ïåðåéäåì â ÷àñòîòíîå ïðåäñòàâëåíèå è áóäåì èñêàòü p̃(~k, ω)

(−iω + 2κk2)p̃ = 2skx∂ky p̃ + η(~k, ω), (65)ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå:
η = −(2π)3/2

∫

dω

2π
e−iωtsL3kx(ky + 2stkx) exp

(

−
1

2
~kT M(t)~k

)

. (66)Ïèøåì ÷àñòíîå ðåøåíèå (65)
p(ω,~k) = −

ky
∫

0

dk′′

y

η(ω, k′′)

2skx
exp







ky
∫

k′′

y

dk′

y

−iω + 2κk′2

2skx






(67)Ïåðåõîäèì îáðàòíî îò ÷àñòîòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê âðåìåííîìó

p(t,~k) = −
1

2skx

ky
∫

0

dk′

yη

(

t +
ky − k′

y

2skx
, ~k′

)

exp

[

κ

s

k2
xky + k3

y/3 + k2
zky − k′

x
2
k′

y − k′

y
3
/3 − k′

z
2
k′

y

k′

x

](68)Îñòàëîñü íàéòè íåèçâåñòíóþ �óíêöèþ C, îïðåäåëÿåìóþ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Äëÿ ýòîãîïîëîæèì t = 0 â (64) è ó÷òåì óñëîâèå (50)
C(~k) =

1

2skx

ky
∫

0

dk′

yη

(

ky − k′

y

2skx
, ~k′

)

exp

[

−
κ

s

(

kxk′

y +
k′

y
3

3kx
+

k′

yk2
z

kx

)]

+

+ (2π)3/2(L + L3(k2
x + k2

z)) exp

[

−
κ

s

(

kxky +
k3

y

3kx
+

kyk2
z

kx

)] (69)Çíàÿ C(~k) ïðè t = 0, ïîëó÷àåì çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè, çàìåíÿÿ ky íà ky + 2skxt.Èòàê, ïîëó÷èëè èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ Fxx:
Fxx(~r, t) =

∫

d3k

(2π)3
eikr

(

exp
[κ

s

(

kxky + k3
y/3kx + k2

zky/kx

)

]

C(kx, ky + 2skxt, kz) + p(~k, t)
)(70)ãäå p

(

~k, t
) è C

(

~k
) äàþòñÿ �îðìóëàìè (68) è (69) ñîîòâåòñòâåííî.4 Èíêðåìåíò â îòñóòñòâèå äè��óçèè.Â ýòîì ðàçäåëå ìû ó÷òåì �ëóêòóàöèîííóþ êîìïîíåíòó òå÷åíèÿ è ÷èñëåííî íàéäåì èíêðåìåíòðîñòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà áîëüøèõ âðåìåíàõ. Çàïèøåì, èñïîëüçóÿ (34), óðàâíåíèÿ íà Fxxè Fxy. Ïðåíåáðåæåì äè��óçèåé è ÷ëåíàìè, íå ñîäåðæàùèìè x∂y , x2∂2

y èëè ìíîæèòåëÿ s.Ïåðåéäåì ê ïåðåìåííûì ξ, η
{

η = lnx,

y = ξx.
(71)Ïðîèçâîäíûå ïðåîáðàçóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:











∂y = 1
x∂ξ,

∂x = ∂x̃ − y
x2 ∂ξ,

∂η = x∂x.

(72)9



{

∂tF = −sξ∂ηF + sξ2∂ξF + sG + 1
τ ∂2

ξF,

∂tG = −sξ∂ηG + sξ2∂ξG + 1
τ ∂2

ξ G − 2
τ ∂ξF,

(73)ãäå Fxy = G, Fxx = F . Èçìåíèì ìàñøòàá ïî t è ξ:














t → t
(s2/τ)1/3 ,

ξ → ξ
(sτ)1/3 ,

G → G
(sτ)1/3 .

(74)Òåïåðü â ñèñòåìå íå îñòàëîñü âíåøíèõ ïàðàìåòðîâ
{

∂tF = −ξ∂ηF + ξ2∂ξF + G + ∂2
ξ F,

∂tG = −ξ∂ηG + ξ2∂ξG + ∂2
ξ G − 2∂ξF.

(75)Ñäåëàåì Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå ïî η

F̃ (k, ξ, t) =

∞
∫

−∞

dη exp(−ikη)F (η, ξ, t) (76)Òîãäà ∂η → ik. Êîãäà k ëåæèò íà âåðõíåé ìíèìîé ïîëóîñè, ñèñòåìà çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåìâèäå:
{

∂tF = ξqF + ξ2∂ξF + ∂2
ξ F + G

∂tG = ξqG + ξ2∂ξG + ∂2
ξ G − 2∂ξF

(77)ãäå q > 0.Íàéäåì àñèìïòîòèêè F : ïðè ξ → ∞ â ïðàâîé ÷àñòè ðàáîòàþò âòîðîå è òðåòüå ñëàãàåìûå,îíè óðàâíîâåøèâàþò äðóã äðóãà, êîãäà
F ∼ exp{−ξ3/3}. (78)Ïðè ξ → −∞ óáûâàíèå ñòåïåííîå:

F ∼ |ξ|−q. (79)Ïóñòü íà÷àëüíîå óñëîâèå â x, y-ïðåäñòàâëåíèè èìåëî âèä F0(x, y) = exp[−(x2 + y2)]. Ïå-ðåïèøåì åãî â êîîðäèíàòàõ k, ξ

F̃0(k, ξ) =

∞
∫

−∞

dη exp
[

−ikη − (1 + ξ2)e2η
]

=
1

2
(1 + ξ2)ik/2

∞
∫

0

dzz−ik/2−1e−z =

=
1

2
(1 + ξ2)ik/2Γ(−ik/2) (80)Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå èìååò ïîëþñà ïðè k = −2ni, n > 0, â òîì ÷èñëå è ïðè k=0. Ýòîò ïîëþññâÿçàí ñ òåì, ÷òî èñõîäíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé â 0, è ñîîòâåòñòâåííîïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ exp

[

−ikη − (1 + ξ2)e2η
] ñòðåìèòñÿ ê êîíñòàíòå íà −∞.Ïîñêîëüêó âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ êàæäîé Ôóðüå-ãàðìîíèêè ïðîèñõîäèò íåçàâèñèìî, òî

F̃ (k, ξ, t) =
∑

n

fn(k, ξ) exp[γn(k)t] (81)Íà áîëüøèõ âðåìåíàõ âûæèâàåò ãàðìîíèêà ñ ìàêñèìàëüíûì ïðè äàííîì k èíêðåìåíòîì γ(k).Òîãäà
F (t, η, ξ) =

∞
∫

−∞

dk

2π
f(k, ξ) exp[γ(k)t + ikη] (82)10



Ýòî âûðàæåíèå ñîäåðæèò ìíîæèòåëü Γ(−ik/2), âêëþ÷åííûé â f(k, ξ), ïîýòîìó îíî òîæåèìååò ïîëþñ ïðè k = 0. Ïîêàæåì, ÷òî åãî íóæíî îáõîäèòü ñâåðõó. Äåéñòâèòåëüíî, ðàç ñóùå-ñòâîâàíèå ïîëþñà íå ñâÿçàííî ñ êîíêðåòíûì âèäîì �óíêöèè, òî ïðàâèëî îáõîäà äîëæíî áûòüóíèâåðñàëüíûì äëÿ �óíêöèé ñ çàäàííûìè àñèìïòîòèêàìè. Ïóñòü, íàïðèìåð, f(x) = θ(−x), èÔóðüå-îáðàç ðàâåí
f̃(k) =

0
∫

−∞

dk exp[−ikx]. (83)Ýòîò èíòåãðàë ñõîäèòñÿ íà âåðõíåé ìíèìîé ïîëóîñè, àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåì åãî îòòóäà
f̃(k) = i/k (84)Êàê è ïðåäïîëàãàëîñü, Ôóðüå-îáðàç èìååò ïîëþñ ïðè k = 0. Òåïåðü ñäåëàåì îáðàòíîåïðåîáðàçîâàíèå è îáîéäåì åãî ñâåðõó, óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî ïîëó÷àåòñÿ ñíîâà θ(−x).

f(x) = i

∞
∫

−∞

dk

2πk
eikx (85)Ïðè x > 0 çàìûêàåì êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ââåðõ è ïîëó÷àåì 0, à ïðè x < 0 çàìûêàåì âíèçè ïîëó÷àåì 1, ÷òî è òðåáîâàëîñü.5 ×èñëåííîå íàõîæäåíèå èíêðåìåíòà.Ïîñêîëüêó ñèñòåìà (77) íå ñîäåðæèò áóêâåííûõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è (s,τ), òî ïîâåäåíèå F , Gâ íîâûõ ïåðåìåííûõ óíèâåðñàëüíî è åãî óäîáíî èññëåäîâàòü ÷èñëåííî ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõk. Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èíêðåìåíò ðîñòà ïîëÿ êàê �óíêöèÿ k, ëåæàùåãî íà ìíèìîé îñè.Íà îòðåçêå [−ξmax, ξmax] çàäàäèì êàêèå-òî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ F (ξ, t = 0), G(ξ, t = 0),ëîêàëèçîâàííûå âáëèçè ξ = 0 è çàïóñòèì ýâîëþöèþ âî âðåìåíè îò 0 äî tmax. Ïåðâîíà÷àëüíîñèììåòðè÷íûé ïðî�èëü äå�îðìèðóåòñÿ â ñîîòâåñòâèè ñ àñèìïòîòèêàìè (79), (78).
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�èñ. 1: Óñòàíîâèâøèéñÿ ïðî�èëü F (ξ).Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû ïðåäïîëàãàåò ÷åòûðå ãðàíóñëîâèÿ: ñòðåìëåíèå îáåèõèñêîìûõ �óíêöèé ê íóëþ íà îáåèõ áåñêîíå÷íîñòÿõ. Ïðè ÷èñëåííîì ñ÷åòå óñëîâèÿ íàêëàäû-âàþòñÿ íà ãðàíèöàõ îòðåçêà ±ξmax:
F |ξ=ξmax = 0, G|ξ=ξmax = 0, (86)
ξmax

F ′

F
ξ=−ξmax = q, ξmax

G′

G
ξ=−ξmax = q (87)11



Ïîñëåäíåå óñëîâèå ñâÿçàíî ñ ìåäëåííûì óáûâàíèåì �óíêöèèè íà ëåâîé áåñêîíå÷íîñòè.Ïîñêîëüêó íà áîëüøèõ âðåìåíàõ çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ ýêñïî-íåíòîé ñ ñàìûì áîëüøèì ïðè äàííîì q ïîêàçàòåëåì γmax(q), òî ìû ìîæåì íàéòè åãî òàêèìîáðàçîì
γmax(q) = lnF (ξ, q, tmax)/tmax (88)Ïðè ýòîì íóæíî âçÿòü äîñòàòî÷íî áîëüøîå tmax, ïðè êîòîðîì ãðà�èê lnF (ξ, q, t)/t óæå âûøåëíà ïëàòî.Çíàÿ γ(k), ìîæåì íàéòè ðåàëüíûé èíêðåìåíò ðîñòà êîððåëÿòîðà è åãî ïðîñòðàíñòâåííóþñòðóêòóðó, âçÿâ èíòåãðàë (82). Â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò f(k, ξ) ∼ Φ(ξ)/ik. Ó÷èòûâàÿýòî, ïåðåïèøåì èíòåãðàë (82)

F (t, η, ξ) =

∞
∫

−∞

dk

2π
Φ(ξ) exp[γ(k)t − ln(−ik) + ikη] (89)Ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ ýòîò èíòåãðàë ìîæíî âçÿòü ìåòîäîì ïåðåâàëà: íàéäåì ìèíèìóì âå-ùåñòâåííîé ÷àñòè ïîêàçàòåëÿ íà âåðõíåé ìíèìîé ïîëóîñè.

γ′(q∗)t − η = 1/q∗. (90)Ïîñêîëüêó t âåëèêî, òî q∗ ëåæèò áëèçêî ê òî÷êå ìèíèìóìà èíêðåìåíòà. Ïîëþñ k = 0îáõîäèì ñâåðõó, çíà÷èò ìîæíî ïðîòÿíóòü êîíòóð ÷åðåç ýòó òî÷êó. Äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü ïîêà-çàòåëÿ èìååò ìèíèìóì âäîëü ìíèìîé îñè, â ïåðïåíäèêóëÿðíîì íàïðàâëåíèè, âäîëü êîòîðîãîïðîòÿíóò êîíòóð � ìàêñèìóì. Èòàê, â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè èíêðåìåíò ðîñòà ïîëÿ ðàâåí
γ(q∗).6 Çàêëþ÷åíèå.Â ðàáîòå âûâåäåíî óðàâíåíèå íà ïàðíûé êîððåëÿòîð ìàãíèòíîãî ïîëÿ â òóðáóëåíòíîì òå-÷åíèè ñ ñèëüíûì ñäâèãîì. Ýòî óðàâíåíèå ðåøåíî áåç ó÷åòà �ëóêòóàöèé â äè��óçèîííîì èáåçäè��óçèîííîì ñëó÷àÿõ. Ïîëó÷åíà áóêâåííàÿ çàâèñèìîñòü èíêðåìåíòà ðîñòà ïîëÿ îò ñèëûøóìà è ïàðàìåòðà ñäâèãà s, ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå îáåçðàçìåðåííîé ñèñòåìûóðàâíåíèé íà êîìïîíåíòû êîððåëÿöèîííîãî òåíçîðà. Â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ äîâåñòè äîêîíöà ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ñèñòåìû (77), ïîëó÷èòü òî÷íûé âèä êðèâîé γ(q), îòêóäà áóäåòñëåäîâàòü òî÷íîå çíà÷åíèå èíêðåìåíòà ðîñòà êîððåëÿòîðà.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Kraihnan, R. H., Phys. Fluids 1968, 11, 945[2℄ Kazantsev, A. P. 1968, JETP, 26, 1031[3℄ Vergassola Phys. Rev. E 53, R3021 - R3024 (1996)[4℄ G. Falkovih, K. Gawedzki and M. Vergassola Rev. Mod. Phys. 73, 913 - 975 (2001)
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