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1 Ââåäåíèå

Ñóùåñòâóåò äâà ïîäõîäà ê äâóìåðíîé êâàíòîâîé ãåîìåòðèè. Îäèí èç íèõ ýòî íåïðåðûâíûé ïîäõîä, â êîòî-
ðîì òåîðèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà ïî âñåì ðèìàíîâûì ìåòðèêàì gab(X), ñ
íàäëåæàùèì îáðàçîì ïðîâåäåííîé ôèêñàöèåé êàëèáðîâêè. Ýòî ïðèâîäèò ê êâàíòîâîé òåîðèè Ëèóâèëëÿ,
ñâÿçàííîé ñ ìàòåðèàëüíûì ñåêòîðîì è äóõàìè, òàêàÿ òåîðèÿ ÷àñòî íàçûâàåòñÿ Ãðàâèòàöèåé Ëèóâèëëÿ.

Äðóãîé ïóòü � äèñêðåòíûé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà èäåå ïðèáëèæåíèÿ ôëóêòóèðóþùåé äâóìåðíîé
ãåîìåòðèè àíñàìáëåì ïëàíàðíûõ ãðàôîâ. Òàêîé ñïîñîá íàçûâàåòñÿ Ìàòðè÷íûìè Ìîäåëÿìè, ïîòîìó, ÷òî
àíñàìáëü ãðàôîâ îáû÷íî îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàëîì ïî ìàòðèöàì ðàçìåðà N×N , ãäå N çàòåì óñòðåìëÿåòñÿ
ê áåñêîíå÷íîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâîì òîãî, ÷òî ýòè äâà ðàçíûõ ïîäõîäà îïèñûâàþò îäíó è òóæå ñóùíîñòü, ÿâëÿåòñÿ ñîâ-
ïàäåíèå ìàñøòàáíûõ ðàçìåðíîñòåé ôèçè÷åñêèõ íàáëþäàåìûõ â Ãðàâèòàöèè Ëèóâèëëÿ � OLG

k è â Ìàò-
ðè÷íûõ Ìîäåëÿõ � OMM

k . Íî ïðè ïåðâîì ðàññìîòðåíèè êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ðàçíûõ òåîðèé íå
èäåíòè÷íû. Ðàçðåøåíèå ýòîé ïðîáëåììû � ðåçîíàíñíîå ñîîòíîøåíèå. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íåñîâ-
ïàäåíèå ìîæåò áûòü óñòðàíåíî âûáîðîì ïàðàìåòðîâ â ñîîòíîøåíèè ìåæäó îïåðàòîðàìè OLG

k è OMM
k .

Ïîïûòêà ñäåëàòü ïîëíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êîððåëÿòîðàìè áûëà ïðåäïðèíÿòà â íåïðåðûâíîì ïîäõîäå
â Ìèíèìàëüíîé ÃðàâèòàöèèMG2/2p+1, à â äèñêðåòíîì â îäíî-Ìàòðè÷íîé Ìîäåëå. Â èòîãå îáíàðóæèëîñü
ñîâïàäåíèå äëÿ îäíî-, äâóõ-, òðåõ- è ÷åòûðåõòî÷å÷íîé êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé. Ðàñ÷åò ïÿòèòî÷å÷íîé
êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè â íåïðåðûâíîì ïîäõîäå ñèëüíî óñëîæíåí ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùèìè è òðå-
áóåò íåêèõ äîïîëíèòåëüíûõ ñîîáðàæåíèé, êîòîðûå ïîêà íå áûëè ïîëíîñòüþ ïðèäóìàííû. Â äèñêðåòíîì
æå ïîäõîäå, òî åñòü â îäíî-Ìàòðè÷íîé Ìîäåëå, âû÷èñëåíèå ïÿòèòî÷å÷íîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ìî-
æåò áûòü ïðîâåäåíî, àíàëîãè÷íî ðàñ÷åòàì ïðåäûäóùèõ ôóíêöèé, íî çàìåòíî ñëîæíåå. Â äàííîé ðàáîòå
âûïîëíåíî ýòî âû÷èñëåíèå. Òåêñò ðàçáèò íà òðè îñíîâíûõ ðàçäåëà. Ïåðâûé ðàçäåë ïîñâÿùåí íåïðåðûâíî-
ìó ïîäõîäó è Ìèíèìàëüíîé Ãðàâèòàöèè, âòîðîé � äèñêðåòíîìó ïîäõîäó è îäíî-Ìàòðè÷íîé Ìîäåëå. À â
òðåòüåì ðàçäåëå ïðèâåäåíî âû÷èñëåíèå ïÿòèòî÷å÷íîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè è ïðîâåðêà âûïîëíåíèé
ïðàâèë îòáîðà äëÿ íå¼.

2 Ìèíèìàëüíàÿ Ãðàâèòàöèÿ

2.1 Ôóíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë Ïîëÿêîâà â êîíôîðìíîé êàëèáðîâêå.

Àìïëèòóäà ïåðåõîäà ñòðóíû èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â êîíå÷íîå, îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà ïî âñåì ïî-
âåðõíîñòÿì ñîåäèíÿþùèì íà÷àëüíóþ è êîíå÷íóþ êîíôèãóðàöèþ ñòðóíû

Z =
∑

Ïî ïîâåðõíîñòÿì

e−(ïëîùàäü) =
∫
DgDXµ exp(−SP [Xµ, gab]), (1)

ãäå SP [Xµ, gab] � äåéñòâèå Ïîëÿêîâà. Íàì íóæíî ó÷èòûâàòü êàæäóþ ïîâåðõíîñòü ïî îäíîìó ðàçó, íî èç-çà
ïàðàìåòðèçàöèîííîé èíâàðèàíòíîñòè, êàæäàÿ ïîâåðõíîñòü ó÷èòûâàåòñÿ â ôóíêöèîíàëüíîì èíòåãðàëå (1)
áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî âûäåëèòü ôàêòîð, ó÷èòûâàþùèé ýòîò ïåðåó÷åò ïîâåðõíîñòåé.
Äëÿ ýòîãî ïðîâîäèòñÿ ôèêñàöèÿ êàëèáðîâêè. Âêðàòöå íàïîìíèì îñíîâíûå ïóíêòû. Âíà÷àëå âûáèðàåòñÿ
â ïðîñòðàíñòâå ìåòðèê ïîâåðõíîñòü Σ, íà êîòîðîé ìåòðèêè èìåþò âèä eσ ĝ, ãäå ĝ "áýêãðàóíä"ìåòðèêà.
Îñòàëüíûå ìåòðèêè ïîëó÷àþòñÿ èç ìåòðèê íà ïîâåðõíîñòè Σ â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ ãðóïïû ðåïàðàìåò-
ðèçàöèé. Çàòåì íóæíî ïåðåéòè îò èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âñåì ìåòðèêàì, ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ìåòðèêàì
íà ïîâåðõíîñòè Σ è ïî ýëåìåíòàì ãðóïïû äèôôåîìîðôèçìîâ. Îáúåì îðáèòû ãðóïïû äèôôåîìîðôèç-
ìîâ è ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðîì ïåðåó÷åòà ïîâåðõíîñòåé. Ïîýòîìó ïåðåîïðåäåëèì ìåðó â ïðîñòðàíñòâå ìåòðèê,
óñòðàíèâ ýòîò ôàêòîð. È â èòîãå ïðèõîäèì ê îòâåòó

Z =
∫
DP ϕDeϕĝ(B,C)DeϕĝX

µ exp(−SP [Xµ, eϕĝab]− SGh[B,C, eϕĝab]), (2)

ãäå íîðìà íà ìåðå Ïîëÿêîâà DP ϕ, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:

‖δϕ‖2P =
∫

eϕ(δϕ)2
√

ĝd2x. (3)

Ýòà ìåðà íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé ïðè çàìåíå ϕ(x) → ϕ(x) + η(x), òî åñòü íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé. Äàëåå
èñïîëüçóÿ êîíôîðìíóþ àíîìàëèþ, â èòîãå ïðèõîäèì ê êîíå÷íîìó îòâåòó, êîòîðûé ìîæíî çàïèñàòü â
òàêîì âèäå

Z =
∫
DP ϕDĝ(B,C)DĝX exp(−SP

tot[B,C,X,ϕ, ĝab]), (4)
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ãäå ïîëíîå äåéñòâèå ñòðóíû SP
tot[B,C,X,ϕ, ĝab], ÿâëÿåòñÿ ñóììîé òðåõ ñëàãàåìûõ

SP
tot[B,C,X,ϕ, ĝ] = SP [Xµ, ĝ] + SGh[B,C, ĝ] +

26−D

48π
W [ϕ, ĝ]. (5)

Ïîñëåäíèé ÷ëåí â ôîðìóëå (5) ïîÿâëÿþùèéñÿ èç-çà ó÷åòà êîíôîðìíîé àíîìàëèè, îïèñûâàåò äèíàìèêó
ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ. Çàâèñèìîñòü ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà (4) îò ĝ ÿâëÿåòñÿ êàæóùåéñÿ, ïîñêîëüêó
â èñõîäíîé ôîðìóëèðîâêå èíòåãðèðîâàíèå ïðîèñõîäèò ïî âñåì ìåòðèêàì è íèêàêàÿ ìåòðèêà íå ÿâëÿåòñÿ
âûäåëåííîé. Ýòî ìîæíî ïðîâåðèòü ÿâíûì âû÷èñëåíèåì.

Ôîðìóëó (4) ìîæíî îáîáùèòü, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ðîëü ìàòåðèè âìåñòî D-ìåðíîãî ñêàëÿðíîãî áåçìàñ-
ñîâîãî ïîëÿ Xµ, èãðàåò íåêîòîðîå ïîëå, òàêæå îáîçíà÷àåìîå X, äèíàìèêà êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ ïðîèç-
âîëüíîé Äâóìåðíîé Êîíôîðìíîé Òåîðèè Ïîëÿ ñ äåéñòâèåì SM [X, g] è öåíòðàëüíûì çàðÿäîì cM.

Èçìåíèâ íîðìèðîâêó ïîëÿ ϕ

ϕ →
√

24
26−D

ϕ, (6)

ìû ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ äåéñòâèÿ ñòðóíû

SP
tot[B,C,X,ϕ, ĝ] = SP [Xµ, ĝ] + SGh[B,C, ĝ] + S̃L[ϕ, ĝ], (7)

ãäå

S̃L[ϕ̃, ĝ] =
1
4π

∫ [
ĝab∂aϕ∂bϕ + Q̃R[ĝ]ϕ

]√
ĝd2x, (8)

Q̃ =

√
26−D

6
, b̃ =

√
6

26−D
, (9)

à âûðàæåíèå äëÿ ìåðû (3) ïðèîáðåòåò âèä

‖δϕ‖2P =
∫

e2b̃ϕ(δϕ)2
√

ĝd2x. (10)

2.2 Ôîðìóëèðîâêà Äàâèäà - Äèñòëåðà - Êàâàè .

Ñóùåñòâóåò äðóãàÿ ôîðìóëèðîâêà íåêðèòè÷åñêîé òåîðèè ñòðóí, ïðèíàäëåæàùàÿ Äàâèäó-Äèñòëåðó-Êàâàè
(DDK) [7], êîòîðàÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîé èñõîäíîìó ïîäõîäó Ïîëÿêîâà. Â ôîðìóëèðîâêå DDK
âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà â êîíôîðìíîé êàëèáðîâêå

Z =
∫
DĝϕDĝ(B,C)DĝX exp(−SM [X, ĝ]− SGh[B,C, ĝ]− SL[ϕ, ĝ]) (11)

îòëè÷àåòñÿ òåì, ÷òî ìåðà èíòåãðèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ïîëÿ ϕ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé

‖δϕ‖2 =
∫

(δϕ(x))2
√

ĝd2x, (12)

à äåéñòâèå SL[ϕ, ĝ], íàçûâàåìîå äåéñòâèåì Ëèóâèëëÿ ïðèíèìàåò âèä

SL[ϕ, ĝ] =
1
4π

∫ [
ĝab∂aϕ∂bϕ + QR[ĝ]ϕ + 4πµe2bϕ

]√
ĝd2x, (13)

ãäå µ � êîñìîëîãè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ, à Q è b � íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Îñíîâíîå ïðåäïîëîæåíèå ñîñòîèò
â òîì, ÷òî åäèíñòâåííûì ñëåäñòâèåì îò çàìåíû ìåðû èíòåãðèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íàÿ ïåðåíîðìèðîâ-
êà ïàðàìåòðîâ â SL[ϕ, ĝ]. Ïåðåíîðìèðîâàííûå ïàðàìåòðû Q è b îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ íåçàâèñèìîñòè
ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà îò �áýêãðàóíä� ìåòðèêè ĝ. Òàê êàê ïðè ðåïàðàìåòðèçàöèÿõ âûðàæåíèå (11)
ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì, îñòàåòñÿ îáåñïå÷èòü èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Âåéëÿ. Ïî-
ñêîëüêó ìû çíàåì, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ ôóíêöèîíàëüíûìè èíòåãðàëàìè, îïèñûâàþùèìè êîíôîðìíóþ ìàòå-
ðèþ è äóõè ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ĝab → gab = eσ ĝab, îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü êàê èçìåíÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûé
èíòåãðàë ïî ëèóâèëëåâñêîìó ïîëþ

e−Se�
L

[ĝ] =
∫
Dĝϕe−SL[ϕ,ĝ]. (14)

Äëÿ íà÷àëà îáðàòèìñÿ ê ñëó÷àþ, â êîòîðîì ýêñïîíåíöèàëüíûé ÷ëåí â ôîðìóëå (13) îòñóòñòâóåò, ò.å.
µ = 0.
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Ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó

√
gR[g](x) =

√
ĝ(R[ĝ](x) + ∆[ĝ]

0 σ(x)), ãäå gab = eσ ĝab, ∆[ĝ]
0 = − 1√

ĝ
∂aĝab

√
ĝ∂b, (15)

äëÿ äåéñòâèÿ (13) ïîëó÷àåì

SL[ϕ, eσ ĝ] =
1
4π

∫ [
ĝab∂aϕ∂bϕ + QR[ĝ]ϕ + Qĝab∂aσ∂bϕ

]√
ĝd2x, (16)

ãäå ìû óæå ïðîèçâåëè èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì∫
Qϕ(x)∆[ĝ]

0 σ(x)
√

ĝd2x =
∫

Qĝab∂aσ∂bϕ
√

ĝd2x. (17)

Òåïåðü ïåðåéäåì ê íîâîìó ïîëþ ϕ̃(x), ñäâèãîì ïîëÿ ϕ(x) íà ôèêñèðîâàííóþ ôóíêöþ Q
2 σ(x)

ϕ̃(x) = ϕ(x) +
Q

2
σ(x). (18)

Âûðàæåíèå (16) â òåðìèíàõ ïîëÿ ϕ̃ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

SL[ϕ, eσ ĝ] =
1
4π

∫ [
ĝab∂aϕ̃∂bϕ̃ + QR[ĝ]ϕ̃− Q2

2

(
1
2
ĝab∂aσ∂bσ + R[ĝ]σ

)]√
ĝd2x, (19)

èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî,

SL[ϕ, eσ ĝ] = SL[ϕ̃, ĝ]− Q2

8π
W [σ, ĝ], (20)

ãäå

W [σ, ĝ] =
∫ [

1
2
ĝab∂aσ(x)∂bσ(x) + R[ĝ](x)σ(x)

]√
ĝd2x. (21)

Â ñèëó ëèíåéíîñòè ìåðû ïîëÿ ϕ, ìû èìååì

Deσ ĝϕ = Deσ ĝϕ̃. (22)

Ó÷åò êâàíòîâîé àíîìàëèè â ìåðå ïðèâîäèò ê äîïîëíèòåëüíîìó ñëàãàåìîìó â ñîîòíîøåíèè ìåæäó ýôôåê-
òèâíûìè äåéñòâèÿìè òåîðèè Ëèóâèëëÿ â ìåòðèêå eσ ĝ è ĝ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ìû ïîëó÷àåì

Se�
L [eσ ĝ] = Se�

L [ĝ]− 1 + 6Q2

48π
W [σ, ĝ]. (23)

Òàêèì îáðàçîì ìû äîêàçàëè, ÷òî òåîðèÿ Ëèóâèëëÿ çàäàâàåìàÿ (14) ïðè µ = 0 ÿâëÿåòñÿ Êîíôîðìíîé
Òåîðèåé Ïîëÿ, â ñìûñëå ñòàíäàðòíîãî îïðåäåëåíèÿ, ñ öåíòðàëüíûì çàðÿäîì

cL = 1 + 6Q2. (24)

Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ýòîé òåîðèè â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå èìååò âèä

Tab = −∂aϕ∂bϕ +
ĝab

2
(∂aϕ)2 + Q

(
∂a∂bϕ−

ĝab

2
∂2

aϕ

)
. (25)

Êàê îáû÷íî â Êîíôîðìíîé Òåîðèè Ïîëÿ ñóùåñòâóþò äâå êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà

Tzz = T (z) = −(∂ϕ)2 + Q∂2ϕ, (26)

Tz̄z̄ = T̄ (z̄) = −(∂̄ϕ)2 + Q∂̄2ϕ. (27)

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ãîëîìîðôíûì è àíòèãîëîìîðôíûì ïîëÿìè ñîîòâåòñòâåííî.
Ïðèìàðíûìè ïîëÿìè â òåîðèè Ëèóâèëëÿ, ÿâëÿþòñÿ ïîëÿ Va(x) =: e2aϕ(x) :. Èõ îïåðàòîðíîå ðàçëîæåíèå

ñ òåíçîðîì ýíåðãèè-èìïóëüñà ëåãêî ïîëó÷èòü, ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Âèêà,

T (u)Va(z, z̄) =
∆a

(u− z)2
Va(z, z̄) +

1
u− z

∂zVa(z, z̄) + ðåã., (28)

ãäå ∆a = a(Q− a) � ðàçìåðíîñòü ïîëÿ Va(z, z̄).
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Ñîñòàâíîå ýêñïîíåíöèàëüíîå ïîëå Va =: e2aϕ(x) : òðåáóåò äëÿ ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ ðåãóëÿðèçàöèè è
ïåðåíîðìèðîâêè. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî âîçíèêàåò çàâèñèìîñòü ïîëÿ Va îò ìåòðèêè

[e2aϕ(x)]eσ ĝ = ea2σ(x)[e2aϕ(x)]ĝ. (29)

Ïîýòîìó â ðåçóëüòàòå êîìáèíàöèè ïðåîáðàçîâàíèé

ĝab → eσ ĝab, (30)

ϕ(x) → ϕ(x)− Q

2
σ(x), (31)

ïîëå Va òðàíñôîðìèðóåòñÿ ïî çàêîíó

Va(x) → e−∆(a)σ(x)Va(x). (32)

Ïóñòü ïàðàìåòð b òàêîâ, ÷òî ∆(b) = 1, ÷òî ýêâèâàëåíòíî

Q = b + b−1, (33)

òîãäà ïîëå
Vb(x) → e−σ(x)Vb(x). (34)

Èíòåãðàë ∫
Vb
√

gd2x (35)

îñòàåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïðè (30) è (31).
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë ïî ïîëþ Ëèóâèëëÿ ñ äåéñòâèåì (13), â êîòîðîì ïðè-

ñóòñòâóåò êîñìîëîãè÷åñêèé ÷ëåí ñ µ 6= 0, òàêæå ïðåîáðàçóåòñÿ ïî çàêîíó (23). Èíà÷å ãîâîðÿ ýòà òåîðèÿ
ÿâëÿåòñÿ Êîíôîðìíîé Òåîðèåé Ïîëÿ ñ cL = 1 + 6Q2.

Ïîýòîìó òåîðèÿ ñòðóíû ÿâëÿåòñÿ ñóììîé òðåõ Êîíôîðìíûõ Òåîðèé Ïîëÿ ñ öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè
ðàâíûìè cM, cGh = −26 è cL = 1 + 6Q2. Äëÿ äîñòèæåíèÿ íåçàâèñèìîñòè ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû ñòðóíû
çàäàâàåìîé ôóíêöèîíàëüíûì èíòåãðàëîì (11), òåïåðü äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü çàíóëåíèå ïîëíîãî öåí-
òðàëüíîãî çàðÿäà òåîðèè

ctot = cM + cGh + cL = 0. (36)

Ýòî ñîîòíîøåíèå, êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî ôîðìóëå

Q =

√
25− cM

6
, (37)

âûðàæàåò êîíñòàíòó ñâÿçè Ëèóâèëëÿ b ÷åðåç öåíòðàëüíûé çàðÿä êîíôîðìíîé ìàòåðèè.
Êðîìå ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû â Òåîðèè ñòðóí îáúåêòîì èçó÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ òàêæå êîððåëÿöèîííûå

ôóíêöèè íàáëþäàåìûõ. Íàáëþäàåìûå èëè ôèçè÷åñêèå ïîëÿ òàêæå äîëæíû áûòü èíâàðèàíòíûìè îòíî-
ñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Âåéëÿ. Ïðîñòåéøèå ôèçè÷åñêèå ïîëÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü
Φ∆ � íåêîòîðîå ïðèìàðíîå ïîëå èç ìàòåðèàëüíîãî ñåêòîðà ñ ðàçìåðíîñòüþ ∆M . Ïðè êîíôîðìíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèÿõ ìåòðèêè ïîëå Φ∆ ïðåîáðàçóåòñÿ

[Φ∆]eσ ĝ = e−∆Mσ[Φ∆]ĝ. (38)

Ïðîèçâåäåíèå ïîëÿ Φ∆ è �îäåâàþùåãî� ýêñïîíåíöèàëüíîãî ïîëÿ Va èç ëèóâèëëåâñêîãî ñåêòîðà

Ua = Φ∆Va, (39)

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ
∆M + ∆(a) = 1 (40)

êîòîðîå ðàâíîñèëüíî ôîðìóëå
∆M + a(Q− a) = 1, (41)

è ïðè ðàñòÿæåíèè ìåòðèêè è ñîîòâåòñòâóþùåì ñäâèãå ïîëÿ ϕ, òðàíñôîðìèðóåòñÿ ïî çàêîíó

Φ∆Va → e−σ(x)Φ∆Va, (42)
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à íàáëþäàåìûå âèäà

Oa =
∫

Φ∆Va
√

gd2x (43)

îñòàþòñÿ èíâàðèàíòíûìè. Òàêèì îáðàçîì ìû ïðèõîäèì ê îïðåäåëåíèþ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé

〈Oa1 ...OaN
〉, (44)

êîòîðûå íå ìåíÿþòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ Âåéëÿ, ïîýòîìó íå çàâèñÿò îò �áýêãðàóíä� ìåòðèêè ĝ, ò.å.
ÿâëÿþòñÿ êîððåêòíî îïðåäåëåííûìè.

2.3 Ñïåêòð ãðàâèòàöèîííûõ ðàçìåðíîñòåé.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ìàñøòàáíîé çàâèñèìîñòè êîððåëÿòîðà (44). Îí âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

〈Oa1 ...OaN
〉 =

∫
Dĝϕe−

1
4π

R
[ĝab∂aϕ∂bϕ+QR[ĝ]ϕ+4πµe2bϕ]√ĝd2x

N∏
i=1

∫
d2xie

2
P

i aiϕ(xi)〈Φ1(x1)...ΦN (xN )〉M, (45)

ãäå Oai =
∫

Φ∆iVai

√
ĝd2x, à 〈Φ1(x1)...ΦN (xN )〉M ÿâëÿåòñÿ N-òî÷å÷íîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé ìàòåðè-

àëüíîé òåîðèè
Â ôîðìóëå (45) åñòü òîëüêî îäèí ðàçìåðíûé ïàðàìåòð � ýòî êîñìîëîãè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ µ. Ïîýòîìó

çàâèñèìîñòü êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè îò µ è ïðåäñòàâëÿåò åå ìàñøòàáíóþ çàâèñèìîñòü. Ïîñìîòðèì, êàê
èçìåíÿåòñÿ êîððåëÿòîð (45) ïðè ðàñòÿæåíèè µ

µ → eρµ, (46)

ãäå ρ êîíñòàíòà. Î÷åâèäíî, ÷òîáû êîìïåíñèðîâàòü ðàñòÿæåíèå â êîñìîëîãè÷åñêîì ÷ëåíå, íàì íåîáõîäèìî
ñäåëàòü ñäâèã ïîëÿ ϕ(x) ïî ôîðìóëå

ϕ(x) → ϕ(x)− ρ

2b
. (47)

Òàê êàê ìåðà â ôóíêöèîíàëüíîì èíòåãðàëå (45) ëèíåéíà

Dĝ

(
ϕ− ρ

2b

)
= Dĝϕ, (48)

èçìåíåíèå äåéñòâèÿ SL[ϕ, ĝ] ïðè òàêîì ñäâèãå ïðîèçîéäåò ëèøü èç-çà ÷ëåíà ñ êðèâèçíîé. Ó÷èòûâàÿ òåî-
ðåìó Ãàóññà- Áîííå

1
4π

∫
R[ĝ]

√
ĝd2x = χE = 2− 2h, (49)

ãäå χE � Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà, à h � êîëè÷åñòâî ðó÷åê, à òàêæå èçìåíåíèå ïîëåé e2aϕ ïðè ñäâèãå
(47), ïîëó÷èì ñâÿçü ìåæäó êîððåëÿòîðîì îò eρµ è êîððåëÿòîðîì îò µ

〈Oa1 ...OaN
〉(eρµ) = e

ρ
“

χEQ

2b −
P

i
ai
b

”
〈Oa1 ...OaN

〉(µ). (50)

Èç ýòîé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî ìàñøòàáíàÿ çàâèñèìîñòü 〈Oa1 ...OaN
〉 äàåòñÿ âûðàæåíèåì

〈Oa1 ...OaN
〉(µ) = µ

“
χEQ

2b −
P

i
ai
b

”
F (a1, ..., aN , b), (51)

ãäå F (a1, ..., aN , b) � ôóíêöèÿ êîòîðàÿ óæå íå çàâèñèò îò µ. Êîýôôèöèåíòû

δi = −ai

b
(52)

íàçûâàþòñÿ ãðàâèòàöèîííûìè ðàçìåðíîñòÿìè. Îíè îïèñûâàþò âêëàä îò ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëåé Oai ïðè
ìàñøòàáíîì ïðåîáðàçîâàíèè. Âåëè÷èíà

Γstr = 2− Q

b
(53)

íàçûâàåòñÿ ñòðóííîé âîñïðèèì÷èâîñòüþ, è ïîêàçûâàåò, êàê èçìåíÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà ïðè ìàñ-
øòàáíîì ïðåîáðàçîâàíèè.

Âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ôèçè÷åñêèõ ïîëåé (44) ïî êîñìîëîãè÷å-
ñêîé ïîñòîÿííîé

〈Oa1 ...OaN
〉 =

∫ ∞

0

〈Oa1 ...OaN
〉Ae−µAdA. (54)
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Îáðàç Ëàïëàñà 〈Oa1 ...OaN
〉A ÿâëÿåòñÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé îò ïîëåé, çàäàâàåìîé ôóíêöèîíàëüíûì

èíòåãðàëîì ïî ïîâåðõíîñòÿì ñ ôèêñèðîâàííîé ïëîùàäüþ

〈Oa1 ...OaN
〉A =

∫
〈Oa1 ...OaN

〉Me−S0[ϕ,ĝ]δ

(
A−

∫
e2bϕ(x)

√
ĝd2x

)
Dĝϕ, (55)

à S0[ϕ, ĝ] äåéñòâèå Ëèóâèëëÿ (13) áåç ýêñïîíåíöèàëüíîãî ÷ëåíà

S0[ϕ, ĝ] =
1
4π

∫
[ĝab∂aϕ∂bϕ + QR[ĝ]ϕ]

√
ĝd2x. (56)

Çàâèñèìîñòü êîððåëÿòîðà (55) îò ïëîùàäè ïîâåðõíîñòåé A, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñòåïåííîé

〈Oa1 ...OaN
〉A ∼ A−χEQ

2b −1+
PN

i=1
ai
b . (57)

2.4 Ìèíèìàëüíàÿ 2-ìåðíàÿ Ãðàâèòàöèÿ Ëèóâèëëÿ.

Âàðèàíò íåêðèòè÷åñêîé Òåîðèè Ñòðóí, â êîòîðîé êîíôîðìíàÿ ìàòåðèÿ îïèñûâàåòñÿ îäíîé èçìèíèìàëü-
íûõ ìîäåëåé íàçûâàåòñÿ Ìèíèìàëüíîé Òåîðèåé Ñòðóí èëè Ìèíèìàëüíîé Ëèóâèëëåâñêîé Ãðàâèòàöèåé
(MLG).

Çíà÷åíèå öåíòðàëüíîãî çàðÿäà êîíôîðìíîé ìàòåðèè â ýòîì ñëó÷àå

cM = 1− 6q2, q = β−1 − β. (58)

Âûðàæåíèå æå äëÿ êîíôîðìíîé ðàçìåðíîñòè ïðèìàðíîãî ïîëÿ Φmn â Îáîáùåííîé Ìèíèìàëüíîé Ìîäåëè
óäîáíî çàïèñàòü â âèäå

∆M
mn = αmn(αmn − q), (59)

ãäå

αmn =
(n− 1)β − (m− 1)β−1

2
. (60)

Ïîýòîìó òðåáîâàíèå çàíóëåíèÿ ïîëíîãî öåíòðàëüíîãî çàðÿäà ñòðóíû

cL + cM = 26, ãäå cL = 1 + 6(b−1 + b)2 (61)

ýêâèâàåëåíòíî ñîîòíîøåíèþ
β = b, (62)

à óñëîâèå áàëàíñà ðàçìåðíîñòåé ∆M + ∆L = 1, òî åñòü

∆mn + a(Q− a) = 1 (63)

ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ

a = am,−n, ãäå ak,l =
(1− k)b−1 + (1− l)b

2
. (64)

Òàêèì îáðàçîì ôèçè÷åñêèå Íàáëþäàåìûå â Ìèíèìàëüíîé Òåîðèè Ñòðóí çàäàþòñÿ âûðàæåíèåì

Omn =
∫

Φmn(x)e2am,−nϕ(x)d2x. (65)

Èç ôîðìóë (52) è (53) òîãäà ñëåäóåò, ÷òî ñòðóííàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü â MLG(b)

Γstr = 1− 1
b2

, (66)

à ñïåêòð ãðàâèòàöèîííûõ ðàçìåðíîñòåé èìååò âèä δmn = −am,−n

b èëè

δmn =
(m− 1)

2
b−2 − n + 1

2
. (67)

Òåïåðü ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî Ìèíèìàëüíóþ Ìîäåëü M2/2p+1.
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2.5 Ìèíèìàëüíàÿ Ìîäåëü M2/2p+1

Òàáëèöà Êàöà äëÿ Ìèíèìàëüíîé ÊÒÏM2/2p+1 ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì äëèíû 2p. Ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ âûðîæäåííûìè
Φ(1,n), ãäå n = 1, 2, ..., 2p. Áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî Φ(1,n) = Φ(1,2p+1−n), ìîäåëü ïî ñóòè ñîäåðæèò òîëüêî p
íåçàâèñèìûõ ïðèìàðíûõ ïîëåé. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå

Φk = Φ(1,k+1). (68)

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî Φ0 � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð. Âñå íåçàâèñèìûå ïðèìàðíûå ïîëÿ, íóìåðóþòñÿ ÷èñ-
ëîì k, ïðîáåãàþùèì çíà÷åíèÿ k = 1, 2, ..., p− 1, íî ÷àñòî óäîáíî ðàñøèðèòü ýòîò ðÿä, äî ïîëíîé òàáëèöû
Êàöà, k = 1, 2, ..., 2p, ñ ñëåäóþùèì îáîçíà÷åíèåì

Φ2p−k−1 = Φk. (69)

Â ÷àñòíîñòè, ñ òàêèì óñëîâèåì, ïðàâèëà îòáîðà äëÿ M2/2p+1 ïðèíèìàþò ïðîñòóþ ôîðìó

[Φk1 ][Φk2 ] =
k1+k2∑

k=|k1−k2|:2

[Φk], (70)

ãäå [Φk], êàê îáû÷íî îçíà÷àåò íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Âèðàñîðî, ñâÿçàííîå ñ ïðèìàðíûì

ïîëåì Φk. Çäåñü è íèæå ñèìâîë
m′∑

k=m:2

îçíà÷àåò ñóììó ñ øàãîì 2, â êîòîðîé k ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ m,m +

2,m + 4, ...,6 m′. Â òî âðåìÿ, êàê â (70), ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî k1 è k2 ëåæàò â îáëàñòè [0, 1, ..., p − 1],
èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ k ìîæåò ïðîáåãàòü çíà÷åíèÿ âíå ýòîãî ðÿäà, è òîãäà [Φk] ïîíèìàåòñÿ, êàê [Φ2p−k−1].
Çàìåòèì, ÷òî îòîæäåñòâëåíèå (69), ðàçðóøàåò ÷åòíóþ ñèììåòðèþ Φk → (−1)kΦk â (70), ïîýòîìó [Φk] ñ
íå÷åòíûì(÷åòíûì) k ìîæåò âîçíèêàòü â ïðàâîé ÷àñòè (70) ïðè ÷åòíîì(íå÷åòíîì) k1 + k2. Â ÷àñòíîñòè,
êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ

〈Φk1(X1)Φk2(X2)...Φkn
(Xn)〉 (71)

íå îáÿçàííà èç÷åçàòü, êîãäà k1 + k2 + ... + kn íå÷åòíî.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîíôîðìíàÿ èíâàðèàíòíîñòü è ïðàâèëà îòáîðà (70), çàñòàâëÿþò èñ÷åçíóòü áîëüøèí-

ñòâî êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé. Êîíôîðìíàÿ èíâàðèàíòíîñòü òðåáóåò èç÷åçíîâåíèå âñåõ îäíî-òî÷å÷íûõ
êîððåëÿòîðîâ êðîìå 〈Φ0(X)〉, è ìû ìîæåì íàïèñàòü ñëåäóþùèå ïðàâèëà îòáîðà

〈Φk(X)〉 = 0, ïðè k 6= 0, (72)

〈Φk1(X1)Φk2(X2)〉 = 0, ïðè k1 6= k2. (73)

Îáîáùåíèåì ïðàâèë îòáîðà íà ìíîãîòî÷å÷íóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ÿâëÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

〈Φk1(X1)Φk2(X2)...Φkn(Xn)〉 = 0, åñëè

{
k1 + ... + kn−1 < kn, ïðè k1 + ... + kn ÷åòíîì,

k1 + ... + kn < 2p− 1, ïðè k1 + ... + kn íå÷åòíîì,
(74)

çäåñü ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ki ëåæèò â ðÿäå [0, 1, ..., p − 1] è, ÷òî kn íàèáîëüøèé èíäåêñ, òî åñòü ki 6 kn. Â
äàëüíåéøåì ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íàõîäèìñÿ â ÷åòíîì(íå÷åòíîì) ñåêòîðå, åñëè k1 + ... + kn ÷åò-
íî(íå÷åòíî). Ãðàâèòàöèîííûå ðàçìåðíîñòè â Ìèíèìàëüíîé Ìîäåëå, èñõîäÿ èç ôîðìóëû (67), ðàâíû

δk = −ak

b
= −k + 2

2
. (75)

2.6 Êîððåëÿòîðû â Ìèíèìàëüíîé Ãðàâèòàöèè

Ãëàâíûìè îáúåêòàìè â Êâàíòîâîé Ãðàâèòàöèè ÿâëÿþòñÿ n-òî÷å÷íûå �êîððåëÿöèîííûå ÷èñëà�

Ck1...kn
= 〈Ok1 ...Okn

〉. (76)

Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàííà â âèäå

Z({λk}) = Z0〈exp{
∑

k

λkOk}〉. (77)
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Äëÿ n = 3 òðåõòî÷å÷íàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòî ïåðåìíîæåíèåì �ìàòåðèàëüíîé�
òðåõòî÷å÷íîé ôóíêöèè (71) íà òðåõòî÷å÷íûé êîððåëÿòîð Ëèóâèëëÿ

〈e2ak1ϕ(x1)...e2ak3ϕ(x3)〉Liouville, (78)

ðåçóëüòàò äàííîãî âû÷èñëåíèÿ ïðèíèìàåò ïðîñòóþ ôîðìó [14]

〈Ok1Ok2Ok3〉 = −µδk1+δk2+δk3 Nk1k2k3Np

3∏
i=1

LegL(ki), (79)

çäåñü
Np = (2p− 1)(2p + 1)(2p + 3), (80)

è �ëåã� ôàêòîðû ðàâíû

LegL(k) =
(−1)

k
2

2π
k
2

[
γ

(
2

2p + 1

)]− k+1
2
[
γ

(
2(k + 1)
2p + 1

)] 1
2 Γ(p− 1/2)

Γ(p− k − 1/2)
, (81)

ãäå γ(t) = Γ(t)/Γ(1− t). Îò íèõ ìîæíî ëåãêî èçáàâèòüñÿ , ïåðåîïðåäåëèâ Ok è ïàðàìåòðû λk â (77), êàê

Ok →
1

LegL(k)
Ok, λk → LegL(k)λk. (82)

Îáðàòèì âíèìàíèå, íà âõîäÿùèå â (79) �êîýôôèöèåíòû îòáîðà� Nk1k2k3 , êîòîðûå ïðèíèìàþò çíà÷åíèå 1,
åñëè ïðàâèëà îòáîðà âûïîëíåíû, è ïðèíèìàþò çíà÷åíèå 0 â îáðàòíîì ñëó÷àå. Â ÿâíîì âèäå

Nk1k2k3 =



{
1, åñëè k1 + k2 + k3 > 2p− 1,

0, èíà÷å,
ïðè k1 + k2 + k3 íå÷åòíîì{

1, åñëè k1 + k2 > k3,

0, èíà÷å,
ïðè k1 + k2 + k3 ÷åòíîì

(83)

çäåñü ìû ïîëàãàåì, ÷òî k1, k2 6 k3. Ôàêòîð Nk1k2k3 áåðåò íà÷àëî èç �ìàòåðèàëüíîé� òðåõòî÷å÷íîé ôóíêöèè
〈Φk1Φk2Φk3〉.

Òàê êàê Φ0 ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì îïåðàòîðîì â M2/2p+1, âñòàâêà O0 â (76) ýêâèâàëåíòíà âçÿòèþ
ïðîèçâîäíîé ïî µ

〈O0Ok1 ...Okn〉 = −Z−1
0

∂

∂µ
(Z0〈Ok1 ...Okn〉), (84)

ãäå

Z0 ∼ µ
2p+3

2 (85)

åñòü ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà Ëèóâèëëÿ íà ñôåðå. Ïîýòîìó îäíî- è äâóõòî÷å÷íûå êîððåëÿöèîííûå ÷èñëà
ëåãêî âûâîäÿòñÿ èç (79) è ðàâíû

〈OkOk′〉 = δk,k′
Npµ

2δk

2p− 2k − 1
Leg2

L(k), 〈Ok〉 = −δk,0(p + 3/2)µ−1. (86)

Â ñòàòüå [2] áûë ïîäñ÷èòàí ÷åòûðåõ-òî÷å÷íûé êîððåëÿòîð. Ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü çàïèñàí êàê

〈Ok1Ok2Ok3Ok4〉 = Npµ
P

δki Ck1k2k3k4

4∏
i=1

LegL(ki), (87)

ãäå, åñëè âûáðàòü ÷èñëî k1 íàèìåíüøèì èç âñåõ (ò.å. k1 6 k2, k3, k4), òî ôàêòîð Ck1k2k3k4 ïðèìåò âèä

Ck1k2k3k4 = (k1 + 1)(p + k1 + 3/2)−
4∑

i=2

k1∑
s=−k1:2

∣∣∣∣p− ki − s− 1
2

∣∣∣∣ . (88)

Êàê áûëî ñêàçàííî âî ââåäåíèè, Ìèíèìàëüíàÿ ÃðàâèòàöèÿMG2/2p+1, âûãëÿäèò ïîäîáíîé p - êðèòè÷åñêîé
òî÷êå â îäíî-Ìàòðè÷íîé Ìîäåëå. Ýòî ïîäîáèå áûëî ïîäòâåðæäåíî ñîâïàäåíèåì îäíîòî÷å÷íîé è äâóõòî-
÷å÷íîé êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé [3].
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3 Ìàòðè÷íûå Ìîäåëè

Â Ìàòðè÷íûõ Ìîäåëÿõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå äèñêðåòèçàöèè ïîâåðõíîñòåé. Â ÷àñòíîñòè �ñëó÷àé-
íàÿ òðèàíãóëÿöèÿ�, â êîòîðîé ïîâåðõíîñòü ñîñòàâëåíà èç òðåóãîëüíèêîâ [10]. Òðåóãîëüíèêè ïîëàãàþòñÿ
ðàâíîñòîðîííèìè, ïîýòîìó åñëè Ni ( � ÷èñëî ïðèëåãàþùèõ òðåóãîëüíèêîâ â âåðøèíå i) áîëüøå(ìåíüøå)
÷åì øåñòü, êðèâèçíà â âåðøèíå îòðèöàòåëüíàÿ(ïîëîæèòåëüíàÿ), ïðè Ni = 6 êðèâèçíà ðàâíà íóëþ. Ïðåä-
ïîëîæåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñóììà ïî âñåì ñëó÷àéíûì òðèàíãóëÿöèÿì ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì àíàëîãîì
èíòåãðàëà

∫
Dg ïî âñåì ìåòðèêàì ∑

ðîäh

∫
Dg →

∑
ïî ñëó÷àéíûì
òðèàíãóëÿöèÿì

(89)

Äèñêðåòíûé àíàëîã áåñêîíå÷íî ìàëîãî ýëåìåíòà îáúåìà
√

g åñòü σi = Ni

3 , ïîýòîìó ïîëíóþ ïëîùàäü ïî-
âåðõíîñòè ìû ìîæåì çàïèñàòü, êàê |S| =

∑
i σi, ÷òî åñòü ïðîñòî ïîëíîå ÷èñëî òðåóãîëüíèêîâ, òàê êàê

ïîëàãàåòñÿ, ÷òî òðåóãîëüíèêè èìååþò åäèíè÷íóþ ïëîùàäü. Äèñêðåòíûé àíàëîã ñêàëÿðíîé êðèâèçíû R â
âåðøèíå i, åñòü Ri = 2π 6−Ni

Ni
, ïîýòîìó∫

√
gR →

∑
i

4π

(
1− Ni

6

)
= 4π

(
V − 1

2
F

)
= 4π(V − E + F ) = 4πχ, (90)

ãäå χ � õàðàêòåðèñòèêà Ýéëåðà, à V , E è F � êîëè÷åñòâî âåðøèí, ðåáåð è ãðàíåé ñîîòâåòñòâåííî. Ñàìè ïî
ñåáå òðåóãîëüíèêè íå èãðàþò îñîáóþ ðîëü â äèñêðåòèçàöèè ïîâåðõíîñòè è ìîãóò áûòü çàìåíåíû ëþáûìè
äðóãèìè ìíîãîóãîëüíèêàìè. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå çêàëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äèñêðåòíûå ïîâåðõíîñòè
ÿâëÿþòñÿ äèàãðàììàìè Ôåéíìàíà, êîòîðûå ïîÿâëÿþòñÿ ïðè ðàçëîæåíèè ïî òåîðèè âîçìóùåíèé èíòåãðàëà

Z = log
∫

dMe−Ntr( 1
2 M2−

P
n=3

αn
n! Mn), (91)

ãäå M � ýðìèòîâû ìàòðèöû N ×N . Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðÿäà ïî N , êàê

Z = N2Z0 + Z1 + ... + N2−2hZh + ..., (92)

ãäå êàæäûé ÷ëåí Zh åñòü âêëàä îò äèñêðåòíûõ ïîâåðõíîñòåé ðîäà h, ñäåëàííûõ èç òðåóãîëüíèêîâ è
äðóãèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ, ïðè÷åì äîëÿ â êîëè÷åñòâå êàæäûõ îïðåäåëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòàìè αi. Ìû áóäåì
ðàññìàòðèâàòü ïîâåðõíîñòè ñ òîïîëîãèåé ñôåðû (h = 0), òî åñòü íàì íóæíî ó÷åñòü òîëüêî Z0.

3.1 Îäíî-Ìàòðè÷íàÿ Ìîäåëü

Îäíî-Ìàòðè÷íàÿ Ìîäåëü èëþñòðèðóåò áåñêîíå÷íûé íàáîð ìóëüòè-êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, çàíóìåðîâàííûõ
öåëûì ÷èñëîì p = 1, 2, 3, .... Â ñêåéëèíãîâîì ïðåäåëå, âáëèçè p-êðèòè÷åñêîé òî÷êè, ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà
â ýòîé òåîðèè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ðåøåíèå "ñòðóííîãî óðàâíåíèÿ"

P(u) = 0, (93)

ãäå P(u) ïîëèíîì ñòåïåíè p + 1

P(u) = up+1 + t0u
p−1 +

p−1∑
k=1

tkup−k−1, (94)

ñ ïàðàìåòðàìè tk îïèñûâàþùèìè ðåëåâàíòíîå îòêëîíåíèå îò p-êðèòè÷åñêîé òî÷êè. Ñèíãóëÿðíàÿ ÷àñòü
ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû Ìàòðè÷íûõ Ìîäåëåé Z(t0, t1, ...tp−1) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç (94), êàê

Z =
1
2

∫ u∗

0

P2(u)du, (95)

ãäå u∗ = u∗(t0, t1, ..., tp−1) � ìàêñèìàëüíûé êîðåíü ïîëèíîìà (94), òî åñòü P(u∗) = 0. Âàæíî ïîìíèòü, ÷òî
(95) äàåò òîëüêî ñèíãóëÿðíóþ ÷àñòü ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû Ìàòðè÷íûõ Ìîäåëåé. Ïîëíûé ìàòðè÷íûé èí-
òåãðàë âêëþ÷àåò â ñåáÿ òàêæå è ðåãóëÿðíóþ ÷àñòü, àíàëèòè÷åñêóþ ïî âñåì ïàðàìåòðàì tk ïðè {tk} = 0. Å¼
ðàññìîòðåíèå íå èìååò ñìûñëà. Ñóùåñòâóþò âåñîìûå àðãóìåíòû [3], [4], â ïîëüçó òîãî, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêàÿ
ñóììà (95), âûðàæàåò Ìàòðè÷íîå îïèñàíèå Ìèíèìàëüíîé Ãðàâèòàöèè MG2/2p+1. Â òàêîì îïèñàíèè −t0
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èíòåðïðåòèðóåòñÿ, êàê êîñìîëîãè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ µ. Óðàâíåíèå (93), ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ðàçìåðíîñòü
ïàðàìåòðîâ tk,

tk ∼ [µ]
k+2
2 , (96)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî Z ∼ [µ]
2p+3

2 , ÷òî íàõîäèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (75) è (85).
Ñðàâíåíèå êîððåëÿöèîííûõ ÷èñåë ñîäåðæèò äâå òîíêîñòè, ïîäìå÷åííûå â ðàáîòå [3]. Âî ïåðâûõ, èç

(75), î÷åâèäíî , ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì p, èìååòñÿ ìíîãî ðåçîíàíñîâ, òî åñòü ðàâåíñòâ âèäà

δk = δk1 + ... + δkn
. (97)

Ïîýòîìó ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïàðàìåòðàìè tk â (93) è ïàðàìåòðàìè λk â Ìèíèìàëüíîé Ãðàâèòàöèè ìîæåò
âîâëåêàòü ðåçîíàíñíûå ÷ëåíû [1]

tk = Ckλk +
[ k+2

2 ]∑
n=2

p−1∑
k1,...,kn=0

Ck1...kn

k λk1 ...λkn , (98)

ñ êîýôôèöèåíòàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ

Ck1...kn

k = 0, åñëè
n∑

i=1

ki 6= k + 2− 2n. (99)

Ñóììà ïî ki = 0, 1, ..., p − 1 â (98) âêëþ÷àåò ki = 0, ÷òîáû ó÷åñòü âîçìîæíîñòü òîãî, ÷òî öåëûå ñòåïåíè
êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé âîçíèêàþò â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ. Ïî îïðåäåëåíèþ

λ0 = −µ. (100)

Êîýôôèöèåíòû Ck èãðàþò íå çíà÷èòåëüíóþ ðîëü. Îíè ìîãóò áûòü óñòðàíåíû ïðîñòîé ïåðåíîðìèðîâêîé
ïàðàìåòðîâ λk (èëè tk), ïîäîáíîé (82). Ôèçè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ìåæäó p-êðèòè÷åñêîé Ìàòðè÷íîé
Ìîäåëüþ è Ìèíèìàëüíîé ÃðàâèòàöèåéMG2/2p+1, ïîäðàçóìåâàåòñÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî ñïåöèàëüíûì âûáî-

ðîì êîýôôèöèåíòîâ Ck1...kn

k â çàìåíå (98), ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà (95), âûðàæåííàÿ ÷åðåç ïàðàìåòðû {λk},
ìîæåò áûòü ñäåëàíà ïîäîáíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè (77) â Ìèíèìàëüíîé Ãðàâèòàöèè, ñ òî÷íîñòüþ äî
ðåãóëÿðíûõ ÷ëåíîâ. Ýòà èäåÿ âïåðâûå áûëà âûñêàçàííà â [3], ãäå òàêæå áûëî ïðîâåðåííî ñîâïàäåíèå îäíî-
è äâóõòî÷å÷íûõ êîððåëÿöèîííûõ ÷èñåë.

Èòàê, âåëè÷èíàìè êîòîðûå äîëæíû ñðàâíèâàòüñÿ ñ êîððåëÿöèîííûìè ôóíêöèÿìè â MG2/2p+1 ÿâëÿ-
þòñÿ êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè

Z = Z0 +
p−1∑
k=1

λkZk +
p−1∑

k1,k2=1

λk1λk2

2
Zk1k2 + ... +

p−1∑
k1,...kn=1

λk1 ...λkn

n!
Zk1...kn + ... (101)

ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû Ìàòðè÷íûõ Ìîäåëåé (95) ïî ñòåïåíÿì λ1, ..., λp−1, c λ0 = −µ, ïðè λ1 = ... = λp−1 =
0. Ñ ïîìîùüþ ðàçìåðíîãî àíàëèçà ïîëó÷àåì

[Zk1...kn ] = [µ]
2p+3−2n−

P
ki

2 . (102)

Ïðè ÷åòíîé ñóììå
∑n

i=1 ki (÷åòíûé ñåêòîð), ñòåïåíü íàä µ â ôîðìóëå (102) ÿâëÿåòñÿ ïîëóöåëîé, è
ïîýòîìó òàêèå Zk1...kn ïðèíàäëåæàò ñèíãóëÿðíîé ÷àñòè ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû. Åñëè æå

∑n
i=1 ki íå÷åòíà

(íå÷åòíûé ñåêòîð), ñòåïåíü íàä µ öåëàÿ. Êîãäà òàêæå

n∑
i=1

ki 6 2p + 3− 2n, (103)

êîýôôèöèåíòû â íå÷åòíîì ñåêòîðå íå îòðèöàòåëüíû ïî µ, è ïîýòîìó âåëå÷èíû Zk1...kn
ïðèíàäëåæàò ðå-

ãóëÿðíîé ÷àñòè ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû è ñëåäîâàòåëüíî íå ïîäëåæàò ðàññìîòðåíèþ. Çàìåòèì, ÷òî íåðà-
âåíñòâî (103) âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ äëÿ n = 1, 2, íî ïðè n > 3 âîçíèêàþò îòðèöàòåëüíûå ñòåïåíè µ. Èòàê
ìû âèäèì, ÷òî ñëåäóåò ñðàâíèâàòü êîððåëÿöèîííûå ÷èñëà èç íå÷åòíîãî ñåêòîðà ñ

∑
ki > 2p + 3 − 2n ñ

ðåçóëüòàòàìè â MG2/2p+1.
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3.2 Îäíî- è Äâóõòî÷å÷íàÿ êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè

Åñëè ïðîèçâåñòè çàìåíó (98) â ôîðìóëå (94), òî ïîëó÷èì, ÷òî

P(u) = P0(u) +
p−1∑
k=1

λkPk(u) + ... +
p−1∑
ki=1

λk1 ...λkn

n!
Pk1...kn(u) + ..., (104)

ãäå P0(u) è Pk1...kn
(u) ïîëèíîìû, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ âêëþ÷àþò íåîòðèöàòåëüíûå ñòåïåíè µ. Ñ ïî-

ìîùüþ ðàçìåðíîãî àíàëèçà íàõîäèì

P0(u) = up+1 + C ′
0µup−1 + C ′′

0 µ2up−3 + ...,

Pk(u) = Ckup−k−1 + C ′
kµup−k−3 + C ′′

k µ2up−k−5 + ..., (105)

è â îáùåì ñëó÷àå Pk1...kn
(u) ïîëèíîìû ñòåïåíè

p + 1− 2n−
∑

ki, (106)

ïîäîáíîé ñòðóêòóðû. Â ñóììó (104) âõîäÿò òîëüêî ïîëèíîìû ñ íå îòðèöàòåëüíîé ñòåïåíüþ, ïîýòîìó ñóììà
êîíå÷íà. Òàêæå ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî âñå ïîëèíîìû ÿâëÿþòñÿ ÷åòíûìè èëè íå÷åòíûìè ôóíêöèÿìè u

Pk1...kn(−u) = (−1)p+1−
P

kiPk1...kn(u), (107)

òàê êàê ìîãóò áûòü òîëüêî öåëûå ñòåïåíè µ â (105). Èñïîëüçóÿ ýòî ñâîéñòâî ìîæíî ïðåäñòàâèòü (95) â
áîëåå óäîáíîé ôîðìå, äëÿ ýòîãî ðàçîáüåì èíòåãðèðîâàíèå íà äâå îáëàñòè∫ u∗

0

=
∫ u∗

u0

+
∫ u0

0

, (108)

ãäå u0 êîðåíü ìíîãî÷ëåíà P(u), ïðè λ1, ..., λp−1 = 0. Çàìåòèì, ÷òî

u0 = a0µ
1
2 , (109)

ãäå a0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Èíòåãðèðîâàíèå â (95) âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïðîèçâåäåíèÿ âèäà

Pk1...km(u)Pkm+1...kn(u), (110)

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ÷åòíûìè èëè íå÷åòíûìè ôóíêöèÿìè u, â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè ñóììû k1 + ... + kn.
Äëÿ ÷åòíûõ ÷ëåíîâ, î÷åâèäíî, ìîæíî ïðîäîëæèòü èíòåãðèðîâàíèå â ôîðìóëå (108) íà îòðèöàòåëüíóþ îñü∫ u0

0

→ 1
2

∫ u0

−u0

. (111)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âèäíî, ÷òî âêëàä íå÷åòíûõ ÷ëåíîâ â ýòó ÷àñòü ñîäåðæèò òîëüêî íå îòðèöàòåëüíûå
÷ëåíû ïî µ, è ïîýòîìó ïðèíàäëåæèò ê ðåãóëÿðíîé ÷àñòè ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû. Â èòîãå ïîëó÷àåì

Z =
1
2

∫ u∗

u0

P2(u)du +
1
4

∫ u0

−u0

P2(u)du, (112)

è èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî íàñ íå èíòåðåñóþò ðåãóëÿðíûå ÷ëåíû, â äàëüíåéøåì áóäåì èçó÷àòü èìåíî ñòàòèñòè-
÷åñêóþ ñóììó (112). Òàê êàê u∗ = u0 + O(λk), òî ëåãêî ïîëó÷èòü èç (101) è (112), ÷òî

Z0 = Z|λ1=0,...,λp−1=0 =
1
4

∫ u0

−u0

P2
0 (u)du, (113)

Zk =
∂Z

∂λk

∣∣∣∣
λ1=0,...,λp−1=0

=
1
2

∫ u0

−u0

P0Pk(u)du, (114)

Zk1k2 =
∂2Z

∂λk1∂λk2

∣∣∣∣
λ1=0,...,λp−1=0

=
1
2

∫ u0

−u0

[Pk1(u)Pk2(u) + P0(u)Pk1k2(u)]du. (115)

È â îáùåì âèäå

Zk1...kn =
∂nZ

∂λk1 ...∂λkn

∣∣∣∣
λ1,...,λp−1=0

. (116)
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Îòñþäà, èñõîäÿ èç îòâåòîâ äëÿ îäíîòî÷å÷íîé è äâóõòî÷å÷åíîé êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé èç íåïðå-
ðûâíîãî ïîäõîäà, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ïîëèíîìû Pk(u), ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðîâêè ðàâíû ïîëèíîìàì
Ëåæàíäðà

Pk(u) = Ckgkup−k−1
0 Lp−k−1(u/u0), (117)

ãäå Ck òåæå, ÷òî è â (105), è

gk =
(p− k − 1)!

(2p− 2k − 3)!!
. (118)

Íåêîòîðûå áàçîâûå ôîðìóëû äëÿ ïîëèíîìîâ ëåæàíäðà ïðèâåäåíû â Ïðèëîæåíèè Á. Äàëåå, òàê êàê P0(u)
ïîëèíîì p + 1 ñòåïåíè, è áåç ÷ëåíîâ âèäà up, à òàêæå ðàâåí íóëþ ïðè u = u0, ëåãî íàéòè, ÷òî

P0(u) = gup+1
0 [Lp+1(u/u0)− Lp−1(u/u0)], (119)

ãäå êîíñòàíòà íîðìèðîâêè, ðàâíàÿ

g =
(p + 1)!

(2p + 1)!!
, (120)

íóæíà äëÿ òîãî, ÷òîáû ãëàâíûé ÷ëåí ïîëèíîìà P0(u) áûë ðàâåí up+1, òàêæå êàê â (94). Êîýôôèöèåíò
ïåðåä up−1 â (119) îïðåäåëÿåò ñîîòíîøåíèå ìåæäó t0 â (94) è êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé,

t0 = −1
2

p(p + 1)
2p− 1

u2
0. (121)

Èç óðàâíåíèÿ (113) ñëåäóåò

Z0 = u2p+3
0

g2(2p + 1)
(2p + 3)(2p− 1)

, (122)

è çàòåì èç (115) ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî

Zkk′

Z0
= δk,k′

Npµ
−k−2

2p− 2k − 1
Leg2

M (k), (123)

ãäå Np äàåòñÿ ôîðìóëîé (80), à

LegM(k) =
gkCk

(2p + 1)gak+2
0

. (124)

3.3 Çàìåíà ïàðàìåòðîâ

Ïðåæäå ÷åì ñ÷èòàòü êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ, óäîáíî èçáàâèòüñÿ îò ãðîìîçäêèõ
íîðìèðîâî÷íûõ ìíîæèòåëåé â (117) è â (119). Ñäåëàåì çàìåíó λk ïî ôîðìóëå

sk =
gku−k−2

0

g(2p + 1)
λk, (125)

ïîëó÷èì, ÷òî ïîëèíîì (104) ðàâåí

P(u) = g(2p + 1)up+1
0 Q(u/u0), (126)

ãäå Q(x) ïîëèíîìû ñòåïåíè p + 1, è àíàëîãè÷íî ôîðìóëå (104) èìååì

Q(x) = Q0(x) +
p−1∑
k=1

skQk(x) +
p−1∑

k1,k2=1

sk1sk2

2
Qk1k2(x) + .... (127)

Èç óðàâíåíèé (119) è (117) ñëåäóåò, ÷òî

Q0(x) =
Lp+1(x)− Lp−1(x)

2p + 1
=
∫

Lp(x)dx (128)

è
Qk(x) = Lp−k−1(x) (129)

Òàêæå óäîáíî ïåðåïèñàòü ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó (95) ñ ïîìîùüþ áåçðàçìåðíîé âåëè÷èíû Z = Z(s1, ..., sp−1)

Z = g2(2p + 1)2u2p+3
0 Z. (130)
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Òàêèì îáðàçîì óðàâíåíèå (112) çàïèøåòñÿ êàê

Z =
1
2

∫ x∗

1

Q2(x) +
1
4

∫ 1

−1

Q2(x)dx, (131)

ãäå x∗ = x∗(s1, ..., sp−1) íàèáîëüøèé êîðåíü ïîëèíîìà Q(x). Çàìåòèì, ÷òî x∗(0, 0, ..., 0) = 1, è

Q′
0(1) = 1, Qk(1) = 1. (132)

Ñ òî÷íîñòüþ äî Leg ôàêòîðà êîððåëÿöèîííûå ÷èñëà ðàâíû îòíîøåíèþ

µ
P

δkiZk1k2...kn
/Z0 (133)

êîýôôèöèåíòîâ èç ðàçëîæåíèÿ

Z = Z0 +
p−1∑
k=1

skZk + ... +
p−1∑

k1,...kn

sk1 ...skn

n!
Zk1...kn

+ .... (134)

Çàìåòèì, ÷òî èç (128) è (131) ñëåäóåò

Z0 =
1
4

∫ 1

−1

Q2
0(x) = N−1

p , (135)

ãäå Np ôàêòîð èç (80).

3.4 Òðåõòî÷å÷íàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ

Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ óäîáíûìè îáîçíà÷åíèÿìè, à èìåííî

k =
N∑

i=1

ki, (136)

à òàêæå
kj1...jm

i1...in
= (ki1 + ... + kin)− (kj1 + ... + kjm). (137)

×òîáû óïðîñòèòü âûðàæåíèÿ íàì ïîíàäîáèòñÿ çàïèñü ñèììåòðèçàöèè, îáîçíà÷àåìàÿ êðóãëûìè ñêîáêàìè,
íàïðèìåð

Q(ijQk) = QijQk + QikQj + QjkQi, (138)

îòìåòèì, ÷òî ïîðÿäîê èíäåêñîâ ïðè êàæäîì ÷ëåíå, íàì íå âàæåí. Èç ôîðìóëû (115) ñëåäóåò, ÷òî

Zk1k2k3 =
1
2

∫ u0

−u0

[Pk1k2(u)Pk3(u) + Pk2k3(u)Pk1(u) + Pk3k1(u)Pk2(u) + P0(u)Pk1k2k3(u)]du+

+ [Pk1(u0)Pk2(u0) + P0(u0)Pk1k2(u0)]uk3 , (139)

ãäå òàêæå ââåäåíî íîâîå îáîçíà÷åíèå

uk =
∂u∗
∂λk

. (140)

Ðàñ÷åò äëÿ uk ïðèâåäåí â Ïðèëîæåíèè À, çäåñü ïðèâåäåì ëèøü îòâåò

uki
= −Pki

P ′
, ãäå P ′ =

∂P(u, λ)
∂u

. (141)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî P0(u0) = 0, à òàêæå, ÷òî P0(u) îðòîãîíàëåí Pk1k2k3(u) è ïåðåïèñûâàÿ êîððåëÿöèîííóþ
ôóíêöèþ (139) â òåðìèíàõ Q(x), ïîëó÷èì

Zk1k2k3 = −1 +
1
2

∫ 1

−1

Q(k1k2Qk3)dx, (142)

çäåñü ìû ó÷ëè ôîðìóëû (132). Èíòåãðàë â ôîðìóëå (142) âûïîëíÿåò ðîëü ôàêòîðà, ó÷èòâàþùåãî ïðàâèëà
îòáîðà. Çàìåòèì, ÷òî èç ôîðìóëû (103) ñëåäóåò, ÷òî â íå÷åòíîì ñåêòîðå ïðè

k 6 2p− 3 (143)
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÷ëåíû â ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììå Zk1k2k3 ðåãóëÿðíû, è èõ íå èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü. Îòñþäà çàêëþ÷àåì,
÷òî èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êîððåëÿöèîííûå ÷èñëà ñ

k > 2p− 1, (144)

íî ïðè òàêèõ çíà÷åíèõ k, ïðàâèëa îòáîðà âûïîëíåíû. Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê ÷åòíîìó ñåêòîðó. Êîãäà ïðàâèëà
îòáîðà íàðóøåíû, èíòåãðàë â ôîðìóëå (142) äîëæåí áûòü ðàâåí 1 ÷òîáû îáðàòèòü Zk1k2k3 â íîëü. Ìû
áóäåì ïîëàãàòü ñëåäóþùåå óïîðÿäî÷åíèå

0 6 k1 6 k2 6 k3 6 p− 1, (145)

òîãäà äëÿ âûïîëíåíèÿ ïðàâèë îòáîðà, äîëæíî áûòü

1
2

∫ 1

−1

Qk1k2(x)Qk3(x)dx =

{
1, åñëè k12

3 > 0,

0, åñëè, k12
3 . 6 0

(146)

Òàê êàê Qk(x) = Lp−k−1(x), òî íàõîäèì (ñì. Ïðèëîæåíèå Á), ÷òî

Qk1k2(x) = L′p−k12−2(x). (147)

Íàïîìíèì, ÷òî ìû ïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèÿìè (137), òî åñòü k12 ≡ k1 + k2. Øòðèõ ó ïîëèíîìà Ëåæàíäðà
çäåñü îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî ïåðåìåííîé x. Òåïåðü ïðèâåäåì îáùèé îêîí÷àòåëüíûé îòâåò äëÿ Zk1k2k3 ,
èìååì

Zk1k2k3 =



{
−1 ïðè k12

3 6 0,

0 ïðè k12
3 > 0,

×åòíûé ñåêòîð{
−1 ïðè k > 2p− 1,

ðåã. ïðè k < 2p− 1,
Íå÷åòíûé ñåêòîð

(148)

ãäå ”ðåã.” îçíà÷àåò ðåãóëÿðíûå ÷ëåíû.

3.5 ×åòûðåõòî÷å÷íàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ

Èç ôîðìóëû (139) ñëåäóåò, ÷òî

Zk1k2k3k4 =
1
2

∫ u0

−u0

([Pk1k2k3Pk4 + Pk2k3k4Pk1 + Pk3k4k1Pk2 + Pk4k1k2Pk3 ] +

+[Pk1k2Pk3k4 + Pk2k3Pk1k4 + Pk3k1Pk2k4 ] + P0Pk1k2k3k4) du+
+ [Pk1k2Pk3 + Pk2k3Pk1 + Pk3k1Pk2 + P0Pk1k2k3 ]uk4+
+ [Pk1k4Pk2 + Pk2k4Pk1 + Pk1k2Pk4 + P0Pk1k2k4 ]uk3+
+ [P ′k1

Pk2 + P ′k2
Pk1 + P ′0Pk1k2 + P0P ′k1k2

]uk3uk4+
+ [Pk1Pk2 + P0Pk1k2 ]uk3k4 , (149)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

uk1k2 =
∂2u∗

∂λk1∂λk2

. (150)

Èñïîëüçóÿ òî, ÷òî (ñì. Ïðèëîæåíèå À)

ukikj = −
Pkikj

P ′
+
P ′(ki

Pkj)

(P ′)2
−
P ′′PkiPkj

(P ′)3
. (151)

È ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ äëÿ uki
è ukikj

â ôîðìóëó (149), ïîëó÷èì

Zk1k2k3k4 =
1
2

∫ u0

−u0

(
P(k1Pk2k3k4) + P(k1k2Pk3k4) + P0Pk1k2k3k4

)
du−

−
P(k1k2Pk3Pk4)

P ′0
+
P ′(k1

Pk2Pk3Pk4)

(P ′0)2
− P ′′0Pk1Pk2Pk3Pk4

(P ′0)3
. (152)
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Ó÷èòûâÿ, ÷òî P0(u) îðòîãîíàëåí Pk1k2k3k4(u) è ïåðåïèñûâàÿ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ (152) â òåðìèíàõ
Q(x), èìååì

Zk1k2k3k4 =
1
2

∫ 1

−1

(Q(k1Qk2k3k4) + Q(k1k2Qk3k4))dx−
4∑

i<j

Qkikj (1) +
4∑

i=1

Q′
ki

(1)−Q′′
0(1), (153)

çäåñü ìû ó÷ëè ôîðìóëû (132). Ââåäåì íîâîå îáîçíà÷åíèå

F (ki) = L′p−ki−2(1) =
1
2
(p− ki − 1)(p− ki − 2)Θp−1,ki , (154)

ãäå Θa,b ôóíêöèÿ-ñòóïåíüêà

Θa,b =

{
1, ïðè a > b,

0, ïðè a < b,
(155)

âîçíèêàåò âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ïîëèíîì Ëåæàíäðà îòðèöàòåëüíîãî ïîðÿäêà äîëæåí áûòü ðàâåí íóëþ.
Ââåäåì òàêæå ôóíêöèþ

F̃ (ki) =
1
2
(p− ki − 1)(p− ki − 2), (156)

â êîòîðîé óæå îòñóòñòâóåò ôàêòîð Θp−1,ki
.

Òåïåðü ó÷òåì (ñì Ïðèëîæåíèå Á), ÷òî

Q′
ki

(1) = F (ki − 1), Q′′
0(1) =

p(p + 1)
2

= F (−2), Qkikj (1) = F (ki + kj), (157)

à òàêæå, ÷òî

1
2

∫ 1

−1

Qkikj
Qklkm

dx =
1
2

∫ 1

−1

L′p−kij−2L
′
p−klm−2dx = Ek

[
Θklm

ij
F (kij) + Θkij

lm
F (klm)

]
, (158)

ãäå Ek ôóíêöèÿ ÷åòíîñòè

Ek =

{
1, åñëè k − ÷åòíî,

0, åñëè k − íå÷åòíî.
(159)

Â èòîãå ìîæíî çàïèñàòü îòâåò â óäîáíîé ôîðìå [1]

Zk1k2k3k4 = Z(0)
k1k2k3k4

+ Z(I)
k1k2k3k4

, (160)

ãäå

Z(0)
k1k2k3k4

= −F (−2) +
4∑

i=1

F (ki − 1)− F (k(12|34))− F (k(13|24))− F (k(14|23)), (161)

Z(I)
k1k2k3k4

=
1
2

∫ 1

−1

Q(k1Qk2k3k4)dx. (162)

Òóò èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå
k(ij|lm) = min(ki + kj , kl + km). (163)

Òåïåðü ïîëàãàÿ, ÷òî
0 6 k1 6 k2 6 k3 6 k4 6 p− 1, (164)

Ìîæíî íàïèñàòü èåðàðõèþ íåðàâåíñòâ ñëåäóþùèõ èç òàêîãî óïîðÿäî÷åíèÿ

0 6 k12 6 k13 6 k23, k14 6 k24 6 k34 6 2p− 2 (165)

Èñõîäÿ èç ôîðìóëû (165) ïîëó÷èì

Zk1k2k3k4 =
1
2

∫ 1

−1

Q(k1Qk2k3k4)dx− F (−2) +
4∑

i=1

F (ki − 1)− F (k12)− F (k13)− F (k(14|23)) (166)
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Àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèÿì äëÿ òðåõ-òî÷å÷íîãî êîððåëÿòîðà íàõîäèì, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ ïðàâèë îòáîðà,
ïðè k4 > k123 íåîáõîäèìî

Qk1k2k3(x) = L′′p−k123−3(x). (167)

Òåïåðü åñëè ðàññìîòðåòü íå÷åòíûé ñåêòîð, òî èç ôîðìóëû (103) ñëåäóåò, ÷òî ïðè

k 6 2p− 5 (168)

÷ëåíû ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû ðåãóëÿðíû. È îñòàåòñÿ ëèøü �êðèòè÷åñêàÿ� òî÷êà k = 2p − 3, â êîòîðîé
äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ïðàâèëà îòáîðà. Èç ôîðìóëû (166), ëåêãî âû÷èñëèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå îíè äåé-
ñòâèòåëüíî âûïîëíÿþòñÿ, ò.å Zk1k2k3k4 = 0.

Ïðèâåäåì îêîí÷àòåëüíûé îòâåò äëÿ ÷åòûðåõ-òî÷å÷íîãî êîððåëÿòîðà

Zk1k2k3k4 =





0 k123
4 > 0

− 1
2 (k123

4 − 2)(2p− 3− k), k23
14 > 0, k23 6 p− 1

(1 + k1)(2p− 3− k) k23
14 < 0, k14 6 p− 1

(1 + k1)(2p− 3− k) + F̃ (k14), k13 6 p− 1 < k14, k23

(1 + k1)(2p− 3− k) + F̃ (k14) + F̃ (k13), k12 6 p− 1 < k13

1
2 (3p2 − 5p− (2p− 1)k +

∑
k2

i ), p− 1 < k12

×åòíûé ñåêòîð



ðåã. , k 6 2p− 5,

− 1
2 (k123

4 − 2)(2p− 3− k), k23
14 > 0, k23 6 p− 1, k > 2p− 3,

(1 + k1)(2p− 3− k), k23
14 < 0, k14 6 p− 1, k > 2p− 3,

(1 + k1)(2p− 3− k) + F̃ (k14), k13 6 p− 1 < k14, k23,

(1 + k1)(2p− 3− k) + F̃ (k14) + F̃ (k13), k12 6 p− 1 < k13,
1
2 (3p2 − 5p− (2p− 1)k +

∑
k2

i ), p− 1 < k12

Íå÷åòíûé ñåêòîð

(169)

4 Ïÿòèòî÷å÷íàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ

4.1 Âû÷èñëåíèå

Ïðèñòóïèì ê âû÷èñëåíèþ ïÿòè-òî÷å÷åíîãî êîððåëÿòîðà. Èç ôîðìóëû (149) ñëåäóåò, ÷òî

Zk1k2k3k4k5 =
1
2

∫ u0

−u0

([Pk1k2k3k4Pk5 + Pk2k3k4k5Pk1 + Pk3k4k5k1Pk2 + Pk4k5k1k2Pk3 + Pk5k1k2k3Pk4 ]+

+ [Pk1k2k3Pk4k5 + Pk2k3k4Pk5k1 + Pk3k4k5Pk1k2 + Pk4k5k1Pk2k3 + Pk5k1k2Pk3k4 ]+
+[Pk3k4k1Pk2k5 + Pk4k1k2Pk5k3 + Pk2k3k5Pk1k4 + Pk3k1k5Pk2k4 + Pk2k4k5Pk3k1 ] + P0Pk1k2k3k4k5) du+
+ [Pk1k2k3Pk4 + Pk2k3k4Pk1 + Pk3k4k1Pk2 + Pk4k1k2Pk3 + Pk1k2Pk3k4 + Pk1k3Pk2k4 + Pk2k3Pk1k4 + P0Pk1k2k3k4 ]uk5+
+ [Pk1k2k5Pk3 + Pk2k3k5Pk1 + Pk3k1k5Pk2 + Pk1k2k3Pk5 + Pk1k2Pk3k5 + Pk2k3Pk1k5 + Pk2k5Pk3k1 + P0Pk1k2k3k5 ]uk4+
+ [Pk1k4k5Pk2 + Pk2k4k5Pk1 + Pk1k2k5Pk4 + Pk1k2k4Pk5 + Pk1k4Pk2k5 + Pk2k4Pk1k5 + Pk1k2Pk4k5 + P0Pk1k2k4k5 ]uk3+
+ [P ′k1k2

Pk3 + Pk1k2P ′k3
+ P ′k2k3

Pk1 + Pk2k3P ′k1
+ P ′k3k1

Pk2 + Pk3k1P ′k2
+ P ′0Pk1k2k3 + P0P ′k1k2k3

]uk4uk5+
+ [P ′k1k4

Pk2 + Pk1k4P ′k2
+ P ′k2k4

Pk1 + Pk2k4P ′k1
+ P ′k1k2

Pk4 + Pk1k2P ′k4
+ P ′Pk1k2k4 + P0P ′k1k2k4

]uk3uk5+
+ [P ′k1k5

Pk2 + Pk1k5P ′k2
+ P ′k2k5

Pk1 + Pk2k5P ′k1
+ P ′k1k2

Pk5 + Pk1k2P ′k5
+ P ′Pk1k2k5 + P0P ′k1k2k5

]uk3uk4+
+ [Pk1k2Pk3 + Pk2k3Pk1 + Pk3k1Pk2 + P0Pk1k2k3 ]uk4k5+
+ [Pk1k4Pk2 + Pk2k4Pk1 + Pk1k2Pk4 + P0Pk1k2k4 ]uk3k5+
+ [Pk1k5Pk2 + Pk1Pk2k5 + Pk5Pk1k2 + P0Pk1k2k5 ]uk3k4+
+ [P ′′k1

Pk2 + 2P ′k2
P ′k1

+ P ′′k2
Pk1 + P ′′0Pk1k2 + 2P ′0P ′k1k2

+ P0P ′′k1k2
]uk3uk4uk5+

+ [P ′k1
Pk2 + P ′k2

Pk1 + P ′0Pk1k2 + P0P ′k1k2
][uk3k5uk4 + uk4k5uk3 + uk3k4uk5 ] + [Pk1Pk2 + P0Pk1k2 ]uk3k4k5 ,

(170)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

ukikjkl
=

∂3u∗
∂λki∂λkj ∂λkl

. (171)
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Èñïîëüçóÿ òî, ÷òî (ñì. Ïðèëîæåíèå À)

ukikjkl
= −

Pkikjkl

P ′
+
P ′(kikj

Pkl)

(P ′)2
+
P ′(ki

Pkjkl)

(P ′)2
−
P ′′(ki

Pkj
Pkl)

(P ′)3
−

2P ′(ki
P ′kj

Pkl)

(P ′)3
− P ′′

P(kikj
Pkl)

(P ′)3
+

+ 3P ′′
P ′(ki

Pkj
Pkl)

(P ′)4
+ P ′′′

Pki
Pkj

Pkl

(P ′)4
− 3(P ′′)2

PkiPkjPkl

(P ′)5
. (172)

È ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëó (170) çíà÷åíèÿ äëÿ uki
, ukikj

è ukikjkl
, ïîñëå äëèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷èì

Zk1k2k3k4k5 =
1
2

∫ u0

−u0

 10︷ ︸︸ ︷
P(k1Pk2k3k4k5) +

10︷ ︸︸ ︷
P(k1k2Pk3k4k5) +P0Pk1k2k3k4k5

 du−

10︷ ︸︸ ︷
P(k1k2k3Pk4Pk5)

P ′0
−

15︷ ︸︸ ︷
P(k1k2Pk3k4Pk5)

P ′0
+

+

10︷ ︸︸ ︷
P ′(k1k2

Pk3Pk4Pk5)

(P ′0)2
+

30︷ ︸︸ ︷
P ′(k1

Pk2k3Pk4Pk5)

(P ′0)2
−

5︷ ︸︸ ︷
P ′′(k1

Pk2Pk3Pk4Pk5)

(P ′0)2
−

10︷ ︸︸ ︷
2P ′(k1

P ′k2
Pk3Pk4Pk5)

(P ′0)3
−P ′′0

10︷ ︸︸ ︷
P(k1k2Pk3Pk4Pk5)

(P ′0)3
+

+ 3P ′′0

5︷ ︸︸ ︷
P ′(k1

Pk2Pk3Pk4Pk5)

(P ′0)4
+
(
P ′′′0 − 3(P ′′0 )2

P ′0

)
Pk1Pk2Pk3Pk4Pk5

(P ′0)4
, (173)

ãäå íàä ôèãóðíûìè ñêîáêàìè óêàçàííî êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ â âûðàæåíèè.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî P0(u) îðòîãîíàëåí Pk1k2k3k4k5(u) è ïåðåïèñûâàÿ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ (173) â òåð-

ìèíàõ Q(x), ïîëó÷èì

Zk1k2k3k4k5 =
1
2

∫ 1

−1

(
Q(k1Qk2k3k4k5) + Q(k1k2Qk3k4k5)

)
dx−

∑
i<j<l

Qkikjkl
−
∑

i,j,k,l

Qkikj Qklkm +
∑
i<j

Q′
kikj

+

+
∑

i<j<l

Q′
ki

Qkjkl
−

5∑
i=1

Q′′
ki
−
∑
i<j

2Q′
ki

Q′
kj
−Q′′

∑
i<j

Qkikj + 3Q′′
5∑

i=1

Q′
ki

+
(
Q′′′ − 3(Q′′)2

)
. (174)

Çäåñü ìû óæå ó÷ëè ôîðìóëû (132).
Èñïîëüçóÿ Ïðèëîæåíèå Á, íàéäåì, ÷òî

Qkikjkl
(1) = H(kijl), (175)

Q′
kikj

(1) = H(kij − 1), (176)

Q′′
ki

(1) = H(ki − 2), (177)

Q′
ki

(1) = F (ki − 1), (178)

Qkikj (1) = F (kij), (179)

Q′′(1) =
p(p + 1)

2
, (180)

Q′′′(1) =
1
8
(p− 1)p(p + 1)(p + 2), (181)

ãäå ââåäåíà íîâàÿ ôóíêöèÿ

H(k) =
1
2
F (k)F (k + 2) =

(p− 1− k)(p− 2− k)(p− 3− k)(p− 4− k)
8

Θp−1,k. (182)

Òàêæå ïî àíàëîãèè ñ F̃ (k), ââåäåì ôóíêöèþ

H̃(k) =
1
2
F (k)F (k + 2) =

(p− 1− k)(p− 2− k)(p− 3− k)(p− 4− k)
8

, (183)

êîòîðàÿ óæå íå çàâèñèò îò Θp−1,k.
Äëÿ óäîáñòâà ðàçîáüåì ïÿòèòî÷å÷íûé êîððåëÿòîð íà íåñêîëüêî ÷àñòåé

Zk1k2k3k4k5 = Z(I1)
k1k2k3k4k5

+ Z(I2)
k1k2k3k4k5

+ Z(1)
k1k2k3k4k5

+ Z(2)
k1k2k3k4k5

, (184)
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ãäå

Z(I1)
k1k2k3k4k5

=
1
2

∫ 1

−1

Q(k1Qk2k3k4k5)dx, (185)

Z(I2)
k1k2k3k4k5

=
1
2

∫ 1

−1

Q(k1k2Qk3k4k5)dx, (186)

Z(1)
k1k2k3k4k5

= −
5∑

i=1

H(ki − 2)− 2
∑
i<j

F (ki − 1)F (kj − 1) +
3p(p + 1)

2

5∑
i=1

F (ki − 1)− p(p + 1)(5p2 + 5p + 2)
8

,

(187)

Z(2)
k1k2k3k4k5

= −
∑

i<j<l

H(kijl) +
∑
i<j

H(kij − 1)−
∑

i,j,l,m

F (kij)F (klm) +
∑
i,j,l

F (kij)F (kl − 1)− p(p + 1)
2

∑
i<j

F (kij)

(188)

×àñòü ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû Z(1)
k1k2k3k4k5

îáëàäàåò òåì îòëè÷èåì, ÷òî â íåé íå íóæíî ó÷èòûâàòü âëèÿíèå

ôàêòîðîâ Θa,b, âñëåäñòâèå íåðàâåíñòâ ki 6 p − 1. Ïîýòîìó åå ìîæíî ïåðåïèñàòü ÷åðåç ôóíêöèè F̃ (k) è
H̃(k), êàê

Z(1)
k1k2k3k4k5

= −
5∑

i=1

H̃(ki−2)−
∑
i<j

2F̃ (ki−1)F̃ (kj−1)+
3p(p + 1)

2

5∑
i=1

F̃ (ki−1)− p(p + 1)(5p2 + 5p + 2)
8

. (189)

Âîîáùå ôóíêöèè-ñòóïåíüêè Θa,b î÷åíü íå óäîáíû â îáðàùåíèè, ïî ñóòè â âûðàæåíèè äëÿ Z(2)
k1k2k3k4k5

íóæíî ñëåäèòü çà êàæäûì ñëàãàåìûì, ÷òîáû ó÷åñòü åãî îáíóëåíèå èç-çà Θa,b ïðè îïðåäåëåííîì çíà÷å-
íèè ïàðàìåòðîâ ki. Äëÿ òîãî ÷òîáû óìåíüøèòü ýòó òðóäíîñòü, ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èñïîëüçóÿ
òîæäåñòâà

H(kijl) ≡ H̃(kijl)− H̃(kijl)Θkijl,p, (190)

H(kij − 1) ≡ H̃(kij − 1)− H̃(kij − 1)Θkij ,p, (191)

F (kij) ≡ F̃ (kij)− F̃ (kij)Θkij ,p, (192)

F (kij)F (klm) ≡ F̃ (kij)F̃ (klm)− F̃ (kij)F̃ (klm)(Θkij ,p + Θklm,p −Θkij ,pΘklm,p), (193)

çàïèøåì Z(2)
k1k2k3k4k5

, êàê

Z(2)
k1k2k3k4k5

= Z̃(2)
k1k2k3k4k5

+ Z(2Θ)
k1k2k3k4k5

, (194)

ãäå

Z̃(2)
k1k2k3k4k5

= −
∑

i<j<l

H̃(kijl)+
∑
i<j

H̃(kij − 1)−
∑

i,j,l,m

F̃ (kij)F̃ (klm)+
∑
i,j,l

F̃ (kij)F̃ (kl− 1)− p(p + 1)
2

∑
i<j

F̃ (kij),

(195)
êîòîðîå óæå íå çàâèñèò, îò ôóíêöèé-ñòóïåíåê, è

Z(2Θ)
k1k2k3k4k5

=
∑

i<j<l

H̃(kijl)Θkijl,p −
∑
i<j

H̃(kij − 1)Θkij ,p +
∑

i,j,l,m

F̃ (kij)F̃ (klm)(Θkij ,p + Θklm,p)−

−
∑
i,j,l

F̃ (kij)F̃ (kl − 1)Θkij ,p +
p(p + 1)

2

∑
i<j

F̃ (kij)Θkij ,p −
∑

i,j,l,m

F̃ (kij)F̃ (klm)Θkij ,pΘklm,p, (196)

â êîòîðîì è íàõîäèòñÿ âñÿ çàâèñèìîñòü îò Θa,b. Äàëåå çàìåòèâ òîæäåñòâî

H̃(kmn − 1)− F̃ (kmn)[F̃ (kij) + F̃ (kil) + F̃ (kjl)− F̃ (ki − 1)− F̃ (kj − 1)− F̃ (kl − 1) + p(p + 1)/2] ≡

≡ −H̃(kijl) +
kmn

ijl (kmn
ijl + 2)(2p− 3− k)(2p− 5− k)

8
, (197)

íàéäåì, ÷òî

Z(2Θ)
k1k2k3k4k5

= −1
8
(2p− 3− k)(2p− 5− k)

∑
m<n

kmn
ijl (kmn

ijl + 2)Θkmn,p+

+
∑

i<j<l

H̃(kijl)(Θkijl,p + Θkmn,p)−
∑

i,j,l,m

F̃ (kij)F̃ (klm)Θkij ,pΘklm,p. (198)
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Òàêæå ìîæíî âû÷èñëèòü, ÷òî

Z(1)
k1k2k3k4k5

+ Z̃(2)
k1k2k3k4k5

=
1
8
(4
∑

i

k2
i − k2 − 2k − 8)(2p− 3− k)(2p− 5− k)−

∑
i<j<l

H̃(kijl). (199)

È â èòîãå ìû íàõîäèì

Z(1)
k1k2k3k4k5

+ Z(2)
k1k2k3k4k5

= Z(1)
k1k2k3k4k5

+ Z̃(2)
k1k2k3k4k5

+ Z(2Θ)
k1k2k3k4k5

=

=
1
8
(4
∑

i

k2
i − k2 − 2k − 8−

∑
m<n

kmn
ijl (kmn

ijl + 2)Θkmn,p)(2p− 3− k)(2p− 5− k)+

+
∑

i<j<l

H̃(kijl)(Θkijl,p + Θkmn,p − 1)−
∑

i,j,l,m

F̃ (kij)F̃ (klm)Θkij ,pΘklm,p. (200)

Òåïåðü, ïîñëå òàêîãî óïðîùåíèÿ, ìîæíî ïåðåõîäèòü ê ðàññìîòðåíèþ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè â îòäåëü-
íûõ ñåêòîðàõ. Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì íå÷åòíûé ñåêòîð.

4.2 Íå÷åòíûé ñåêòîð

Â íå÷åòíîì ñåêòîðå

Z(I1)
k1k2k3k4k5

= Z(I2)
k1k2k3k4k5

= 0. (201)

Ïîýòîìó, èñõîäÿ èç (200), íàõîäèì, ÷òî

Z(odd)
k1k2k3k4k5

=

=
1
8
(4
∑

i

k2
i − k2 − 2k − 8−

∑
m<n

kmn
ijl (kmn

ijl + 2)Θkmn,p)(2p− 3− k)(2p− 5− k)+

+
∑

i<j<l

H̃(kijl)(Θkijl,p + Θkmn,p − 1)−
∑

i,j,l,m

F̃ (kij)F̃ (klm)Θkij ,pΘklm,p. (202)

Èç ôîðìóëû (103) âèäíî, ÷òî ïðè
k 6 2p− 7, (203)

÷ëåíû ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû ðåãóëÿðíû. È îñòàþòñÿ ëèøü äâå êðèòè÷åñêèå òî÷êè k = 2p − 5 è k =
2p − 3, â êîòîðûõ äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ïðàâèëà îòáîðà. Îáíóëåíèå êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè â ýòèõ
òî÷êàõ, ïîäëåæèò ïðîâåðêå. Ïðèâåäåì ñëåäóþùåå ðàññóæäåíèå, ïîêàçûâàþùåå ÷òî â êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ
êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ äåéñòâèòåëüíî ðàâíà íóëþ. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè k = 2p− 3, è k = 2p− 5, ïåðâîå
ñëàãàåìîå â ôîðìóëå (202) ðàâíî íóëþ. Òðåòüå ñëàãàåìîå −

∑
i,j,l,m

F̃ (kij)F̃ (klm)Θkij ,pΘklm,p, òàêæå ðàâíî

íóëþ, òàê êàê, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå kmn > p è kijl > p, îòêóäà k > 2p > 2p − 3 > 2p − 5. Âûðàæåíèå∑
i<j<l

H̃(kijl)(Θkijl,p + Θkmn,p − 1), ðàâíî íóëþ ïî ñëåäóþùåé ïðè÷èíå: ñóììû kmn è kijl íå ìîãóò áûòü

îäíîâðåìåííî áîëüøå èëè ðàâíû p êàæäàÿ, òàê êàê k = 2p − 3 èëè k = 2p − 5. Åñëè îäíà èç íèõ áîëüøå
èëè ðàâíà p, à äðóãàÿ ìåíüøå p, òî (Θkijl,p + Θkmn,p − 1) = 0. Åñëè èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà kmn < p è
kijl < p, òî kijl ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî çíà÷åíèÿ p−4, p−3, p−2, p−1, òàê êàê k = 2p−3 èëè k = 2p−5,
íî ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ H̃(kijl) = 0. Òàêèì îáðàçîì

∑
i<j<l

H̃(kijl)(Θkijl,p + Θkmn,p − 1) âñåãäà ðàâíî íóëþ,

ïðè k = 2p− 3 èëè k = 2p− 5. È â èòîãå ìû äîêàçàëè âûïîëíåíèå ïðàâèë îòáîðà äëÿ Z(odd)
k1k2k3k4k5

, òî åñòü

Z(odd)
k1k2k3k4k5

= 0, ïðè k = 2p− 3 è k = 2p− 5. (204)

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ íå÷åòíîãî ñåêòîðà.

4.3 ×åòíûé ñåêòîð

Íàõîäèì, ÷òî (ñì. Ïðèëîæåíèå Á)

1
2

∫ 1

−1

QkikjklkmQkndx =
1
2

∫ 1

−1

L′′′p−kijlm−4Lp−kn−1dx =

=
1
8
(kijlm

n − 2)(kijlm
n − 4)(2p− 3− k)(2p− 5− k)Θkijlm

n ,6. (205)
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Çäåñü ìû óæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
Qkikjklkm

(x) = L′′′p−kijlm−4(x), (206)

õîòÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî Qk1...kn , òîæäåñòâî

Qk1...kn
(x) ≡ L

(n−1)
p−k1...n−n(x) (207)

îñòàåòñÿ ïîêà åùå ãèïîòåçîé. Òåïåðü íàéäåì, ÷òî

1
2

∫ 1

−1

QkmknQkikjkl
dx =

1
2

∫ 1

−1

L′′p−kijl−3L
′
p−kmn−2dx =

=
{

H̃(kijl)−
kmn

ijl (kmn
ijl + 2)(2p− 3− k)(2p− 5− k)

8
Θkijl

mn,2

}
Θp−1,kijl

Θp−1,kmn
. (208)

Òàêèì îáðàçîì èñïîëüçóÿ (200), ïîëó÷àåì

Z(even)
k1k2k3k4k5

= Z(I1)
k1k2k3k4k5

+

+
1
8
(4
∑

i

k2
i − k2 − 2k − 8−

∑
m<n

kmn
ijl (kmn

ijl + 2)(Θkmn,p + Θkijl
mn,2Θp−1,kijl

Θp−1,kmn
))(2p− 3− k)(2p− 5− k)+

+

 ∑
i<j<l

H̃(kijl)−
∑

i,j,l,m

F̃ (kij)F̃ (klm)

Θkij ,pΘklm,p. (209)

Òåïåðü, êàê îáû÷íî áóäåì ïðåäïîëàãàòü ñëåäóþùåå óïîðÿäî÷åíèå

0 6 k1 6 k2 6 k3 6 k4 6 k5 6 p− 1. (210)

Ìû õîòèì ïîêàçàòü ÷òî Z(even)
k1k2k3k4k5

= 0, ïðè k5 > k1234. Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

k345 > k12, k125 > k34

k245 > k13, k234 < k15

k235 > k14, k134 < k25

k145 > k23, k124 < k35

k135 > k24, k123 < k45 (211)

èñõîäÿ èç ÷åãî, ìîæíî âû÷èñëèòü, ÷òî

Z(even)
k1k2k3k4k5

=
1
8
(k1234

5 − 2)(k1234
5 − 4)(2p− 3− k)(2p− 5− k)(1−Θk1234

5 ,6). (212)

Çäåñü ìû ó÷ëè, ÷òî èç íåðàâåíñòâà k5 > k1234, ñëåäóåò

Z(I1)
k1k2k3k4k5

=
1
8
(k1234

5 − 2)(k1234
5 − 4)(2p− 3− k)(2p− 5− k)Θk1234

5 ,6. (213)

Òàêèì îáðàçîì èç ôîðìóëû (212) ìû âèäèì, ÷òî ïðè k5 > k1234, êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ Z(even)
k1k2k3k4k5

= 0,
òî åñòü ïðàâèëà îòáîðà âûïîëíÿþòñÿ. Çàìåòèì, ÷òî ïðè k5 = k1234 +2 è k5 = k1234 +4 çàíóëåíèå ôóíêöèè
ïðîèñõîäèëî àâòîìàòè÷åñêè, áåç ïîìîùè ñëàãàåìîãî Z(I1)

k1k2k3k4k5
.

5 Çàêëþ÷åíèå

Èòàê â äàííîé ðàáîòå áûëà âû÷èñëåííà ïÿòèòî÷å÷íàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ. Çíàòü îòâåò äëÿ ýòîé
ôóíêöèè íåîáõîäèìî ïî ìíîãèì ïðè÷èíàì. Âî-ïåðâûõ ýòî åùå îäíà ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ ïðàâèë îòáîðà.
Âî-âòîðûõ, ó÷èòûâàÿ ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè äâóõ ïîäõîäîâ ñîâïàäàþò, ìû
çíàåì êàêîé îòâåò ñëåäóåò îæèäàòü ïðè âû÷èñëåíèè ýòîé ôóíêöèè â íåïðåðûâíîì ïîäõîäå. Êðîìå òîãî,
òåïåðü ìîæíî ïîïûòàòüñÿ íàéòè ðåêóðåíòíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó êîððåëÿöèîííûìè ôóíêöèÿìè ïåðâûõ
ïÿòè ïîðÿäêîâ, ÷òî â èòîãå ìîæåò ïðèâåñòè íàñ ê îòâåòó äëÿ ðåêóðåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó N − 1 è
N -òî÷å÷íîé êîððåëÿöèîííûìè ôóíêöèÿìè.
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6 Ïðèëîæåíèå À

Èç "ñòðóííîãî óðàâíåíèÿ"
P(u, λ) = 0, (214)

ãäå

P(u, λ) = P0(u) +
p−1∑
k=1

λkPk(u) + ... +
p−1∑
ki=1

λk1 ...λkn

n!
Pk1...kn

(u) + ..., (215)

ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, èìååì

∂P
∂u

du +
p−1∑
k=1

∂P
∂λk

dλk + ... +
p−1∑
ki=1

∂P
∂λki

dλki
= 0, (216)

îòêóäà âèäíî, ÷òî

P ′ ∂u

∂λi
+

∂P
∂λki

= 0, ñëåäîâàòåëüíî uki
= −Pki

P ′
. (217)

Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóåòñÿ ôîðìóëà

∂Pki

∂λkj

= P ′ki
ukj

+ Pkikj
. (218)

Òåïåðü âû÷èñëèì ukikj

ukikj = − ∂

∂λkj

(
Pki

P ′

)
= −

P ′iukj + Pkikj

P ′
+
Pki

(P ′′ukj
+ P ′kj

)

(P ′)2
=

= −
Pkikj

P ′
+
P ′ki

Pkj + P ′kj
Pki

(P ′)2
−
P ′′Pki

Pkj

(P ′)3
. (219)

Äàëåå âû÷èñëèì òàêæå ukikjkl

ukikjkl
=

∂

∂λkl

(
P ′ki

Pkj + P ′kj
Pki

(P ′)2
−
Pkikj

P ′
−
P ′′Pki

Pkj

(P ′)3

)
=

=
(P ′′ki

ukl
+ P ′kikl

)Pkj + P ′ki
(P ′kj

ukl
+ Pkjkl

) + (P ′ki
ukl

+ Pkikl
)P ′kj

+ Pki(P ′′kj
ukl

+ P ′
kjkl

)

(P ′)2
−

−
2(P ′ki

Pkj + PkiP ′kj
)(P ′′ukl

+ P ′kl
)

(P ′)3
−
P ′kikj

ukl
+ Pkikjkl

P ′
+
Pkikj

(P ′)2
(P ′′ukl

+ P ′kl
)−

−
(PkiPkj (P ′′′ukl

+ P ′′kl
) + (P ′ki

ukl
+ Pkikl

)P ′′Pkj + PkiP ′′(P ′kj
ukl

+ Pkjkl
))

(P ′)3
+

+
3P ′′Pki

Pkj

(P ′)4
(P ′′ukl

+ P ′kl
). (220)

Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèÿ uki , ukj è ukl
ïîëó÷èì

ukikjkl
= −

Pkikjkl

P ′
+
P ′kikj

Pkl
+ P ′kjkl

Pki + P ′klki
Pkj

(P ′)2
+
P ′ki

Pkjkl
+ P ′kj

Pklki + P ′kl
Pkikj

(P ′)2
−

−
P ′′ki

PkjPkl
+ P ′′kj

Pkl
Pki + P ′′kl

PkiPkj

(P ′)3
−

2(P ′ki
P ′kj

Pkl
+ P ′kj

P ′kl
Pki + P ′kl

P ′ki
Pkj )

(P ′)3
−

− P ′′
PkikjPkl

+ PkjkPki + PklkiPkj

(P ′)3
+ 3P ′′

P ′ki
PkjPkl

+ P ′kj
Pkl

Pki + P ′kl
PkiPkj

(P ′)4
+

+ P ′′′
PkiPkjPkl

(P ′)4
− 3(P ′′)2

PkiPkjPkl

(P ′)5
. (221)
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Ñ ïîìîùüþ îáîçíà÷åíèÿ ñèììåòðèçàöèè èìååì

ukikjkl
= −

Pkikjkl

P ′
+
P ′(kikj

Pkl)

(P ′)2
+
P ′(ki

Pkjkl)

(P ′)2
−
P ′′(ki

Pkj
Pkl)

(P ′)3
−

2P ′(ki
P ′kj

Pkl)

(P ′)3
− P ′′

P(kikj
Pkl)

(P ′)3
+

+ 3P ′′
P ′(ki

PkjPkl)

(P ′)4
+ P ′′′

PkiPkjPkl

(P ′)4
− 3(P ′′)2

PkiPkjPkl

(P ′)5
. (222)

7 Ïðèëîæåíèå Á

7.1 Ïîëèíîìû Ëåæàíäðà.

Ïîëèíîìû Ëåæàíäðà Ln(x) ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè n-îãî ïîðÿäêà, êîòîðûå îáðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ ñè-
ñòåìó íà îòðåçêå [−1, 1] ñ âåñîì 1, ∫ 1

−1

Ln(x)Lm(x)dx =
2δm,n

2n + 1
. (223)

Îáû÷íàÿ íîðìèðîâêà
Ln(1) = 1. (224)

ßâíàÿ ôîðìóëà äëÿ Ln(x)

Ln(x) =
2−n

n!
dn

dxn
[x2 − 1]n = 2−n

[n/2]∑
l=0

(−1)l (2n− 2l)!
l!(n− l)!(n− 2l)!

xn−2l. (225)

Âûðàæåíèå ïîëèíîìà Ln(x) ÷åðåç ãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ âûãëÿäèò, êàê

Ln(x) = 2F1

(
−n, n + 1, 1;

1− x

2

)
, (226)

èç ýòîãî ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ôîðìóëû

L′n(1) =
n(n + 1)

2
, L′′n(1) =

(n− 1)n(n + 1)(n + 2)
8

, è.ò.ä. (227)

Åùå îäíà ôîðìóëà, âûðàæàþùàÿ ïîëèíîì Ëåæàíäðà ÷åðåç êîíòóðíûé èíòåãðàë

Ln(x) =
∮

0

(1− 2xz + z2)−1/2

zn+1

dz

2πi
. (228)

Òàêæå ïîëåçíî ñîîòíîøåíèå

L′n+1(x)− L′n−1(x) = (2n + 1)Ln(x), (229)

îíî âåðíî äëÿ n = 0, 1, 2, 3... åñëè ïîëîæèòü, ÷òî L−1(x) = 0. Äàëüíåéøèå ôîðìóëû òðåáóþòñÿ äëÿ ðàñ÷å-
òîâ

1
2

∫ 1

−1

L′n(x)Lm(x)dx = En+m−1Θn,m+1, (230)

1
2

∫ 1

−1

L′′n(x)Lm(x)dx = En+mΘn,m+2
(n + m + 1)(n−m)

2
, (231)

è â îáùåì âèäå

1
2

∫ 1

−1

L(l)
n (x)Lm(x)dx = En+m−lΘn,m+l

2−l+1

(l − 1)!

l−2∏
s=0

(n + m + l − 1− 2s)(n−m + l − 2− 2s), (232)

ãäå L
(l)
n (x) � l-àÿ ïðîèçâîäíÿ ïîëèíîìà. Òàêæå çäåñü Θn,m = Ln−m(1) ôóíêöèÿ-ñòóïåíüêà, è

En =

{
1, åñëè n− ÷åòíî,

0, åñëè n− íå÷åòíî.
(233)
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Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì (231), ïîëó÷èì

1
2

∫ 1

−1

L′n(x)L′m(x)dx = En+m

[
Θm,n

n(n + 1)
2

+ Θn,m
m(m + 1)

2

]
. (234)

Òàêæå ïðèâåäåì îáùóþ ôîðìóëó, âûðàæàþùóþ ïðîèçâîäíóþ ñòåïåíè m ïîëèíîìà Ëåæàíäðà ïîðÿäêà n,
÷åðåç ñóììó ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà.

dm

dxm
Ln(x) =

n−m∑
k:2

(2k + 1)B(m)
n,k Lk(x), ãäå B

(m)
n,k =

2m−1

(m− 1)!
Γ
(

n+k+m+1
2

)
Γ
(

n−k+m
2

)
Γ
(

n+k−m+3
2

)
Γ
(

n−k−m+2
2

) . (235)

çàìåòèì, ÷òî èìåííî èç íåå ëåãêî ñëåäóåò ôîðìóëà (232).
Ïðèâåäåì, äîêàçàòåëüñòâî âûðàæåíèÿ (235), ïî èíäóêöèè.
Èíäóêöèÿ ïî m.
1. Áàçà: m = 1, m = 2. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó

d

dx
Ln(x) = (2n− 1)Ln−1(x) +

d

dx
Ln−2(x), (236)

ïîëó÷èì

d

dx
Ln(x) =

n−1X
k:2

(2k + 1)Lk(x). (237)

Îáîçíà÷åíèå k : 2 îçíà÷àåò øàã ÷åðåç 2, òî åñòü k = 0, 2, 4, .. åñëè n− 1 ÷åòíî è k = 1, 3, 5, ... åñëè n− 1 íå÷åòíî. Òàêæå ëåãêî
âû÷èñëèòü, ÷òî

d2

dx2
Ln(x) =

n−2X
k

(2k + 1)
(n− k)(n + k + 1)

2
Lk(x). (238)

Ïîýòîìó

d

dx
Ln(x) =

n−1X
k:2

(2k + 1)Lk(x) =

n−1X
k:2

(2k + 1)B
(1)
n,kLk(z), (239)

d2

dx2
Ln(x) =

n−2X
k:2

(2k + 1)
(n− k)(n + k + 1)

2
Lk(x) =

n−2X
k:2

(2k + 1)B
(2)
n,kLk(x). (240)

Â èòîãå èìååì

B
(1)
n,k = 1, B

(2)
n,k =

(n− k)(n + k + 1)

2
. (241)

Òî åñòü âñå âåðíî.
Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðíî äëÿ m = s, äîêàæåì, ÷òî òîãäà áóäåò âåðíî äëÿ m = s + 1

ds

dxs
Ln(x) =

n−sX
k:2

(2k + 1)B
(s)
n,kLk(x),

ds+1

dxs+1
Ln(x) =

n−s−1X
k:2

(2k + 1)B
(s+1)
n,k Lk(x) (242)

ds+1

dxs+1
Ln(x) =

n−sX
k:2

(2k + 1)B
(s)
n,k

d

dx
Lk(x) =

n−sX
k:2

(2k + 1)B
(s)
n,k

k−1X
l:2

(2l + 1)Ll(x) (243)

Ñëåäîâàòåëüíî, ìû äîëæíû äîêàçàòü, ÷òî

B
(s+1)
n,n−s−1−2t =

tX
j=0

[2(n− s− 2j) + 1]B
(s)
n,n−s−2j (244)

Îïÿòü ïðèìåíÿåì èíäóêöèþ ïî t. Áàçà: t = 0, ïîëó÷èì

B
(s+1)
n,n−s−1 =

2s

s!

Γ(n + 1
2
)Γ(s + 1)

Γ(n− s + 3
2
)Γ(1)

=
2s

s!

Γ(n + 1
2
)sΓ(s)

Γ
`
n− s + 1

2

´
Γ(1)

„
n− s +

1

2

«
= [2(n− s) + 1]B

(s)
n,n−s (245)

Èìååì

Bs+1
n,n−s−1−2(t+1)

=

t+1X
j=0

[2(n− s− 2j) + 1]B
(s)
n,n−s−2j =

= Bs+1
n,n−s−1−2t + [2(n− s− 2(t + 1)) + 1]Bs

n,n−s−2(t+1). (246)

Äàëåå èñïîëüçóÿ, ÷òî

Bs+1
n,n−s−1−2(t+1)

=
2s

s!

Γ(n− t− 1
2
)Γ(s + t + 2)

Γ(n− s− t− 1/2)Γ(2 + t)
=

2s

s!
(s + t + 1)(n− s− t− 1/2)

Γ(n− t− 1/2)Γ(s + t + 1)

Γ(n− s− t + 1/2)Γ(2 + t)
, (247)

Bs+1
n,n−s−1−2t =

2s

s!

Γ(n− t + 1/2)Γ(s + t + 1)

Γ(n− s− t + 1/2)Γ(1 + t)
=

2s

s!
(n− t− 1/2)(1 + t)

Γ(n− t− 1/2)Γ(s + t + 1)

Γ(n− s− t + 1/2)Γ(2 + t)
, (248)

Bs
n,n−s−2(t+1) =

2s−1

(s− 1)!

Γ(n− t− 1/2)Γ(s + t + 1)

Γ(n− s− t + 1/2)Γ(2 + t)
, (249)

24



è ïîäñòàâëÿÿ ýòî â ôîðìëó (246), ïîëó÷èì

(s + t + 1)(n− s− t− 1/2) = (n− t− 1/2)(1 + t) +
s

2
[2(n− s− 2(t + 1)) + 1], (250)

÷òî ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì
0 ≡ 0

Ñëåäîâàåòëüíî � âåðíî. Ïîýòîìó

B
(s+1)
n,n−s−1−2t =

tX
j=0

[2(n− s− 2j) + 1]B
(s)
n,n−s−2j . (251)

È ñëåäîâàòåëüíî âåðíî

ds+1

dxs+1
Ln(x) =

n−s−1X
k:2

(2k + 1)B
(s+1)
n,k Lk(x). (252)

Äîêàçàòåëüñòâî îêîí÷åíî.
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