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1 Ââåäåíèå

1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì äèôôóçíûé SNS ïåðåõîä ñ îäèíàêîâûìè S-òåðìèíàëàìè è èäåàëüíîé SN-

ãðàíèöåé (GT → ∞). Ïîïåðå÷íûå ðàçìåðû N îáëàñòè ïðåäïîëàãàþòñÿ ìàëûìè ïî ñðàâíå-

S S
N

L

I

Ðèñ. 1: SNS-ïåðåõîä.

íèþ ñ åå äëèíîé, ïîýòîìó N-îáëàñòü áóäåì â äàëüíåéøåì íàçûâàòü ïðîâîäîì. ×åðåç òàêóþ

ñèñòåìó ìîæåò òå÷ü áåçäèññèïàòèâíûé äæîçåôñîíîâñêèé òîê ñ íåêîòîðûì ñîîòíîøåíèåì

òîê-ôàçà, êîòîðîå â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ ñèíóñîèäàëüíûì [1]. Ïóñòü ìàêñèìóì íà çà-

âèñèìîñòè I(χ) äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå χc, Ic = I(χc) � êðèòè÷åñêèé òîê ((ñì. ðèñ. 2).

Χ1 Χ
c

Χ2 Χ

IHΧ
L

Ðèñ. 2: Çàâèñèìîñòü òîêà îò ðàçíèöû ôàç

íà òåðìèíàëàõ.

Χ1 Χ2 Χ

U
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L

Ðèñ. 3: Çàâèñèìîñòü ñâîáîäíîé ýíåðãèè îò

ðàçíèöû ôàç íà òåðìèíàëàõ.

Òîê îïðåäåëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì ñâîáîäíîé ýíåðãèè U0(χ) ïî χ:

I(χ) = 2e
∂U0(χ)

∂χ
.

Ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷è ïðè ôèêñèðîâàííîì òîêå I íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ïðåîáðàçîâàíèå

Ëåæàíäðà è ðàññìàòðèâàòü âåëè÷èíó

U(χ) = U0(χ)− 1

2e
Iχ. (1)
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Ïðè ýòîì ñîñòîÿíèÿì ðàâíîâåñèÿ îòâå÷àþò ýêñòðåìóìû U(χ).

Ïîäêëþ÷èì SNS ïåðåõîä ê èñòî÷íèêó òîêà è óñòàíîâèì çíà÷åíèå I ìåíüøåå Ic, íî áëèçêîå

ê íåìó. Íàïðÿæåíèå íà òåðìèíàëàõ îòñóòñòâóåò. Èìåþòñÿ äâà çíà÷åíèÿ χ, îáåñïå÷èâàþùèå

çàäàííûé òîê (ñì. ðèñ. 2). Ìåíüøåé ñâîáîäíîé ýíåðãèåé îáëàäàåò ñîñòîÿíèå ñ ìåíüøèì çíà-

÷åíèåì χ = χ1 (ñì. ðèñ. 3). Ýòî � óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, îäíàêî îíî ÿâëÿåòñÿ

ìåòàñòàáèëüíûì è ìîæåò ðàñïàäàòüñÿ áëàãîäàðÿ êâàíòîâûì è/èëè òåïëîâûì ôëóêòóàöè-

ÿì. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûì èññëåäîâàíèåì ÿâëåíèé ýòîãî òèïà çàíèìàåòñÿ

ãðóïïà ó÷åíûõ â ã. Õåëüñèíêè ïîä ðóêîâîäñòâîì Þ. Ïåêîëà. Èñõîäíîé çàäà÷åé äàííîé ðà-

áîòû ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ñðåäíåãî âðåìåíè, ÷åðåç êîòîðîå ïðîèñõîäèò ðàçðóøåíèå ýòîãî

ñîñòîÿíèÿ ïðè T = 0.

1.2 Ïëàí

Â ðàçäåëå 3 îáñóæäàåòñÿ èçâåñòíàÿ çàäà÷à î ðàñïàäå ñîñòîÿíèÿ ñî ñâåðõòîêîì â äæîçåôñî-

íîâñêîì ïåðåõîäå â òóííåëüíîì ïðåäåëå. Äàëåå, â ðàçäåëå 4, ðàññìàòðèâàåòñÿ êîðîòêèé SNS

ïåðåõîä. Ïîñëå îáùèõ çàìå÷àíèé îáñóæäàåòñÿ ôîðìàëèçì ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ

ýòîé ñèñòåìû, â ÷àñòíîñòè, ôîðìóëà Áåíàêêåðà (11), êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò íàéòè ñîîòíîøåíèå

òîê-ôàçà, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ ïåðåõîäà. Äàëåå èçëîæåíèå ïåðåõîäèò íåïî-

ñðåäñòâåííî ê ðåøåíèþ âûøåïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Ðàáîòà âåäåòñÿ â ôîðìàëèçìå ðåïëè÷íîé

ñèãìà-ìîäåëè, êðàòêîìó îïèñàíèþ êîòîðîé ïîñâÿùåí ðàçäåë 5. Â ðàçäåëå 6 èñïîëüçóåòñÿ ìíî-

ãîçàðÿäíîå äåéñòâèå. Èç íåãî òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó Áåíàêêåðà (11), ÷òî ñäåëàíî

â Ïðèëîæåíèè À. Çàòåì ïðîèçâîäèòñÿ ðàñ÷åò ýôôåêòèâíîé åìêîñòè ïåðåõîäà. Ïàðàëëåëüíî

íàõîäèòñÿ åìêîñòü íåêîòîðûõ äðóãèõ ìîäåëüíûõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ ìíîãîçàðÿäíûì äåé-

ñòâèåì. Ïîñëå òîãî, êàê íàéäåíà åìêîñòü è ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ, êàê ôóíêöèÿ ðàçíèöû ôàç,

çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ ýêâèâàëåíòíîé èçâåñòíîé çàäà÷å î òóííåëèðîâàíèè ìàññèâíîé ÷àñòèöû â

ïîòåíöèàëå, îïèñûâàåìîì ìíîãî÷ëåíîì òðåòüåé ñòåïåíè (òîê áëèçîê ê êðèòè÷åñêîìó!). Ýòî

ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îòâåò íà èñõîäíûé âîïðîñ, ÷òî ñäåëàíî â ðàçäåëå 7.
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2 Îáùèå çàìå÷àíèÿ

Â çàäà÷å (çäåñü ñèñòåìà ìåæäó òåðìèíàëàìè íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ N-ïðîâîäîì) èìååò-

ñÿ ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ êâàíòîâàÿ ïåðåìåííàÿ χ. Ïîìèìî íåå èìååòñÿ ìíîæåñòâî ýëåêòðîííûõ

ñòåïåíåé ñâîáîäû. Îäíàêî, ïðè I → Ic, χ ÿâëÿåòñÿ ñàìîé ìåäëåííîé ïåðåìåííîé çàäà÷è,

òàê êàê ïîòåíöèàë U(χ) óïëîùàåòñÿ â ýòîì ïðåäåëå è õàðàêòåðíîå ìíèìîå âðåìÿ èíñòàí-

òîíà, îïèñûâàþùåãî ïðîöåññ êâàíòîâîãî òóííåëèðîâàíèÿ â ýòîì ïîòåíöèàëå, íåîãðàíè÷åííî

âîçðàñòàåò. Ïîýòîìó ýëåêòðîííûå ñòåïåíè ñâîáîäû ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü â àäèàáàòè÷åñêîì

ïðèáëèæåíèè. Èçáàâèâøèñü îò íèõ òåì èëè èíûì ñïîñîáîì, ìû ïîëó÷èì ýôôåêòèâíîå äåé-

ñòâèå íà χ. Ýôôåêòèâíîå äåéñòâèå íà χ áóäåò ñîäåðæàòü ñòàòè÷åñêóþ ÷àñòü è äèíàìè÷åñêóþ

÷àñòü, êîòîðàÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ïðåäåëå áóäåò èìåòü âèä åìêîñòíîãî ÷ëåíà:

A =

∫
dτ

(
C

2(2e)2

(∂χ
∂t

)2

+ U(χ)

)
. (2)

Ðàñ÷åò ýòîé ýôôåêòèâíîé åìêîñòè è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãëàâíóþ ÷àñòü ðàáîòû. Ïðè ýòîì

ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî ïîìèìî òàêîãî ðîäà ýôôåêòèâíîé åìêîñòè, ñèñòåìà ìîæåò îáëàäàòü

è îáû÷íîé åìêîñòüþ C0, íàïðèìåð, â ñëó÷àå òóííåëüíîãî áàðüåðà. Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ïîë-

íîé åìêîñòè, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îáû÷íîé êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé çàäà÷å î òóííåëèðîâàíèè

÷àñòèöû ñ íåêîòîðîé ìàññîé (îïðåäåëÿåìîé åìêîñòüþ) â ïîòåíöèàëå U(χ).

Äèññèïàòèâíûå ÷ëåíû îïðåäåëÿþòñÿ âîçáóæäåíèåì êâàçè÷àñòèö. Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòó-

ðàõ îíè ïîäàâëåíû ìíîæèòåëåì exp(−∆/T ) è íå èãðàþò íèêàêîé ðîëè â íàøåé ñèòóàöèè.

Âîïðîñ îá ó÷åòå äèññèïàòèâíûõ ÷ëåíîâ â ïðîöåññàõ ìàêðîñêîïè÷åñêîãî êâàíòîâîãî òóííåëè-

ðîâàíèÿ áûë èññëåäîâàí â ðàáîòå Êàëäåéðà è Ëåããåòà [5].

Ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîñëå òóííåëèðîâàíèÿ èç ïîòåíöèàëüíîé ÿìû, ñèñòåìà ñêàòûâàåòñÿ âíèç

(ñì. ðèñ. 3) íå çàäåðæèâàÿñü â ïîñëåäóþùèõ ìèíèèìóìàõ ïîòåíöèàëà. Ïðè ýòîì ýôôåêò

Äæîçåôñîíà ñòàíîâèòñÿ íåñòàöèîíàðíûì, ïîÿâëÿåòñÿ íàïðÿæåíèå íà òåðìèíàëàõ è íà÷èíàåò

âûäåëÿòüñÿ òåïëî. Ïðîòèâíîå ìîãëî áû ïðîçîéòè ëèøü â ñëó÷àå áîëüøîé âÿçêîñòè, ÷òî íå

òàê â íàøèõ óñëîâèÿõ.

Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìà åäèíèö ~ = kB = 1.
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3 Òóííåëüíûé ïðåäåë

Çàäà÷à î ðàñïàäå ñîñòîÿíèÿ ñî ñâåðõòîêîì â äæîçåôñîíîâñêîì òóííåëüíîì ïåðåõîäå áûëà

ïîäðîáíà èññëåäîâàíà â ðàáîòàõ Ëàðêèíà è Îâ÷èííèêîâà [6], [7], [8] è â ðÿäå ïîñëåäóþùèõ

ðàáîò òåõ æå àâòîðîâ. (Ñì. òàêæå îáçîð [9]). Â ýòîé ðàáîòå îáîçíà÷åíèå âåëè÷èíû ôàçû χ íà

ïåðåõîäå îòëè÷àåòñÿ îò îáîçíà÷åíèÿ â ðàáîòàõ Ëàðêèíà è Îâ÷èííèêîâà ìíîæèòåëåì 2.

Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ äæîçåôñîíîâñêîãî êîíòàêòà ïðè çàäàííîì âíåøíåì òîêå I ðàâíà [3]

U(χ) = − I

2e
χ− Ic

2e
cosχ. (3)

Êðèòè÷åñêèé òîê ïðè T = 0 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîíäàêòàíñ ñèñòåìû â íîðìàëüíîì ñîñòî-

ÿíèè ôîðìóëîé Àìáåãàîêàðà-Áàðàòîâà [10]:

Ic =
π

2

GN∆

e
. (4)

Ïóñòü ïåðåõîä Äæîçåôñîíà îáëàäàåò ñîáñòâåííîé åìêîñòüþ 0, à âÿçêîñòü îòñóòñòâóåò.

Åñëè ôèçè÷åñêàÿ åìêîñòü êîíòàêòà âåëèêà, òî ýôôåêòèâíóþ åìêîñòü ýëåêòðîííûõ ñòåïå-

íåé ñâîáîäû ìîæíî íå ó÷èòûâàòü è çàäà÷à ñðàçó æå ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å î êâàíòîâîìåõàíè÷å-

ñêîì òóííåëèðîâàíèè â ïîòåíöèàëå U(χ) [4].

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ ó÷åñòü ýëåêòðîííûå ñòåïåíè ñâîáîäû. Ýòî áûëî ñäåëàíî â

ðàáîòå [6], â ðåçóëüòàòå ÷åãî áûëî ïîëó÷åíî ýôôåêòèâíîå äåéñòâèå íà χ â ìíèìîì âðåìåíè,

êîòîðîå ñîäåðæèò çàïàçäûâàþùèé ïîòåíöèàë:

A[χ(t)] =

∫ ∞
−∞

dτ
[ C0

2(2e)2

(∂χ
∂τ

)2

− I

2e
χ(τ)− ε0−

−πGN

2e2

∫ ∞
−∞

dτ1

[
FL(τ − τ1)FR(τ − τ1) cos[

χ(τ) + χ(τ1)

2
]− (5)

−2gL(τ − τ1)gR(τ − τ1) sin2
(χ(τ)− χ(τ1)

4

)]]
.

Çäåñü RN � ñîïðîòèâëåíèå ïåðåõîäà â íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèè, g è F � îáû÷íàÿ è àíîìàëüíàÿ

ìàöóáàðîâñêèå ôóíêöèè Ãðèíà, èíäåêñû L è R îáîáçíà÷àþò ëåâûé è ïðàâûé ñâåðïðîâîäíèêè.

Ýíåðãèÿ ε0 íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ òîãî, ÷òî ýíåðãèÿ â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè ðàâíà íóëþ. Ýòî

âûðàæåíèå ñïðàâåäëèâî íå òîëüêî ïðè I → Ic. Âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

W =

∫
Dχ(τ) exp

(
− A[χ(t)]

)
. (6)

Âû÷èñëÿÿ åå ìåòîäîì ïåðåâàëà, ïîëó÷èì

W ∼ exp
(
− A[χext(t)]

)
. (7)

Ïðè I → Ic èìååì ñëåäóþùóþ ïåðåíîðìèðîâêó åìêîñòè:

= C0 +
3π

32

GN

∆
. (8)

Ýêñòðåìàëüíîå äåéñòâèå ðàâíî

A[χext(t)] =
6

5

(
1−

( I
Ic

)2
)5/4(

2IcC

e3

)1/2

. (9)
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4 Êîðîòêèé SNS-ïåðåõîä: ââåäåíèå

4.1 Îáùèå çàìå÷àíèÿ

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé êîðîòêîãî äèôôóçíîãî ïðîâîäà. Ýòî ñëåäóåò ïîíèìàòü ñëåäóþùèì

îáðàçîì: l � L � ξ, ãäå l � äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà, L � äëèíà ïðîâîäà, à ξ � äëèíà

êîãåðåíòíîñòè â ñâåðõïðîâîäíèêå, ξ ∼
√
D/∆ (D � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè). Óñëîâèå L� ξ

ýêâèâàëåíòíî ET � ∆, ãäå ýíåðãèÿ Òàóëåññà ET = D/(L2).

Ïóñòü ïàðàìåòð ïîðÿäêà â ïðàâîì (ëåâîì) òåðìèíàëàõ ðàâåí ∆e±
iχ
2 . Ìû ðåøàåì çàäà÷ó

â æåñòêèõ ãðàíóñëîâèÿõ, òî åñòü, ïðåíåáðåãàåì óìåíüøåíèåì ìîäóëÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà â

ñâåðõïðîâîäíèêå âáëèçè ãðàíèöû ñ N-îáëàñòüþ. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü âî âñÿêîì ñëó÷àå, åñëè

âñå ðàçìåðû N-îáëàñòè ìíîãî ìåíüøå ξ [15].

Êàê óæå óïîìèíàëîñü, ñîîòíîøåíèå òîê-ôàçà I(χ) â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ ñèíóñî-

èäàëüíûì. Ñèíóñîèäàëüíàÿ çàâèñèìîñòü âîññòàíàâëèâàåòñÿ òîëüêî ïðè T → Tc, ëèáî ïðè

GT → 0 [1].

4.2 Ôîðìàëèçì ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ è ôîðìóëà Áåíàêêåðà

Îäíèì èç ñïîñîáîâ ðàáîòû ñ ìåçîñêîïè÷åñêèìè ïðîâîäÿùèìè ñèñòåìàìè áåç ó÷åòà ýëåêòðîí-

ýëåêòðîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëèçì ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ [12]. Â íåì ïðîèç-

âîëüíûé îáúåêò ìåæäó äâóìÿ òåðìèíàëàìè îïèñûâàåòñÿ, êàê ðàññåèâàòåëü ñ íåêîòîðîé S-

ìàòðèöåé. Îáû÷íî çàäàåòñÿ ìíîæåñòâî êîýôôèöèåíòîâ ïðîçðà÷íîñòè êàíàëîâ Tα. Çäåñü áó-

äåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî êàíàëîâ ìíîãî è èõ ìîæíî îïèñàòü íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé � ðàñ-

ïðåäåëåíèåì ïðîçðà÷íîñòåé P(T ).

Ãëàâíûå òðàíñïîðòíûå õàðàêòåðèñòèêè ïðîâîäíèêà (òàêèå, êàê êîíäàêòàíñ, äðîáîâîé

øóì, êîíäàêòàíñ SN-ãðàíèöû) âûðàæàþòñÿ �ëèíåéíîé ñòàòèñòèêîé� îò Tα (òî åñòü, íàõî-

äÿòñÿ ïî ôîðìóëàì âèäà
∑

α f(Tα)).

Â ÷àñòíîñòè, êîíäàêòàíñ ñèñòåìû â íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèè äàåòñÿ ôîðìóëîé Ëàíäàóýðà

[13]:

G = GQ

∑
α

Tα, (10)

ãäå GQ = e2/(π~) - êâàíò ïðîâîäèìîñòè.

Êàê ïîêàçàë Áåíàêêåð [14], â ñëó÷àå êîðîòêîãî ïðîâîäà äæîçåôñîíîâñêèé òîê òàêæå âû-

ðàæàåòñÿ ëèíåéíîé ñòàòèñòèêîé ÷åðåç Tα:

I(χ) =
e∆2

2
sinχ

∑
α

Tα
εα

th
εα
2T

, (11)

εα = ∆
√

1− Tα sin2 χ/2. (12)

Äëÿ êîðîòêîãî ïðîâîäà ðàñïðåäåëåíèå P(T ) èçâåñòíî è íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Äîðîõîâà
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[11]:

P(T ) =
GN

2GQ

1

T
√

1− T
, (13)

ãäå GN � êîíäàêòàíñ ïðîâîäà â íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèè.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû Áåíàêêåðà ïîëó÷àåì ïðè T = 0:

I(χ) =
πGN∆

e
cos

χ

2
arctg sin

χ

2
. (14)

Ýòà çàâèñèìîñòü èçîáðàæåíà íà ðèñ. 4 . ×èñëåííî ìîæíî íàéòè êðèòè÷åñêóþ ðàçíèöó ôàç è

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

cc c

IHc
LêHG

N
D

eL

Ðèñ. 4: Çàâèñèìîñòü òîê-ôàçà äëÿ êîðîòêîãî SNS-ïåðåõîäà ïðè T = 0

êðèòè÷åñêèé òîê:

χc = 1.255
π

2
, (15)

Ic = 2.082
GN∆

e
. (16)

Âû÷èñëèì òàêæå âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ïðè χ = χc:

∂2I

∂χ2

∣∣∣∣
χ=χc

= 1.706
GN∆

e
. (17)

Ýòè âåëè÷èíû ïîòðåáóþòñÿ â äàëüíåéøåì äëÿ ðàñ÷åòà âðåìåíè æèçíè ñîñòîÿíèÿ ñî ñâåðõ-

òîêîì.
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5 Íåëèíåéíàÿ ñèãìà-ìîäåëü

Îäíèì èç ãëàâíûõ ñîâðåìåííûõ ñïîñîáîâ îïèñàíèÿ ñèñòåì ñ áåñïîðÿäêîì ÿâëÿþòñÿ íåëè-

íåéíûå ñèãìà-ìîäåëè [2]. Èçâåñòíû ðåïëè÷íàÿ, ñóïåðñèììåòðè÷íàÿ è êåëäûøåâñêàÿ ñèãìà-

ìîäåëè. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ðåïëè÷íóþ ñèãìà-ìîäåëü

â ìàöóáàðîâñêîì ìíèìîì âðåìåíè [16].

Îáúåìíîå äåéñòâèå ðåïëè÷íîé ñèãìà-ìîäåëè â N-îáëàñòè (òàì, ãäå ∆ = 0) èìååò âèä [17] :

S[Q] =
πν

8

∫
dr Tr

[
D(∇Q)2 − 4ε1τ3Q

]
. (18)

çäåñü Q = Q(ε1, ε2, r) � ìàòðèöà â íåêîòîðîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå â íàøåì ñëó÷àå (êî-

ãäà íå âàæåí ñïèí ÷àñòèöû) åñòü N ⊗ R ⊗ E , ãäå N � ïðîñòðàíñòâî Íàìáó-Ãîðüêîâà, R �

ðåïëè÷íîå ïðîñòðàíñòâî, à E � áåñêîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ìàöóáàðîâñêèõ ÷àñòîò. Ïðè

T = 0 ïåðåìåííûå εi ñòàíîâÿòñÿ íåïðåðûâíûìè. Â ëþáîì ñëó÷àå áóäåì ïèñàòü èõ â ñêîáêàõ,

êàê àðãóìåíò Q, ïîìíÿ ïðî òî, ÷òî ïðè ïåðåìíîæåíèè è âçÿòèè ñëåäà ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóì-

ìèðîâàíèå, ëèáî èíòåãðèðîâàíèå ïî ýíåðãèÿì. τi � ñèãìà-ìàòðèöû â ïðîcòðàíñòâå Íàìáó

(ïîìíîæåííûå òåíçîðíî íà åäèíè÷íóþ ìàòðèöó âî âñåõ îñòàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ).

Íà ìàòðèöó Q íàëîæåíà íåëèíåéíàÿ ñâÿçü

Q2 = 1. (19)

Äëÿ Q ñóùåñòâóåò è âðåìåííîå ïðåäñòàâëåíèå: Q(τ1, τ2, r). Îíî ñâÿçàíî ñ îáû÷íûì ïðåîáðà-

çîâàíèå Ôóðüå, â êîòîðîì çíàêè âûáèðàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Q(t1, t2, r) =
∑
ε1

∑
ε2

Q(ε1, ε2, r)e
−it1ε1+it2ε2 . (20)

Â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå

Q(ε1, ε2) = 2πδ(ε1 − ε2)Q(ε1), (21)

Q(t1, t2) = Q(t1 − t2), (22)

ïðè÷åì Q(ε) è Q(t) ñâÿçàíû îáû÷íûì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.

Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå QS äëÿ îäíîðîäíîãî ñâåðõïðîâîäíèêà èìååò âèä:

QS(ε) =
1√

ε2 + ∆2

(
ε ∆eiϕ

∆e−iϕ −ε

)
, (23)

ãäå ϕ � ñâåðõïðîâîäÿùàÿ ôàçà.

Â ñäåëàííûõ ïðèáëèæåíèÿõ ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Q â òåðìèíàëàõ (QL è QR, ñîîòâåò-

ñòâåííî) èìååò âûøåïðèâåäåííûé âèä, è èãðàåò ðîëü ãðàíóñëîâèé äëÿ Q(r) â íîðìàëüíîé

îáëàñòè. Ïðè ýòîì ôàçû χL è χR íà ëåâîì è ïðàâîì òåðìèíàëàõ îñòàþòñÿ äèíàìè÷åñêè-

ìè ïåðåìåííûìè. Òàê êàê îáùàÿ ôàçà ïðîèçâîëüíà áëàãîäàðÿ êàëèáðîâî÷íîé èíâàðèàíòíî-

ñòè, áóäåì èñïîëüçîâàòü ïåðåìåííóþ χ = χR − χL. Êàëèáðîâêó áóäåì âûáèðàòü ëèáî òàê:
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−χL = χR = χ
2
, ëèáî òàê: χL = 0, χR = χ. Êàê óæå óïîìèíàëîñü â Ðàçäåëå 2, χ � ãëàâíàÿ

äèíàìè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ íàøåé çàäà÷è.

Îòäåëüíî ñëåäóåò îáñóäèòü ðîëü ðåïëè÷íîãî ïðîñòðàíñòâà â ïîñëåäóþùèõ ðàñ÷åòàõ. Äëÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷è òðåáóåòñÿ îòûñêàòü èíñòàíòîí è âû÷èñëèòü íà íåì äåéñòâèå.Ïðè ýòîì îêà-

çûâàåòñÿ, ÷òî îò ðåïëè÷íîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî îòâëå÷üñÿ, òàê êàê ñòðóêòóðà èíñòàíòîíà

â íåì òðèâèàëüíà. Ýòî òàê, ïîòîìó ÷òî χ íå èìååò ðåïëè÷íîãî èíäåêñà è âñå ðåïëèêè ðåàãè-

ðóþò íà íåå îäèíàêîâî.
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6 Ìíîãîçàðÿäíîå äåéñòâèå

6.1 Ââåäåíèå

Îäíèì èç ñïîñîáîâ èçáàâèòüñÿ îò ýëåêòðîííûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëü-

íîå èíòåãðèðîâàíèå ïî íèì.

Êîðîòêèé ïðîâîä îòíîñèòñÿ ê ðàçðÿäó ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ ïîëó÷åííîå òàêèì îáðàçîì

ýôôåêòèâíîå äåéñòâèå èìååò äîñòàòî÷íî ïðîñòîé âèä è íàçûâàåòñÿ ìíîãîçàðÿäíûì äåéñòâè-

åì [2]. Â íàøåì ñëó÷àå îíî èìååò âèä:

Sn = −π
∞∑
n=1

γn Tr(QLQR)n. (24)

(Îòëè÷èå ìíîæèòåëåì 1/2 îò âûðàæåíèÿ â [2] ñâÿçàíî ñ îòñóòñòâèåì ó íàñ êåëäûøåâñêîãî

ïðîñòðàíñòâà.)

Êîýôôèöèåíòû γn ñîäåðæàò â ñåáå âñþ èíôîðìàöèþ îá îáëàñòè ìåæäó òåðìèíàëàìè.

Îíè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèîíàëüíîé ðåíîðìãðóïïû.

Ïðè ðàáîòå ñ ìíîãîçàðÿäíûì äåéñòâèåì îêàçûâàåòñÿ î÷åíü óäîáíûì ââåñòè ïðîèçâîäÿ-

ùóþ ôóíêöèþ [2]:

u(x) =
∞∑
n=1

nγn sin (nx). (25)

Ââåäåì äîïîëíèòåëüíî è äðóãóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ïîòðåáóåòñÿ ïðè âû÷èñ-

ëåíèÿ ýôôåêòèâíîé åìêîñòè:

v(x) =
∞∑
n=1

nγn cos (nx). (26)

Çíàíèå íàáîðà êîíñòàíò γn ýêâèâàëåíòíî çíàíèþ ëþáîé èç ôóíêöèé u(x) èëè v(x).

Ñâÿçü ìåæäó ìåòîäîì ìíîãîçàðÿäíîãî äåéñòâèÿ è ìåòîäîì ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ äàåòñÿ

ñîîòíîøåíèåì [2]:

2πu(x) =

〈∑
α

Tα sinx

1− Tα sin2(x/2)

〉
=

∫ 1

0

T sinx

1− T sin2(x/2)
P(T )dT. (27)

Ýòà ñâÿçü ïîçâîëÿåò çàïèñàòü äåéñòâèå â âèäå

S = − i
2

〈∑
α

Tr ln
[
1− Tα

4
(QL −QR)2

]〉
. (28)

Ïîëüçóÿñü âûðàæåíèåì (28), ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó Áåíàêêåðà (11) èñõîäÿ èç ìíîãî-

çàðÿäíîãî äåéñòâèÿ. Ýòîò âûâîä ïðèâåäåí â Ïðèëîæåíèè 1.

Êîíäàêòàíñ ñèñòåìû â íîðìàëüíîì ñëó÷àå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè u(x) [2]:

GN = 4πGQux(0). (29)
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Êîýôôèöèåíòû γn, ïðîèçâîäÿøèå ôóíêöèè è äðóãàÿ èíôîðìàöèÿ äëÿ êîíêðåòíûõ ñèñòåì

ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1. Çäåñü æå îãðàíè÷èìñÿ óïîìèíàíèåì î òîì, ÷òî äëÿ òóííåëüíîãî

ïåðåõîäà âñå γn, êðîìå ïåðâîãî ðàâíû íóëþ, à äëÿ êîðîòêîãî ïðîâîäà ôóíêöèÿ u(x) íà îòðåçêå

[−π, π] ñîâïàäàåò ñ ëèíåéíîé ôóíêöèåé.
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6.2 Ðàñ÷åò ýôôåêòèâíîé åìêîñòè

Äëÿ ðàñ÷åòà ýôôåêòèâíîé åìêîñòè ñèñòåìû ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàïèøåì îá-

ùåå âûðàæåíèå äëÿ äåéñòâèÿ, â êîòîðîì áóäåò ñ÷èòàòüñÿ çàäàííîé ðàçíèöà ôàç íà òåðìèíà-

ëàõ, êàê ôóíêöèÿ âðåìåíè. Äàëåå ðàçëîæèì ýòî äåéñòâèå, ïîëüçóÿñü ìàëîñòüþ îòêëîíåíèÿ

χ îò χc íà èíñòàíòîíå äëÿ òîêà, áëèçêîãî ê êðèòè÷åñêîìó. Èíòåðåñóþùèå íàñ ÷ëåíû (êî-

òîðûå âîçíèêàþò âî âòîðîì ïîðÿäêå ïî χ − χc) âûðàæàþòñÿ ôîðìóëîé (40), ñîäåðæàùåé

ÿäðî Kn. Åìêîñòíîé ÷ëåí â äåéñòâèè ïîëó÷èòñÿ, åñëè ðàçëîæèòü Kn(ε, ω) ïî ω äî âòîðî-

ãî ïîðÿäêà è ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ε. Ýòî ðàçëîæåíèå ñïðàâåäëèâî â ñèëó áîëüøîãî ìíèìîãî

âðåìåíè èíñòàíòîíà ∆t ïðè I → Ic, êîòîðîå çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèò âñå äðóãèå õàðàêòåðíûå

âðåìåíà çàäà÷è. Ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè ðàçëîæåíèè âûðàæåíèÿ îêàçûâàþòñÿ íà óäèâëåíèå ãðî-

ìîçäêèìè. Ýòî íå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îòâåò â àíàëèòè÷åñêîì âèäå. Îäíàêî ìîæíî ÷èñëåííî

ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ε è ïîëó÷èòü ÷èñëåííûå êîýôôèöèåíòû â âûðàæåíèÿõ äëÿ ýôôåêòèâ-

íûõ åìêîñòåé, ÷òî è áûëî ïðîèçâåäåíî â ñèñòåìå Wolfram Mathematica äëÿ ñëó÷àÿ êîðîòêîãî

ïðîâîäà è äðóãèõ ìîäåëüíûõ ñèñòåì.

Ðàññìîòðèì ÷ëåí â äåéñòâèè:

Sn = −πγnTr(QLQR)n. (30)

Ôàçó íà ëåâîì òåðìèíàëå áóäåì ñ÷èòàòü íóëåâîé:

QL(ε) = QS(ε) =
1√

ε2 + ∆2

(
ε ∆

∆ −ε

)
. (31)

Ôàçà íà ïðàâîì òåðìèíàëå çàäàåòñÿ ôóíêöèåé χ(t). Â ýòîì ñëó÷àå Q-ìàòðèöà âî âðåìåííîì

ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä [2]:

QR(t1, t2) = e
iχ(t1)τz

2 QS(t1, t2)e
−iχ(t2)τz

2 . (32)

Ïóñòü

χi := χ(ti) = χ1 + x(ti). (33)

Áóäåì ðàñêëàäûâàòü äåéñòâèå â ðÿä ïî x(ti), ïîëüçóÿñü èõ ìàëîñòüþ íà èíñòàíòîíå äëÿ òîêà,

áëèçêîãî ê êðèòè÷åñêîìó:

QR = UiV QSV
−1U−1

i , (34)

Ui = e
ix(ti)τz

2 , (35)

V = e
iχ1τz

2 . (36)

Äåéñòâèå èìååò âèä:

Sn = −πγn
∫
dt1 . . . dt2n tr

[
QS(t1, t2)U2V QS(t2, t3)V −1U−1

3 QS(t3, t4) . . .
]
. (37)
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Ðàññìîòðèì ÷ëåíû âòîðîãî ïîðÿäêà ïî x(ti), îáîçíà÷èì èõ S
(2)
n .

Âåëè÷èíû x(ti) âõîäÿò â Ui è U
−1
i . Ïðè ðàçëîæåíèè ìîæíî èç êàæäîé Ui ( U

−1
i ) �èçâëå÷ü�

ëèáî ÷ëåí ± ix(ti)τz
2

, ëèáî 1
2

( ix(ti)
2

)2
. Âûðàçèì QS(ti, tj) ÷åðåç ýíåðãåòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

QS(ε). Äëÿ îáîçðåíèÿ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ óäîáíî ââåñòè ñîîòâåòñòâóþùèå äèàãðàììû (ñì.

ðèñ. 5). Ñïëîøíîé è ïóíêòèðíîé ëèíèÿì ñîîòâåòñòâóþò ìàòðèöû QL è QR íà íåêîòîðûõ

ýíåðãèÿõ. Âîëíèñòûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò �èçâëå÷åíèþ� ÷ëåíîâ ñ x(ti).

ϵ - ω

ϵ - ω

ϵ - ω

ϵ - ω

ϵ 

ϵ ϵ 

ϵ 

ϵ ϵ 

ϵ 

ϵ 

Ðèñ. 5: Ïðèìåðû äèàãðàìì, ñîîòâåòñòâóþùèì ÷ëåíàì â ðàçëîæåíèè (n = 3).

Ïîñëå íåñëîæíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âêëàäû â ðàçëî-

æåíèå:

à) Åñëè îáå x(ti) èçâëå÷åíû èç îäíîé U .

S(2a)
n =

∫
dt x(t)2

∫
dε

2π
An(ε), (38)

An(ε) = πγn
1

8
2n tr

[
QS(ε)V QS(ε)V −1QS(ε) . . .

]
. (39)

á) Åñëè x(ti) èçâëå÷åíû èç ðàçíûõ U . Îáîçíà÷èì ÷åðåç d ðàññòîÿíèå íà äèàãðàììå ìåæäó

âîëíèñòûìè ëèíèÿìè (êîëè÷åñòâî Q-ìàòðèö ìåæäó òåìè U , èç êîòîðûõ âûíóòû xi). S
(2b)
n -

ñóììà äèàãðàìì ñ ÷åòíûì d, S
(2c)
n - ñóììà äèàãðàìì ñ íå÷åòíûì d (òàêîå ðàçäåëåíèå ââåäåíî

äëÿ äàëüíåéøåãî óäîáñòâà).

S(2b)
n + S(2c)

n =

∫
dt1 dt2 x(t1)x(t2)

∫
dω

2π
e−iω(t1−t2)

∫
dε

2π
Kn(ε, ω), (40)

Kn(ε, ω) = πγn
1

4

2n−1∑
d=1

2n

2
(−1)d tr

[
τzQS(ε)V QS(ε)V −1 . . . τzQS(ε− ω)V . . .

]
. (41)

Òàêæå, êàê è Sn, ðàçäåëèì Kn íà äâå ÷àñòè Kb
n è Kc

n ïî ÷åòíîñòè d â ñîîòâåòñòâóþùèõ

äèàãðàììàõ.

14



Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûøåñêàçàííûì, çàéìåìñÿ âû÷èñëåíèåì Kn. Âûïîëíèì äèàãîíàëèçà-

öèþ íåêîòîðûõ âûðàæåíèé:

QS(ε)V QS(ε)V −1 = uε

(
λ1(ε) 0

0 λ2(ε)

)
uε, (42)

V QS(ε)V −1QS(ε) = ũε

(
λ1(ε) 0

0 λ2(ε)

)
ũε, (43)

ũε = uετx. (44)

Çäåñü

λ1,2(ε) =
ε2 + ∆2 cosχ1 ± 2i∆ sin χ1

2

√
ε2 + ∆2 cos2 χ1

2

ε2 + ∆2
. (45)

Ìàòðèöó u ìîæíî âûáðàòü â âèäå:

u(ε) =

e iχ12 −∆ cos
χ1
2

+
√
ε2+∆2 cos2

χ1
2

ε
e
iχ1
2
−∆ cos

χ1
2
−
√
ε2+∆2 cos2

χ1
2

ε

1 1

 . (46)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî

λ1λ
∗
1 = λ1λ2 = 1. (47)

Äàëåå áóäåì ñâîáîäíî çàìåíÿòü λ2 íà λ
−1
1 .

Ïîëó÷èì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:

Äëÿ ÷ëåíîâ (2a).

An(ε) = πγn
n

4
(λ1(ε)n + λ2(ε)−n). (48)

Ýòè ÷ëåíû íå äàþò âêëàäà â ýôôåêòèâíóþ åìêîñòü è íå ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñà.

Äëÿ ÷ëåíîâ (2b).

Ïóñòü d = 2k. Ó÷òåì, ÷òî ñëåäóþùàÿ çà τz ìàòðèöà ïîä çíàêîì ñëåäà ìîæåò îêàçàòüñÿ, êàê

QS, òàê è V QSV
−1.

Kb
n(ε) = π

nγn
4

n−1∑
k=1

1

2
tr

[
τzuε

(
λ1(ε)k 0

0 λ2(ε)k

)
u−1
ε τzuε−ω

(
λ1(ε− ω)n−k 0

0 λ2(ε− ω)n−k

)
u−1
ε−ω +

(49)

+ τzũε

(
λ1(ε)k 0

0 λ2(ε)k

)
ũ−1
ε τzũε−ω

(
λ1(ε− ω)n−k 0

0 λ2(ε− ω)n−k

)
ũ−1
ε−ω

]
.

Äàííîå âûðàæåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Kb
n(ε, ω) = π

nγn
8

n−1∑
k=1

(
λ1(ε)k λ2(ε)k

)
P (ε, ω)

(
λ1(ε− ω)n−k

λ2(ε− ω)n−k

)
, (50)
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ãäå

P (ε, ω) =

(
1 1

1 1

)
+

−ε(ε− ω) + ∆2 cos2 χ1

2√
ε2 + ∆2 cos2 χ1

2

√
(ε− ω)2 + ∆2 cos2 χ1

2

(
1 −1

−1 1

)
. (51)

Âûïîëíÿÿ ñóììèðîâàíèå ïî k, ïîëó÷èì

Kb
n(ε, ω) = π

nγn
8
Pij(ε, ω)

λi(ε)
nλj(ε− ω)− λi(ε)λj(ε− ω)n

λi(ε)− λj(ε− ω)
. (52)

Äëÿ ÷ëåíîâ (2c).

Ïóñòü d = 2k − 1.

Kc
n(ε, ω) = −πnγn

4

n∑
k=1

1

2
tr [

τzuε

(
λ1(ε)k−1 0

0 λ2(ε)k−1

)
u−1
ε QS(ε)τzV QS(ε− ω)V −1uε−ω

(
λ1(ε− ω)n−k 0

0 λ2(ε− ω)n−k

)
u−1
ε−ω+

(53)

τzV QS(ε)V −1uε

(
λ1(ε)k−1 0

0 λ2(ε)k−1

)
u−1
ε τzuε−ω

(
λ1(ε− ω)n−k 0

0 λ2(ε− ω)n−k

)
u−1
ε−ωQS(ε− ω)

]
.

Àíàëîãè÷íî (50), ïðåäñòàâèì âûðàæåíèå â âèäå:

Kc
n(ε, ω) = −πnγn

8

n∑
k=1

(
λ1(ε)k−1 λ2(ε)k−1

)
R(ε, ω)

(
λ1(ε− ω)n−k

λ2(ε− ω)n−k

)
= (54)

=
nγn
8
Rij(ε, ω)

λi(ε)
n − λj(ε− ω)n

λi(ε)− λj(ε− ω)
,

ãäå R(ε, ω):

R(ε, ω) =

(
1 0

0 1

)
Rσ0 +

(
0 1

1 0

)
Rσ1 +

(
1 1

1 1

)
Rσ4 +

(
1 −1

1 −1

)
Rσ6 +

(
−1 −1

1 1

)
Rσ7,

(55)

Rσ0 =
−2ε2(ε− ω)2 −∆2(3ε2 − 3εω + ω2)−∆2 cosχ1(∆2 + ε2 − εω + ω2 + ∆2 cosχ1)√

∆2 + ε2
√

∆2 + (ε− ω)2
√
ε2 + ∆2 cos2 χ1

2

√
(ε− ω)2 + ∆2 cos2 χ1

2

, (56)

Rσ1 =
ε(ε− ω)(3∆2 + 2ε(ε− ω) + ∆2 cosχ1) + 2∆2 cos2 χ1

2
(ω2 + ∆2 cosχ1)

√
∆2 + ε2

√
∆2 + (ε− ω)2

√
ε2 + ∆2 cos2 χ1

2

√
(ε− ω)2 + ∆2 cos2 χ1

2

, (57)

Rσ4 =
ε(ε− ω)−∆2 cosχ1√

∆2 + ε2
√

∆2 + (ε− ω)2
, (58)

Rσ6 =
−i∆(∆2 + ω(ω − ε) + ∆2 cosχ1) sin χ1

2√
∆2 + ε2

√
∆2 + (ε− ω)2

√
(ε− ω)2 + ∆2 cos2 χ1

2

, (59)

Rσ7 =
i∆(∆2 + εω + ∆2 cosχ1) sin χ1

2√
∆2 + ε2

√
∆2 + (ε− ω)2

√
ε2 + ∆2 cos2 χ1

2

. (60)
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Äàëåå ñëåäóåò ðàçëîæèòü ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïî ω äî âòîðîãî ïîðÿäêà. ×ëåíû íóëåâî-

ãî ïîðÿäêà - ýòî ÷àñòü ñòàòè÷åñêîãî äåéñòâèÿ è íå òðåáóþòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýôô. åìêîñòè.

×ëåíû ïåðâîãî ïîðÿäêà îêàçûâàþòñÿ íå÷åòíûìè ïî ε è ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ε çàíóëÿþòñÿ.

×ëåíû âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ω � ýòî åìêîñòíîé ÷ëåí â Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèè (ñì. Ïðèëîæåíèå

Á). Îáîçíà÷åíèå C äëÿ ýôôåêòèâíîé åìêîñòè ââåäåì òàê, ÷òîáû åìêîñòíîé ÷ëåí â äåéñòâèè

èìåë âèä: ∫
dτ

C

2(2e)2

(∂χ
∂τ

)2

. (61)

Êàê óæå óïîìèíàëîñü, äîâåñòè âû÷èñëåíèå äî îòâåòà ìîæíî òîëüêî ñ èñïîëüçîâàíèåì

êîìïüþòåðíîãî ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà. Ðàçëîæåíèå ïî ω òàêæå âûïîëíÿëîñü íà êîìïüþòåðå.

Ïîñëå ýòîãî âûïîëíÿëîñü ñóììèðîâàíèå ïî n ñ èñïîëüçîâàíèåì òîæäåñòâ (116) - (119), ïîç-

âîëÿþùèõ âûðàçèòü óììû ïî n ÷åðåç ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè u, v è èõ ïðîèçâîäíûå.

Äëÿ äåìîíñòðàöèè ÷àñòü ïðåäâàðèòåëüíûõ âûêëàäîê (äëÿ ÷ëåíîâ (2b)) ïðèâåäåíà â ïðè-

ëîæåíèè Â.

Â ñèëó I → Ic ìîæíî âìåñòî χ1 èñïîëüçîâàòü çíà÷åíèå χc. Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå îáåçðàç-

ìåðèâàëîñü, â íåãî ïîäñòàâëÿëèñü âûðàæåíèÿ äëÿ u(x), v(x) è χc è ïðîèçâîäèëîñü ÷èñëåííîå

èíòåãðèðîâàíèå ïî ε.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì äëÿ êîðîòêîãî ïðîâîäà ñëåäóþùåå çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîé åìêîñòè:

C = 0.589
GN

∆
. (62)

Àíàëîãè÷íûé ðàñ÷åò ìîæíî ïðîäåëàòü è äëÿ äðóãèõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ ìíîãîçàðÿä-

íûì äåéñòâèåì. Çäåñü ðàññìîòðèì ñëó÷àé òóííåëüíîãî ïåðåõîäà è ñáàëàíñèðîâàííîé êâàíòî-

âîé òî÷êè. Äëÿ òóííåëüíîãî ïåðåõîäà ïîëó÷àåòñÿ èçâåñòíûé ðåçóëüòàò Ëàðêèíà-Îâ÷èííèêîâà

(8).

Ñîáåðåì äàííûå ïî ýòèì ñèñòåìàì è ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà åìêîñòè â òàáëèöó 1, âûðàæàÿ

âñå âåëè÷èíû ÷åðåç êîíäàêòàíñ â íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèè GN . (Ââåäåì òàêæå äëÿ óäîáñòâà

áåçðàçìåðíûé êîíäàêòàíñ â íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèè gN = GN
GQ

).
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Òàáëèöà 1: Ýôôåêòèâíûå åìêîñòè è äðóãèå õàðàêòåðèñòèêè äëÿ íåêîòîðûõ ìîäåëüíûõ ñè-

ñòåì.

P(T ) u(x) ∗ v(x) ∗ χc Ic/(GN∆/e) C/(GN/∆)

Òóí. �† gN
4π

sinx gN
4π

cosx π
2

π
2

3π
32

Êîð. Ïð. gN
2

1
T
√

1−T
gN
4π
x gN

4π
ln(4 cos2(x/2)) 1.255π

2
2.082 0.589

Êâ. Òî÷ê. 2gN
π

1√
T (1−T )

gN
π
tg x

4
÷èñë. ñ÷åò 1.299π

2
2.186 0.172

∗ôóíêöèè u(x) è v(x) çàäàþòñÿ íà îòðåçêå [−π, π].
†ðàñïðåäåëåíèå ïðîçðà÷íîñòåé â òóííåëüíîì ñëó÷àå íå ôèêñèðîâàíî. Âàæíî ëèøü, ÷òî âñå

Tα � 1.

Òóí. � òóííåëüíûé ïåðåõîä,

Êîð. Ïð. � êîðîòêèé ïðîâîä,

Êâ. òî÷ê. � Ñáàëàíñèðîâàííàÿ êâàíòîâàÿ òî÷êà.

7 Âû÷èñëåíèå âðåìåíè æèçíè

Èòàê, ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûì äåéñòâèåì (2), â êîòîðîì áûëà íàéäåíà ýôôåê-

òèâíàÿ åìêîñòü C. Îïðåäåëèì òåïåðü âðåìÿ æèçíè ñîñòîÿíèÿ ñî ñâåðõòîêîì.

Ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà ìàññèâíîé ÷àñòèöå â ïîòåíöèàëå U(χ). Òàê êàê I → Ic, òî ìîæíî

ïðèáëèçèòü ïîòåíöèàë U(χ) â èíòåðåñóþùåé íàñ îáëàñòè êóáè÷åñêîé ïàðàáîëîé. Äëÿ ýòîãî

ðàçëîæèì ñîîòíîøåíèå òîê-ôàçà I(χ) áëèçè ìàêñèìóìà χ = χc äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî x =

χ− χc:

I(x) =
GN∆

e
(ic −

b

2
x2). (63)

Òàê êàê I = 2e∂U
∂χ
, òî, ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû,

U(x) = αx− λx3, (64)

α =
GN∆

2e2
ic(1−

I

Ic
), (65)

λ =
GN∆

2e2

b

6
. (66)

Ýôôåêòèâíàÿ ìàññà íàéäåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ C
2(2e)2

(
∂χ
∂t

)2

= m
2

(
∂χ
∂t

)2

:

m =
C

4e2
. (67)

Ìèíèìóì ïîòåíöèàëà äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå x0 = −
√
α/(3λ). Âûïîëíèì ñäâèã x = x0 + y ê

ýòîé òî÷êå. Ïîòåíöèàë ïðèìåò âèä (êîíñòàíòà íå âàæíà è ïîýòîìó îïóùåíà):

U(y) =
mω2

2
y2 − λy3, (68)

ω ∼ b1/4i1/4c

√
∆GN

C

(
1− I

Ic

)1/4

. (69)
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Ðåøåíèå çàäà÷è î âðåìåíè æèçíè â òàêîì ïîòåíöèàëå â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè

õîðîøî èçâåñòíî [18]:

τ0 =
2π

ω
eA. (70)

Ïîêàçàòåëü A âû÷èñëÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî êëàññè÷åñêè íåäîñòóïíîé îáëàñòè:

A = 2

∫ √
2m
(mω2

2
y2 − λy3

)
dy =

2

15

m3ω5

λ2
. (71)

Â íàøåé çàäà÷å

A =
12× 23/4

5

i
5/4
c

b3/4

√
C∆GN

e2

(
1− I

Ic

)5/4

. (72)

Â òóííåëüíîì ñëó÷àå ic = π/2, b = π/2 (ñì. (3), (4)). Ïîäñòàâëÿÿ â (72), ïîëó÷èì ïîñëå

ïåðåîáîçíà÷åíèé ôîðìóëó (9).

Â ñëó÷àå êîðîòêîãî SNS-ïåðåõîäà, ic = 2.082, b = 1.706, C = 0.589GN/∆ (ñì. (15), (17)).

Ïîäñòàâèâ ýòè ÷èñëà, ïîëó÷èì îòâåò íà ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó � âðåìÿ ðàñïàäà ñîñòîÿíèÿ ñî

ñâåðõòîêîì â äèôôóçíîì SNS-ïåðåõîäå ïðè T = 0.

τ
(SW)
0 =

2π

ω(SW)
eA

(SW)

, (73)

ω(SW) ∼ ∆
(

1− I

Ic

)1/4

, (74)

A(SW) = 1.65gN

(
1− I

Ic

)5/4

. (75)
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8 Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå áûëà ðåøåíà ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè âðåìåíè ðàñïàäà ìåòàñòà-

áèëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ñî ñâåðõòîêîì â êîðîòêîì äèôôóçíîì SNS-ïåðåõîäå ïðè T → 0. Â õî-

äå ðåøåíèÿ áûëà ðàññ÷èòàíà ýôôåêòèâíàÿ åìêîñòü ñèñòåìû, íàõîæäåíèå êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ

êëþ÷åâûì øàãîì â îïðåäåëåíèè âðåìåíè ðàñïàäà. Èñïîëüçîâàííûé ìåòîä áûë òàêæå ïðè-

ìåíåí äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýôô. åìêîñòè ðÿäà ìîäåëüíûõ ñèñòåì (òóííåëüíûé ïåðåõîä, ñáàëàí-

ñèðîâàííàÿ êâàíòîâàÿ òî÷êà). Â ñëó÷àå òóííåëüíîãî ïåðåõîäà áûë âîñïðîèçâåäåí ðåçóëüòàò

Ëàðêèíà-Îâ÷èííèêîâà, ïîëó÷åííûé äðóãèìè ìåòîäàìè.

Â õîäå äàëüíåéøåé ðàáîòû ïëàíèðóåòñÿ ðåøèòü çàäà÷ó î äëèííîì ïðîâîäå ñ èñïîëüçîâà-

íèåì ïîëó÷åííûõ íàðàáîòîê.
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Ïðèëîæåíèå À Âûâîä ôîðìóëû Áåíàêêåðà (11)

Çäåñü ïðèâîäèòñÿ âûâîä ôîðìóëû Áåíàêêåðà (11) íåïîñðåäñòâåííî èç ìíîãîçàðÿäíîãî

äåéñòâèÿ. Ýòî ñäåëàíî â ôîðìàëèçìå êåëäûøåâñêîé ñèãìà-ìîäåëè [19], â îòëè÷èå îò îñíîâíîé

÷àñòè ðàáîòû, â êîòîðîé èñïîëüçîâàëàñü ðåïëè÷íàÿ ñèãìà-ìîäåëü.

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (28):

S = − i
2

〈∑
α

Tr ln
[
1− Tα

4
(QL −QR)2

]〉
. (76)

Äàëåå ñóììèðîâàíèå è óñðåäíåíèå ïî Tn áóäåò ïîäðàçóìåâàòüñÿ. Q-ìàòðèöû íà òåðìèíà-

ëàõ èìåþò âèä:

Qi =

(
QR
i F (QR

i −QA
i )

0 QA
i

)
K

= u

(
QR
i 0

0 QA
i

)
K

u = uqiu, (77)

u =

(
1 F

0 −1

)
K

, (78)

qi =

(
QR
i 0

0 QA
i

)
K

, (79)

Q
R(A)
L =

1√
(ε± i0)2 −∆2

(
ε ∆

−∆ −ε

)
N

, (80)

Q
R(A)
R =

1√
(ε± i0)2 −∆2

(
ε ∆eiχ

−∆e−iχ −ε

)
N

. (81)

Ýòè âûðàæåíèÿ, ñîâïàäàþùèå ñ êâàçèêëàññè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè Ãðèíà Ëàðêèíà-Îâ÷èííèêîâà

[20], âçÿòû èç ðàáîòû [19]. Çäåñü íåò çíàêà ± ïåðåä âûðàæåíèåì, à âìåñòî ýòîãî êîðíåâûå

ðàçðåçû íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïðîâåäåíû â áåñêîíå÷íîñòü. Ýòî äàåò êîððåêòíîå âûðàæå-

íèå, ýêâèâàëåíòíîå âûðàæåíèþ, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ïîñòàâèòü ±, à ðàçðåçû çàìêíóòü

äðóã íà äðóãå, ïðîâåäÿ èõ ÷åðåç íîëü.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ òîêà íåîáõîäèìî ââåñòè êâàíòîâóþ êîìïîíåíòó ôàçû (àíòèñèììåòðè÷-

íóþ îòíîñèòåëüíî âåðõíåé è íèæíåé ÷àñòè êåëäûøåâñêîãî êîíòóðà). Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì

âìåñòî QR [2]

Q̃R = e
i
2
σxτzϕ2QRe

− i
2
σxτzϕ2 . (82)

Òîê äàåòñÿ ïðîèçâîäíîé äåéñòâèÿ ïî êâàíòîâîé êîìïîíåíòå ôàçû [2] (ïîñëå äèôôåðåíöè-

ðîâàíèÿ êâàíòîâóþ êîìïîíåíòó ôàçû íóæíî ïðèðàâíÿòü íóëþ):

I = −ie ∂

∂ϕ2

S =
ieTn
16

Tr

[
1

1− Tn
4

(QL −QR)2
{QL −QR, [σxτz, QR]}

]
. (83)
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Ïîäñ÷èòàåì

QL −QR =

(
MR 0

0 MA

)
, (84)

MR(A) =
1√

(ε± i0)2 −∆2

(
0 ∆(1− eiχ)

−∆(1− e−iχ) 0

)
, (85)

(86)

(QL −QR)2 =

(
(MR)2 0

0 (MA)2

)
, (87)

(88)

(MR(A))2 =
−∆2

(ε± i0)2 −∆2

(
(1− eiχ)(1− e−iχ) 0

0 (1− eiχ)(1− e−iχ)

)
= (89)

=
−4∆2 sin2 χ

2

(ε± i0)2 −∆2

(
1 0

0 1

)
. (90)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

R =
1

1− Tn
4

(QL −QR)2
=

(
RR 0

0 RA

)
, (91)

RR(A) =
1

1 +
4∆2 sin2 χ

2

(ε±i0)2−∆2

. (92)

Ïîäñòàâëÿÿ Qi = uqiu â âûðàæåíèå äëÿ òîêà è ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî u
2 = 1, ïîëó÷èì:

I =
ieTn
16

Tr

[
1

1− Tn
4

(QL −QR)2
u{u(QL −QR)u, [σxτz, uQRu]}u

]
= (93)

=
ieTn
16

Tr [Ru{u(QL −QR)u, [σxτz, uQRu]}u] . (94)

Ðàñêðîåì êîììóòàòîðû è àíòèêîììóòàòîðû, ïîäñòàâèì u, âîçüìåì ñëåä ïî ïðîñòðàíñòâó

Êåëäûøà

I =
ieTn
16

Tr
[
2F (E)

(
RRτz[Q

R
R, Q

R
L ]−RAτz[Q

A
R, Q

A
L ]
)]
, (95)

TrN

[
τzQ

R(A)
L Q

R(A)
R

]
=

∆22i sinχ

(ε± i0)2 −∆2
, (96)

I = −eTn sinχ∆2

2

(∫
dE

2π

F (E)

Tn∆2 sin2 χ
2

+ (ε+ i0)2 −∆2
−
∫
dE

2π

F (E)

Tn∆2 sin2 χ
2

+ (ε− i0)2 −∆2

)
.

(97)

Ïîëó÷åííóþ ðàçíîñòü èíòåãðàëîâ ìîæíî ïîíèìàòü, êàê èíòåãðàë ïî êîíòóðó, îáõâàòûâà-

þùåìó äåéñòâèòåëüíóþ îñü ïî ÷àñîâîé ñòðåëêè. Òîãäà èíòåãðàë âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âû÷åòû

â ïîëþñàõ ±∆
√

1− Tn sin2 χ
2
.
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Îêîí÷àòåëüíî:

I =
e∆2

2
sinχ

∑
n

Tn
εn

th
εn
2T

, (98)

εn = ∆

√
1− Tn sin2 χ

2
. (99)
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Ïðèëîæåíèå Á Åìêîñòíîé ÷ëåí â ÷àñòîòíîì ïðåäñòàâëå-

íèè

Ïîêàæåì çäåñü, êàê çàïèñûâàåòñÿ â ÷àñòîòíîì ïðåäñòàâëåíèè åìêîñòíîé ÷ëåí âèäà:

s =
C

2(2e)2

∫
dt
(∂x
∂t

)2

. (100)

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå:

x(t) =

∫
dω

2π
xωe

−iωt, (101)

∂x

∂t
(t) =

∫
dω

2π
(−iω)xωe

−iωt. (102)

Òîãäà

s =
C

2(2e)2

∫
dt

∫
dω1

2π

dω2

2π
(−ω1ω2)xω1xω2e

−i(ω1+ω2)t. (103)

Ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî t è îäíîé èç ÷àñòîò, ïîëó÷èì:

s =
C

2(2e)2

∫
dω

2π
ω2xωx−ω. (104)

Åñëè ñäåëàòü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, òî ïîëó÷èì

s =
C

2(2e)2

∫
dt1

∫
dt2x(t1)x(t2)

∫
dω

2π

dω

2π
ω2e−iω(t2−t1). (105)

Âûðàæåíèÿ èìåííî òàêîãî âèäà ìû è èçâëåêàåì èç ðàçëîæåíèÿ ìíîãîçàðÿäíîãî äåéñòâèÿ

(40).
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Ïðèëîæåíèå Â Âêëàä îò ÷ëåíîâ òèïà (2b) â âûðàæåíèå

äëÿ ýôôåêòèâíîé åìêîñòè

Â ýòîì ïðèëîæåíèè äåìîíñòðèðóåòñÿ âêëàä ÷ëåíîâ (2b) (ñì. ôîðìóëó (40) ) â ýôôåêòèâ-

íóþ åìêîñòü ñèñòåìû. Íèæå ïðèâîäÿòñÿ ðàçëîæåíèÿ ïî ω äî âòîðîãî ïîðÿäêà âûðàæåíèé,

ôèãóðèðóþùèõ â âû÷èñëåíèè.

P (ε, ω) =

(
2

(
1 0

0 1

)
+ p̃0(ε)

(
1 −1

−1 1

))
+ p1(ε)

(
1 −1

−1 1

)
ω + p2(ε)

(
1 −1

−1 1

)
ω2,

(106)

p̃0(ε) = − 2ε2

ε2 + ∆2 cos2 χ1

2

, (107)

p1(ε) =
2∆2ε cos2 χ1

2

(ε2 + ∆2 cos2 χ1

2
)2

= −1

2
p̃0(ε)′, (108)

p2(ε) =
∆2 cos2 χ1

2
(5ε2 −∆2 cos2 χ1

2
)

2(ε2 + ∆2 cos2 χ1

2
)3

=
(1

8
− ε2

4(−3ε2 + ∆2 cos2 χ1

2
)

)
p̃0(ε)′′. (109)

Ðàçëîæåíèå äëÿ λ(ε− ω)l (λ = λ1):

λ(ε− ω)l = λ(ε)l(1 + λA(ε) l ω + (λB(ε) l + λC(ε)l2)ω2), (110)

λA(ε) = −λ(ε)′

λ(ε)
=

2i∆e sin χ1

2

(∆2 + ε2)
√

∆2 + ∆2 cos2 χ1

2

, (111)

λB(ε) =
1

2

λ(ε)′′

λ(ε)
−
(λ(ε)′

λ(ε)

)2

=
− sin χ1

2
i∆(∆4 −∆2ε2 − 4ε4 + ∆2(∆− ε)(∆ + ε) cosχ1)

2(∆2 + ε2)2(ε2 + ∆2 cos2 χ1

2
)3/2

, (112)

λC(ε) =
1

2

(λ(ε)′

λ(ε)

)2

= −2
∆2ε2 sin χ1

2

(∆2 + ε2)2(ε2 + ∆2 cos2 χ1

2
)
. (113)

Ðàçëîæåíèå Kb
n(ε) äî âòîðîãî ïîðÿäêà.

Kb
n(ε, ω)(2) = −ω2 πnγn

8

n−1∑
k=1

[
p2(ε)

(
λ(ε)k λ(ε)−k

)( 1 −1

−1 1

)(
λ(ε)n−k

λ(ε)−n+k

)
+

+p1(ε)
(
λ(ε)k λ(ε)−k

)( 1 −1

−1 1

)(
λ(ε)n−kλA(ε)(n− k)

λ(ε)−n+kλA(ε)(k − n)

)
+ (114)

+
(
λ(ε)k λ(ε)−k

)(
2

(
1 0

0 1

)
+ p̃0

(
1 −1

−1 1

))(
λ(ε)n−k(λB(ε)(n− k) + λC(ε)(n− k)2)

λ(ε)−n+k(λA(ε)(k − n) + λC(ε)(k − n)2

)]
.
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Âûïîëíÿÿ ñóììèðîâàíèå, ïîäñòàâëÿÿ, ïîëó÷èì:

Kb
n(ε, ω)(2)

πγnω2
= n(λn − λ−n)

p2

8

λ2 + 1

λ2 − 1
+ n2(λn + λ−n)

−p2

8
+ n(λn − λ−n)

p1

4

λλ′

(λ2 − 1)2
+

+n2(λn + λ−n)
−p1

16

(λ2 + 1)λ′

(λ2 − 1)λ
+ n3(λn − λ−n)

p1

16

λ′

λ
+ n4(λn + λ−n)

−1

24

(λ′)2

λ2
+

+n(λn − λ−n)
p̃0

8

( 2λ2λ′2

(λ2 − 1)3
− λλ′′

(λ2 − 1)2

)
+ n2(λn + λ−n)

p̃0

96

(−2λ′2(2λ4 + 5λ2 − 1)

λ2(λ2 − 1)2
+

3λ′′

λ

λ2 + 1

λ2 − 1

)
+

(115)

+n3(λn − λ−n)
p̃0

32

( 2λ′2

λ2 − 1
− λ′′

λ

)
+ n4(λn + λ−n)

−p̃0

48

λ′2

λ2
+ n2(λn + λ−n)

−1

48

λ′2

λ2
+

+n3(λn − λ−n)
1

16

(λ′2
λ2
− λ′′

λ

)
+

+n2(λn − λ−n)
1

16

(
− λ′2

λ2
+
λ′′

λ

)
+ n3(λn + λ−n)

1

16

λ′2

λ2
.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ Kb(ε, ω)(2), íóæíî ïðîñóììèðîâàòü Kb
n(ε, ω)(2) ïî n. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü

ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé u è v. Êàæäûé ÷ëåí â (115) ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ

âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè u, v è èõ ïðîèçâîäíûå áëàãîäàðÿ íèæåïðèâåäåííûì òîæäåñòâàì

(λ = eiα):
∞∑
n=1

γnn(λn − λ−n) =
∞∑
n=1

γnn(einα − e−inα) = 2i
∞∑
n=1

γnn sinnα = 2iu(α), (116)

∞∑
n=1

γnn
2(λn + λ−n) = 2

∞∑
n=1

γnn
2 cosnα = 2u′(α), (117)

∞∑
n=1

γnn
2(λn − λ−n) = 2i

∞∑
n=1

γnn
2 sinnα = −2iv′(α), (118)

∞∑
n=1

γnn
3(λn + λ−n) = 2

∞∑
n=1

γnn
3 cosnα = −2v′′(α), (119)

è òàê äàëåå äëÿ ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

1

πω2
Kb(ε, ω)(2) =

1

πω2

∞∑
n=1

Kb
n(ε, ω)(2) =

= u(α)

[
ip2

4

λ2 + 1

λ2 − 1
+
ip1

2

λλ′

(λ2 − 1)2
+

˜ip0

4

( 2λ2λ′2

(λ2 − 1)3
− λλ′′

(λ2 − 1)2

)]
+

+u′(α)

[
−p2

4
+
−1

24

λ′2

λ2
+
−p1

8

(λ2 + 1)λ′

(λ2 − 1)λ
+
p̃0

48

(−2λ′2(2λ4 + 5λ2 − 1)

λ2(λ2 − 1)2
+

3λ′′

λ

λ2 + 1

λ2 − 1

)]
+ (120)

+u′′(α)

[
−ip1

8

λ′

λ
+

˜−ip0

16

( 2λ′2

λ2 − 1
− λ′′

λ

)
+
−i
8

(λ′2
λ2
− λ′′

λ

)]
+

+u′′′(α)

[
1

24

(λ′)2

λ2
(2 + p̃0)

]
+

+v′(α)

[
−i
8

(
− λ′2

λ2
+
λ′′

λ

)]
+ v′′(α)

[
−1

8

λ′2

λ2

]
.

26



Ýòî âûðàæåíèå, íàðÿäó ñ àíàëîãè÷íûì, íî áîëåå ãðîìîçäêèì âûðàæåíèåì äëÿ Kc(ε, ω)(2),

÷èñëåííî èíòåãðèðîâàëîñü, â ðåçóëüòàòå ÷åãî áûë ïîëó÷åí ðåçóëüòàò (62).
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