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1 Ââåäåíèå

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ áîëüøîé èíòåðåñ âûçûâàþò èññëåäîâàíèÿ â àêòèâíî ðàçâèâàþ-

ùåéñÿ îáëàñòè ôèçèêè, ñâÿçàííîé ñî ñëó÷àéíûìè âîëîêîííûìè ëàçåðàìè. Èõ ñîçäàíèå è

ðàçâèòèå èìåþò áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ ðàçëè÷íûõ òåëåêîììóíèêàöèîííûõ ñðåäñòâ ñâÿçè è

ðàñïðåäåëåííûõ ñåíñîðíûõ ñèñòåì [1].

Ïðèíöèï ðàáîòû ñëó÷àéíîãî âîëîêîííîãî ëàçåðà ñ ðàñïðåäåëåííîé îáðàòíîé ñâÿçüþ

îñíîâàí íà ýôôåêòàõ âûíóæäåííîãî êîìáèíàöèîííîãî ðàññåÿíèÿ, îáåñïå÷èâàþùåãî íàêà÷êó,

è ðýëååâñêîãî ðàññåÿíèÿ ñâåòà íà åñòåñòâåííûõ íåîäíîðîäíîñòÿõ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ,

îáåñïå÷èâàþùåãî îáðàòíóþ ñâÿçü. Â äàííîì ëàçåðå â êà÷åñòâå àêòèâíîé ñðåäû èñïîëüçóþò

âîëîêîííûé àêòèâíûé ýëåìåíò (íàïðèìåð, ôîñôîðîñèëèêàò), à ìåõàíèçì îáðàòíîé ñâÿçè (òàê

íàçûâàåìàÿ ñëó÷àéíî ðàñïðåäåëåííàÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü) îïðåäåëÿåòñÿ ðýëååâñêèì ðàññåÿíèåì

[1],[2],[3]. Äàííûå îñîáåííîñòè êîíñòðóêöèè ïðèâîäÿò ê çàìåòíûì ïðåèìóùåñòâàì, ñâÿçàííûì

ñî ñíÿòèåì ïðèíöèïèàëüíûõ îãðàíè÷åíèé ïî äàëüíîñòè òðàíñëÿöèè èíôîðìàöèè, âîçìîæíî-

ñòüþ ïðîñòîãî ïåðåñòðîåíèÿ ïî ÷àñòîòå, äîñòàòî÷íî âûñîêèì êà÷åñòâîì ïó÷êà ïî ñðàâíåíèþ

ñ îáû÷íûìè ñëó÷àéíûìè ëàçåðàìè [4], îòñóòñòâèåì òåõíè÷åñêèõ òðóäíîñòåé ïðè þñòèðîâêå

çåðêàë è ò.ï.

Â [5] ïîñòðîåíà âîëíîâàÿ êèíåòè÷åñêàÿ òåîðèÿ äëÿ àêòèâíûõ öèêëè÷åñêèõ ñëàáîíåëè-

íåéíûõ âîëíîâûõ ñèñòåì, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ îïèñàíèÿ ðàáîòû ñëó÷àéíîãî

âîëîêîííîãî ëàçåðà. Â ÷àñòíîñòè, áûëè óñòàíîâëåíû ñïåêòðû èçëó÷åíèÿ ïðè ðàçíûõ ìîù-

íîñòÿõ ïîðîãà ãåíåðàöèè, çàâèñèìîñòü èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ îò ÷àñòîòû è çàâèñèìîñòü

øèðèíû ñïåêòðà îò âûõîäíîé ìîùíîñòè, êîòîðûå õîðîøî îïèñûâàþò èìåþùèåñÿ ýêñïåðè-

ìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû [5].

Îäíèì èç íåèññëåäîâàííûõ âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñî ñëó÷àéíûì âîëîêîííûì ëàçåðîì,

ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòèêà èçëó÷åíèÿ äàííîãî ëàçåðà. Â [5] áûëî èñïîëüçîâàíî ïðåäïîëîæåíèå î

òîì, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííîñòè âûõîäíîãî èçëó÷åíèÿ èìååò ãàóññîâ âèä.

Îäíàêî, â ñèëó íåëèíåéíîñòè ïðîöåññîâ, à èìåííî, êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòè ïîêàçàòåëÿ

ïðåëîìëåíèÿ îò íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (ýôôåêò Êåððà), èìåþùèõ ìåñòî â ìå-

õàíèçìå ôîðìèðîâàíèÿ èçëó÷åíèÿ â äàííîì ëàçåðå, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííîñòè

ìîæåò èìåòü îòëè÷èå îò ãàóññîâà âèäà. Çíà÷èìîñòü ýòîãî îòëè÷èÿ ìîæíî îïðåäåëèòü ïó-

òåì èñïîëüçîâàíèÿ òåîðåìû Âèêà, óñòàíàâëèâàþùåé ñâÿçü ìåæäó êîððåëÿöèîííûì ìîìåíòîì

âòîðîãî ïîðÿäêà äåéñòâèòåëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X è ìîìåíòàìè áîëåå âûñîêèõ ïîðÿä-

êîâ â ñëó÷àå, åñëè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ãàóññîâî : 〈X2n〉 = (2n)!
2nn!
〈X2〉n, n ∈ N.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå îòëè÷èÿ ñòàòèñòèêè èçëó÷åíèÿ äàííî-

ãî ëàçåðà îò ãàóññîâîé. Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïóòåì âû÷èñëåíèÿ êîððåëÿöèîííîãî

ìîìåíòà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà I(4) ïîëÿ ψ (I(4) = 〈|ψ|4〉) è ñðàâíåíèÿ åãî ñ êâàäðàòîì èíòåíñèâ-
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íîñòè âûõîäíîãî èçëó÷åíèÿ I (I = 〈|ψ|2〉). Ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïîçâîëèò îöåíèòü

ñòàòèñòèêó èçëó÷åíèÿ ëàçåðà, ÷òî ìîæåò èìåòü áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðàêòè÷å-

ñêèõ ïðèìåíåíèé.

Ïðèíöèïû ðàáîòû ñëó÷àéíîãî âîëîêîííîãî ëàçåðà ñ ðàñïðåäåëåííîé îáðàòíîé ñâÿçüþ,

ìåõàíèçìû íàêà÷êè è îáðàòíîé ñâÿçè, à òàêæå îïèñàíèå ýêñïåðèìåíòàëüíîé ñõåìû ïðèâåäåíû

â ïåðâîì ðàçäåëå. Âî âòîðîì ðàçäåëå îïèñûâàåòñÿ âîëíîâàÿ êèíåòè÷åñêàÿ òåîðèÿ, èçëîæåí-

íàÿ â ðàáîòå [5], à òàêæå ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ïðåäñêàçàíèÿ äàííîé òåîðèè, â ÷àñòíîñòè,

ñïåêòð èçëó÷åíèÿ, à òàêæå çàâèñèìîñòü øèðèíû ñïåêòðà îò ìîùíîñòè âûõîäíîãî èçëó÷åíèÿ.

Â òðåòüåì ðàçäåëå ïðîèçâîäèòñÿ âû÷èñëåíèå êîððåëÿöèîííîãî ìîìåíòà íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ

÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, à òàêæå ñðàâíåíèå ïîëó÷åííîé âåëè÷èíû ñ êâàäðàòîì èíòåíñèâíîñòè è

àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Â çàêëþ÷åíèè äåëàåòñÿ âûâîä î çíà÷èìîñòè îòëè÷èÿ ñòàòè-

ñòèêè èçëó÷åíèÿ ñëó÷àéíîãî âîëîêîííîãî ëàçåðà îò ãàóññîâîé.
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2 Ïðèíöèï ðàáîòû ëàçåðà

Â äàííîì ðàçäåëå îïèñûâàþòñÿ ôèçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ, èìåþùèå ìåñòî â ñëó÷àéíîì

âîëîêîííîì ëàçåðå ñ ðàñðåäåëåííîé îáðàòíîé ñâÿçüþ, à òàêæå îáúÿñíÿåòñÿ ïðèíöèï ðàáîòû

ëàçåðà.

2.1 Îïèñàíèå ðàáîòû ëàçåðà

Ëàçåð ñîñòîèò èç îïòè÷åñêè àêòèâíîé ñðåäû, ïîääåðæèâàåìîé ìåõàíèçìîì íàêà÷êè,

è îïòè÷åñêîãî ðåçîíàòîðà. Àêòèâíàÿ ñðåäà ìîæåò çàïîëíÿòü âåñü ðåçîíàòîð èëè êàêóþ-òî åãî

÷àñòü. Íàêà÷êà íåîáõîäèìà äëÿ òîãî, ÷òîáû ýíåðãèÿ âíåøíåãî èçëó÷åíèÿ ïåðåøëà â ýíåðãèþ

àêòèâíîé ñðåäû. Ïðè ýòîì â ñðåäå áîëüøàÿ ÷àñòü àòîìîâ áóäåò íàõîäèòñÿ â âîçáóæäåííîì

ñîñòîÿíèè, çà ñ÷åò ÷åãî ýíåðãèÿ âîçáóæäåíèé àêòèâíîé ñðåäû ïåðåäà¼òñÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé

âîëíå íà ÷àñòîòå ãåíåðàöèè. Ðåçîíàòîð íóæåí äëÿ ïîääåðæàíèÿ ãåíåðèðóåìûõ ëàçåðîì ìîä

è îáåñïå÷åíèÿ îáðàòíîé ñâÿçè.

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ ñõåìó îïèñàíèÿ ëàçåðà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ðåçîíàòîð

Ôàáðè-Ïåðî.

Ðèñ. 1: Ïðèíöèïèàëüíàÿ ñõåìà ëàçåðà

Ðåçîíàòîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äëèííûé îáðàçåö ñ õîðîøî îòðàæàþùèìè áîêîâûìè

ñòåíêàìè (îáû÷íî çåðêàëà ñ êîýôôèöèåíòîì îòðàæåíèÿ, áëèçêèì ê 1). Âíóòðè ðåçîíàòîðà

íàõîäèòñÿ îïòè÷åñêè àêòèâíàÿ ñðåäà. Íàïðàâèì îñü z âäîëü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ìîäû ãåíåðà-

öèè â ðåçîíàòîðå. Ïóñòü àìïëèòóäû ïîëÿ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ñîîòâåòñòâåííî âïðàâî

è âëåâî, ðàâíû E+(z, t) è E−(z, t). Îòâå÷àþùèå ýòèì ïîëÿì èíòåíñèâíîñòè ðàâíû I+ è I−.

Êîýôôèöèåíòû îòðàæåíèÿ îò ïðàâîãî è ëåâîãî çåðêàë ðåçîíàòîðà rR è rL, êîýôôèöèåíòû

ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç íèõ tRè tL ñîîòâåòñòâåííî. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðèìóò âèä:
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E+(0) = rLE−(0), E−(L) = rRE+(L) (1)

I+(0) = |rL|2I−(0), I−(L) = |rR|2I+(L) (2)

Ïîìèìî íàêà÷êè, â àêòèâíîé ñðåäå ïðîèñõîäèò ïîãëîùåíèå ñ íåêîòîðûì êîýôôèöè-

åíòîì α. Ïóñòü g - êîýôôèöèåíò óñèëåíèÿ, êîòîðûé îïèñûâàåò âëèÿíèå íàêà÷êè. Â ñòàöèî-

íàðíîì ðåæèìå óðàâíåíèå íà èíòåíñèâíîñòü:

∂I±
∂z

= ±(g − α)I± (3)

ãäå ± îçíà÷àåò íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû âäîëü è ïðîòèâ îñè z ñîîòâåòñòâåííî.

Â âîëîêîííîì ëàçåðå ñâåò ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî îïòîâîëêíó. Àêñèàëüíî-ñèììåòðè÷íîå

îïòè÷åñêîå âîëîêíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîòÿæåííûé êîàêñèàëüíûé âîëíîâîä, ñîñòîÿùèé èç

ñåðäöåâèíû è îáêëàäêè [2].

Ðèñ. 2: Óñòðîéñòâî îïòè÷åñêîãî âîëîêíà

Â ñëó÷å îäíîìîäîâîãî îïòîâîëêíà, êîòîðîå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â ïðîìûøëåííî-

ñòè, ðàäèóñ ñåðäöåâèíû a = 9ìêì, ðàäèóñ îáêëàäêè 125ìêì. Êîýôôèöèåíòû ïðåëîìëåíèÿ

ñåðäöåâèíû è îáêëàäêè ðàâíû 1,48 è 1,475 ñîîòâåòñòâåííî. Ìàòåðèàë ñåðäöåâèíû îïòè÷åñêè

áîëåå ïëîòíûé, äàáû çà ñ÷åò ÿâëåíèÿ âíóòðåííåãî îòðàæåíèÿ óìåíüøèòü äîëþ èçëó÷åíèÿ,

âûõîäÿùåãî èç âîëîêíà.

Ðàññìîòðèì ðàñïðîñòðàíåíèå ïî îïòè÷åñêîìó âîëîêíó âîëíîâîãî ïàêåòà ñî ñëàáîé

íåìîíîìîõðîìàòè÷íîñòüþ. Ïóñòü åãî íåñóùàÿ ÷àñòîòà ω0, íåñóùèé âîëíîâîé âåêòîð ~k0. Òîãäà
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óñëîâèå ìîíîõðîìàòè÷íîñòè ïðèìåò âèä: ∆ω � ω0,∆k � k0. Èíûìè ñëîâàìè, íàïðÿæåííîñòü

ïîëÿ â ÷àñòîòíîì ïðåäñòàâëåíèè èìååò óçêèå ïèêè âáëèçè çíà÷åíèé (ω0, ~k0) è (−ω0,−~k0).

Òîãäà ôóðüå-îáðàç îãèáàþùåé ñèãíàëà Φω,~k èìååò ïðîñòóþ ñâÿçü ñ íàïðÿæåííîñòüþ ïîëÿ:

~Eω,~k = Φω−ω0,~k−~k0 +Φ∗
ω+ω0,~k+~k0

. Ñâåò ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî ìàòåðèàëó îïòîâîëîêíà, äèýëåêòðè-

÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü êîòîðîãî èìååò êîíå÷íóþ äèñïåðñèþ. Çàïèøåì âîëíîâîå óðàâíåíèå íà

ôóðüå-îáðàç íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ E(t, z):

(k2 − β2(ω))Eω,k = fω,k (4)

ãäå β2(ω) = ε(ω)ω2, fω,~k - ôóðüå-îáðàç ñèëû, îïèñûâàþùåé âëèÿíèå âíåøíåãî èñòî÷íèêà èç-

ëó÷åíèÿ. Âîëíîâîå óðàâíåíèå íà îãèáàþùóþ áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:[
(k0 − i∂z)2 − β2(ω0 + i∂t)

]
Φ(t, z) = f+(t, z) (5)

ãäå f = 2Re
[
f+(t, z)e−iω0t+ik0z

]
. Êàê èçâåñòíî, îáùèì ðåøåíèåì îáû÷íîãî îäíîðîäíîãî âîë-

íîâîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ Φ(t, z) = Φ(z − vgt). Â ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ

îïèñàíèÿ ýâîëþöèè âîëíîâîãî ïàêåòà óäîáíî ïåðåïèñàòü óðàâíåíèå (3) â çàïàçäûâàþùåé ëà-

áîðàòîðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò tret, znew :

znew = z, tret = t− znew/vg

Îòìåòèì, ÷òî âðåìÿ â òàêîé ñèñòåìå îòñ÷åòà îòñ÷èòûâàåòñÿ îò ìîìåíòà, êîãäà ïðèåìíèê

ðåãèñòðèðóåò ñèãíàë, èäóùèé ñ ãðóïïîâîé ñêîðîñòüþ vg. Îáîçíà÷èì β2 = d2β(ω)
dω2 . Âî âòîðîì

ïîðÿäêå ìàëîñòè ïî øèðèíå âîëíîâîãî ïàêåòà óðàâíåíèå íà îãèáàþùóþ ïðèìåò âèä:(
−2ik0

∂

∂znew
+ k0β2

(
∂

∂tret

)2
)

Φ = f+ (6)

Çàïèñàííûå â òàêîì âèäå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíû óæå â ñëó÷àéíîì

âîëîêîííîì ëàçåðå, áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ äàëåå. Îíè áóäóò ìîäèôèöèðîâàíû ñ ó÷åòîì ðàç-

ëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, èìåþùèõ ìåñòî â äàííîì ëàçåðå. Îá îäíîì èç ýòèõ ÿâëåíèé

ïîéä¼ò ðå÷ü â ñëåäóþùåì ïîäðàçäåëå.

2.2 Ýôôåêò âûíóæäåííîãî êîìáèíàöèîííîãî ðàññåÿíèÿ ñâåòà

Ýôôåêò âûíóæäåííîãî êîìáèíàöèîííîãî ðàññåÿíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â íåóïðóãîì ðàññå-

ÿíèè ôîòîíîâ íà ìîëåêóëàõ. Äàííîå ÿâëåíèå ñâÿçàíî ñ íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ ýëåêòðè÷å-

ñêîé èíäóêöèè îò íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ [6]. Ôèçè÷åñêîå ïðîÿâëåíèå ýôôåêòà çàêëþ÷àåòñÿ â

ñëåäóþùåì. Íà îáðàçåö ïàäàåò âîëíà íàêà÷êè ñ ÷àñòîòîé ωp . Ïðîèñõîäèò èñïóñêàíèå ôîòî-

íîâ ñ ýíåðãèåé ~ωs, ò.å. èçëó÷àåòñÿ âîëíà íà ÷àñòîòå ãåíåðàöèè ωs, ñðåäå ïåðåäàåòñÿ ýíåðãèÿ
~(ωp − ωs), à ïîëå èçëó÷àåìûõ ôîòîíîâ óñèëèâàåòñÿ.
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Ðèñ. 3: Âûíóæäåííîå êîìáèíàöèîííîå ðàññåÿíèå

Ïóñòü çàâèñèìîñòü ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé èíäóêöèè îò íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ êóáè÷åñêàÿ

â èçîòðîïíîé ñðåäå:

D(3)i(t) =

∫ ∞
0

dτ1

∫ ∞
0

dτ2

∫ ∞
0

dτ3fi,klm·

·[E∗k(t− τ1)El(t− τ2)Em(t− τ3) + Ek(t− τ1)E∗l(t− τ2)Em(t− τ3)+

+Ek(t− τ1)El(t− τ2)E∗m(t− τ3) + c.c.]

Îáîçíà÷èì εi,klm(Ω1,Ω2,Ω3) =
∫∞

0
dτ1

∫∞
0
dτ2

∫∞
0
dτ3e

i(Ω1τ1+Ω2τ2+Ω3τ3)fi,klm - íåëèíåéíàÿ äèýëåê-

òðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü.

Âêëàäû â ñóììàðíóþ íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ äàþò âîëíà íàêà÷êè è âîëíà ãåíåðàöèè:

~E = ~Ep + ~Es, ~Es = ~Es,0e
−iωst+i~ks~r, ~Ep = ~Ep,0e

−iωpt+i~kp~r.

Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò îïðåäåëèòü íåëèíåéíûé âêëàä â âîëíó ãåíåðàöèè. Ïîäñòàâèì

âûðàæåíèÿ äëÿ ñóììàðíîãî ïîëÿ â âûðàæåíèå äëÿ èíäóêöèè è ïåðåìíîæèì. Ïîëó÷èì, ÷òî

â èçîòðîïíîé íåëèíåéíîé ñðåäå èíäóêöèÿ ~Ds íà ÷àñòîòå ωs äàåòñÿ âûðàæåíèåì

~Ds = εs ~Es + αs( ~Ep, ~E
∗
p) ~Es + βs( ~Es, ~E

∗
p) ~Ep + δs( ~Ep, ~Es) ~E

∗
p + γs( ~Es, ~E

∗
s ) ~Es (7)

Ñëàãàåìûå ñ êîýôôèöèåíòàìè αs, βs è δs îòâå÷àþò ýôôåêòó âûíóæäåííîãî êîìáèíà-

öèîííîãî ðàññåÿíèÿ, ñäàãàåìîå γs| ~Es|2 ~Es - ýôôåêòó Êåððà. Ýôôåêò âûíóæäåííîãî êîìáèíà-
öèîííîãî ðàññåÿíèÿ çàêëþ÷åí â ïðîíèöàåìîñòè εi,klm(ωs,−ωp, ωp), äàþùåé âêëàä â èíäóêöèþ
íà ÷àñòîòå ãåíåðàöèè ωs, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïîãëîùåíèþ ôîòîíà ñ ÷àñòîòîé ωp è èñïóñêàíèþ

ôîòîíà ñ ÷àñòîòîé ωs. Â ýôôåêòå Êåððà íå ïðîèñõîäèò èçìåíåíèÿ ÷àñòîò, îí îïèñûâàåòñÿ

ïðîíèöàåìîñòüþ ñ ÷àñòîòàìè εi,klm(ωs,−ωs, ωs). Â íàøåé çàäà÷å èìååò ìåñòî ðàñïðîñòðàíåíèå

ñèãíàëà òîëüêî â íàïðàâëåíèè îñè z. Ïîýòîìó âêëàä îò ñëàãàåìûõ ñ êîýôôèöèåíòàìè αs, βs è

δs â ïðîåêöèè íà îñü z ìîæíî çàïèñàòü â âèäå gR| ~Ep|2Es = gRP (z)Es , ãäå P (z) - èíòåíñèâíîñòü

âîëíû íàêà÷êè. Çàìåòèì, ÷òî èíäóêöèÿ ïîëÿ íà ÷àñòîòå ãåíåðàöèè ñîäåðæèòñÿ â óðàâíåíèè
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íà îãèáàþùóþ òèïà (4). Ïðè ýòîì, êàê îïèñàíî âûøå, îíà ëèíåéíî çàâèñèò îò èíòåíñèâíîñòè

âîëíû íàêà÷êè. Ïîêàæåì, ÷òî â äàííîì ÿâëåíèè èìååò ìåñòî óñèëåíèå âîëíû ãåíåðàöèè.

Ïóñòü ñðåäà ìîæåò ïîãëîùàòü ÷àñòîòû â äèàïàçîíå, ñîäåðæàùåì ωp−ωs, íî íå ñîäåð-
æàùåì ωp + ωs. Äèññèïàöèÿ â ñðåäå ïðîèñõîäèò òîëüêî èç-çà ïðåâðàùåíèÿ ôîòîíîâ áîëüøèõ

÷àñòîò â ôîòîíû ìåíüøèõ ÷àñòîò ñ îòäà÷åé èçáûòêà ýíåðãèè àêòèâíîé ñðåäå: ðîæäàåòñÿ ýëå-

ìåíòàðíîå âîçáóæäåíèå, íàïðèìåð, ôîíîí. Óâåëè÷åíèå ýíåðãèè ñðåäû îïðåäåëÿåòñÿ èç çàêîíà

ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè: Ep+~ωp = Es+~ωs. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ωp > ωs ïðîèñõîäèò óñèëåíèå âîëíû

ãåíåðàöèè ñ ÷àñòîòîé ωs âîëíîé íàêà÷êè. Óñðåäíåííóþ ïî ïåðèîäó ýíåðãèþ, ïîëó÷àåìóþ â

åäèíèöó âðåìåíè ïîëåì ~Es, îáîçíà÷èì
dUs

dt
, àíàëîãè÷íî äëÿ âîëíû íàêà÷êè: dUp

dt
. Íà êàæäûé

ðîæäàþùèéñÿ ôîòîí ωs ïðèõîäèòñÿ îäèí óíè÷òîæàþùèéñÿ ωp ,ò.å.

1

ωp

dUp

dt
= − 1

ωs

dU s

dt
(8)

Äèññèïàèÿ ýíåðãèè:

Q = −dUp

dt
− dU s

dt
=
ωp − ωs
ωs

dU s

dt

Ïðè äàííîì ñîîòíîøåíèè ÷àñòîò ïðè óñëîâèè Q > 0 (äèññèïàöèÿ ýíåðãèè â ñðåäó) àâòîìà-

òè÷åñêè ïîëó÷àåñÿ dUs

dt
> 0,ò.å. ïðîèñõîäèò óñèëåíèå âîëíû ñ ÷àñòîòîé ãåíåðàöèè ωs. Òàêèì

îáðàçîì, ìåõàíèçìîì íàêà÷êè ÿâëÿåòñÿ èìåííî ÿâëåíèå âûíóæäåííîãî êîìáèíàöèîííîãî ðàñ-

ñåÿíèÿ.

2.3 Ðýëååâñêîå ðàññåÿíèå íàçàä

Â îòëè÷èå îò âûíóæäåííîãî êîìáèíàöèîííîãî ðàññåÿíèÿ, â êîòîðîì ïðîèñõîäèò ñó-

ùåñòâåííîå èçìåíåíèå ÷àñòîòû, ðýëååâñêîå ðàñåÿíèå íå ñâÿçàíî ñ êàêèì-ëèáî èçìåíåíèåì

âíóòðåííåãî ñîñòîÿíèÿ ìîëåêóëû, òàê ÷òî ïðè òàêîì ðàññåÿíèè íå ïðîèñõîäèò èçìåíåíèÿ ÷à-

ñòîòû. Ðýëååâñêîå ðàññåÿíèå â äàííîì ëàçåðå ñâÿçàíî ñ ôëóêòóàöèÿìè ïëîòíîñòè ìàòåðèàëà

âîëîêíà, òàê ÷òî îíî èìååò ìåñòî ïî âñåé äëèíå âîëîêíà. Çà ñ÷åò ýòîãî ðàññåÿíèÿ ïðîèñõî-

äÿò ïîòåðè ýíåðãèè â ëàçåðå. Ïðè ýòîì ìàëàÿ ÷àñòü ñâåòà îòðàæàåòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíîì

íàïðàâëåíèè, çà ñ÷åò ÷åãî è îáåñïå÷èâàåòñÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü.

Â êàæäîé òî÷êå ìàòåðèàëà ìîæíî ââåñòè êîýôôèöèåíò ðàññåÿíèÿ íàçàä r(z). Ò.ê. ìà-

òåðèàë âîëîêíà ÿâëÿåòñÿ íåóïîðÿäî÷åííîé ñðåäîé, òî êîýôôèöèåíò ðàññåÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíîé, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ âìîðîæåííûì áåñïîðÿäêîì. Íàñ èíòåðåñóþò ìàê-

ðîñêîïè÷åñêèå âåëè÷èíû, à êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ êîýôôèöèåíòà ðàññåÿíèÿ èìååò ìèê-

ðîñêîïè÷åñêèé ìàñøòàá, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî 〈r(z)r∗(z′)〉 = Dδ(z − z′). Äëÿ äàííîãî

ëàçåðà ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå D
α
� 1. Ìàëîñòü ýòîãî îòíîøåíèÿ îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî

ðàññåÿíèå ïðîèñõîäèò âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ, è ëèøü ìàëàÿ ÷àñòü ðàññåèâàåòñÿ â íàïðàâëå-

íèè àçèìóòàëüíîãî óãëà, áëèçêîãî ê π. ×èñëîâîå çíà÷åíèå äàííîãî îòíîøåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ
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Ðèñ. 4: Ðýëååâñêîå ðàññåÿíèå [1]

êîíêðåòíûìè ïàðàìåòðàìè ýêñïåðèìåíòàëüíîé óñòàíîâêè. Â òðåòüåì ðàçäåëå áóäåò ïîäðîáíî

èññëåäîâàí âîïðîñ, íà êàêèõ ìàñøòàáàõ ñóùåñòâåííî ðýëååâñêîå ðàññåÿíèå íàçàä â ñëó÷àéíîì

âîëîêîííîì ëàçåðå.

Èòàê, â äàííîì ðàçäåëå èçëîæåíû îñíîâíûå ïðèíöèïû ðàáîòû ëàçåðà, à òàêæå ðàçî-

áðàíû îñíîâíûå ÿâëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ðàáîòîé ñëó÷àéíîãî âîëîêîííîãî ëàçåðà. Áîëåå ïîäðîá-

íîå ðàññìîòðåíèå ýòèõ ÿâëåíèé ïðèìåíèòåëüíî ê êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèè ëàçåðà ïðèâåäåíî â

ñëåäóþùåì ðàçäåëå.
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3 Âîëíîâàÿ êèíåòè÷åñêàÿ òåîðèÿ

3.1 Ðàñïðîñòðàíåíèå ñâåòà

3.1.1 Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ñõåìà ëàçåðà è óðàâíåíèå íà àìïëèòóäó âîëíû

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ýêñïåðèìåíòàëüíîé ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî âîëîêîííîãî ëàçåðà.

Ðèñ. 5: Ñõåìà ýêñïåðèìåíòà [5]

Âîëíà íàêà÷êè, èìåþùàÿ ÷àñòîòó íàêà÷êè ωp, ïîäàåòñÿ íà îäèí èç êîíöîâ âîëîêíà

(z = L). Ñâåò ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî âîëîêíó äëèíîé L = 850m äî äðóãîãî êîíöà z = 0, ãäå

âîëíà îòðàæàåòñÿ îò çåðêàëà è ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. Ïî âñåé äëèíå

âîëîêíà âîëíà óñèëèâàåòñÿ çà ñ÷åò âûíóæäåííîãî êîìáèíàöèîííîãî ðàññåÿíèÿ, ïðè êîòîðîì

ïðîèñõîäèò èçëó÷åíèå ôîòîíîâ, ôîðìèðóþùèõ âîëíó ãåíåðàöèè ñ ÷àñòîòîé ωs. Ïî âñåé äëèíå

ëàçåðà òàêæå èìååò ìåñòî ðýëååâñêîå ðàññåÿíèå âîëíû íà åñòåñòâåííûõ íåîäíîðîäíîñòÿõ ìà-

òåðèàëà âîëîêíà. Äàííûé ýôôåêò îïðåäåëÿåò ïîòåðè ýíåðãèè ñëó÷àéíîãî âîëîêîííîãî ëàçåðà.

Ïðè ýòîì ìàëàÿ ÷àñòü ñâåòà ðàññåèâàåòñÿ â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè, çà ñ÷åò ÷åãî è îáåñïå÷è-

âàåòñÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü. Êîãäà ñâåò äîõîäèò äî êîíöà z = L, áîëüøàÿ ÷àñòü ñèãíàëà ðåãè-

ñòðèðóåòñÿ, à ìàëàÿ ÷àñòü ðàññåèâàåòñÿ íàçàä è ïðîäîëæàåò öèêëè÷åñêè ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ

ïî âîëîêíó îò îäíîãî êîíöà äî äðóãîãî è îáðàòíî.

Ïóñòü A+ àìïëèòóäà âîëíû ãåíåðàöèè, äâèæóùåéñÿ âïðàâî, A− àìïëèòóäà âîëíû,

äâèæóùåéñÿ âëåâî. Óðàâíåíèÿ íà àìïëèòóäû:[
n∂t +

(
∂z −

1

2
(gRP (z) +

gR
∆2
g

P (z)∂2
t − α)

)]
A+ =

i

2
β2∂

2
tA+ + i

γ

2
A+|A+|2 + r(z)A− + ξ+ (9)[

n∂t −
(
∂z −

1

2
(gRP (z) +

gR
∆2
g

P (z)∂2
t − α)

)]
A− =

i

2
β2∂

2
tA− + i

γ

2
A−|A−|2 + r∗(z)A+ + ξ− (10)

Çäåñü ĝ = gRP (z) + gR
∆2

g
P (z)∂2

t - óñèëåíèå âîëíû, P (z)- ìîùíîñòü âîëíû íàêà÷êè, α- ëèíåéíûé

êîýôôèöèåíò ïîòåðü çà ñ÷åò óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ, r(z)-êîýôôèöèåíò ðýëååâñêîãî ðàññåÿíèÿ
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íàçàä, ξ- ñëó÷àéíûé øóì çà ñ÷åò ñïîíòàííîé ýìèññèè, β2 - êîýôôèöèåíò äèñïåðñèè, γ - êî-

ýôôèöèåíò êåððîâñêîé íåëèíåéíîñòè.

Îòìåòèì, ÷òî êåððîâñêàÿ íåëèíåéíîñòü è êîìáèíàöèîííîå óñèëåíèå ñâÿçàíû ñ íåëè-

íåéíîé çàâèñèìîñòüþ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè îò íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ. Êîýôôèöè-

åíò óñèëåíèÿ ëèíåéíî çàâèñèò îò ìîùíîñòè íàêà÷êè. Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó ðàçäåëó, ýòà

çàâèñèìîñòü ñâÿçàíà ñ ýôôåêòîì âûíóæäåííîãî êîìáèíàöèîííîì ðàññåÿíèÿ. Äèñïåðñèÿ êî-

ýôôèöèåíòà óñèëåíèÿ ìàëà, òàê ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè ðÿäà ýôôåêòîâ åþ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü:

ĝ ≈ gRP (z).

Íàñ èíòåðåñóåò ïðåäåë ñèëüíîé äèñïåðñèè, ò.å. gRP (z)
β2ω2 � 1. Ïðè ýòîì èíòåãðàëüíîå

óñèëåíèå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñèëüíûì, ò.å. gR
∫ L

0
dzP (z) � 1. Íåëèíåéíûé ÷ëåí ïîëàãàåì

ìàëûì ïî ñðàâíåíèþ ñ óñèëåíèåì è ñ äèñïåðñèîííûì ÷ëåíîì, ò.å. γI
β2ω2 � 1, γI

gRP
� 1.

3.1.2 Áàëàíñíûå óðàâíåíèÿ

Ïðè óñëîâèè ìàëîñòè äèñïåðñèè êîýôôèöèåíòà óñèëåíèÿ, ò.å. ïðè óñëîâèè óçîñòè

ñïåêòðà ïî ñðàâíåíèþ ñ ∆g, à òàêæå áåç ó÷åòà ñïîíòàííîé ýìèññèè èç óðàâíåíèé (9) è (10)

ìîæíî ïîëó÷èòü ñòàöèîíàðíûå áàëàíñíûå óðàâíåíèÿ íà èíòåíñèâíîñòü âîëíû ãåíåðàöèè ÷à-

ñòîòû ωs:

∂zI+ = gRP (z)I+ − αI+ +DI− (11)

−∂zI− = gRP (z)I− − αI− +DI+ (12)

Êîýôôèöèåíò ðýëååâñêîãî ðàññåÿíèÿ êîðîòêîêîððåëèðîâàí: 〈r(z)r∗(z′)〉 = Dδ(z − z′). Îòìå-
òèì, ÷òî D � α. Â ñèëó êîíñòðóêöèè óñòàíîâêè âîëíà íàêà÷êè ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ òîëüêî â

îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè.

Áàëàíñíîå óðàâíåíèå íà ìîùíîñòü âîëíû íàêà÷êè ÷àñòîòû ωp:

−∂zP = −ωp
ωs
gRIP − αpP (13)

αp - êîýôôèöèåíò ïîòåðü âîëíû íàêà÷êè. Ñðàâíèì óðàâíåíèÿ (12) è (13). Â ÷ëåíàõ, îïèñûâà-

þùèõ óñèëåíèå, ìåæäó íèìè åñòü îòëè÷èå â −ωp

ωs
ðàç. Ýòî îòíîøåíèå âîçíèêàåò èç óñëîâèÿ (8)

ðàâåíñòâà ÷èñëà ïîãëîùåííûõ è èçëó÷åííûõ ôîòîíîâ. Ââåäåì îáîçíà÷åíè äëÿ èíòåíñèâíîñòè

âîëíû íàêà÷êè íà âõîäå è èíòåíñèâíîñòè âîëíû ãåíåðàöèè íà âûõîäå:

P (L) = Pin (14)

I+(L) = Iout (15)

Äëÿ ìîäû ãåíåðàöèè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå îòñóòñòâèÿ âîëíû íà ÷àñòîòå ãåíåðàöèè â ìåñòå,

ãäå ïîäàåòñÿ ñèãíàë íàêà÷êè, ò.å.

I−(L) = 0 (16)
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Ò.ê. íà êîíöå z = 0 ñòîèò õîðîøî îòðàæàþùåå çåðêàëî, òî

I+(0) = I−(0) (17)

Ñ ó÷åòîì âèäà áàëàíñíûõ óðàâíåíèé è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà èíòåíñèâíîñòü íåñóùåé

âîëíû ìîæíî ñ÷èòàòü I− � I+. Òîãäà I ≈ I+:

I−(z) = D

∫ L

z

dz1I(z1) (18)

Îïðåäåëèì ñíà÷àëà ïîðîã ãåíåðàöèè. Ìîùíîñòü íàêà÷êè îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ïîòåðÿìè â

ýòîì ñëó÷àå:

P (z) = Pine
αp(z−L) (19)

Òîãäà ìîæíî íàéòè èíòåíñèâíîñòü âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ âïðàâî:

I(z) = I−(0) exp

[
exp(−αpL) [exp(−αpz)− 1]

αp
gRPin − αz

]
(20)

Ïîðîã ãåíåðàöèè îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

1 = D

∫ L

0

dz1 exp

[
2

exp(−αpL) [exp(−αpz)− 1]

αp
gRPin − 2αz

]
(21)

Â ïðåäåëå D � α ìîæíî ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ãåíåðàöèþ:

Pin =
1

gRLeff

[
1

2
ln

(
2gRPin
D

)
+ αpL

]
, Leff =

1− exp(−αpL)

αp
(22)

Ñëó÷àéíûé âîëîêîííûé ëàçåð ðàáîòàåò â ðåæèìå ñèëüíîãî ïðåâûøåíèÿ ïîðîãà ãåíåðàöèè,

gRP � α. ×òîáû ïðîèíòåãðèðîâàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé (11),(13), çàìåíèì α → −αp. Òîãäà
ðåøåíèå ñèñòåìû ïðèìåò âèä:

I =
C exp(αp(z − L))

Pin

Pth
exp(CgRPthzeff )− ωpIout

ωsPth

Iout (23)

P =
C exp(α(z − L))

Pin

Pth
− exp(−CgRPthzeff )ωpIout

ωsPth

Pin (24)

ãäå

C =
Pin
Pth
− ωpIout
ωsPth

, zeff =
1− exp(−αp(z − L))

αp
(25)

Êîíñòàíòó Ñ ìîæíî íàéòè, ïîäñòàâèâ ðåøåíèå â óðàâíåíèå (23). Â ïðåäåëå I(z) � P (z),

ó÷èòûâàÿ óñëîâèå gRPthLeff � 1, íàõîäèì:

Pin = Pth +
ωp
ωs
Iout, C = 1 (26)
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Èòàê, ðåøåíèå áàëàíñíûõ óðàâíåíèé:

I(z) =
exp(αp(z − L))Iout

Pin

Pth
exp(gRPthzeff )− ωpIout

ωsPth

(27)

P (z) =
exp(α(z − L))Pin

Pin

Pth
− ωpIout

ωsPth
exp(−gRPthzeff )

(28)

Çäåñü Pth = Pin − ωp

ωs
Iout, zeff = 1−exp(−αp(L−z))

αp
. Íà ðèñóíêå íèæå ïðèâåäåíû êà÷åñòâåííûå

ãðàôèêè ðåøåíèé.

Ðèñ. 6: Çàâèñèìîñòü èíòåíñèâíîñòåé âîëí íàêà÷êè è ãåíåðàöèè îò êîîðäèíàòû [5]

Íàèáîëåå ñóùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ I è P äîñòèãàþòñÿ âáëèçè êîíöà z = L íà ìàñøòàáå

Leff = 1−exp(αpL)

αp
.

3.1.3 Âëèÿíèå ðýëååâñêîãî ðàññåÿíèÿ è ñïîíòàííîé ýìèññèè

Äëÿ íà÷àëà âàæíî îïðåäåëèòü, ãäå áóäåò íàèáîëåå ñóùåñòâåííî ðýëååâñêîå ðàññåÿíèå.

Çäåñü óæå íóæíî ó÷èòûâàòü äèñïåðñèþ êîýôôèöèåíòà óñèëåíèÿ. Â ÷àñòîòíîì ïðåäñòàâëåíèè

îí èìååò âèä: g(ω, z) = gR(1− ω2

∆2
g
)P (z). Çäåñü èìååò ìåñòî ëèíåéíàÿ äèíàìèêà â ñèëó ìàëîñòè

àìïëèòóäû âîëíû, òàê ÷òî íåëèíåéíûì ÷ëåíîì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Àìïëèòóäà âîëíû, ðàñ-

ïðîñòðàíÿþùåéñÿ âïðàâî, îïðåäåëÿåòñÿ ðýëååâñêèì ðàññåÿíèåì âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿâøåéñÿ

äî ýòîãî âëåâî, ïî âñåé äëèíå âîëîêíà :

Aω(0) =

∫ L

0

dzr(z)Aω(z) exp

[
−inωz +

∫ z
0
dz′g(ω, z′)− z(α− iβ2ω

2)

2

]
(29)

Ýòîò èíòåãðàë íàáèðàåòñÿ âáëèçè êîíöà z = L íà ìàñøòàáå δr ∼ 1
gRPin

, êîòîðûé ìíîãî ìåíüøå

íåëèíåéíîé äëèíû 1
γI
. Ñ ó÷åòîì ýòîãî,

Aω(z) ≈ Aω(L) exp

[
−inωz +

∫ L
z
dz′g(ω, z′)− (L− z)(α− iβ2ω

2)

2

]
(30)
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Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî Aω(0) = R(ω)Aω(L), R(ω)- ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ. Èç

óðàâíåíèé (29), (30) ìîæíî íàéòè ýòîò êîýôôèöèåíò â ÿâíîì âèäå:

R(ω) = exp

[∫ L
0
dz((iβ2ω

2 − α)− g(ω, z))

2

]∫ L

0

dzr(z) exp

[
−2inωz +

∫ z

0

dz′g(ω, z′)− z(α− iβ2ω
2)

]
(31)

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîèñõîäèò íå ðàññåÿíèå íà ïðîòÿæåíèè âñåãî âîëîêíà, à îòðàæåíèå

îò êîíöà z = L ñ òàêèì êîýôôèöèåíòîì îòðàæåíèÿ. Ïðè ýòîì êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ

êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ

〈R(ω)R∗(ω′)〉 =
D

2(gRPin − in(ω − ω′))
exp(

∫ L

0

dz′g(ω, z′)− αL) (32)

Âèäíî, ÷òî êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ ñêîððåëèðîâàí íà ÷àñòîòàõ, îòëè÷àþùèõñÿ íå áîëåå ÷åì

íà δω ∼ gRPin

n
. Îäíî÷àñòîòíûé êîððåëÿòîð ýòîãî êîýôôèöèåíòà:

〈R(ω)R∗(ω)〉 =
D

2gRPin
exp(

∫ L

0

dz′g(ω, z′)− αL)� 1 (33)

Òåïåðü ó÷òåì ïðîöåññû ñïîíòàííîé ýìèññèè. Áàëàíñíûå óðàâíåíèÿ ïðèìóò âèä:

∂zI+,ω = g(ω, z)I+,ω − αI+,ω +DI−,ω + 2g(ω, z)~ω (34)

−∂zI−,ω = g(ω, z)I−,ω − αI−,ω +DI+,ω + 2g(ω, z)~ω (35)

Ñïîíòàííàÿ ýìèññèÿ áóäåò ñóùåñòâåííî âëèÿòü òîëüêî íà âîëíó, ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ âëåâî,

ò.ê. àìïëèòóäà ñèãíàëà, ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿ âïðàâî, âáëèçè êîíöà âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ

âåëè÷èíîé èíòåíñèâíîñòè ñïîíòàííîé ýìèññèè. Â óðàâíåíèè (34) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ñëàãàå-

ìûì ñ êîýôôèöèåíòîì ðàññåÿíèÿ è ñî ñïîíòàííîé ýìèññèåé.

Å¼ âêëàä â èíòåíñèâíîñòü ýòîé âîëíû:

Iω(0) = 〈R(ω)R∗(ω)〉Iω(L) + δIω,se,

ãäå

δIω,se = 2~ω
∫ L

0

dzg(ω, z) exp[

∫ z

0

dz′(g(ω, z′)− α)] (36)

Â ïðåäåëå g(ω, z)� α

δIω,se ≈ 2~ω
(

1 +
α

Pin

)
exp[

∫ L

0

dzg(ω, z)− αL] (37)
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3.2 Øèðèíà ñïåêòðà â ëèíåéíîì ðåæèìå

Âàæíûì âîïðîñîì, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ êàê ñ ïðàêòè÷åñêîé, òàê è c òåî-

ðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, è êîòîðûé äîñòàòî÷íî ëåãêî ìîæíî ïðîâåðèòü ýêñïåðèìåíòàëüíî,

ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ñïåêòðà âûõîäíîãî èçëó÷åíèÿ ñëó÷àéíîãî âîëîêîííîãî ëàçåðà. Â øè-

ðèíó ñïåêòðà äàþò âêëàä òîëüêî äâà ïðîöåññà: ñïîíòàííàÿ ýìèññèÿ è íåëèíåéíîñòü Êåððà.

Íàéäåì âêëàä â øèðèíó ñïåêòðà îò ïðîöåññà ñïîíòàííîé ýìèññèè. Äëÿ ýòîé öåëè ïðåíåáðåæåì

íåëèíåéíûì ÷ëåíîì. Áóäåì ðåøàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé íà èíòåíñèâíîñòü âîëí, ðàñïðîñòðà-

íÿþùèõñÿ â ïîëîæèòåëüíîì è îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèÿõ, â ëèíåéíîì ðåæèìå ñ ó÷åòîì

ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Øèðèíà ñïåêòðà íàõîäèòñÿ èç ðåøåíèÿ äàííîé ñèñòåìû òîëüêî ÷èñëåííî.

Ðèñ. 7: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè øèðèíû ñïåêòðà îò èíòåíñèâíîñòè â ëèíåéíîì ðåæèìå [5]

Ïðè ìàëûõ óðîâíÿõ èíòåíñèâíîñòè øèðèíà ñïåêòðà îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà ìîù-

íîñòè âûõîäíîãî èçëó÷åíèÿ

∆se ∝
1

Iout
, (38)

÷òî íàõîäèòñÿ â ñîãëàñèè ñ èçâåñòíîé çàâèñèìîñòüþ øèðèíû ñïåêòðà ëàçåðíîé ãåíåðàöèè îò

âûõîäíîé èíòåíñèâíîñòè [7]:

∆ST =
~ω0∆2

g

|ln(R)|
1

Iout
, (39)

Â ðàáîòå [7], îäíàêî, êîýôôèöèåíò óñèëåíèÿ ïîëàãàëñÿ íåçàâèñÿùèì îò êîîðäèíàòû, à êîýô-

ôèöèåíòû îòðàæåíèÿ îò îáåèõ ñòåíîê ðåçîíàòîðà áëèçêèìè ê 1. Âêëàä â øèðèíó ñïåêòðà çà
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ñ÷åò íåëèíåéíîñòè áóäåò ïîñ÷èòàí â ñëåäóþùåì ïîäðàçäåëå. Îêàçûâàåòñÿ, ïðè äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ óðîâíÿõ èíòåíñèâíîñòè îí ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì.

3.3 Íåëèíåéíûé ðåæèì

Ñ ó÷åòîì ìàëîñòè êîýôôèöèåíòà ðýëååâñêîãî ðàññåÿíèÿ, à òàêæå ìàëîñòè âêëàäà ïðî-

öåññîâ ñïîíòàííîé ýìèññèè â øèðèíó ñïåêòðà, çàïèøåì óïðîùåííîå óðàâíåíèå íà àìïëèòóäó

ïîëÿ:

i (∂z − ĝ)ψ = β2∂
2
t ψ +

γ

2
ψ|ψ|2 + ξ (40)

Çäåñü ĝ = gRP (z)(1− ω2

∆2
g
)−α, ξ - êîðîòêîêîððåëèðîâàííûé ãàóññîâ øóì. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

ψ+(0, t) = R̂lψ−(0, t) (41)

ψ−(L, t) = R̂r(ω)ψ+(L, t), (42)

Áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò îïðåäåëèòü øèðèíó ñïåêòðà èçëó÷åíèÿ. Ñïåêòð èçëó-

÷åíèÿ F (L,L, ω) ìîæíî ïîëó÷èòü, çíàÿ êîððåëÿòîð ïîëÿ:

〈ψ(z, t)ψ∗(z′, t′)〉 =

∫
dω

2π
F (z, z′, ω)e−iω(t−t′) (43)

I = 〈ψ(L, t)ψ∗(L, t)〉 =

∫
dω

2π
F (L,L, ω) (44)

Ïîñ÷èòàòü òàêîå ñðåäíåå ìîæíî áåç èñïîëüçîâàíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ íà

ïîëå, ïðåäñòàâèâ åãî â âèäå êîíòèíóàëüíîãî èíòåãðàëà, ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèå íà ïîëå êàê δ−
ôóíêöèþ [8]. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå íà ïîëå:

∂zψ = ĝψ − iβ2∂
2
t ψ − i

γ

2
ψ|ψ|2 − iξ = f (45)

Âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåãî ñ ó÷åòîì âûøåñêàçàííîãî ïðèìåò âèä:

〈ψ(z, t)ψ∗(z′, t′)〉 =

∫
DψDψ∗〈ψ(z, t)ψ∗(z′, t′)δ(∂zψ − f)〉ξ (46)

Ïðîèçâîäíóþ ïîä δ-ôóíêöèåé óäîáíî ïåðåïèñàòü â äèñêðåòíîì âèäå, ââåäÿ äèñêðåòèçàöèþ

ïî âðåìåíè è êîîðäèíàòàì.

∂zψ = f → ψn+1(tj)− ψn(tj)

ε
= fn(tj) (47)

Çäåñü ε− øàã ïî êîîðäèíàòå z. Ââåäåì øàã ïî âðåìåíè ∆. Óñëîâèå íîðìèðîâêè:

N = Πj,n

∫
dψn(tj)δ

[
ψn+1(tj)− ψn(tj)

ε
− fn(tj)

]
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δ− ôóíêöèþ ðàçëîæèì â ðÿä Ôóðüå:

δ(x) =

∫
dp

2π
eipx (48)

Çàïèøåì ýòî ïðåäñòàâëåíèå äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè è êàæäîé êîîðäèíàòû, çàòåì ïåðå-

ìíîæèì ðàâåíñòâà. Îòìåòèì, ÷òî ïîëå ψ ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì, ïîýòîìó íåîáõîäèìî ââåñòè

äâà ïîëÿ: p è p∗. Ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëà ïî òðàåêòîðèÿì, à òàêæå ïîñëå óñðåäíåíèÿ

ïî øóìó ñðåäíåå çàïèøåòñÿ â âèäå

〈ψ(z, t)ψ∗(z′, t′)〉 =

∫
DψDψ∗DpDp∗〈ψ(z, t)ψ∗(z′, t′)e−S〉ξ, (49)

S =

∫ L

0

dz

∫
dt
[
p∗
(

(∂z − ĝ)ψ + iβ∂2
t ψ + i

γ

2
ψ|ψ|2

)
+ c.c.

]
(50)

Çäåñü óæå p - ñîïðÿæåííîå ïîëå äëÿ ïîëÿ ψ, p∗ - äëÿ ïîëÿ ψ∗. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ââå-

ñòè êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ F (ω, z, z′) =
∫
dteiω(t−t′)〈ψ(z, t)ψ∗(z′, t′)〉 è ôóíêöèþ Ãðèíà

G(z, z′, t, t′) = 〈ψ(z, t)p∗(z′, t′)〉. Îòìåòèì, ÷òî ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè ôóíêöèÿ Ãðèíà èìå-

åò ñìûñë ëèíåéíîãî îòêëèêà íà âíåøíåå ïîëå. Äîáàâèì â äåéñòâèå ëèíåéíîå ñëàãàåìîå ñ

âíåøíèì ïîëåì:

S̃ = S − i
(∫

dtdzp∗h− c.c.
)

Ïðè âàðèàöèè ïîëÿ δh èçìåíèòñÿ òàêæå ñðåäíåå 〈ψ〉, ïðè÷åì ýòè âàðèàöèè ñâÿçàíû ÷åðåç

ôóíêöèþ Ãðèíà:

δ〈ψ(t, z)〉 = −i
∫
dt′dz′G(t, t′, z, z′)δh(t′, z′) + c.c. (51)

Äàííàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà òàêæå íàõîäèòñÿ â ñîãëàñèè ñ ïðèíöèïîì ïðè÷èííîñòè: G(t, t′, z, z′) =

0 ïðè z < z′.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ââîäèòñÿ ñîïðÿæåííàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà: Ḡ(t, t′, z, z′) = 〈ψ∗(z, t)p(z′, t′)〉.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè

〈ψ(z, t)ψ∗(z′, t′)〉 =

∫
DψDψ∗DpDp∗〈ψ(z, t)ψ∗(z′, t′)e−S〉ξ

âûäåëèì ñëàãàåìîå ñ íåëèíåéíîñòüþ â âûðàæåíèè äëÿ äåéñòâèÿ â âèäå äéñòâèÿ: S = S0 +Sint,

Sint = iγ
2

∫ L
0
dz
∫
dt [p∗ψ2ψ∗ − pψψ∗2]. Ó÷èòûâàÿ ìàëîñòü íåëèíåéíîãî ÷ëåíà ïî ñðàâíåíèþ ñ

äèñïåðñèîííûì, ïðîèçâåäåì ðàçëîæåíèå e−Sint â ðÿä Òåéëîðà. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñòðîèòü

ðàçëîæåíèå ïî ïàðàìåòðó γI
βω2 .

Çàòðàâî÷íàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà çàïèøåòñÿ â âèäå

G0(ω, z, z′) = θ(z − z′)e(g+iβω2)(z−z′) (52)

Áóäåì îáîçíà÷àòü å¼ ïðÿìîé îäèíî÷íîé ëèíèåé, òî÷íóþ ôóíêöèþ Ãðèíà - äâîéíîé ïðÿìîé

ëèíèåé, à êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ - âîëíèñòîé. Óðàâíåíèÿ íà òî÷íóþ ôóíêöèþ Ãðèíà è

êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ çàïèñûâàþòñÿ íà äèàãðàììíîì ÿçûêå ïðèâåäåíû íèæå.
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Ðèñ. 8: Òî÷íàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà è êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ [5]

Ðèñ. 9: Ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêàÿ ÷àñòü è ïîëÿðèçàöèîííûé îïåðàòîð [5]

Ïðèìåíÿÿ ê óðàâíåíèþ íà êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ îïåðàòîð G−1
0 = ∂z − g − iβω2,

ïîëó÷èì óðàâíåíèå íà êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ :

(∂z − g − iβω2)F (z, z′, ω) =

∫ z

0

dy
[
Σ(z, y, ω)F (y, z′, ω) + Ḡ(y′, z, ω)Π(z, y, ω)

]
(53)

Â ïðåäåëå ñëàáîé íåëèíåéíîñòè:

F (y, z, ω) ≈ F (z, z, ω) exp
[
(g + iβω2)(y − z)

]
, F (z, y, ω) = F̄ (y, z, ω) (54)

Îäíîòî÷å÷íàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ:

(∂z − 2g)F (z, z, ω) =

∫ z

0

dy [Σ(z, y, ω)F (y, z, ω) +G(z, y, ω)Π(y, z, ω) + c.c.] (35) (55)

Ëèíåéíûé çàêîí èçìåíåíèÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ñ ðîñòîì êîîðäèíàòû

F (z, z, ω) = F (L,L, ω) exp[2(gRP (z)− α)(z − L)].

Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (55) ïðèìåò âèä

γ2

3β2

∫
dω1dω2dω3

(2π)2
δ(ω + ω1 − ω2 − ω3)

FF2F3 + F1F2F3 + FF1F2 − FF1F3

(ω2 + ω2
1 − ω2

2 − ω2
3)2

(56)
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ãäå F = F (ω, L, L), Fi = F (ωi, L, L). Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà àìïëèòóäû ïîëó÷àåòñÿ óñëîâèå

íà êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ:

F (0, ω) = |R(ω)|2F (L, ω) (57)

Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì |Rω|2 = κ � 1. ×òîáû óäîâëåòâîðèòü ýòî óñëîâèå, äîëæíî âûïîë-

íÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå

κ exp

[
2

∫ L

0

dz(gRP (z)− α)

]
= 1 + η (58)

η � 1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîìó óñèëåíèþ ñèãíàëà çà ïåðèîä.

Ñ ó÷åòîì ðàññóæäåíèé ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå íà ñïåêòð

âûõîäíîãî èçëó÷åíèÿ:

(η − 2Aω2)F +
γ2

3β2

∫
dω1dω2dω3

(2π)2
δ(ω + ω1 − ω2 − ω3)

FF2F3 + F1F2F3 + FF1F2 − FF1F3

(ω2 + ω2
1 − ω2

2 − ω2
3)2

= 0(59)

Îáîçíà÷èì øèðèíó ñïåêòðà ∆. Îíà îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ η = 2A∆2, ò.å. ∆ =
√

η
2A , ãäå

A = gR
∆2

g

∫ L
0
dzP (z).

Îáîçíà÷èì F (L,L, ω) = Cφ (x) , C =
√

3
2

βη

γ
√
A , x = ω

∆
. Îáåçðàçìåðèâ ïåðåìåííûå òàêèì

îáðàçîì, ïîëó÷àåì çàâèñèìîñòü âêëàäà íåëèíåéíîñòè â øèðèíó ñïåêòðà îò èíòåíñèâíîñòè

∆ ∝ I1/3 (60)

Ðèñ. 10: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè øèðèíû ñïåêòðà îò èíòåíñèâíîñòè ñ ó÷åòîì íåëèíåéíîñòè [5]
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Íà ãðàôèêå çàâèñèìîñòè øèðèíû ñïåêòðà îò âûõîäíîé èíòåíñèâíîñòè èçîáðàæåíû

âêëàäû â øèðèíó ñïåêòðà îò âûøåîïèñàííûõ ïðîöåññîâ. Ò.ê. ýòè ïðîöåññû èìåþò ðàçíóþ

ïðèðîäó, òî øèðèíà ñïåêòðà åñòü ñóììà ýòèõ âêëàäîâ. Íà ðèñóíêå 10 òàêæå ïðîâåäåíî ñðàâíå-

íèå òåîðåòè÷åñêèõ ïðåäñêàçàíèé ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Èç óðàâíåíèÿ (59) ìîæíî

ïîëó÷èòü óðàâíåíèå íà ñïåêòð âûõîäíîãî èçëó÷åíèÿ â îáåçðàçìåðåííûõ ïåðåìåííûõ:

(x2 − 1)φ =

∫
dx2dx3

(4π)2

φφ2φ3 + φ1φ2φ3 − φφ1φ2 − φφ1φ3

(x− x2)2(x− x3)2
, (61)

φ = φ(x), φi = φ(xi), x1 = x2 + x3 − x.

Ïðè x� 1 ôóíêöèÿ φ(x) èìååò àñèìïòîòèêó φ(x) ∼ x2e−σx, σ ∼ 1. Ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ x îñ-

íîâíîé âêëàä â èíòåãðàë, ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè, äàåò ÷ëåí φ1φ2φ3, îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ

x2 + x3 < x.

Èòàê, â äàííîì ðàçäåëå èçëîæåíà âîëíîâàÿ êèíåòè÷åñêàÿ òåîðèÿ äëÿ äàííîãî ëàçåðà,

à òàêæå ïðèâîäÿòñÿ å¼ îñíîâíûå ïðåäñêàçàíèÿ. Íàéäåííûå ñ ïîìîùüþ äàííîé òåîðèè ñïåêòð

èçëó÷åíèÿ è øèðèíà ñïåêòðà õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè ðåçóëüòàòàìè.
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4 Ñòàòèñòèêà èçëó÷åíèÿ

Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò îïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè èçëó÷åíèÿ äàííîãî ëàçåðà. Íà ñòà-

òèñòèêó èçëó÷åíèÿ âëèÿþò ñïîíòàííàÿ ýìèññèÿ, ðýëååâñêîå ðàññåÿíèå, à òàêæå êåððîâñêàÿ

íåëèíåéíîñòü.

Ñïîíòàííàÿ ýìèññèÿ èìååò ìåñòî â êàæäîé òî÷êå âîëîêíà, ïðè÷åì ýòè ïðîöåññû íåçà-

âèñèìû â ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà. Òàêèì îáðàçîì, äàííîå ÿâëåíèå åñòü

ðåçóëüòàò èçëó÷åíèÿ â ñëó÷àéíûé ìîìåíò âðåìåíè áîëüøîãî ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ìåæäó ñîáîé

èñòî÷íèêîâ. Çíà÷èò, â ñèëó öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû, ñïîíòàííàÿ ýìèññèÿ äà¼ò ãàóñ-

ñîâ âêëàä â ñòàòèñòèêó èçëó÷åíèÿ. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ ðýëååâñêîãî

ðàññåÿíèÿ.

Íåëèíåéíîå âçàèìîäåéñòâèå òàêæå âíîñèò ñëó÷àéíîñòü, íî äðóãîé ïðèðîäû. Òàê, ïî-

ñëå ðýëååâñêîãî ðàññåÿíèÿ, êîòîðîå ñóùåñòâåííî âáëèçè êîíöà z = L, âîëíó ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü â âèäå ñóììû ïëîñêèõ âîëí ñî ñëó÷àéíûìè ôàçàìè. Ýòè ìîäû âçàèìîäåéñòâóþò çà ñ÷åò

ýôôåêòà Êåððà. Èìåííî ýòî íåëèíåéíîå âçàèìîäåéñòâèå ïðèâîäèò ê ïåðåìåøèâàíèþ ôàç è

ôîðìèðîâàíèþ ñòàòèñòèêè èçëó÷åíèÿ.

Â äàííîì ðàçäåëå èçó÷àåòñÿ, êàêîé âêëàä âíîñèò íåëèíåéíîñòü â ñòàòèñòèêó èçëó÷å-

íèÿ.

4.1 Îòëè÷èå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îò ãàóññîâîé

Öåëüþ ìîåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå îòëè÷èÿ ñòàòèñòèêè èíòåíñèâíîñòè èçëó-

÷åíèÿ îò ñòàòèñòèêè, ñîîòâåòñòâóþùåé ãàóññîâîé ñòàòèñòèêå ïîëÿ. Çíà÷èìîñòü ýòîãî îòëè÷èÿ

ìîæíî îïðåäåëèòü ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ òåîðåìû Âèêà, óñòàíàâëèâàþùåé ñâÿçü ìåæäó êîð-

ðåëÿöèîííûì ìîìåíòîì âòîðîãî ïîðÿäêà äåéñòâèòåëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X è ìîìåí-

òàìè áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ â ñëó÷àå, åñëè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ãàóññîâî:

〈X2n〉 = (2n)!
2nn!
〈X2〉n, n ∈ N.

Ïîñòàâëåííàÿ öåëü äîñòèãàåòñÿ ïóò¼ì âû÷èñëåíèÿ êîððåëÿöèîííîãî ìîìåíòà ÷åòâåð-

òîãî ïîðÿäêà I(4) ïîëÿ ψ (I(4) = 〈|ψ|4〉) è ñðàâíåíèÿ åãî ñ êâàäðàòîì èíòåíñèâíîñòè âûõîäíîãî

èçëó÷åíèÿ I (I = 〈|ψ|2〉). Â ñëó÷àå ãàóññîâîé ñòàòèñòèêè äëÿ êîìïëåêñíîãî ïîëÿ ψ áûëî áû

ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

〈|ψ|4〉 = 2(〈|ψ|2〉)2 (62)

Â äàííîì ëàçåðå èç-çà íåëèíåéíîñòè áóäåò íàáëþäàòüñÿ îòëè÷èå I(4) îò 2I2. Ýòî îòëè÷èå

áóäåì íàçûâàòü íåïðèâîäèìîé ÷àñòüþ êîððåëÿòîðà.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé çàâèñèìîñòè êîððåëÿòîðà îò ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ

çàäà÷è âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî èíòåíñèâíîñòü íàêà÷êè îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé íà
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èíòåðâàëå âáëèçè êîíöà z = L, ãäå íàèáîëåå ñóùåñòâåíû çíà÷åíèÿ àìïëèòóä íåñóùåé âîëíû

è âîëíû íàêà÷êè è ãäå íàáèðàþòñÿ ðàññìàòðèâàåìûå èíòåãðàëû.

4.2 Ïåðâûé ïîðÿäîê ïî ïàðàìåòðó íåëèíåéíîñòè

Ñíà÷àëà ïðîâåäåì âû÷èñëåíèÿ äëÿ êîððåëÿöèîííîãî ìîìåíòà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Â

ïåðâîì ïîðÿäêå íóæíî ïîñ÷èòàòü âåëè÷èíó:

I
(1)
4 = iγ

2
〈
∫ L

0
dz
∫
dt (p∗ψ|ψ|2 − pψ∗|ψ|2) |ψL|4〉 =

=
iγ

2

∫ L

0

dz

∫
dt
(
〈p∗ψ2ψ∗ψ2

Lψ
∗2
L 〉 − 〈pψ∗2ψψ2

Lψ
∗2
L 〉
)

=
iγ

2

∫ L

0

dz

∫
dt〈p∗ψ2ψ∗ψ2

Lψ
∗2
L 〉+ c.c.

Ðàñêðîåì ïåðâîå ñëàãàåìîå ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû Âèêà:

〈p∗ψ2ψ∗ψ2
Lψ
∗2
L 〉 = 2〈ψLp∗〉〈ψ2ψ∗ψ2

Lψ
∗2
L 〉;

〈ψ2ψ∗ψ2
Lψ
∗2
L 〉 = 2〈ψLψ∗L〉〈ψ2ψ∗ψ∗L〉+ 〈ψLψ∗〉〈ψ2ψ∗2L 〉 = 4〈ψLψ∗L〉〈ψψ∗〉〈ψψ∗L〉+ 2〈ψLψ∗〉〈ψψ∗L〉〈ψψ∗L〉

Èòàê,

〈p∗ψ2ψ∗ψ2
Lψ
∗2
L 〉 = 8〈ψLp∗〉〈ψLψ∗L〉〈ψψ∗〉〈ψψ∗L〉+ 4〈ψLp∗〉〈ψLψ∗〉〈ψψ∗L〉〈ψψ∗L〉 (63)

Ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå äèàãðàììû:

Ðèñ. 11: Äèàãðàììû â ïåðâîì ïîðÿäêå

Ïåðâàÿ äèàãðàììà ñâîäèòñÿ ê âûðàæåíèþ äëÿ ïðèâîäèìîé ÷àñòè êîððåëÿòîðà, âòî-

ðàÿ - íåò. Âû÷èñëèì âêëàä îò âòîðîãî ñëàãàåìîãî.

iγ

2
4∆3

∫ L

0

dz

∫
dω1dω2dω3

(2π)3
F (L, z,∆ω1)F (z, L,∆ω2)F (z, L,∆ω3)G0(L, z,∆(ω1 + ω2 − ω3)) =

=
iγ

2
4∆3C3

∫ L

0

dz

∫
dω1dω2dω3

(2π)3
φ(ω1)φ(ω2)φ(ω3)e4g(z−L)eiβ∆2[(ω1+ω2−ω3)2−ω2

1−ω2
2+ω2

3](z−L) =

=
iγ

2
4∆3C3

∫
dω1dω2dω3

(2π)3
φ(ω1)φ(ω2)φ(ω3)

∫ L

0

dze(4g+iβ∆2[(ω1+ω2−ω3)2−ω2
1−ω2

2+ω2
3])(z−L) =

=
iγ

2
4∆3C3

∫
dω1dω2dω3

(2π)3

φ(ω1)φ(ω2)φ(ω3)

4g + iβ∆2 [(ω1 + ω2 − ω3)2 − ω2
1 − ω2

2 + ω2
3]

=
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=
iγ

2
4∆3C3

∫
dω1dω2dω3

(2π)3

φ(ω1)φ(ω2)φ(ω3) [4g − 2iβ∆2(ω2 − ω3)(ω1 − ω3)]

(4g)2 + 4β2∆4 [(ω2 − ω3)(ω1 − ω3)]2

Çäåñü ωi - áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå. Äîáàâèì êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîå ñëàãàåìîå, ïîëó÷èì

íåïðèâîäèìîé ÷àñòüþ êîððåëÿòîðà â ïåðâîì ïîðÿäêå:

I
(1)
4 = 8γ∆3C3

∫
dω1dω2dω3

(2π)3

φ(ω1)φ(ω2)φ(ω3)β∆2(ω2 − ω3)(ω1 − ω3)

(4g)2 + 4β2∆4 [(ω2 − ω3)(ω1 − ω3)]2
=

=
8γ∆3C3

4β∆2

∫
dω1dω2dω3

(2π)3

φ(ω1)φ(ω2)φ(ω3)(ω2 − ω3)(ω1 − ω3)

( 2g
β∆2 )2 + [(ω2 − ω3)(ω1 − ω3)]2

Îáîçíà÷èì ε = g
β∆2 . Â ïðåäåëå ε = 0:

I
(1)
4 =

8γ∆3C3

4β∆2

∫
dω1dω2dω3

(2π)3

φ(ω1)φ(ω2)φ(ω3)

(ω2 − ω3)(ω1 − ω3)

Ñäåëàåì çàìåíó ω1 − ω3 = Ω1, ω2 − ω3 = Ω2, ω3 = Ω3. Òîãäà

I
(1)
4 =

2γ∆C3

β

∫
dΩ3

2π
φ(Ω3)

∫
dΩ2

2π

φ(Ω3 + Ω2)

Ω2

∫
dΩ1

2π

φ(Ω3 + Ω1)

Ω1

=

=
2

J3
2

γI

β∆2
I2

∫
dΩ

2π
φ(Ω)φ̃2(Ω),

ãäå φ̃(x) =
∫

dy
2π

φ(x+y)
y

, J2 = I
C·∆ =

∫
dx
2π
φ(x). Èòàê, îòíîøåíèå íåïðèâîäèìîé ÷àñòè êîððåëÿöè-

îííîãî ìîìåíòà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ê ãàóññîâîé ÷àñòè ñîñòàâëÿåò:

I
(1)
4

2I2
=

1

J3
2

γI

β∆2

∫
dx

2π
φ(x)φ̃2(x) (64)

Ïîñêîëüêó ïàðàìåòð γI
β∆2 � 1,à èíòåãðàëû îò ôóíêöèè φ(x) è φ̃(x) ïîðÿäêà åäèíèöû,

òî íåïðèâîäèìàÿ ÷àñòü êîððåëÿòîðà â ïåðâîì ïîðÿäêå ÿâëÿåòñÿ ìàëîé âåëè÷èíîé.

Îòìåòèì, ÷òî â ïðåäåëå ìàëîãî ε íåïðèâîäèìàÿ ÷àñòü êîððåëÿòîðà íå îáðàùàåòñÿ â

íîëü è íå çàâèñèò îò óñèëåíèÿ.

4.3 Âòîðîé ïîðÿäîê ïî ïàðàìåòðó íåëèíåéíîñòè

Â äàííîì ïîäðàçäåëå ïðèâåäåíû âû÷èñëåíèÿ êîððåëÿòîðà âî âòîðîì ïîðÿäêå òåîðèè

âîçìóùåíèé ïî ïàðàìåòðó íåëèíåéíîñòè.

Âûðàæåíèå äëÿ êîððåëÿòîðà èìååò âèä:

I
(2)
4 = −γ

2

8
〈
∫ L

0

dz1

∫
dt1
(
p∗1ψ1|ψ1|2 − p1ψ

∗
1|ψ1|2

) ∫ L

0

dz2

∫
dt2
(
p∗2ψ2|ψ2|2 − p2ψ

∗
2|ψ2|2

)
|ψL|4〉 (65)

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Âèêà, ðàñïèøåì ñðåäíåå â âèäå ñóììû âñåõ âîçìîæíûõ ïðîèçâå-

äåíèé ïîïàðíûõ ñðåäíèõ, îòêóäà ïîëó÷èì äèàãðàììû äëÿ íåïðèâîäèìîé ÷àñòè êîððåëÿòîðà.
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Ðèñ. 12: Äèàãðàììû íåïðèâîäèìîãî êîððåëÿòîðà âî âòîðîì ïîðÿäêå

Äèàãðàììû ìîæíî ðàçäåëèòü íà íåñêîëüêî òèïîâ. Òèïû äèàãðàìì ðàçëè÷àþòñÿ ïî

ñòðóêòóðå âûðàæåíèé. Âûäåëèì íàèáîëåå ñóùåñòâåííûå ðàñõîäèìîñòè äèàãðàìì êàæäîãî

òèïà áåç ïîäñ÷åòà êîýôôèöèåíòîâ. Ê ïåðâîìó òèïó îòíåñåì äèàãðàììû 1.1 è 2.1. Çàìåòèì,

÷òî îíè âõîäÿò ñ ðàçíûìè çíàêàìè. Âêëàä îò ýòèõ äâóõ äèàãðàìì

S1,1 − S2,1 =
γ2I4

β2
2∆4

1

J4
2

∫
d4ω

(2π)4
φ(ω1 − ω2)φ(ω1 − ω3)φ(ω1 + ω)φ(ω1 − ω) (66)

(
ε2 + (ω2

2 − ω2)(ω2
3 − ω2)(

ε2 + (ω2
2 − ω2)2

)(
ε2 + (ω2

3 − ω2)2
) − 2

2ε2 − (ω2
2 − ω2)(ω2

3 − ω2)(
ε2 + (ω2

2 − ω2)2
)(

4ε2 + (ω2
3 − ω2)2

))

Ïðè ε→ 0 âûðàæåíèå èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë.

Êî âòîðîìó òèïó îòíîñÿòñÿ äèàãðàììû 1.2, 1.3, 2.2, 2.3, 2.4. Ñóììàðíûé âêëàä îò

ýòèõ äèàãðàìì

S1,2 + S1,3 − S2,2 − S2,3 − S2,4 =
γ2I4

β2
2∆4

1

J4
2

∫
d4ω

(2π)4
(67)[

φ(ω2 + ω1 − ω)− φ(ω2 + ω1 + ω) +
1

2
φ(ω1 − ω2/2 + ω)− 1

2
φ(ω1 − ω2/2− ω)

]

φ(ω1 + ω3/2 + ω)φ(ω1 + ω)φ(ω1 − ω)
ε2 − ω2ω2ω3(

ε2 + ω2ω2
2

)(
ε2 + ω2ω2

3

)
Ïðè ε→ 0 âûðàæåíèå òàêæå èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë.

Ê òðåòüåìó òèïó îòíîñÿòñÿ äèàãðàììû 1.4 - 1.6 è 2.5 - 2.8.

Ñóìììàðíûé âêëàä îò ýòèõ äèàãðàìì îêàçûâàåòñÿ òîæäåñòâåííî ðàâíûì íóëþ.
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4.4 Ïðåäåë íóëåâîãî óñèëåíèÿ

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî â ïðåäåëå g → 0 óðàâíåíèå

i (∂z − ĝ)ψ = β∂2
t ψ +

γ

2
ψ|ψ|2 (68)

ïåðåõîäèò â íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà:

i∂zψ = β∂2
t ψ +

γ

2
ψ|ψ|2 (69)

Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ äîêàçàíî [9],[10], ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ïî êîîðäèíàòå îò êîððåëÿöè-

îííîãî ìîìåíòà ïîëÿ ëþáîãî ïîðÿäêà îáðàùàåòñÿ â íîëü. Â ÷àñòíîñòè,

∂zI
(4)(z) = ∂z〈ψ2(z, t)ψ∗2(z, t)〉 = 0.

Ïîêàæåì, ÷òî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íå ïðîòèâîðå÷àò ïðèâåäåííîìó âûøå óòâåð-

æäåíèþ. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ïåðâîì ïîðÿäêå, íå ïðîòèâîðå÷àò âûøåïðèâåäåííîìó

óòâåðæäåíèþ. Äëÿ ýòîãî íóæíî ïîñ÷èòàòü I
(1)
4 (z) ïðè L− z � L. Êîððåëÿòîð ÷åòâåðòîãî ïî-

ðÿäêà òîæå áóäåò ýêñïîíåíöèàëüíî çàâèñåòü îò êîîðäèíàòû: I
(1)
4 (z) = e6·g(z−L)I

(1)
4 (L). Çíà÷èò,

ïðè ñìåùåíèè âõîäíîé âåðøèíû èç òî÷êè L â òî÷êó z âîçíèêíåò ìíîæèòåëü e6g(z−L). Òàêèì

îáðàçîì,

∂zI
(1)
4 (z) = 6ge6·g(z−L)I

(1)
4 (L) ∝ g,

ò.å. â ïðåäåëå ìàëîãî ε ïðîèçâîäíàÿ áóäåò ìàëà. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è

äëÿ âòîðîãî ïîðÿäêà.

∂zI
(2)
4 (z) = 8ge8·g(z−L)I

(2)
4 (L) ∝ g.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäíàÿ íåïðèâîäèìîé ÷àñòè êîððåëÿòîðà

∂zI
(4)(z) ∼ ge·g(z−L)I(4)(L) ∝ g,

ò.å. â ïðåäåëå ìàëîãî ε îíà áóäåò ìàëà. Çíà÷èò, êîððåëÿòîð ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì â ïåðâîì

ïîðÿäêå.
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5 Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå áûëî ïðîâåäåíî çíàêîìñòâî ñ îñîáåííîñòÿìè ðàáîòû ñëó÷àéíîãî

âîëîêîííîãî ëàçåðà. Òàêæå áûëî îïðåäåëåíî îòëè÷èå ñòàòèñòèêè èçëó÷åíèÿ ñëó÷àéíîãî âî-

ëîêîííîãî ëàçåðà ñ ðàñïðåäåëåííîé îáðàòíîé ñâÿçüþ îò ãàóññîâîé â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè

âîçìóùåíèé ïî ïàðàìåòðó íåëèíåéíîñòè. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïðèìåíÿëàñü

âîëíîâàÿ êèíåòè÷åñêàÿ òåîðèÿ, êîòîðàÿ áûëà ðàçâèòà â ðàáîòå [5]. Îíà ïðåäñêàçûâàåò øèðè-

íó è ôîðìó ñïåêòðà èçëó÷åíèÿ, çàâèñèìîñòü ýòèõ âåëè÷èí îò äðóãèõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, à

òàêæå íàõîäèòñÿ â ñîãëàñèè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè ðåçóëüòàòàìè. Ýòî îòëè÷èå áûëî îöåíåíî

ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèÿ êîððåëÿöèîííîãî ìîìåíòà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà I(4) ïîëÿ ψ è ñðàâíå-

íèÿ åãî ñ êâàäðàòîì èíòåíñèâíîñòè âûõîäíîãî èçëó÷åíèÿ I. Îòëè÷èå îêàçàëîñü ìàëûì ïî

ïàðàìåòðó îòíîøåíèÿ íåëèíåéíîãî ÷ëåíà ê äèñïåðñèîííîìó γI
β∆2 . Âî âòîðîì ïîðÿäêå òåîðèè

âîçìóùåíèé ïîëó÷åíû äèàãðàììû êîððåëÿöèîííîãî ìîìåíòà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Ðàáîòà ïî

âû÷èñëåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà âåäåòñÿ. Â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ ñðàâíèòü èìåþùèåñÿ ðå-

çóëüòàòû ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè, ïîëó÷èòü âûðàæåíèå êîððåëÿöèîííîãî ìîìåíòà

÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà âî âòîðîì ïîðÿäêå ïî ïàðàìåòðó íåëèíåéíîñòè, à òàêæå âû÷èñëèòü êîð-

ðåëÿöèîííûå ìîìåíòû áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ.

Àâòîð âûðàæàåò îãðîìíóþ áëàãîäàðíîñòü Ëåáåäåâó Â.Â., Âåðãåëåñó Ñ.Ñ. è Êîëîêî-

ëîâó È.Â. çà ìíîãî÷èñëåííûå îáñóæäåíèÿ, ñîâåòû è èñïðàâëåíèÿ. Áåç èõ ó÷àñòèÿ ðàáîòà íå

áûëà áû íàïèñàíà.
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