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Àííîòàöèÿ

Â ýòîé ðàáîòå èçó÷åíî ëîêàëèçîâàííîå ñîñòîÿíèå, âîçíèêàþùåå íà óåäè-
íåííîé ìàãíèòíîé ïðèìåñè â ãðÿçíîì ñâåðõïðîâîäíèêå. Òåîðåòè÷åñêîå
èññëåäîâàíèå ïðîâîäèëîñü ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ Óçàäåëÿ äëÿ êâàçèîä-
íîìåðíîé è äâóìåðíîé ãåîìåòðèé. Ïîêàçàíî, ÷òî íàëè÷èå ïîòåíöèàëü-
íîãî áåñïîðÿäêà ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ëîêàëèçîâàííîå ñîñòîÿíèå ðàçìû-
âàåòñÿ ïî ýíåðãèè â óçêóþ çîíó. Â ðàáîòå áûëè íàéäåíû ãðàíèöû ýòîé
ýíåðãåòè÷åñêîé çîíû, à òàêæå âû÷èñëåí ïðîôèëü ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé.
Èññëåäîâàíî âëèÿíèå ìàãíèòíîé ïðèìåñè íà ñîñòîÿíèÿ ñ ýíåðãèåé áîëü-
øå ñâåðõïðîâîäÿùåé ùåëè.
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Ââåäåíèå

Òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå [1�3] ñâåðõïðîâîäíèêîâ s-òèïà, ñîäåðæàùèõ
îäíó ìàãíèòíóþ ïðèìåñü, ïîêàçàëî, ÷òî áëàãîäàðÿ ìàãíèòíîé ïðèìåñè
ïîÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèå Þ-Øèáû-Ðóñèíîâà (YSR state) � ëîêàëèçîâàííîå
ñîñòîÿíèå ñ ýíåðãèåé E < ∆ , ãäå ∆−âåëè÷èíà ùåëè â ýíåðãåòè÷åñêîì
ñïåêòðå ñâåðõïðîâîäíèêà, ñõåìàòè÷íîå èçîáðàæåíèå ýòîãî ïðåäñòàâëåíî
íà ðèñóíêå 1.1. Êà÷åñòâåííî îáúÿñíèòü ýòîò ýôôåêò ìîæíî ñëåäóþùèì
îáðàçîì: äîáàâëåíèå ìàãíèòíîé ïðèìåñè ìîæåò ñïîñîáñòâîâàòü ðàçðóøå-
íèþ êóïåðîâñêîé ïàðû (ñì. ðèñ. 1.2), ñâÿçàíî ýòî ñ òåì, ÷òî ïðè ðàññåÿíèè
ýëåêòðîíà íà ìàãíèòíîé ïðèìåñè ñïèí ýëåêòðîíà ìîæåò ïåðåâåðíóòü-
ñÿ, â ðåçóëüòàòå ïàðà ðàçðóøèòñÿ. Òî åñòü ìàãíèòíàÿ ïðèìåñü ñïîñîáíà
÷àñòè÷íî ïîäàâëÿòü ñâåðõïðîâîäÿùèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà, â ðåçóëüòàòå
÷åãî â ýíåðãåòè÷åñêîé ùåëè âîçíèêàåò ëîêàëèçîâàííîå ñîñòîÿíèå.

Ðèñ. 1: (èç [5])
Íà ðèñóíêå ïðåäñòàâëåíî ñõå-
ìàòè÷íîå èçîáðàæåíèå ëîêàëè-
çîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ, ïîÿâëÿþ-
ùåãîñÿ â ýíåðãåòè÷åñêîé ùåëè
ñâåðõïðîâîäíèêà èç-çà íàëè÷èÿ
ìàãíèòíîé ïðèìåñè

Ðèñ. 2: (èç [5])
Íà ðèñóíêå ïðåäñòàâëåíî êà÷å-
ñòâåííîå îáúÿñíåíèå ðàçðóøå-
íèÿ êóïåðîâñêîé ïàðû, âîçíèêà-
þùåå èç-çà âçàèìîäåéñòâèÿ ñïè-
íà ïðèìåñè ñî ñïèíîì ýëåêòðîíà

Ïóñòü S�ñïèí ìàãíèòíîé ïðèìåñè, J�îáìåííûé èíòåãðàë âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ñïèíà ìàãíèòíîé ïðèìåñè ñî ñïèíîì ýëåêòðîíà, ν�ïëîòíîñòü ñî-
ñòîÿíèé íîðìàëüíîãî ìåòàëëà íà ýíåðãèè Ôåðìè íà îäíó ïðîåêöèþ ñïè-
íà, òîãäà ýíåðãèÿ ñîñòîÿíèÿ Þ-Øèáû-Ðóñèíîâà âûðàæàåòñÿ òàê (çäåñü
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ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âêëàä îò ìàãíèòíîé ïðèìåñè â ãàìèëüòîíèàí íå ñî-
äåðæèò ïîòåíöèàëüíóþ ÷àñòü):

EY SR = ±∆ · 1− [JSπν]2

1 + [JSπν]2
(1)

Êðîìå òîãî, òåîðåòè÷åñêè áûëè èññëåäîâàíû ñâåðõïðîâîäíèêè ñ ìàã-
íèòíûìè ïðèìåñÿìè êîíå÷íîé êîíöåíòðàöèè. Òàê, â ðàáîòå Øèáû [2]
òåîðåòè÷åñêè èññëåäîâàëñÿ ñëó÷àé, êîãäà ìàãíèòíûå ïðèìåñè ñëó÷àéíî
ðàñïðåäåëåíû â ñâåðõïðîâîäíèêå è îðèåíòàöèè ñïèíîâ òîæå ñëó÷àéíû.
Â ýòîì ñëó÷àå â ùåëè ñâåðõïðîâîäíèêà âîçíèêàåò öåëàÿ ýíåðãåòè÷åñêàÿ
çîíà. Ñ ðîñòîì êîíöåíòðàöèè ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé ýíåðãåòè÷åñêàÿ çî-
íà ñòàíîâèòñÿ øèðå è ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ êîíöåíòðàöèè
ýíåðãåòè÷åñêàÿ çîíà çàïîëíÿåò âñþ ùåëü.

Ñïóñòÿ íåêîòîðîå âðåìÿ, ïîÿâèëàñü âîçìîæíîñòü ýêñïåðèìåíòàëüíî
èññëåäîâàòü ýòîò ýôôåêò â ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ñ ïîìîùüþ ñêàíèðóþ-
ùåãî òóííåëüíîãî ìèêðîñêîïà [4] è èíòåðåñ ê ýòîé òåìå óâåëè÷èëñÿ [5,6].
Òóííåëüíûé ìèêðîñêîï ïîçâîëèë ïîëó÷èòü çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè ñî-
ñòîÿíèé îò ýíåðãèè â ëþáîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè èññëåäóåìîãî ìàòåðèàëà.
Ñ ïîìîùüþ òóííåëüíîãî ìèêðîñêîïà áûëè ïðîâåäåíû èçìåðåíèÿ ëîêàëü-
íîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé íà ïîâåðõíîñòè îáúåìíûõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ, à
òàêæå äâóìåðíûõ ñâåðõïðîâîäÿùèõ ïëåíîê [5]. Â èòîãå òåîðåòè÷åñêèå
ðåçóëüòàòû áûëè ïîäòâåðæäåíû ýêñïåðèìåíòîì.

Ïîìèìî ñâåðõïðîâîäíèêîâ ñ ìàãíèòíûìè ïðèìåñÿìè áîëüøîé èíòå-
ðåñ òàêæå ïðåäñòàâëÿëè ñâåðõïðîâîäíèêè ñ ýëåêòðîñòàòè÷åñêèìè ïðè-
ìåñÿìè [7�9]. Îñîáîå âíèìàíèå ïðåäñòàâëÿþò ãðÿçíûå ñâåðõïðîâîäíèêè
� ñâåðõïðîâîäíèêè ñ ýëåêòðîñòàòè÷åñêèìè ïðèìåñÿìè, êîíöåíòðàöèÿ êî-
òîðûõ âåëèêà: ïóñòü l � õàðàêòåðíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðèìåñÿìè, à ξ0

� äëèíà êîãåðåíòíîñòè â ñâåðõïðîâîäíèêå, òîãäà ãðÿçíîìó ïðåäåëó ñîîò-
âåòñòâóåò ñëåäóþùåå óñëîâèå:

l� ξ0 (2)

Âëèÿíèå ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ ïðèìåñåé íà ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ρ (E)
îïðåäåëÿåòñÿ ìàëûì ïàðàìåòðîì 1

kF l
� 1 [10]. Òàê, íàïðèìåð, ýòî âëè-

ÿíèå ïðîÿâëÿåòñÿ â ïîäàâëåíèè ïèêà ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ïðè ýíåðãèè
E = ∆. Ýòîò ôàêò áûë îáíàðóæåí ýêñïåðèìåíòàëüíî [11] , à çàòåì èñ-
ñëåäîâàí òåîðåòè÷åñêè.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå
ãðÿçíûõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ ñ êîíå÷íîé êîíöåíòðàöèé ìàãíèòíûõ ïðèìå-
ñåé [12,13] è ñ îäíîé ìàãíèòíîé ïðèìåñüþ [14]. Ýëåêòðîñòàòè÷åñêèå ïðè-
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ìåñè ðàçìûâàþò ãðàíèöû ùåëè â ñïåêòðå è ãðàíèöû ýíåðãåòè÷åñêîé çî-
íû, ïîÿâëÿþùåéñÿ â ùåëè èç-çà íàëè÷èÿ ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé.
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Ãëàâà 1

Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è

Â äàííîé ðàáîòå ìû áóäåì èññëåäîâàòü ãðÿçíûé ñâåðõïðîâîäíèê s�òèïà,
â êîòîðûé ïîìåùåíà îäíà ìàãíèòíàÿ ïðèìåñü. Äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî àíà-
ëèçà çàäà÷è ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèå Óçàäåëÿ [15]. Òàêæå ó÷òåì
â óðàâíåíèè Óçàäåëÿ, ÷òî â ñâåðõïðîâîäíèê ïîìåùåíà ìàãíèòíàÿ ïðè-
ìåñü [16].

Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé ìàãíèòíàÿ ïðèìåñü íàõîäèòñÿ â
íà÷àëå êîîðäèíàò, òîãäà óðàâíåíèå Óçàäåëÿ ñ ó÷åòîì ìàãíèòíîé ïðèìåñè
ïðèíèìàåò òàêîé âèä:

D

2
∇2θ + iE sin θ + ∆ cos θ =

1

πν

α sin 2θ

1 + α2 + 2α cos 2θ
δ (r) (1.1)

ãäå α = (πνJS)2, ν - ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé íà ýíåðãèè Ôåðìè íà îäíó
ïðîåêöèþ ñïèíà, J - îáìåííûé èíòåãðàë, S - ñïèí ìàãíèòíîé ïðèìåñè.
Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ρ îò ýíåðãèè E
è êîîðäèíàòû r. Ìû çíàåì, êàê âûðàæàåòñÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ÷åðåç
θ:

ρ (E, r) = 2ν Re (cos θ (E, r)) (1.2)

Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàñ÷åòîâ íàì áóäåò óäîáíî ââåñòè ñëåäóþùóþ ïàðàìåò-
ðèçàöèþ ýíåðãèè E è θ.

θ =
π

2
+ iψ (1.3)

sinhψ∞(E) =
E√

∆2 − E2
(1.4)

coshψ∞(E) =
∆√

∆2 − E2
(1.5)

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë îáîçíà÷åíèÿ ψ∞ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ýòî ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Óçàäåëÿ â îäíîðîäíîì ñëó÷àå. Òàêæå, ìîæíî
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çàìåòèòü, ÷òî ïðè r →∞ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 1.1 ñòðåìèòñÿ ê ýòîìó çíà-
÷åíèþ.

Ââåäåì õàðàêòåðíóþ äëèíó è ñäâèíåì ôóíêöèþ òàê, ÷òîáû íà áåñêî-
íå÷íîñòè îíà ïðèíèìàëà íóëåâîå çíà÷åíèå:

ξ2 =
D

2
√

∆2 − E2
(1.6)

ψ̃ = ψ − ψ∞ (1.7)

òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò òàêîé âèä:

ξ2∆ψ̃ − sinh ψ̃ = − 2

π

ξ2

νD

α sinh 2
(
ψ̃ + ψ∞

)
1 + α2 − 2α cosh 2

(
ψ̃ + ψ∞

)δ (r) (1.8)

à ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé áóäåò âûðàæàòüñÿ òàê:

ρ (E) = 2ν · Im (sinh (ψ)) (1.9)
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Ãëàâà 2

Îäíîìåðíûé ñëó÷àé

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ çíà÷èòåëüíî âîçðîñ èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ îäíîìåðíûõ
ñâåðõïðîâîäíèêîâ, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íàíîïðîâîëîêè, ñâÿçà-
íî ýòî ñ òåì, ÷òî ïîÿâèëàñü âîçìîæíîñòü ñîçäàâàòü òàêèå íàíîïðîâîëêè
è èññëåäîâàòü èõ ýêñïåðèìåíòàëüíî [17]. Ñâåðõïðîâîäÿùèå íàíîïðîâî-
ëîêè, â êîòîðûå ïîìåùåíû ìàãíèòíûé ïðèìåñè, òàêæå èññëåäîâàëèñü
òåîðåòè÷åñêè [18] è ýêñïåðèìåíòàëüíî [19]. Â ýòèõ ðàáîòàõ èññëåäîâàëñÿ
ýôôåêò ñâÿçàííûé ñ òåì, ÷òî åñëè ïîìåñòèòü ñîäåðæàùóþ ìàãíèòíûå
ïðèìåñè ñâåðõïðîâîäÿùóþ íàíîïðîâîëîêó â ìàãíèòíîå ïîëå, òî çàâèñè-
ìîñòü êðèòè÷åñêîãî òîêà î ìàãíèòíîãî ïîëÿ ìîæåò áûòü íåìîíîòîííîé,
÷òî îçíà÷àåò óñèëåíèå ñâåðõïðîâîäÿùèõ ñâîéñòâ íàíîïðîâîëîêè â íåêî-
òîðîé îáëàñòè çíà÷åíèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Â äàííîé ãëàâå ìû áóäåì èññëåäîâàòü ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé îäíîìåð-
íîãî ñâåðõïðîâîäíèêà (ñâåðõïðîâîäÿùåé íàíîïðîâîëêè) ñ îäíîé ìàãíèò-
íîé ïðèìåñüþ (â îòñóòñòâèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ).

Ñíà÷àëà ìû èçó÷èì ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé äëÿ ýíåðãèé âíóòðè ùåëè,
à ïîòîì îòäåëüíî ðàññìîòðèì îáëàñòü ýíåðãèé, ëåæàùèõ âíå ýíåðãåòè-
÷åñêîé ùåëè, è òàêæå èññëåäóåì ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé.

2.1 Îáëàñòü ýíåðãèé E < ∆ :

ξ2d
2ψ̃

dx2
− sinh ψ̃ = − 2

π

ξ2

νD

α sinh 2
(
ψ̃ + ψ∞

)
1 + α2 − 2α cosh 2

(
ψ̃ + ψ∞

)δ (x) (2.1)

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ ÷àñòü:

9



ξ2d
2ψ̃

dx2
− sinh ψ̃ = 0 (2.2)

Ó ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååòñÿ ïåðâûé èíòåãðàë:

ξ2

2

(
d

dx
ψ̃

)2

− cosh ψ̃ = γ = const (2.3)

Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü òåì, ÷òî ôóíêöèÿ ψ̃ íà áåñêîíå÷íîñòè ïðèíè-
ìàåò íóëåâîå çíà÷åíèå: ψ̃ (∞) = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîäíîé
ñïðàâåäëèâî òî æå ñàìîå: d

dx
ψ̃ (∞) = 0, çíà÷èò ìû ìîæåì íàéòè êîíñòàí-

òó γ:

γ = −1 (2.4)

ξ2

2

(
d

dx
ψ̃

)2

− cosh ψ̃ = −1 (2.5)

Òåïåðü ó÷òåì ïðàâóþ ÷àñòü. Èç-çà äåëüòà-ôóíêöèè èìååòñÿ ñêà÷îê
ïðîèçâîäíîé.

ξ2
(
ψ̃′ (0+)− ψ̃′ (0−)

)
= − 2

π

ξ2

νD

α sinh
(

2
(
ψ̃ (0) + ψ∞

))
1 + α2 − 2α cosh

(
2
(
ψ̃ (0) + ψ∞

)) (2.6)

Èñïîëüçóÿ 2.5, èç 2.6 ìû ïîëó÷àåì ñàìîñîãëàñîâàííîå óðàâíåíèå íà
ψ̃ (0):

sinh
ψ̃ (0)

2
=

1

2π

ξ

νD

α sinh
(

2
(
ψ̃ (0) + ψ∞

))
1 + α2 − 2α cosh

(
2
(
ψ̃ (0) + ψ∞

)) (2.7)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

ξ2 =
D

2
√

∆2 − E2
=

√
D

2∆
coshψ∞ = ξ0 cosh1/2 ψ∞ (2.8)

ξ0 =

√
D

2∆
(2.9)

γ =
1

8πνξ0∆
� 1 (2.10)
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çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ðàâåíñòâîì 1.5. Òî, ÷òî γ � 1, ìîæíî îáúÿñ-
íèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïåðåïèøåì âûðàæåíèå äëÿ γ � 1 â äðóãîì
âèäå è ïîäñòàâèì âûðàæåíèå 2.9 äëÿ ξ0:

γ ∼ 1

νξ0∆
=

ξ0

νξ2
0∆
∼ ξ0

νD
∆

∆
=

ξ0

νD
(2.11)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé Äðóäå äëÿ ïðîâî-
äèìîñòè, òî íå ñëîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî äëÿ êîíäàêòàíñà ïðîâîëîêè äëèíû
L ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

G ∼ Dν

L
(2.12)

Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà γ îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíàÿ êîíäàêòàíñó ïðî-
âîëîêè äëèíû ξ0, à ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êîíäàêòàíñ áîëüøîé, ïîýòîìó
γ � 1. Òîãäà óðàâíåíèå 2.7 ïðèíèìàåò òàêîé âèä:

sinh
ψ̃ (0)

2
= γ ·

2α
√

coshψ∞ · sinh
(

2
(
ψ̃ (0) + ψ∞

))
1 + α2 − 2α cosh

(
2
(
ψ̃ (0) + ψ∞

)) (2.13)

Íàéäåì òàêæå çàâèñèìîñòü ψ îò êîîðäèíàòû, ðåøèâ óðàâíåíèå 2.5:

tanh
ψ̃ (x)

4
= tanh

ψ̃ (0)

4
exp

[
−|x|
ξ

]
(2.14)

Íàøà öåëü � èçó÷èòü ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé äëÿ ýòîãî ìû âîñïîëüçó-
åìñÿ âûðàæåíèåì 1.2, ó÷òÿ çàìåíó 1.3, òîãäà âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè
ïðèìåò òàêîé âèä:

ρ (E, r) = 2ν · Im (sinh [ψ]) (2.15)

Òàêèì îáðàçîì, íàì íóæíî ïîíÿòü, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿ ýíåðãèè sinh [ψ]
èìååò íåòðèâèàëüíóþ ìíèìóþ ÷àñòü, ÷òî áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü íåíóëå-
âîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé, òî åñòü ýíåðãåòè÷åñêîé çîíå. Èñõîäÿ èç âûðà-
æåíèÿ 2.14, ïîíÿòíî, ÷òî ìíèìàÿ ÷àñòü ìîæåò ïîÿâèòüñÿ òîëüêî èç-çà
ψ̃ (0), ïîýòîìó íàì íóæíî èññëåäîâàòü ñàìîñîãëàñîâàííîå óðàâíåíèå 2.7.
Ìû áóäåì ïðèáëèæåííî ðåøàòü ýòî óðàâíåíèå äëÿ ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé
ïàðàìåòðîâ çàäà÷è.
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2.1.1 Ñëó÷àé 1− α� 1 :

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
∣∣∣ψ̃ (0)

∣∣∣ � 1 è ψ∞ � 1 è áóäåì ðåøàòü óðàâíåíèå â
ðàìêàõ ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ:

sinh
ψ (0)− ψ∞

2

(
1 + α2 − 2α cosh (2ψ (0))

)
=

= γ · 2α
√

coshψ∞ · sinh (2ψ (0))

(2.16)

çäåñü íàì áóäåò óäîáíî âåðíóòüñÿ ê ïåðåìåííîé ψ (0): ψ (0) = ψ̃ (0) +
ψ∞.

Òàêæå ââåäåì îáîçíà÷åíèå:

η =
(1− α)2

4α
(2.17)

Ðàñêëàäûâàÿ ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïî ôîðìóëå Òåéëîðà
äî òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî ψ (0) è ψ∞, ìû ïîëó÷àåì êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå:

ψ3 (0)− ψ2 (0) · ψ∞ + ψ (0) (2γ − η) + ηψ∞ = 0 (2.18)

Ìû õîòèì íàéòè òàêèå ψ∞, ïðè êîòîðûõ èìåþòñÿ êîðíè óðàâíåíèÿ ñ
íåòðèâèàëüíîé ìíèìîé ÷àñòè, ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî äèñêðèìèíàíò
ýòîãî êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ îòðèöàòåëåí. Äèñêðèìèíàíò âûðàæàåòñÿ
òàê:

D = ηψ4
∞ + ψ2

∞
(
γ2 − 10γη − 2η2

)
− (2γ − η)3 (2.19)

Òîãäà èç óñëîâèÿ D < 0 ìû ïîëó÷àåì óñëîâèå íà ψ∞, çàäàþùåå ýíåð-
ãåòè÷åñêóþ çîíó:

0 <

√
−γ

2

2η
−
√
γ(γ + 4η)3/2

2η
+ 5γ + η < ψ∞ <

<

√
−γ

2

2η
+

√
γ(γ + 4η)3/2

2η
+ 5γ + η

(2.20)

Ïðè η > 2γ ëåâàÿ ãðàíèöà çîíû áîëüøå íóëÿ, à ïðè η ≤ 2γ ëåâàÿ
ãðàíèöà çîíû ñîâïàäàåò ñ 0.

Òàêèì îáðàçîì, ãðàíèöû çîíû âûðàæàþòñÿ òàê:
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0 ≤ η < 2γ : 0 < ψ∞ <

√
−γ

2

2η
+

√
γ(γ + 4η)3/2

2η
+ 5γ + η (2.21)

2γ ≤ η :

√
−γ

2

2η
−
√
γ(γ + 4η)3/2

2η
+ 5γ + η < ψ∞ <

<

√
−γ

2

2η
+

√
γ(γ + 4η)3/2

2η
+ 5γ + η

(2.22)

Âñïîìíèì,÷òî ýòî ðåøåíèå ïðèìåíèìî äëÿ ψ∞ � 1, òîãäà, àíàëèçè-
ðóÿ ïðàâûé êðàé çîíû è ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî γ � 1, ìû ïîëó÷àåì óñëîâèå
ïðèìåíèìîñòè ýòîãî ðåøåíèÿ:

η � 1⇔ 1− α� 1 (2.23)

Êðîìå òîãî, êîãäà η � 1 òàêæå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
∣∣∣ψ̃ (0)

∣∣∣ � 1.

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñîîòâåòñòâóåò âñå óñëîâèÿì ïðè-
ìåíèìîñòè ñäåëàííîãî íàìè ïðèáëèæåíèÿ.

Äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðèâåäåì âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé â
ñëó÷àå α = 1:

ρ ≈

{
2ν · 1

2
·
√

8γ −
(
E
∆

)2 E
∆
< 2
√

2γ

0 2
√

2γ < E
∆
< 1

(2.24)

2.1.2 Ñëó÷àé γ � η � 1
γ4

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî
∣∣∣ψ̃ (0)

∣∣∣� 1, îäíàêî ìàëîñòü ψ∞ íå áóäåì ïðåä-
ïîëàãàòü.

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òåîðèþ âîçìóùåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ:

sinh
ψ̃ (0)

2

(
1 + α2 − 2α cosh

[
2
(
ψ̃ (0) + ψ∞

)])
=

= γ · 2α
√

coshψ∞ · sinh
(

2
(
ψ̃ (0) + ψ∞

)) (2.25)

Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå γ � 1, â ïðàâîé ÷àñòè ïðåíåáðåãàåì ψ̃ (0). Ëåâóþ
÷àñòü ðàñêëàäûâàåì äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ψ̃ (0). Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå

η = (1−α)2

4α
, ìû ïîëó÷àåì òàêîå óðàâíåíèå:
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ψ̃2 (0) sinh (2ψ∞)− ψ̃ (0) ·
(
η − sinh2 ψ∞

)
+

+γ
√

coshψ∞ sinh (2ψ∞) = 0
(2.26)

À óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè ñäåëàííîãî ïðèáëèæåíèÿ ñòàíîâèòñÿ òàêèì:

∣∣∣ψ̃ (0)
∣∣∣� min (ψ∞, 1) (2.27)

Êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ 2.26 òàêèå:

ψ̃ (0) =

(
η − sinh2 ψ∞

)
± i
√
γ
√

coshψ∞ (2 sinh (2ψ∞))2 −
(
η − sinh2 ψ∞

)2

2 sinh (2ψ∞)
(2.28)

Åñëè èññëåäîâàòü óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè ïðèáëèæåíèÿ ψ̃ (0)� min (ψ∞, 1),
òî ïîëó÷èòñÿ ñëåäóþùåå îãðàíè÷åíèå:

γ
√

coshψ∞ � min
(
ψ2
∞, 1

)
(2.29)

Ìû èùåì òàêèå ψ∞, ïðè êîòîðûõ ψ̃ (0) èìååò íåòðèâèàëüíóþ ìíèìóþ
÷àñòü, ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî äèñêðèìèíàíò îòðèöàòåëüíûé.

D =
(
η − sinh2 ψ∞

)2 − 4 · γ
√

coshψ∞ sinh2 (2ψ∞) < 0 (2.30)

Èññëåäóåì íóëè äèñêðèìèíàíòà:

(
η − sinh2 ψ∞

)2

4
√

coshψ∞ sinh2 (2ψ∞)
= γ (2.31)
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1 2 3 4
ψ∞

0.01

0.02

0.03

Ðèñ. 2.1:
Íà ãðàôèêå ñèíèì öâåòîì èçîáðàæåíà ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà 2.31, îðàí-
æåâûì öâåòîì�ïðàâàÿ ÷àñòü. Âèäíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ γ èìå-
åòñÿ òðè êîðíÿ.

Ðàññìîòðèì ïðàâûé êîðåíü, íå ñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî îí ïàðàìåòðè÷å-
ñêè áîëüøîé, ïîýòîìó ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ 2.31 óìåñòíî áóäåò ñäåëàòü
ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå:

sinhψ∞ ∼
expψ∞

2
∼ coshψ∞ (2.32)

Óðàâíåíèå ëåãêî ðåøàåòñÿ è äëÿ êîðíÿ ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû
ïîëó÷àåì:

γ
√

coshψ∞ ∼ 1 (2.33)

Âèäíî, ÷òî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ïðèìåíèìîñòè 2.29 ïðèáëèæå-
íèÿ, â êîòîðûì ìû ñåé÷àñ ðàáîòàåì, ýòî çíà÷èò, ÷òî â äàííîì ïðèáëèæå-
íèè ìû íå ìîæåì èññëåäîâàòü îáëàñòü òàêèõ âûñîêèõ ýíåðãèé è äëÿ òîãî,
÷òîáû èçó÷èòü ýòó îáëàñòü, íóæíî ðàáîòàòü â äðóãîì ïðèáëèæåíèè, ìû
ðàññìîòðèì ýòîò ñëó÷àé íèæå.

Èññëåäóåì òåïåðü äâà îñòàâøèõñÿ êîðíÿ.

15



Ïîíÿòíî, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ 2.31 íåîòðèöàòåëüíà è îáðàùà-
åòñÿ â íóëü â òî÷êå ψ∞ = arcsin

√
η. Ðàçëîæèì ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ

âáëèçè ýòîé òî÷êè äî âòîðîãî ïîðÿäêà, òîãäà ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâ-
íåíèå, êîðíè êîòîðîãî òàêèå:

ψ(±)
∞ = arcsinh (

√
η)± 2

√
γ (1 + η)1/8

Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè ýíåðãåòè÷åñêóþ çîíó â ýòîé îáëàñòè ïàðà-
ìåòðîâ, ëåâûé êðàé êîòîðîé ðàâåí ψ

(−)
∞ , à ïðàâûé � ψ

(+)
∞ .

Òåïåðü îïðåäåëèì îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè íàéäåííîãî ðåøåíèÿ. Íà-
ìè áûëî ïðîâåäåíî ðàçëîæåíèå ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ 2.31 äî âòîðîãî
ïîðÿäêà, ýòî ñïðàâåäëèâî, åñëè ñëåäóþùèé ÷ëåí â ðàçëîæåíèè ìíîãî
ìåíüøå êâàäðàòè÷íîãî, òî åñòü ìû äîëæíû òðåáîâàòü âûïîëíåíèå ñëå-
äóþùåãî óñëîâèÿ:

(5η+2)(ψ∞−arcsinh(√η))
3

8(√η(η+1)3/4)

(ψ∞−arcsinh(√η))
2

4 4√η+1

� 1 (2.34)

Ïîíÿòíî, ÷òî ñàìîå áîëüøîå çíà÷åíèå ýòî âåëè÷èíà äîñòèãàåò íà ãðà-

íèöàõ èíòåðâàëà
(
ψ

(−)
∞ , ψ

(+)
∞

)
, ïîýòîìó ïîäñòàâèì ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ.

Â ðåçóëüòàòå ïîÿâëÿåòñÿ äâà ñëó÷àÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì äâà óñëîâèÿ.
Ïåðâûé ñëó÷àé: η � 1. Òîãäà èç 2.34 ïîëó÷àåì óñëîâèå:

γ � η (2.35)

Âòîðîé ñëó÷àé: η � 1. Òîãäà èç 2.34 ïîëó÷àåì óñëîâèå:

η � 1

γ4
(2.36)

Çíà÷èò íàéäåííîå íàìè ðåøåíèå ïðèìåíèìî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé
γ � η � 1

γ4
(ïðè η ∼ 1 óñëîâèå 2.34 òàêæå âûïîëíåíî â ñèëó ìàëîñòè

ïàðàìåòðà γ).
Òàêèì îáðàçîì, ãðàíèöû çîíû âûðàæàþòñÿ òàê:

γ � η � 1

γ4
: arcsinh (

√
η)− 2

√
γ (1 + η)1/8 < ψ∞ < arcsinh (

√
η) +

+2
√
γ (1 + η)1/8

(2.37)
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Òàêæå íàéäåì ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé, èñïîëüçóÿ íàéäåííûå êîðíè óðàâ-
íåíèÿ 2.28 è âûðàæåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé 1.9:

ρ (E) = 2ν · cosh (ψ∞)


√
γ
√

coshψ∞ (2 sinh (2ψ∞))2 −
(
η − sinh2 ψ∞

)2

2 sinh (2ψ∞)


(2.38)

ãäå ñâÿçü ψ∞ ñ ýíåðãèåé E òàêàÿ:

coshψ∞(E) =
∆√

∆2 − E2
(2.39)

2.1.3 Ñëó÷àé η � 1
γ4

Òåïåðü áóäåì èçó÷àòü ýíåðãèè E áëèçêèå ê ∆: ψ∞ � 1, òàê êàê ðà-
íåå ìîæíî áûëî çàìåòèòü, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè η ýíåðãåòè÷åñêàÿ çîíà
ñäâèãàåòñÿ âïðàâî, ïîýòîìó ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â ñëó÷àå η � 1

γ4

ýíåðãåòè÷åñêàÿ çîíà áóäåò âáëèçè ∆.
Èññëåäóåìîå óðàâíåíèå òàêîå:

sinh
ψ̃ (0)

2

(
1 + α2 − 2α cosh

(
2
(
ψ̃ (0) + ψ∞

)))
−

−2αγ
√

coshψ∞ sinh
(

2
(
ψ̃ (0) + ψ∞

))
= 0

(2.40)

Ïðåäïîëàãàÿ òàêæå, ÷òî Re ψ̃ (0) + ψ∞ � 1, ïîëó÷èì ïðèáëèæåííîå
óðàâíåíèå:

sinh
ψ̃ (0)

2

(
1 + α2 − α exp

(
2
(
ψ̃ (0) + ψ∞

)))
=

=
1√
2
αγ · exp

ψ∞
2
· exp

(
2
(
ψ̃ (0) + ψ∞

)) (2.41)

Ðàññìîòðèì òàêîé ñëó÷àé:

α exp
(

2
(
ψ̃ (0) + ψ∞

))
� 1 (2.42)

Òîãäà óðàâíåíèå óïðîùàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

sinh
ψ̃ (0)

2
=

1√
2
αγ · exp

(
2ψ̃ (0) +

5

2
ψ∞

)
(2.43)
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

A =
√

2αγ exp

(
5ψ∞

2

)
(2.44)

x = A1/3 exp
ψ̃ (0)

2
(2.45)

Óðàâíåíèå ñòàíîâèòñÿ òàêèì:

x2 − x5 = A2/3 (2.46)

Íàñ èíòåðåñóåò îáëàñòü ýíåðãèé, â êîòîðîé èìååòñÿ êîìïëåêñíîå ðå-
øåíèå ψ̃ (0), èç óðàâíåíèÿ 2.46 ïîíÿòíî, ÷òî ýòî èìååò ìåñòî, êîãäà âû-
ïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:

max
x>0

(
x2 − x5

)
< A2/3 (2.47)

2x0 − 5x4
0 = 0 (2.48)

x0 =

(
2

5

)1/3

(2.49)

x2
0 − x5

0 = A
2/3
0 < A2/3 (2.50)

x0 =

(
2

5

)1/3

(2.51)

Îòñþäà ìû ïîëó÷àåì óñëîâèå íà ýíåðãèþ, òî åñòü îïðåäåëÿåì ãðàíè-
öû ýíåðãåòè÷åñêîé çîíû:

ψ∞ > ψ(0)
∞ =

2

5
ln

(
1

αγ
· 1√

2
·
(

3

5

)3/2

· 2

5

)
(2.52)

Íàéäåì òåïåðü ψ̃ (0) â äâóõ îáëàñòÿõ: ïåðâàÿ îáëàñòü - äëÿ ψ∞ ðÿäîì

ñ ψ
(0)
∞ è äëÿ ψ∞ � ψ

(0)
∞ .

Â ïåðâîì ñëó÷àå A ðÿäîì ñ A0, à çíà÷èò x ðÿäîì ñ x0, ïîýòîìó èùåì
ðåøåíèå â âèäå x = x0 + ε, ãäå ε� 1
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(x0 + ε)2 − (x0 + ε)5 = A2/3 (2.53)

ε = i

√
A2/3 − A2/3

0

3
(2.54)

exp
ψ̃ (0)

2
= A−1/3 (x0 + ε) (2.55)

Ïðîàíàëèçèðîâàâ ñäåëàííîå ïðåäïîëîæåíèå: A − A0 � 1, ìû ìîæåì
îïðåäåëèòü îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè íàéäåííîãî ðåøåíèÿ:

E − E0

∆− E0

� 1 (2.56)

ãäå E0 - íèæíÿÿ ãðàíèöà ýíåðãåòè÷åñêîé çîíû.
Òîãäà äëÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ïîëó÷àåòñÿ òàêîå âûðàæåíèå:

E − E0

∆− E0

� 1 : ρ (E) = 2ν
(√

2αγ
)−2/3

exp

(
−2ψ∞

3

)(
2

5

)1/3

·

·

√(√
2αγ exp

(
5ψ∞

2

))2/3 −
(

3
5

)
·
(

2
5

)2/3

3

(2.57)

Âî âòîðîì ñëó÷àå A� A0, ïîýòîìó |x| � 1:

− x5 = A2/3 (2.58)

exp
ψ̃ (0)

2
= A−1/5 (−1)1/5 (2.59)

Êîãäà ìû íà÷àëè ðàññìàòðèâàòü ýòîò ñëó÷àé, ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 2.42, íàéäåì òåïåðü ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ
âûïîëíåíî ýòî óñëîâèå. Ñíà÷àëà ïîäñòàâèì âûðàæåíèå 2.55 :

α exp
(

2
(
ψ̃ (0) + ψ∞

))
� 1 (2.60)

expψ∞ �
1

α1/4γ
(2.61)

Ïîñòàâèâ âìåñòî ψ∞ íàéäåííîå íàìè çíà÷åíèå ψ
(0)
∞ , ïîëó÷èì óñëîâèå

ïðèìåíèìîñòè:
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α� γ4 (2.62)

Åñëè ïîäñòàâèòü âûðàæåíèå 2.59, òî ïîëó÷èì òî æå óñëîâèå ïðèìå-
íèìîñòè:

α� γ4 (2.63)

Òàêæå èññëåäóåì ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ïðè ψ∞ →∞ (E → ∆):

ρ (E) = 2ν · Im
(

sinh
(
ψ̃ (0) + ψ∞

))
(2.64)

Ïîñòàâëÿÿ ñþäà ðåøåíèå 2.59, íàõîäèì ïëîòíîñòü (çäåñü òàêæå áûë
ïðîâåäåí ðàñ÷åò îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè ýòîãî ðåøåíèÿ, êîòîðàÿ ïîëó÷à-
åòñÿ èç àíàëèçà ñäåëàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ: A� 1):

∆− E
∆

� (αγ)4/5 : ρ (E) = 2ν · 1

2

[(√
2αγ

)−2/5

· sin
[

2π

5

]]
+

+2ν · 1

2

[(√
2αγ

)−2/5

· sin
[

2π

5

]]
·

·
((√

2αγ
)4/5

− 2

5
·
(√

2αγ
)−2/5

· sin
[π

5

]
exp (−ψ∞)

) (2.65)

2.1.4 ×èñëî ñîñòîÿíèé ñ ýíåðãèåé E < ∆

Ïîñ÷èòàåì ÷èñëî ñîñòîÿíèé äëÿ ñëó÷àÿ γ � η � 1
γ4

(òàê êàê â ýòîì

ñëó÷àå ïîëó÷èëîñü íàéòè ÿâíîå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ψ̃ (0) íà
âñåì äèàïàçîíå ýíåðãèé âíóòðè çîíû). Âûðàæåíèå äëÿ ψ̃ (0) òàêîå:

ψ̃ (0) =

(
η − sinh2 ψ∞

)
± i
√
γ
√

coshψ∞ (2 sinh (2ψ∞))2 −
(
η − sinh2 ψ∞

)2

sinh (2ψ∞)
(2.66)

Îáëàñòü ýíåðãèé, â êîòîðîé ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé íåíóëåâàÿ (ýíåðãå-
òè÷åñêàÿ çîíà) çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì íåðàâåíñòâîì:

ψ(−)
∞ < ψ∞ < ψ(+)

∞ ψ(±)
∞ = arcsin (

√
η)± 2

√
γ (1 + η)1/8 (2.67)
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Äëÿ ïðîñòîòû ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî η ìàëî, òîãäà ψ
(±)
∞ ≈ √η ±

±2
√
γ (1 + η)1/8.

Êîëè÷åñòâî ñîñòîÿíèé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

N =

ˆ
ρ (E, x) dEdx (2.68)

Ìû çíàåì çàâèñèìîñòü ψ (x):

tanh
ψ̃ (x)

4
= tanh

ψ̃ (0)

4
exp

[
−|x|
ξ

]
(2.69)

À òàê êàê â ýòîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ âûïîëíåíî óñëîâèå 2.27: ψ (0)�
� min {1, ψ∞}, òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå:

ψ̃ (x) = ψ̃ (0) exp

[
−|x|
ξ

]
(2.70)

Ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ïîëó÷àåòñÿ òà-
êîå:

ρ (ψ∞, x) ≈ 2ν · Im
(
ψ̃ (x) cosh (ψ∞)

)
=

= 2ν Im

(
η − sinh2 ψ∞

)
+ i
√
γ
√

coshψ∞ (2 sinh (2ψ∞))2 −
(
η − sinh2 ψ∞

)2

2 sinh (2ψ∞)
·

· exp

[
−|x|
ξ

]
cosh (ψ∞)

(2.71)
Òîãäà, èíòåãðèðóÿ ïî x è ïîëîæèòåëüíûì E ìû íàõîäèì ÷èñëî ñî-

ñòîÿíèé:

N =

∞̂

−∞

dx

∆̂

0

dEρ (ψ∞, x) =
1

2
(2.72)

2.1.5 Ýíåðãåòè÷åñêàÿ çîíà

Ïðåäñòàâèì òåïåðü íà ãðàôèêå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äëÿ ýíåðãåòè÷å-
ñêîé çîíû.
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Ðèñ. 2.2:
Íà ðèñóíêå ëèíèè èçîáðàæàþò ãðàíèöû ýíåðãåòè÷åñêîé çîíû â çàâèñè-
ìîñòè îò ïàðàìåòðà α. Ñïëîøíîé ëèíèåé èçîáðàæåí ðåçóëüòàò òåîðåòè-
÷åñêîãî ðàñ÷åòà (ñì. ô-ëû 2.37, 2.21, 2.22), ïóíêòèðíîé ëèíèåé èçîáðàæå-
íà ñøèâêà ðåøåíèé (ëèíèè ïðîâåäåíû âðó÷íóþ) â îáëàñòÿõ, â êîòîðûõ
òåîðåòè÷åñêèé ðåçóëüòàò ïåðåñòàåò ðàáîòàòü. Îðàíæåâûì öâåòîì èçîá-
ðàæåíû ðåøåíèÿ äëÿ îáëàñòè 0 ≤ η < 2γ ⇔ 1 − 2

√
2
√
γ < α ≤ 1, ñèíèì

öâåòîì èçîáðàæåíà îáëàñòü 2γ < η � 1 ⇔ 2
√

2
√
γ < 1 − α � 1, çåëå-

íûì öâåòîì èçîáðàæåíà îáëàñòü γ � η � 1
γ4
⇔ γ4 � α � 1. Â äàííîì

ñëó÷àå äëÿ òåîðåòè÷åñêèõ êðèâûõ èñïîëüçîâàëîñü ñëåäóþùåå çíà÷åíèå
ïàðàìåòðà γ: γ = 0.005

Íà äàííîì ãðàôèêå íå âèäíî îáëàñòü ñ î÷åíü ìàëûìè α, ïîýòîìó
ïðåäñòàâèì åå íà îòäåëüíîì ãðàôèêå.
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Ðèñ. 2.3:
Íà ðèñóíêå ëèíèè èçîáðàæàþò ãðàíèöû ýíåðãåòè÷åñêîé çîíû â çàâèñèìî-
ñòè îò ïàðàìåòðà α. Ñïëîøíîé ëèíèåé èçîáðàæåí ðåçóëüòàò òåîðåòè÷å-
ñêîãî ðàñ÷åòà (ñì. ô-ëó 2.52), ïóíêòèðíîé ëèíèåé èçîáðàæåíà ñøèâêà ðå-
øåíèé (ëèíèè ïðîâåäåíû âðó÷íóþ) â îáëàñòÿõ, â êîòîðûõ òåîðåòè÷åñêèé
ðåçóëüòàò ïåðåñòàåò ðàáîòàòü. Â äàííîì ñëó÷àå äëÿ òåîðåòè÷åñêèõ êðè-
âûõ èñïîëüçîâàëîñü ñëåäóþùåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà γ: γ = 0.005. Âèäíî,
÷òî äëÿ î÷åíü ìàëûõ α çîíà ïðèëåãàåò ê âåðõíåé ãðàíèöå ýíåðãåòè÷åñêîé
ùåëè.

2.1.6 Äèàãðàììà ïîëîæåíèé ýíåðãåòè÷åñêîé çîíû

Ïðåäñòàâèì íà ãðàôèêå ñ îñÿìè êîîðäèíàò α è γ ðàçëè÷íûå ðåàëèçàöèè
ïîëîæåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîé çîíû â ùåëè ñâåðõïðîâîäíèêà (ñì. ôîðìóëû
2.37, 2.21, 2.22 è 2.52).
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Ðèñ. 2.4:
Íà ãðàôèêå ñèíèì öâåòîì èçîáðàæåíà îáëàñòü ïàðàìåòðîâ α è γ, â êî-
òîðîé ýíåðãåòè÷åñêà çîíà ïðèëåãàåò ê ýíåðãèè E = 0 (ñì. ô-ëó 2.21).
Îðàíæåâûì öâåòîì èçîáðàæåíà îáëàñòü ïàðàìåòðîâ α è γ, â êîòîðîé
ýíåðãåòè÷åñêà çîíà íå êàñàåòñÿ íè ýíåðãèè E = 0, íè ýíåðãèè E = ∆ (ñì.
ôîðìóëû 2.22, 2.37). Çåëåíûì öâåòîì èçîáðàæåíà îáëàñòü ïàðàìåòðîâ α
è γ, â êîòîðîé ýíåðãåòè÷åñêàÿ çîíà ïðèëåãàåò ê ýíåðãèè E = ∆ (ñì. ô-ëó
2.52)
.

2.2 Îáëàñòü ýíåðãèé E > ∆

Âû÷èñëåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ àíàëîãè÷íûå ñëó÷àþ E < ∆ ñî ñëåäóþùèìè
èçìåíåíèÿìè:

coshψ∞ = i
∆√

E2 −∆2
(2.73)

sinhψ∞ = i
E√

E2 −∆2
(2.74)

(2.75)
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ξ =

√
D

2
√

∆2 − E2
= ξ̃ · eiπ/4 (2.76)

ξ̃ =

√
D

2
√
E2 −∆2

(2.77)

Óðàâíåíèå òî÷íî òàêîå æå, êàê â ñëó÷àå E < ∆, òîëüêî âåëè÷èíû ξ
è ψ∞ òåïåðü êîìïëåêñíûå

ξ2 d
2

dx2
ψ̃ − sinh ψ̃ = − 2

π

ξ2

νD

α sinh 2
(
ψ̃ + ψ∞

)
1 + α2 − 2α cosh 2

(
ψ̃ + ψ∞

)δ (x) (2.78)

Ðåøåíèå:

tanh
ψ̃ (x)

4
= tanh

ψ̃ (0)

4
exp

[
−|x|
ξ

]
(2.79)

À âåëè÷èíó ψ̃ (0) ìû íàõîäèì èç óðàâíåíèÿ:

sinh
ψ̃ (0)

2
=

1

2π

ξ

νD

α sinh
(

2
(
ψ̃ (0) + ψ∞

))
1 + α2 − 2α cosh

(
2
(
ψ̃ (0) + ψ∞

)) (2.80)

Ââåäåì íîâîå îáîçíà÷åíèå:

sinh ψ̃∞ =
∆√

E2 −∆2
(2.81)

cosh ψ̃∞ =
E√

E2 −∆2
(2.82)

Òîãäà óðàâíåíèå 2.80 ïðèíèìàåò òàêîé âèä:

sinh
ψ̃ (0)

2
= −2eiπ/4γ

√
sinh ψ̃∞

α sinh
(

2
(
ψ̃∞ + ψ̃ (0)

))
1 + α2 + 2α cosh

(
2
(
ψ̃ (0) + ψ̃∞

)) (2.83)

Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿ ïðèìåò òàêîé âèä:

ρ (E) = 2ν · Im
(

sinh
(
ψ̃ + ψ∞

))
= 2ν · Re

(
cosh

(
ψ̃ + ψ̃∞

))
(2.84)

Ïðîàíàëèçèðóåì äâå îáëàñòè ýíåðãèé.
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2.2.1 Îáëàñòü E −∆� ∆

Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

ψ̃∞ + Re ψ̃ (0)� 1 (2.85)

α exp
(

2
(
ψ̃∞ + Re ψ̃ (0)

))
� 1 (2.86)

Òîãäà, ñäåëàâ ïðèáëèæåíèÿ â óðàâíåíèè 2.83, ìû ïîëó÷èì òàêîå óðàâ-
íåíèå:

exp

(
ψ̃ (0)

2

)
− exp

(
− ψ̃ (0)

2

)
=

= −
√

2eiπ/4γ · α
(

exp

(
5

2
ψ̃∞

)
· exp

(
2ψ̃ (0)

)) (2.87)

Íàéäåì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ :

exp
ψ̃ (0)

2
= A−1/5e−iπ/20 (2.88)

çäåñü áûëî ââåäåíî ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

A =
√

2γ · α · exp

(
5

2
ψ̃∞

)
(2.89)

è ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî A� 1.
Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå ðåøåíèå â 2.85, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óñëî-

âèå:

1

αγ
� 1 (2.90)

êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê γ � 1 è 0 ≤ α ≤ 1.
Åñëè æå ïîäñòàâèòü ýòî ðåøåíèå â óñëîâèå 2.86, òî ïîëó÷èì äîïîë-

íèòåëüíîå óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè íàéäåííîãî ðåøåíèÿ:

α� γ4 (2.91)
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Òåïåðü ïîñ÷èòàåì ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé â âåäóùåì ïîðÿäêå ïî E−∆
∆

,
âîñïîëüçîâàâøèñü âûðàæåíèåì 2.84 (òàêæå ó÷òåì îãðàíè÷åíèå A � 1,
êîòîðîå äàñò íàì óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè)

E −∆

∆
� (αγ)4/5 : ρ (E, 0) = ν · 1

2

((√
2γ · α

)−2/5

cos
[ π

10

])
+

+ν · 1

2

((√
2γ · α

)−2/5

cos
[ π

10

])
·

·

((√
2γ · α

)4/5

− 2

5
·
(√

2γ · α
)−2/5

·
cos
(

3π
10

)
cos
(
π
10

) · √E2 −∆2

2∆

) (2.92)

Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèå 2.65 äëÿ ρ (∆− 0, 0) è âûðàæåíèå 2.92 äëÿ
ρ (∆ + 0, 0), ïîëó÷àåì, ÷òî ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé â òî÷êå E = ∆ íåïðå-
ðûâíà:

ρ (∆ + 0, 0) = ρ (∆− 0, 0) (2.93)

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì âûïîëíåíèå äðóãèõ óñëîâèé:

ψ̃∞ + Re ψ̃ (0)� 1 (2.94)

α exp
(

2
(
ψ̃∞ + Re ψ̃ (0)

))
� 1 (2.95)

Òîãäà, ñäåëàâ ïðèáëèæåíèÿ â óðàâíåíèè 2.83, ìû ïîëó÷èì òàêîå óðàâ-
íåíèå:

(
exp

(
ψ̃ (0)

2

)
− exp

(
− ψ̃ (0)

2

))
= −
√

2eiπ/4γ · exp

(
1

2
ψ̃∞

)
(2.96)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:

C =
√

2γ · exp

(
1

2
ψ̃∞

)
(2.97)

Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 2.96 áóäåò âûðàæàòüñÿ òàê:

exp

(
ψ̃ (0)

2

)
=

1

2

(√
4 + iC2 − exp

(
i
π

4

)
C
)

(2.98)
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Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
Ïåðâûé ñëó÷àé:

C � 1⇔ γ · exp

(
1

2
ψ̃∞

)
� 1⇔ 1

2
ψ̃∞ � ln

1

γ
⇔ ψ̃∞ � 2 ln

1

γ
(2.99)

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ òàêîå:

exp

(
ψ̃ (0)

2

)
=

1

C
exp

[
−π

4
i
]

+ exp
[π

4
i
]
· 2

C3
(2.100)

À îãðàíè÷åíèÿ 2.94 è 2.95 ïîñëå ïîäñòàíîâêè â íèõ ðåøåíèÿ äàþò
ñëåäóþùåå óñëîâèå:

α� γ4 (2.101)

Ïëîòíîñòü â ýòîì ñëó÷àå òàêàÿ:

√
E2 −∆2

∆
� 2γ2 : ρ (E) = ν · 1

γ4

√
E2 −∆2

2∆
(2.102)

Âòîðîé ñëó÷àé:

C � 1⇔ γ · exp

(
1

2
ψ̃∞

)
� 1⇔ 1

2
ψ̃∞ � ln

1

γ
⇔ ψ̃∞ � ln

1

γ2
(2.103)

Ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ òàêîå:

exp

(
ψ̃ (0)

2

)
= 1 +

i

8
C2 − 1

2
exp

(
i
π

4

)
C (2.104)

À îãðàíè÷åíèÿ 2.94 è 2.95 ïîñëå ïîäñòàíîâêè â íèõ ðåøåíèÿ äàþò
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

ψ̃∞ �
1

2
ln

1

α
α� γ4

(2.105)

Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé æå âûðàæàåòñÿ òàê:

2γ2 �
√
E2 −∆2

∆
� 2
√
α : ρ (E) ≈ ν·

(
2∆√

E2 −∆2
− γ

(
2∆√

E2 −∆2

)3/2
)

(2.106)
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Ìàêñèìóì ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé îöåíèì, ñøèâàÿ àñèìïòîòèêè â òî÷êå
E −∆ ∼ ∆γ4:

ρmax (E) ∼ ν

γ2
(2.107)

2.2.2 Îáëàñòü E � ∆

sinh
ψ̃ (0)

2
= −2eiπ/4γ

√
sinh ψ̃∞

α sinh
(

2
(
ψ̃∞ + ψ̃ (0)

))
1 + α2 + 2α cosh

(
2
(
ψ̃ (0) + ψ̃∞

))
(2.108)

Â ýòîì ñëó÷àå ψ̃∞ � 1, ìû òàêæå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ψ̃ (0) � ψ̃∞,
òîãäà óðàâíåíèå óïðîñòèòñÿ:

ψ̃ (0)

2
= −2eiπ/4γ

√
ψ̃∞

α
(

2ψ̃∞

)
1 + α2 + 2α

(2.109)

ψ̃ (0) = −8eiπ/4γ · αψ̃3/2
∞

(1 + α)2 � ψ̃∞ (2.110)

Ïîñ÷èòàåì òåïåðü ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó 2.84:

ρ (E) = 2ν

(
1 +

1

2
·
(

∆

E

)2

− 4
√

2γ · α
(1 + α)2 ·

(
∆

E

)5/2
)

(2.111)

2.3 Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé

Äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðèâåäåì òåïåðü ãðàôè÷åñêèå èçîáðàæåíèÿ ïîëó÷åí-
íûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé â îäíîìåðíîì ñëó÷àå.
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Ðèñ. 2.5:
Íà ðèñóíêå ïðåäñòàâëåíà êà÷åñòâåííàÿ çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè ñîñòîÿ-
íèé îò ýíåðãèè â ñëó÷àå η < 2γ (êà÷åñòâåííàÿ çàâèñèìîñòü îñíîâàíà íà
òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòàõ: ô-ëû 2.18, 2.102, 2.111, 2.107).
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Ðèñ. 2.6:
Íà ðèñóíêå ïðåäñòàâëåíà êà÷åñòâåííàÿ çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé
îò ýíåðãèè â ñëó÷àå 2γ < η � 1

γ4
(êà÷åñòâåííàÿ çàâèñèìîñòü îñíîâàíà íà

òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòàõ: ô-ëû 2.18, 2.102, 2.111, 2.107).
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Ðèñ. 2.7:
Íà ðèñóíêå ïðåäñòàâëåíà êà÷åñòâåííàÿ çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè ñîñòîÿ-
íèé îò ýíåðãèè â ñëó÷àå η � 1

γ4
(êà÷åñòâåííàÿ çàâèñèìîñòü îñíîâàíà íà

òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòàõ: ô-ëû 2.57, 2.65, 2.92, 2.111).

Äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè ïðåäñòàâèì îòäåëüíî çàâèñèìîñòü ïëîò-
íîñòè ñîñòîÿíèé îò ýíåðãèè âáëèçè òî÷êè E = ∆ â ïîñëåäíåì ñëó÷àå(
η � 1

γ4

)
:

32



0.996 0.998 1.002 1.004
Ε

10

20

30

40

50

ρ(Ε)

ν

Ðèñ. 2.8:
Íà ðèñóíêå ïðåäñòàâëåíà êà÷åñòâåííàÿ çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé
îò ýíåðãèè â ñëó÷àå η � 1

γ4
âáëèçè òî÷êè E = ∆ (êà÷åñòâåííàÿ çàâèñè-

ìîñòü îñíîâàíà íà òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòàõ: ô-ëû 2.57, 2.65, 2.92).

2.4 Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ

Â âåäåíèè áûëî óïîìÿíóòî, ÷òî â ÷èñòîì ñëó÷àå ïðè íàëè÷èè îäíîé ìàã-
íèòíîé ïðèìåñè ïîÿâëÿåòñÿ ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå (YSR-ñîñòîÿíèå ñ ýíåð-
ãèåé EY SR (ñì. ô-ëó 1)), à íå ýíåðãåòè÷åñêàÿ çîíà; çîíà æå ïîÿâëÿåòñÿ
òîãäà, êîãäà â ñâåðõïðîâîäíèê ïîìåùåíî ìíîãî ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé ñ
êîíå÷íîé êîíöåíòðàöèåé.

Çäåñü ìû èçó÷àåì ãðÿçíûé ñëó÷àé, ïðè÷åì ýíåðãåòè÷åñêàÿ çîíà ïîÿâ-
ëÿåòñÿ óæå ïðè íàëè÷èè îäíîé ìàãíèòíîé ïðèìåñè, êà÷åñòâåííî îáúÿñ-
íèòü ýòîò ôàêò ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: â ãðÿçíîì ïðåäåëå èìååòñÿ
áåñïîðÿäîê, â ðàçíûõ ðåàëèçàöèÿõ áåñïîðÿäêà ýíåðãèè YSR-ñîñòîÿíèÿ
ðàçíûå, ðåøàÿ óðàâíåíèå Óçàäåëÿ, ìû ñîâåðøàåì óñðåäíåíèå è â èòî-
ãå ïîëó÷àåì ðàçìûòèå ëîêàëèçîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïðè÷åì ìîæíî çà-
ìåòèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè YSR-ñîñòîÿíèÿ P (EY SR)
ñâÿçàíà ñ ïëîòíîñòüþ ñîñòîÿíèé ρ(E) ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ êàæäîé
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ðåàëèçàöèè áåñïîðÿäêà ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé òàêàÿ: δ(E − EY SR), òîãäà
ðåçóëüòèðóþùàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé, ïîëó÷àþùàÿñÿ ïîñëå óñðåäíåíèÿ,
èìååò òàêîé âèä:

ρ(E) =

ˆ
dEY SRδ(E − EY SR)P (EY SR) = P (E) (2.112)

Êðîìå òîãî, ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â îäíîìåðíîì ñëó÷àå âàæíóþ ðîëü
ìîãóò èãðàòü ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ ëîêàëèçàöèåé. Ìû íå ó÷èòûâàëè
ýòè ýôôåêòû, ïîýòîìó âûÿñíèì, â êàêîì ñëó÷àå òàê äåëàòü êîððåêòíî.
Ïðåíåáðåãàòü ýôôåêòàìè, ñâÿçàííûìè ñ ëîêàëèçàöèåé, ìîæíî, êîãäà âû-
ïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:

ξ . ξloc

ξloc = N · l =
S

λ2
F

· l
(2.113)

ãäå l - äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà, à N ÷èñëî êàíàëîâ â êâàçèîäíîìåðíîì
ìíîãîêàíàëüíîì ïðîâîäå, êîòîðîå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïëîùàäü ñå÷åíèÿ S
êâàçèîäíîìåðíîãî ïðîâîäà è äëèíó âîëíû Ôåðìè λF .

Âñïîìèíàÿ ñâÿçü ξ ñ ýíåðãèåé (1.6), ìû ïîëó÷àåì îãðàíè÷åíèå íà ýíåð-
ãèþ: ∣∣∣∣∣E −∆

∣∣∣∣∣ & ∆

(
ξ0

l · S
λ2F

)4

= ∆

(
ξ0

l ·N

)4

(2.114)

ãäå ξ0 =
√

D
2∆

- äëèíà êîãåðåíòíîñòè â ãðÿçíîì ñëó÷àå (â ãðÿçíîì ñâåðõ-

ïðîâîäíèêå ñïðàâåäëèâî ñëåäóùåå óñëîâèå: l � ξ0). Äëÿ íàãëÿäíîñòè
ïðåäñòàâèì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò íà ãðàôèêå äëÿ E < ∆:

34



10 20 30 40 50
Ν0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Ε

Δ

Область, в которой эффекты, связанные
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Ðèñ. 2.9:
Íà ãðàôèêå çàêðàøåíà îáëàñòü çíà÷åíèé ýíåðãèè, â êîòîðîé êîððåêòíî
ïðåíåáðåãàòü ýôôåêòàìè, ñâÿçàííûìè ñ ëîêàëèçàöèåé, à çíà÷èò ïðèìå-
íèìû ðåçóëüòàòû, íàéäåííûå íàìè ðàíåå (N - ÷èñëî êàíàëîâ, l

ξ0
= 0.1).
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Ãëàâà 3

Äâóìåðíûé ñëó÷àé

Íåäàâíî ïîÿâèëàñü âîçìîæíîñòü ñîçäàâàòü è èññëåäîâàòü äâóìåðíûå ìà-
òåðèàëû, êðîìå òîãî, áûë ñîçäàí òóííåëüíûé ìèêðîñêîï (STM), êîòî-
ðûé ïîçâîëÿåò èçìåðÿòü çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé îò ýíåðãèè
â êàæäîé òî÷êå äâóìåðíîãî îáðàçöà. Òàêèì îáðàçîì, ýêñïåðèìåíòàëü-
íîå èññëåäîâàíèå ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé äâóìåðíîãî ñâåðõïðîâîäíèêà ñòà-
ëî âîçìîæíûì. Òàê, íàïðèìåð, â ñòàòüå [4] ïðîâîäèòñÿ ýêñïåðèìåíòàëü-
íîå èññëåäîâàíèå YSR-ñîñòîÿíèé â ÷èñòîì ñâåðõïðîâîäíèêå ñ ìàãíèòíîé
ïðèìåñüþ. Êðîìå òîãî, íåäàâíî òåîðåòè÷åñêè èññëåäîâàëèñü äâóìåðíûå
ñâåðõïðîâîäíèêè, ñîäåðæàùèå ñëó÷àéíî ðàñïðåäåëåííûå â ïðîñòðàíñòâå
ýëåêòðîñòàòè÷åñêèå ïðèìåñè è îäíó ìàãíèòíóþ ïðèìåñü [14], à òàêæå
ãðÿçíûå äâóìåðíûå ñâåðõïðîâîäíèêè ñî ñëó÷àéíî ðàñïðåäåëåííûìè â
ïðîñòðàíñòâå ìàãíèòíûìè ïðèìåñÿìè [12,13].

Â ýòîé ãëàâå ìû áóäåì èññëåäîâàòü ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ãðÿçíîãî
äâóìåðíîãî ñâåðõïðîâîäíèêà ñ îäíîé ìàãíèòíîé ïðèìåñüþ. Ñíà÷àëà ìû
èçó÷èì ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé äëÿ ýíåðãèé âíóòðè ùåëè, à ïîòîì îòäåëüíî
ðàññìîòðèì îáëàñòü ýíåðãèé, ëåæàùèõ âíå ýíåðãåòè÷åñêîé ùåëè, è òàêæå
èññëåäóåì ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé.

3.1 Îáëàñòü ýíåðãèé E < ∆

Óðàâíåíèå Óçàäåëÿ â äâóìåðíîì ñëó÷àå áóäåò òàêèì:

D

2
∇2ψ + E coshψ −∆ · sinhψ = − 1

πν

α sinh 2ψ

1 + α2 − 2α cosh 2ψ
δ (r) (3.1)

Èñïîëüçóÿ òå æå îáîçíà÷åíèÿ, ÷òî è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå è ó÷òåì
öèëèíäðè÷åñêóþ ñèììåòðèþ, òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò òàêîé âèä:
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ξ2 1

r

∂

∂r

(
r
∂ψ̃

∂r

)
− sinh

(
ψ̃
)

= − 2

π

ξ2

νD

α sinh 2
(
ψ̃ + ψ∞

)
1 + α2 − 2α cosh 2

(
ψ̃ + ψ∞

)δ (r)

(3.2)

Ñíà÷àëà áóäåì èñêàòü ðåøåíèå, ïðåäïîëàãàÿ åãî ìàëûì: ψ̃ � 1:

ξ2 1

r

∂

∂r

(
r
∂ψ̃

∂r

)
− ψ̃ = − 2

π

ξ2

νD

α sinh 2
(
ψ̃ + ψ∞

)
1 + α2 − 2α cosh 2

(
ψ̃ + ψ∞

)δ (r) (3.3)

Äåëüòà-ôóíêöèþ àïïðîêñèìèðóåì ñòóïåíüêîé:

δ (~r) =

{
U0 r < a/ξ

0 r > a/ξ
(3.4)

U0π

(
a

ξ

)2

= 1, a→ 0 (3.5)

ãäå a � õàðàêòåðíûé ðàçìåð äåëüòà-ôóíêöèè, a
ξ
� 1.

Â îáëàñòè r > a ðåøåíèå òàêîå:

ψ̃R (r) = CRK0

(
r

ξ

)
(3.6)

çäåñü ìû ó÷ëè òî, ÷òî

lim
r→∞

ψ̃ (r) = 0 (3.7)

Â îáëàñòè r < a ðåøåíèå òàêîå:

ψ̃L (r) = CLJ0

(
r

ξ

√
κU0 − 1

)
≈ CL

1−

(
r
ξ

)2

4
(κU0 − 1)

 (3.8)

Ñøèâàåì ðåøåíèÿ â òî÷êå r = a:
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ψ̃′L (a)

ψ̃L (a)
=
ψ̃′R (a)

ψ̃R (a)
(3.9)

Îòêóäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:

2

π

1

νD

α sinh 2
(
ψ̃ (0) + ψ∞

)
1 + α2 − 2α cosh 2

(
ψ̃ (0) + ψ∞

) 1

ψ̃ (0)
=

2π

ln ξ
a

(3.10)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

ln
ξ

a
= ln

√
D
2∆

coshψ∞

a
= ln

ξ0 cosh1/2 ψ∞
a

=

= ln
ξ0

a
+

1

2
ln coshψ∞ =

1

δ
+

1

2
· ln coshψ∞

(3.11)

δ =

(
ln
ξ0

a

)−1

� 1 (3.12)

t =
1

νD
� 1 (3.13)

Âåëè÷èíà t ìàëà, òàê êàê äëÿ êîíäàêòàíñà äâóìåðíîé ïëàñòèíêè
ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå âûðàæåíèå: G ∼ νD, çíà÷èò t îáðàòíî ïðîïîð-
öèîíàëüíà êîíäàêòàíñó, à ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êîíäàêòàíñ áîëüøîé.

Êðîìå òîãî, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:

tξ0 =
t

δ
� 1 (3.14)

ãäå áûëî ââåäåíî îáîçíà÷åíèå tξ0 , ôèçè÷åñêèé ñìûñë êîòîðîãî - ñîïðî-
òèâëåíèå ðàñòåêàíèÿ. Ïàðàìåòð tξ0 ìàë, òàê êàê a íå ìîæåò áûòü ñêîëü
óãîäíî ìàëîé âåëè÷èíîé, è ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ñîâïàäàåò ñ äëèíîé
ñâîáîäíîãî ïðîáåãà.

Â èòîãå óðàâíåíèå 3.10 ïðèíèìàåò òàêîé âèä:

1

π2
t
α sinh

[
2
(
ψ̃ (0) + ψ∞

)] (
1
δ

+ 1
2

ln coshψ∞
)

1 + α2 − 2α cosh
[
2
(
ψ̃ (0) + ψ∞

)] = ψ̃ (0) (3.15)
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Òåïåðü èññëåäóåì óðàâíåíèå Óçàäåëÿ, íå ïðåäïîëàãàÿ ìàëîñòü ψ̃. Äëÿ
óäîáñòâà îáåçðàçìåðèì ïåðåìåííóþ r: r → r

ξ
.

1

r

∂

∂r

(
r
∂ψ̃

∂r

)
− sinh

(
ψ̃
)

= − 2

π

1

νD

α sinh 2
(
ψ̃ + ψ∞

)
1 + α2 − 2α cosh 2

(
ψ̃ + ψ∞

)δ (r)

(3.16)

Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå ïî êðóãó ðàäèóñà ε→ 0:

lim
ε→0

[
ε
∂ψ̃

∂r
(ε)

]
= − 1

π2

1

νD

α sinh 2
(
ψ̃ (0) + ψ∞

)
1 + α2 − 2α cosh 2

(
ψ̃ (0) + ψ∞

) (3.17)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:

C = − 1

π2

1

νD

α sinh 2
(
ψ̃ (0) + ψ∞

)
1 + α2 − 2α cosh 2

(
ψ̃ (0) + ψ∞

) (3.18)

lim
r→0

[
r
∂ψ̃

∂r

]
= C (3.19)

Òî åñòü íà ìàëûõ r ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå:

ψ̃ ≈ C ln r (3.20)

Ââåäåì ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ïàðàìåòð a, õàðàêòåðèçóþùèé ðàçìåð ïðè-
ìåñè, òîãäà èç 3.20 ìîæíî ïîëó÷èòü:

C · ln a = ψ̃ (0) (3.21)

ýòî ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì, ïîëó÷åííûì äëÿ ñëó÷àÿ ψ̃ � 1, Ïðè
ïåðåõîäå îò 3.16 ê 3.17 ìû ñäåëàëè ñëåäóþùåå ïðåäïîëîæåíèå:

lim
ε→0

ˆ

r<ε

d2r sinh
(
ψ̃
)

= 0 (3.22)
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Òàêèì îáðàçîì, è òàê áûëî ïîíÿòíî, ÷òî óðàâíåíèå äëÿ ψ̃ (0) äëÿ
ñëó÷àÿ ψ̃ � 1 äîëæíî áûëî ïîëó÷èòüñÿ òàêèì æå, êàê äëÿ ñëó÷àÿ ïðî-
èçâîëüíîãî ψ̃ (0), òàê êàê â ïåðâîì ñëó÷àå ìû áû ñ÷èòàëè, ÷òî

limε→0

´
r<ε

d2r
(
ψ̃
)

= 0, à âî âòîðîì ñëó÷àå ñ÷èòàåì, ÷òî

limε→0

´
r<ε

d2r sinh
(
ψ̃
)

= 0, òî åñòü îòëè÷èå sinh
(
ψ̃
)
îò ψ̃ íèêàê íå âëèÿåò

íà óðàâíåíèå äëÿ ψ̃ (0), îäíàêî íóæíî ó÷åñòü îãðàíè÷åíèå, âîçíèêàþùèå
èç-çà âîçíèêíîâåíèÿ ðàâåíñòâà 3.22.

ˆ

r<ε

d2r sinh
(
ψ̃
)
≈
ˆ

r<ε

d2r sinh (C ln r) = π ·
[
εC+2

C + 2
− ε−C+2

−C + 2

]
(3.23)

Îòêóäà ìû ïîëó÷àåì îãðàíè÷åíèå íà C:

|ReC| < 2 (3.24)

Èòàê, íàì íóæíîé èññëåäîâàòü ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

1

π2
t
α sinh

[
2
(
ψ̃ (0) + ψ∞

)] (
1
δ

+ 1
2

ln coshψ∞
)

1 + α2 − 2α cosh
[
2
(
ψ̃ (0) + ψ∞

)] = ψ̃ (0) (3.25)

Àíàëîãè÷íî îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ ìû áóäåì èçó÷àòü ðàçëè÷íûå îáëà-
ñòè ïàðàìåòðîâ, â êîòîðûõ óðàâíåíèå 3.25 ìîæíî ðåøèòü àíàëèòè÷åñêè.

3.1.1 Ñëó÷àé 1− α� 1 :

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
∣∣∣ψ̃ (0)

∣∣∣� 1 è ψ∞ � 1.

Ðàñêëàäûâàÿ óðàâíåíèå 3.25 ïî ìàëûì ψ̃ (0) è ψ∞ è ó÷èòûâàÿ óñëîâèå
tξ0 � 1, ìû ïîëó÷àåì: êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå:

ψ̃ (0)3 + ψ̃ (0)2 · 2ψ∞ + ψ̃ (0)

(
ψ2
∞ +

1

2π2
tξ0 −

(1− α)2

4α

)
+

1

2π2
tξ0 · ψ∞ = 0

(3.26)

Âñïîìíèì âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé:

ρ (E, r) = 2ν · Im (sinh [ψ]) (3.27)
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Òî åñòü, òî÷íî òàêæå, êàê â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïëîò-
íîñòü ñîñòîÿíèé áûëà íåíóëåâàÿ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ψ̃ (0) èìåëî íåòðè-
âèàëüíóþ ìíèìóþ ÷àñòü. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî, ÷òîáû äèñêðèìèíàíò
áûë îòðèöàòåëüíûì:

D · 16π6α3 = −8α3 (tξ0)
3 + 4π2α2 (tξ0)

2 (αψ2
∞ + 3 (1− α)2)+

+π6
(
(α− 1)3 − 4(α− 1)αψ2

∞
)2−

−2π4(α− 1)2α (tξ0)
(
20αψ2

∞ + 3(α− 1)2
)
< 0

(3.28)

Íàéäåì êîðíè óðàâíåíèÿ D = 0:

ψ(L)
∞ =

√
−
√
α3tξ0(αtξ0+4π2(α−1)2)

3
−α3t2ξ0

+10π2α2(α−1)2tξ0+2π4α(α−1)4

(α−1)2α2

2
√

2π2
(3.29)

ψ(R)
∞ =

√√
α3tξ0(αtξ0+4π2(α−1)2)

3
−α3t2ξ0

+10π2α2(α−1)2tξ0+2π4α(α−1)4

(α−1)2α2

2
√

2π2
(3.30)

Òîãäà ãðàíèöû ýíåðãåòè÷åñêîé çîíû ïîëó÷àþòñÿ òàêèå:

(1− α)2 <
2

π2
tξ0 : 0 < ψ∞ < ψ(R)

∞ (3.31)

(1− α)2 >
2

π2
tξ0 : ψ(L)

∞ < ψ∞ < ψ(R)
∞ (3.32)

Äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðåäñòàâèì âûðàæåíèå äëÿ çàâèñèìîñòè ïëîòíîñòè
ñîñòîÿíèé îò ýíåðãèè äëÿ ñëó÷àÿ α = 1:

ρ ≈

2ν · 1
2

√
2
π2 · θδ −

(
E
∆

)2
0 < E

∆
<
√

2
π2 · θδ

0
√

2
π2 · θδ <

E
∆
< 1

(3.33)

3.1.2 Ñëó÷àé tξ0 � η � exp
[
2
t

]
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ψ̃ (0) âûïîëíåíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî: ψ̃ (0)�
min {1, ψ∞}. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå

ψ̃ (0)
(

1 + α2 − 2α cosh
[
2
(
ψ̃ (0) + ψ∞

)])
=

=
1

π2
tα sinh

[
2
(
ψ̃ (0) + ψ∞

)](1

δ
+

1

2
ln coshψ∞

) (3.34)

41



Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðèåé âîçìóùåíèÿ: â ïðàâîé ÷àñòè èìååòñÿ ìàëàÿ
âåëè÷èíà t � 1, ïîýòîìó ïðåíåáðåæåì ψ̃ (0) ñïðàâà è ðàçëîæèì äî âòî-

ðîãî ïîðÿäêà ñëåâà, òàêæå ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå γ̃ = t
1
δ

+ 1
2

ln coshψ∞

4π2 cosh1/2 ψ∞
, òîãäà

óðàâíåíèå ïðèìåò âèä:

ψ̃ (0)
(
η − sinh2 ψ∞ − ψ̃ (0) sinh (2ψ∞)

)
= sinh [2 (ψ∞)] cosh1/2 ψ∞ · γ̃

(3.35)

Âèäíî, ÷òî ýòî óðàâíåíèå ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì 2.26 äëÿ îäíîìåð-
íîãî ñëó÷àÿ (òîëüêî γ îòëè÷àåòñÿ îò γ̃), ïîýòîìó àíàëèç êîðíåé óðàâíå-
íèÿ áóäåò òàêèì æå êàê â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Ìû ïîëó÷àåì íåíóëåâóþ
ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé, åñëè âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:

γ̃ >

(
η − sinh2 ψ∞

)2

16
√

coshψ∞ sinh2 (ψ∞) cosh2 (ψ∞)
⇔

⇔ t

4π2
>

(
η − sinh2 ψ∞

)2

16 sinh2 (ψ∞) cosh2 (ψ∞)
(

1
δ

+ 1
2

ln coshψ∞
) (3.36)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ãðàíèöû ýíåðãåòè÷åñêîé çîíû,
íóæíî ðåøèòü ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

t

4π2
=

(
η − sinh2 ψ∞

)2

16 sinh2 (ψ∞) cosh2 (ψ∞)
(

1
δ

+ 1
2

ln coshψ∞
) (3.37)

Ðåøèì ýòî óðàâíåíèå ïðèáëèæåííî: ðàçëîæèì ïðàâóþ ÷àñòü âáëèçè
ìèíèìóìà äî âòîðîãî ïîðÿäêà:

1

4π2νD
=

δ
(
sinhψ∞ −

√
η
)2

(η + 1)(δ log(η + 1) + 4)
(3.38)

Îòêóäà íàõîäèì ãðàíèöû îáëàñòè:

sinhψ(±)
∞ =

√
η ± 1

2π

√
(η + 1) t

(
log(η + 1) +

4

δ

)
(3.39)

Îñòàëîñü èññëåäîâàòü óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ýòîãî ðåøåíèÿ. Â íà÷à-
ëå íàìè áûëî ñäåëàíî ïðåäïîëîæåíèå ψ̃ (0) � min {ψ∞, 1}, ïîäñòàâëÿÿ
íàéäåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ψ∞è ψ̃ (0), ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óñëîâèå
äëÿ ñëó÷àÿ ìàëûõ η:
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η � t

δ
(3.40)

êîãäà æå η áîëüøå, ìû ïîëó÷àåì äðóãîå óñëîâèå:

η � exp

[
2

t

]
(3.41)

Êðîìå òîãî, óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè ïåðåõîäà îò 3.37 ê 3.38 çàêëþ÷à-
åòñÿ â òîì, ÷òî ïîñëåäóþùèå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ äîëæíû áûòü ìàëû ïî
ñðàâíåíèþ ñ êâàäðàòè÷íûì ÷ëåíîì, îäíàêî ó÷åò ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ äàåò
óñëîâèå ñëàáåå ÷åì 3.40 è 3.41.

Òî åñòü ýíåðãåòè÷åñêàÿ çîíà òàêàÿ:

t

δ
� η � exp

(
2

t

)
: ψ(−)

∞ <ψ∞ < ψ(+)
∞ (3.42)

Êðîìå òîãî, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî êðàÿ çîíû 3.32 ñøèâàþòñÿ ñ
êðàÿìè çîíû 3.42 â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ 1� η � tξ0 :

ψ(±)
∞ ≈ √η ± 1

π

√
tξ0 ≈ ψR(L)

∞ (3.43)

3.1.3 Ýíåðãåòè÷åñêàÿ çîíà

Ïðåäñòàâèì òåïåðü íà ãðàôèêå ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàòû äëÿ ýíåðãåòè÷å-
ñêîé çîíû â äâóìåðíîì ñëó÷àå.
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Ðèñ. 3.1:
Íà ðèñóíêå ëèíèè èçîáðàæàþò ãðàíèöû ýíåðãåòè÷åñêîé çîíû â çàâèñè-
ìîñòè îò ïàðàìåòðà α. Ñïëîøíîé ëèíèåé èçîáðàæåí ðåçóëüòàò òåîðåòè-
÷åñêîãî ðàñ÷åòà (ñì. ô-ëû 3.32, 3.39), ïóíêòèðíîé ëèíèåé èçîáðàæåíà
ñøèâêà ðåøåíèé (ëèíèè ïðîâåäåíû âðó÷íóþ) â îáëàñòÿõ, â êîòîðûõ òåî-
ðåòè÷åñêèé ðåçóëüòàò ïåðåñòàåò ðàáîòàòü. Îðàíæåâûì öâåòîì èçîáðàæå-

íû ðåøåíèÿ äëÿ îáëàñòè 1 −
√

2
π2 tξ0 < α < 1, ñèíèì öâåòîì èçîáðàæå-

íà îáëàñòü
√

2
π2 tξ0 < 1 − α � 1, çåëåíûì öâåòîì èçîáðàæåíà îáëàñòü

tξ0 � η � exp
[

2
t

]
⇔ exp

[
−1

t

]
� α� 1. Â äàííîì ñëó÷àå äëÿ òåîðåòè÷å-

ñêèõ êðèâûõ èñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ tξ0 è t:
tξ0 = 0.1, t = 0.08

3.1.4 Äèàãðàììà ïîëîæåíèé ýíåðãåòè÷åñêîé çîíû

Ïðåäñòàâèì íà ãðàôèêå ñ îñÿìè êîîðäèíàò α è t ðàçëè÷íûå ðåàëèçàöèè
ïîëîæåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîé çîíû â ùåëè ñâåðõïðîâîäíèêà (ñì. ôîðìóëû
3.31, 3.32 è 3.42). Ïàðàìåòð δ ìû çäåñü çàôèêñèðîâàëè: δ = 0.2.
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Ðèñ. 3.2:
Íà ãðàôèêå ñèíèì öâåòîì èçîáðàæåíà îáëàñòü ïàðàìåòðîâ α è t, â êî-
òîðîé ýíåðãåòè÷åñêà çîíà ïðèëåãàåò ê ýíåðãèè E = 0 (ñì. ô-ëó 3.31).
Îðàíæåâûì öâåòîì èçîáðàæåíà îáëàñòü ïàðàìåòðîâ α è t, â êîòîðîé
ýíåðãåòè÷åñêà çîíà íå êàñàåòñÿ íè ýíåðãèè E = 0, íè ýíåðãèè E = ∆
(ñì. ôîðìóëû 3.32, 3.42). Ïîä çåëåíîé ëèíèåé íàõîäèòñÿ îáëàñòü ïàðà-
ìåòðîâ, â êîòîðîé ýíåðãåòè÷åñêàÿ çîíà íàõîäèòñÿ î÷åíü áëèçêî ê ýíåðãèè
E = ∆ è íå ìîæåò áûòü èññëåäîâàíà â ðàìêàõ íàøåé ìîäåëè, òàê êàê
ýòî òðåáóåò ó÷åòà ýôôåêòà ëîêàëèçàöèè.

3.2 Îáëàñòü ýíåðãèé E > ∆

Çäåñü ìû âîñïîëüçóåìñÿ òåìè æå îáîçíà÷åíèÿìè, êîòîðûå ââîäèëè äëÿ
îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ: ψ̃∞ è ξ̃. Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ,
ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå:

1

π2
tα sinh

(
2
(
ψ̃∞ + ψ̃ (0)

))(1

δ
+

1

2
ln
(

sinh ψ̃∞

)
+ i · π

4

)
=

= −ψ̃ (0)
[
1 + α2 + 2α cosh 2

(
ψ̃ (0) + ψ̃∞

)]
(3.44)
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Äëÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé âûðàæåíèå òàêîå æå:

ρ (E) = 2ν · Im
(

sinh
(
ψ̃ + ψ∞

))
= 2ν · Re

(
cosh

(
ψ̃ + ψ̃∞

))
(3.45)

3.2.1 Îáëàñòü E −∆� ∆

Â ýòîé îáëàñòè ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå: ψ̃∞ � 1.
Ñíà÷àëà èçó÷èì òàêîé ñëó÷àé:

ψ̃∞ + Reψ̃ (0)� 1 (3.46)

α exp
[
2
(
Reψ̃ (0) + ψ̃∞

)]
� 1 (3.47)

Òîãäà óðàâíåíèå óïðîùàåòñÿ:

1

2π2
tα exp

(
2
(
ψ̃∞ + ψ̃ (0)

))(1

δ
+

1

2
ln
(

sinh ψ̃∞

)
+ i · π

4

)
=

= −ψ̃ (0)α exp
[
2
(
ψ̃ (0) + ψ̃∞

)] (3.48)

Ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ òàêîå:

ψ̃ (0) = − 1

2π2
t

(
1

δ
+

1

2
ψ̃∞

)
− i · t

8π
(3.49)

Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèå 3.46 âûïîëíåíî. Íàéäåì, êîãäà âûïîëíåíî 3.47,
ïîäñòàâèâ íàéäåííîå ψ̃ (0), òîãäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óñëîâèå:

E −∆

∆
� α (3.50)

Òàêæå èìååòñÿ åùå îäíî îãðàíè÷åíèå, ñâÿçàííîå ñ ïðèìåíèìîñòü óðàâ-
íåíèÿ Óçàäåëÿ. Õàðàêòåðíûé ðàçìåð ïðèìåñè a ìîæíî ñ÷èòàòü ïî ïîðÿä-
êó ðàâíûì äëèíå ñâîáîäíîãî ïðîáåãà, òàê êàê ìåíüøèå ìàñøòàáû ìû íå
ìîæåì èçó÷àòü ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ Óçàäåëÿ, êðîìå òîãî ìû çíàåì, ÷òî
êîíäàêòàíñ âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

g = 8πνD =
8π

t
(3.51)
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à äëèíà ëîêàëèçàöèè âûðàæàåòñÿ òàê:

ξloc = l · exp
[πg

2

]
= a · exp

[
4π2

t

]
(3.52)

Ââåäåííûé íàìè ïðîñòðàíñòâåííûé ìàñøòàá ξ äîëæåí áûòü ìíîãî
ìåíüøå, ÷åì ξloc, ÷òîáû ìîæíî áûëî íå ó÷èòûâàòü ýôôåêòû, ñâÿçàííûå
ñ ëîêàëèçàöèåé:

|ξ| � ξloc (3.53)

Â ñëó÷àå E −∆� ∆ ýòî ñîîòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

E −∆

∆
�
(
ξ0

ξloc

)4

(3.54)

Ïîñ÷èòàåì òåïåðü ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé, âîñïîëüçîâàâøèñü ðàâåíñòâîì
3.45 è óñëîâèåì 3.53:

(
ξ0

ξloc

)4

� E −∆

∆
� α : ρ (E, r = 0) ≈ 2ν ·

√
∆

2 (E −∆)
·

·
[
1− t

4π2
ψ̃∞ −

1

2π2

t

δ

]
(3.55)

Òåïåðü ðàññìîòðèì äðóãîé ñëó÷àé:

ψ̃∞ + Reψ̃ (0)� 1 (3.56)

α exp
[
2
(
Reψ̃ (0) + ψ̃∞

)]
� 1 (3.57)

Òîãäà óðàâíåíèå óïðîùàåòñÿ:

ψ̃ (0) ≈ − 1

2π2
t

(
1

δ
+

1

2
ψ̃∞ + i · π

4

)
· α exp

(
2
(
ψ̃∞ + ψ̃ (0)

))
(3.58)

È, ó÷èòûâàÿ 3.57, âîñïîëüçóåìñÿ òåîðèåé âîçìóùåíèÿ:

ψ̃ (0) ≈ − 1

2π2
t

(
1

δ
+

1

2
ψ̃∞ + i · π

4

)
· α exp

(
2ψ̃∞

)
(3.59)
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À ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â óñëîâèÿ 3.56 è 3.57, ìû ïîëó÷àåì ñëå-
äóþùåå îãðàíè÷åíèå:

α� E −∆

∆
� 1 (3.60)

Ïîñ÷èòàåì ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé, èñïîëüçóÿ 3.45 è ïðèíèìàÿ âî âíè-
ìàíèå óñëîâèå 3.53:

α� E −∆

∆
� 1 ρ ≈ 2ν · E√

E2 −∆2
·
[
1− 8 · t

4π2

[
1

δ
+

1

2
· ψ̃∞

]
· α ∆2

E2 −∆2

]
(3.61)

3.2.2 Îáëàñòü E � ∆ :

Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî: ψ̃∞ � 1. Ìû èññëå-
äóåì óðàâíåíèå

ψ̃ (0)
[
1 + α2 + 2α cosh 2

(
ψ̃ (0) + ψ̃∞

)]
=

=
α

π2
t

(
1

δ
+

1

2
ln
(

sinh ψ̃∞

)
+ i · π

4

)
· sinh

(
2
(
ψ̃∞ + ψ̃ (0)

)) (3.62)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óñëîâèå 3.53, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

t
(

1
δ

+ 1
2

ln
(

sinh ψ̃∞

)
+ i · π

4

)
� 1, à çíà÷èò ïðè ðåøåíèè ýòîãî óðàâíåíèÿ

ìîæíî èñïîëüçîâàòü òåîðèþ âîçìóùåíèÿ, ïðåíåáðåãàÿ ψ̃ (0) â ïðàâîé ÷à-
ñòè. Ðàñêëàäûâàÿ ëåâóþ ÷àñòü äî ïåðâîãî ïîðÿäêà, ìû íàõîäèì ðåøåíèå:

ψ̃ (0) = −
tα · 2ψ̃∞

(
1
δ

+ 1
2

ln
(
ψ̃∞

)
+ i · π

4

)
π2 (1 + α)2 (3.63)

Ó íàñ èìååòñÿ åùå îäíî îãðàíè÷åíèå:

E <
1

τ
(3.64)

ãäå τ � äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà. Âûðàæàÿ τ ÷åðåç ââåäåííûå íàìè
îáîçíà÷åíèÿ, ïîëó÷àåì:

E <
1

τ
=

(
ξ0

a

)2

·∆⇔ E < ∆ · exp

[
2

δ

]
(3.65)
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Ïîñ÷èòàåì òåïåðü ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé, âîñïîëüçîâàâøèñü 3.45:

∆� E < ∆ · exp

[
2

δ

]
: ρ (E, r = 0) = 2ν·

·

[
1 +

1

2

(
∆

E

)2

−
(

∆

E

)2

· 2

π2
· tα

(1 + α)2 ·
(

1

δ
− 1

2
ln

(
E

∆

))]
(3.66)

3.3 Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé

Ïðåäñòàâèì òåïåðü çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé îò ýíåðãèè â äâó-
ìåðíîì ñëó÷àå ñ ïîìîùüþ ãðàôèêîâ.

1 2 3 4 5 6
Ε

2

4

6

8

10

12

ρ(Ε)

ν

Ðèñ. 3.3:
Íà ðèñóíêå ïðåäñòàâëåíà êà÷åñòâåííàÿ çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé
îò ýíåðãèè â ñëó÷àå (1− α)2 < 2

π2 tξ0 (êà÷åñòâåííàÿ çàâèñèìîñòü îñíîâàíà
íà òåîðåòè÷åñêèõ ôîðìóëàõ 3.26, 3.55, 3.61, 3.66). Â ìàëîé îêðåñòíîñòè
ýíåðãèè E = ∆ íà ãðàôèêå îòñóòñòâóþò äàííûå, òàê êàê â ýòîé îáëàñòè
ýíåðãèé ïîÿâëÿþòñÿ ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ ëîêàëèçàöèåé, êîòîðûå ìû
íå ó÷èòûâàëè â õîäå ðåøåíèÿ.
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1 2 3 4 5 6
Ε

5

10

15

20

25

ρ(Ε)
ν

Ðèñ. 3.4:
Íà ðèñóíêå ïðåäñòàâëåíà êà÷åñòâåííàÿ çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé
îò ýíåðãèè â ñëó÷àå (1− α)2 > 2

π2 tξ0 (êà÷åñòâåííàÿ çàâèñèìîñòü îñíîâàíà
íà òåîðåòè÷åñêèõ ôîðìóëàõ 3.26, 3.55, 3.61, 3.66). Â ìàëîé îêðåñòíîñòè
ýíåðãèè E = ∆ íà ãðàôèêå îòñóòñòâóþò äàííûå, òàê êàê â ýòîé îáëàñòè
ýíåðãèé ïîÿâëÿþòñÿ ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ ëîêàëèçàöèåé, êîòîðûå ìû
íå ó÷èòûâàëè â õîäå ðåøåíèÿ.

50



Ãëàâà 4

Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ

Â âåäåíèè áûëî óïîìÿíóòî, ÷òî â ÷èñòîì ñëó÷àå ïðè íàëè÷èè îäíîé ìàã-
íèòíîé ïðèìåñè ïîÿâëÿåòñÿ ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå (YSR-ñîñòîÿíèå ñ ýíåð-
ãèåé EY SR (ñì. ô-ëó 1)), à íå ýíåðãåòè÷åñêàÿ çîíà; çîíà æå ïîÿâëÿåòñÿ
òîãäà, êîãäà â ñâåðõïðîâîäíèê ïîìåùåíî ìíîãî ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé ñ
êîíå÷íîé êîíöåíòðàöèåé.

Â ðàáîòå [12] èññëåäîâàëñÿ ãðÿçíûé ñâåðõïðîâîäíèê ñ ìàãíèòíûìè
ïðèìåñÿìè, êîíöåíòðàöèÿ êîòîðûõ êîíå÷íà. Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ïîÿâ-
ëÿåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêàÿ çîíà. Â ðàáîòå [12] áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî èç-çà íàëè-
÷èÿ ìåçîñêîïè÷åñêèõ ôëóêòóàöèé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ñèëà ìàãíèòíîé
ïðèìåñè α ñòàíîâèòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñî ñëåäóþùèì ðàñïðåäåëå-
íèåì:

Pα(a, t) =
1

4a
√
πt

exp

[
− 1

4t

(
1

2
ln

a

α
+ t

)2
]

(4.1)

ãäå t âûðàæàåòñÿ òàê:

t =
1

πg
· ln ξ

l
� 1 (4.2)

êðîìå òîãî, áûëè ñäåëàíû ïåðåîáîçíà÷åíèÿ: ÷åðåç a îáîçíà÷èëè âåëè÷è-
íó α, à ÷åðåç α îáîçíà÷èëè ñðåäíåå çíà÷åíèå a (c òî÷íîñòüþ äî ìàëîãî
ïàðàìåòðà t).

Ìû æå èçó÷àëè ñëó÷àé ãðÿçíîãî ñâåðõïðîâîäíèêà ñ îäíîé ìàãíèòíîé
ïðèìåñüþ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ Óçàäåëÿ è ïîëó÷èëè, ÷òî èç-çà íàëè÷èÿ
ìàãíèòíîé ïðèìåñè òîæå ïîÿâëÿåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêàÿ çîíà.

Îöåíèì òåïåðü ðàçìûòèå YSR ñîñòîÿíèÿ â ÷èñòîì ñëó÷àå èç-çà ìåçî-
ñêîïè÷åñêèõ ôëóêòóàöèé, âîñïîëüçîâàâøèñü ðàñïðåäåëåíèåì 4.1, òî åñòü
íàì íóæíî îöåíèòü äèñïåðñèþ ýíåðãèè EY SR, à çàòåì ñðàâíèì ïîëó÷åí-
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íóþ äèñïåðñèþ ñ ýíåðãåòè÷åñêîé ùåëüþ è ñ øèðèíîé çîíû, êîòîðóþ ìû
ïîëó÷èëè èç óðàâíåíèÿ Óçàäåëÿ.

Â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ EY SR âûðàæàåòñÿ òàê:

EY SR = ∆
1− a
1 + a

(4.3)

Áóäåì ðàáîòàòü â ïðèáëèæåíèè∣∣∣∣∣a− αα
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣δaα
∣∣∣∣∣� 1 (4.4)

Ýòî ïðèáëèæåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ çîí, ïîñ÷èòàííûõ íà-
ìè, ïîýòîìó êîððåêòíî áóäåò ñðàâíèâàòü íàéäåííóþ äèñïåðñèþ ñ øè-
ðèíîé ýíåðãåòè÷åñêîé çîíû, êîòîðóþ ìû íàøëè ðàíåå. Â ðàìêàõ ýòîãî
ïðèáëèæåíèÿ ðàñïðåäåëåíèå áóäåò òàêèì:

Pα (a, t) ≈ 1

4α
√
πt
· exp

[
− 1

4t
·
(

1

2
· δa
α

+ t

)2
]

(4.5)

Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé η = (1−α)2

4α
� 1. Òîãäà ìû

ìîæåì íàéòè äèñïåðñèþ ýíåðãèè:√
〈δE2〉
∆

∼ 1

η
·
√

1

νD
·
√

ln η + 2 ln
D

∆l2
(4.6)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, àíàëèçèðóÿ âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãåòè÷åñêîé çîíû 3.42,
ìû òàêæå ìîæåì íàéòè øèðèíó ýíåðãåòè÷åñêîé çîíû:

δE

∆
∼ 1

η

√
1

νD

√(
ln η + 2 ln

[
D

2∆a2

])
(4.7)

ãäå a - õàðàêòåðíûé ðàçìåð ìàãíèòíîé ïðèìåñè, ïðè÷åì â äèôôóçíîì
ïðåäåëå (êîòîðûé ìû òóò èçó÷àåì) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a ∼ l, ãäå l äëèíà
ñâîáîäíîãî ïðîáåãà.

Òàêèì îáðàçîì, âèäíî, ÷òî íàéäåííàÿ íàìè øèðèíà çîíû ñîâïàäàåò ñ
äèñïåðñèåé (ñ òî÷íîñòüþ äî êîýôôèöèåíòà), åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî l = a (÷òî
ìû ðàíåå è ïðåäïîëàãàëè).

Èç ýòîãî ðåçóëüòàòà ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé âûâîä: ó÷åò ìåçîñêî-
ïè÷åñêèõ ôëóêòóàöèé ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ìîæåò áûòü âà-
æåí äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, òàê êàê ïîëó÷åííàÿ äèñïåðñèÿ ýíåðãèè
ñðàâíèìà ñ øèðèíîé ýíåðãåòè÷åñêîé ùåëè, îäíàêî â íàøåì èññëåäîâà-
íèè ìû èñïîëüçîâàëè óðàâíåíèå Óçàäåëÿ, à ìû çíàåì, ÷òî ýòî óðàâíåíèå

52



ïîëó÷àåòñÿ òàê [12, 20, 21]: äåéñòâèå S [Q] âàðüèðóåòñÿ ïî ïåðåìåííîé θ,
ïðè÷åì äåéñòâèå áåðåòñÿ â ïåðåâàëüíîé òî÷êå èíòåãðàëà äëÿ ñòàòñóììû
(ïðè ðàñ÷åòå ñòàòñóììû Z =

´
DQe−S[Q] èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ïåðåâàëà, òî

åñòü íàõîäèòñÿ ïåðåâàëüíàÿ òî÷êà Q0). Êîãäà ìû èñïîëüçóåì òàêîå ïðè-
áëèæåííîå äåéñòâèå, ìû ïðåíåáðåãàåì ìåçîñêîïè÷åñêèì ôëóêòóàöèÿìè,
ïîýòîìó ðåçóëüòèðóþùåå óðàâíåíèå Óçàäåëÿ íå ó÷èòûâàåò èõ, à òàê êàê
ìû ïðèøëè ê âûâîäó, ÷òî ìåçîñêîïè÷åñêèå ôëóêòóàöèè ñóùåñòâåííû,
çíà÷èò óðàâíåíèå Óçàäåëÿ íå ïîçâîëÿåò íàì íàéòè òî÷íûé îòâåò è ðå-
øåíèå òðåáóåò óòî÷íåíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ìû ïîëó÷èëè, ÷òî øèðèíà
ýíåðãåòè÷åñêîé çîíû, íàéäåííàÿ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ Óçàäåëÿ ñîâïà-
äàåò ñ îöåíêîé øèðèíû ðàçìûòèÿ YSR ñîñòîÿíèÿ, âûçâàííîãî ìåçîñêî-
ïè÷åñêèìè ôëóêòóàöèÿìè ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ó÷åò
ìåçîñêîïè÷åñêèé ôëóêòóàöèé íå èçìåíèò ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàòû äëÿ
ýíåðãåòè÷åñêîé çîíû (ñ òî÷íîñòüþ äî ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíòû).
Ïîýòîìó ìîæíî îæèäàòü, ÷òî íàéäåííûå çàâèñèìîñòè ãðàíèö ýíåðãåòè-
÷åñêîé çîíû îò ïàðàìåòðîâ η, t è δ ïðàâèëüíûå. ×òî êàñàåòñÿ çàâèñèìî-
ñòè ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé îò ýíåðãèè âíóòðè çîíû, ñëîæíî ïðåäñêàçàòü,
êàê îíà èçìåíèòñÿ â óòî÷íåííîì ðåøåíèè, îäíàêî ìîæíî óòâåðæäàòü,
÷òî õàðàêòåðíûé ìàêñèìóì â ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé íàéäåí íàìè âåðíî,
òàê êàê ÷èñëî ñîñòîÿíèé ôèêñèðîâàíî (îäíî ñîñòîÿíèå), à êðàÿ çîíû íàé-
äåíû ïðàâèëüíî, à òàê êàê ÷èñëî ñîñòîÿíèé ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì èíòåãðèðî-
âàíèÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ïî ýíåðãèè è êîîðäèíàòå, çíà÷èò õàðàêòåðíàÿ
âûñîòà îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ øèðèíîé çîíû è êîëè÷åñòâîì ñîñòîÿíèé.

Òàêæå ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî èíòåãðàë äëÿ ñòàòñóììû Z =
´
DQe−S[Q]

ìîæíî áðàòü ìåòîäîì ïåðåâàëà â ñëó÷àå, êîãäà ïîä ýêñïîíåíòîé åñòü
áîëüøîé ïàðàìåòð. Â ñëó÷àå êîíå÷íûõ êîíöåíòðàöèè ìàãíèòíûõ ïðèìå-
ñåé òàêèì ïàðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ N - êîëè÷åñòâî ïðèìåñåé. Â ðàññìàò-
ðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå ìàãíèòíàÿ ïðèìåñü òîëüêî îäíà, à çíà÷èò ýòîãî
áîëüøîãî ïàðàìåòðà íåò, ïîýòîìó èíòåãðàë íåëüçÿ áðàòü ìåòîäîì ïåðåâà-
ëà, òî åñòü íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå äëÿ ñòàòñóì-
ìû, à çíà÷èò äëÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèå Óçàäåëÿ íå ïîäõîäèò. Òåì
íå ìåíåå, ìû óáåäèëèñü, ÷òî îíî ïîçâîëÿåò íàéäè ïðàâèëüíûå ãðàíèöû
çîíû è îöåíèòü ìàêñèìóì ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé.

Êðîìå òîãî, â ðàáîòå [13] òîæå èññëåäóåòñÿ ãðÿçíûé ñâåðõïðîâîäíèê
ñ ìàãíèòíûìè ïðèìåñÿìè, êîíöåíòðàöèÿ êîòîðûõ êîíå÷íà. Èç-çà òîãî,
÷òî êîíöåíòðàöèÿ ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé êîíå÷íà, â ùåëè ñâåðõïðîâîäíè-
êà ïîÿâëÿåòñÿ çîíà, â ðàáîòå [13] îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿëîñü òîìó, êàê
èçìåíÿòñÿ êðàÿ ýòîé çîíû èç-çà íàëè÷èÿ ìåçîñêîïè÷åñêèõ ôëóêòóàöèé,
ïðî êîòîðûå ìû ãîâîðèëè ðàíåå, è íåïîòåíöèàëüíûõ ôëóêòóàöèé, ñâÿ-
çàííûõ ñ òåì, ÷òî ïîëîæåíèå ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé ñëó÷àéíî è íàïðàâëå-
íèå ñïèíîâ ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé òîæå ñëó÷àéíî. Â èòîãå áûëî ïîêàçàíî,
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÷òî èç-çà ïîòåíöèàëüíîãî è ìàãíèòíîãî áåñïîðÿäêà êðàÿ ýíåðãåòè÷åñêîé
çîíû ðàçìûâàþòñÿ è ïîÿâëÿþòñÿ õâîñòû, ïðè÷åì íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
â íàøåì ñëó÷àå õâîñò ýíåðãåòè÷åñêîé çîíû è õâîñò íåïðåðûâíîãî ñïåê-
òðà íå ïåðåêðûâàþòñÿ èç-çà îãðàíè÷åíèÿ, âûçâàííîãî ïðåíåáðåæåíèåì
ýôôåêòîì ëîêàëèçàöèè.

Âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòîì, ïîëó÷åííîì äëÿ êðàåâ çîíû â ýòîé ñòà-
òüå, è ñðàâíèì ñ íàøèì ðåçóëüòàòîì. Ìû èññëåäîâàëè ñâåðõïðîâîäíèê
ñ îäíîé ìàãíèòíîé ïðèìåñüþ, ïðè÷åì ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ñîñòîÿíèå, âîç-
íèêàþùåå íà ýòîé ïðèìåñè ëîêàëèçîâàíî íà ìàñøòàáå ξ, ïîýòîìó, ÷òîáû
ïåðåéòè ê ñëó÷àþ c êîíå÷íîé êîíöåíòðàöèåé, ìîæíî ñäåëàòü òàêîå îöå-
íî÷íîå ðàññóæäåíèå:

ns ∼
1

ξ2
(4.8)

Â ñòàòüå [13] áûëî ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ êðàåâ ýíåð-
ãåòè÷åñêîé çîíû:

η̃2/3 � µ :
Eg1,g2

∆
≈ E0

∆
∓ 23/4µ1/4

(1 + µ)3/4

√
η̃

µ =
2α

1 + α2

η̃ =
n̄sµ

πv∆

(4.9)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà α � 1, áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå

η = (1−α)2

4α
, òîãäà â ñëó÷àå α� 1 ìû ïîëó÷àåì η ∼ 1

α
.

Òîãäà óñëîâèå η̃2/3 � µ ïðåîáðàçóåòñÿ òàê:

η̃2/3 � µ⇔ νD � 1 (4.10)

çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëè âûðàæåíèåì 4.8 äëÿ ns, à ξ âçÿëè íà ýíåðãèè
ñåðåäèíû çîíû, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ EY SR. Âèäíî, ÷òî äëÿ α ýòî óñëî-
âèå âûïîëíåíî, à çíà÷èò ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ âûðàæåíèåì 4.9 äëÿ
ãðàíèö ýíåðãåòè÷åñêîé çîíû. Òîãäà øèðèíà ýíåðãåòè÷åñêîé çîíû ïîëó-
÷àåòñÿ òàêàÿ:

δẼ

∆
∼ 1

η
·
√

1

νD
(4.11)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, àíàëèçèðóÿ âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãåòè÷åñêîé çîíû
3.42, ìû òàêæå ìîæåì âûðàçèòü øèðèíó ýíåðãåòè÷åñêîé çîíû, íàéäåí-
íóþ íàìè ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ Óçàäåëÿ:
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δE

∆
∼ 1

η

√
1

νD

√(
ln η + 2 ln

[
D

2∆a2

])
(4.12)

Òàêèì îáðàçîì, âèäíî, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî ëîãàðèôìà (êîòîðûì ìîæ-
íî ïðåíåáðå÷ü, òàê êàê ýòî ìåäëåííàÿ ôóíêöèÿ) øèðèíà çîíû, ïîëó÷åí-
íàÿ íàìè, ñîâïàäàåò ñ øèðèíîé çîíû, ïîëó÷åííîé â ðàáîòå [13]. Ýòîò
ôàêò åùå ðàç ïîäòâåðæäàåò, òî, ÷òî ìû ïðàâèëüíî íàøëè ãðàíèöû ýíåð-
ãåòè÷åñêîé çîíû, à ó÷åò ìåçîñêîïè÷åñêèõ ôëóêòóàöèé íåñóùåñòâåííî èç-
ìåíèò íàø îòâåò.

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïðèìåíèìû àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ïðè÷åì
â ñèëó â ñèëó òîãî, ÷òî ðàçìåðíîñòü ìåíüøå, ÷åì â äâóìåðíîì ñëó÷àå,
ìåçîñêîïè÷åñêèå ôëóêòóàöèè èãðàþò íå ìåíåå âàæíóþ ðîëü.
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Ãëàâà 5

Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå áûëà èññëåäîâàíà ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé (LDOS) ãðÿç-
íîãî ñâåðõïðîâîäíèêà ñ îäíîé ìàãíèòíîé ïðèìåñüþ. Äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî
àíàëèçà èñïîëüçîâàëîñü óðàâíåíèå Óçàäåëÿ.

Ñíà÷àëà áûë èçó÷åí îäíîìåðíûé ñëó÷àé è áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî íà-
ëè÷èå ìàãíèòíîé ïðèìåñè ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ýíåðãåòè÷åñêîé çîíû â
ùåëè ñâåðõïðîâîäíèêà. Ðàñïîëîæåíèå ýòîé çîíû îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåò-
ðîì α, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ òàê: α = (πνJS)2, ν - ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé
íà ýíåðãèè Ôåðìè íà îäíó ïðîåêöèþ ñïèíà, J - îáìåííûé èíòåãðàë, S
- ñïèí ìàãíèòíîé ïðèìåñè. Ïîëó÷èëîñü, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé
ýòîãî ïàðàìåòðà çîíà ìîæåò ïðèëåãàòü ê ýíåðãèè Ôåðìè, ìîæåò ïðèëå-
ãàòü ê ïðàâîé ãðàíèöå ùåëè è ìîæåò íàõîäèòüñÿ âíóòðè ùåëè. Òàêæå
áûë ïðîâåäåí ðàñ÷åò êîëè÷åñòâà ñîñòîÿíèé ëåæàùèõ â ýòîé çîíå, êîòî-
ðûå ïîêàçàë, ÷òî ñ ó÷åòîì ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî EF çîíû êîëè÷å-
ñòâî ñîñòîÿíèé, êàê è îæèäàëîñü, ðàâíî 1. Çàòåì áûëî ïðîàíàëèçèðîâàíî,
êàê ïðåíåáðåæåíèå ýôôåêòàìè, ñâÿçàííûìè ñ ëîêàëèçàöèåé, âëèÿåò íà
ïðèìåíèìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Çàòåì àíàëîãè÷íûì îáðàçîì áûë èññëåäîâàí äâóìåðíûé ñëó÷àé. Íà-
ëè÷èå ìàãíèòíîé ïðèìåñè òîæå ïðèâåëî ê ïîÿâëåíèþ ýíåðãåòè÷åñêîé çî-
íû. Ðàñïîëîæåíèå ýòîé çîíû òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì α. Îòëè-
÷èå îò îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èç-çà ïðåíåáðåæåíèÿ
ýôôåêòàìè, ñâÿçàííûìè ñ ëîêàëèçàöèåé, ïîÿâèëîñü îãðàíè÷åíèå, íå ïîç-
âîëèâøåå èçó÷èòü ñëó÷àé ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûõ α, òàê êàê â ýòîé îáëà-
ñòè ïàðàìåòðîâ çîíà ëåæèò ñëèøêîì áëèçêî ê E = ∆ è åå èññëåäîâàíèå
òðåáóåò ó÷åòà ýôôåêòîâ, ñâÿçàííûõ ëîêàëèçàöèåé.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâåííûì îòëè÷èåì 1D îò 2D ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî
â îäíîìåðíîì ñëó÷àå îãðàíè÷åíèÿ, ïîÿâëÿþùèåñÿ èç-çà ïðåíåáðåæåíèÿ
ýôôåêòàìè, ñâÿçàííûìè ñ ëîêàëèçàöèåé, îïðåäåëÿëèñü âíåøíèì ïàðà-
ìåòðîì N (êîòîðûé íå ôèãóðèðîâàë ðàíåå â ðåøåíèè), â äâóìåðíîì ñëó-
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÷àå îãðàíè÷åíèÿ îïðåäåëÿëèñü ïàðàìåòðàìè, êîòîðûå óæå áûëè çàäåé-
ñòâîâàíû â ðåøåíèè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî îáëàñòü ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûõ
α íå èññëåäîâàëàñü.

Òàêæå â êîíöå áûëà ïðîâåäåíà îöåíêà óøèðåíèÿ YSR-ñîñòîÿíèÿ, êî-
òîðîå ïîÿâëÿåòñÿ èç-çà ìåçîñêîïè÷åñêèõ ôëóêòóàöèé [12]. Ïîëó÷åííûé
ðåçóëüòàò ïîêàçàë, ÷òî ðàçìûòèå ñðàâíèìî ñ øèðèíîé ýíåðãåòè÷åñêîé
ùåëè, à çíà÷èò âêëàä ìåçîñêîïè÷åñêèõ ôëóêòóàöèé ñóùåñòâåíåí è èõ
íóæíî ó÷èòûâàòü, â òî âðåìÿ êàê óðàâíåíèå Óçàäåëÿ èõ íå ó÷èòûâà-
åò, ïîýòîìó ðåøåíèå òðåáóåò óòî÷íåíèÿ. Òåì íå ìåíåå, èç ïðîâåäåííî-
ãî ñðàâíåíèÿ øèðèíû íàéäåííîé íàìè ýíåðãåòè÷åñêîé çîíû è ðàçìûòèÿ
YSR ñîñòîÿíèé èç-çà ìåçîñêîïè÷åñêèõ ôëóêòóàöèé ìû ïîëó÷èëè, ÷òî
ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû îíè ñîâïàäàþò (4.6,4.7). Êðîìå òîãî, áûëî
ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ïîëó÷åííîé íàìè øèðèíû ýíåðãåòè÷åñêîé çîíû ñ
øèðèíîé çîíû, ïîëó÷åííîé â ñòàòüå [13], ïîëó÷èëîñü, ÷òî îíè òîæå ñîâ-
ïàäàþò (4.11,4.12).Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü êðàåâ
ýíåðãåòè÷åñêîé çîíû îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è (α, γ, t, δ) íàéäåíà ïðàâèëü-
íî ñ òî÷íîñòüþ äî ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíòû, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü
îïðåäåëåíà ïóòåì ó÷åòà ìåçîñêîïè÷åñêèõ ôëóêòóàöèé. Îäíàêî ó÷åò ìå-
çîñêîïè÷åñêèõ ôëóêòóàöèé ìîæåò ïðèâåñòè ê ñóùåñòâåííûì èçìåíåíèÿì
â çàâèñèìîñòè ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé îò ýíåðãèè è ýòîò âîïðîñ ïðåäñòîèò
äåòàëüíî èññëåäîâàòü. Òåì íå ìåíåå, íàéäåííàÿ íàìè ïëîòíîñòü ñîñòîÿ-
íèé èìååò ïðàâèëüíóþ õàðàêòåðíóþ âûñîòó, òàê êàê õàðàêòåðíûé âûñîòà
îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ øèðèíîé çîíû, êîòîðàÿ íàéäåíà âåðíî è èíòåãðà-
ëîì, êîòîðûé ïðîïîðöèîíàëåí ÷èñëó ñîñòîÿíèé.
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