
Ìåòîä ïåðåâàëà (äëÿ âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé)

I. ÎÑÍÎÂÍÀß ÈÄÅß ÌÅÒÎÄÀ ÏÅÐÅÂÀËÀ

Ðàññìîòðèì âàæíûé êëàññ èíòåãðàëîâ âèäà

I =

∞∫
−∞

ef(t)dt, (1.1)

ãäå f(t) èìååò ðåçêèé (óñëîâèå ðåçêîñòè îáñóäèì ÷óòü ïîçæå) ìàêñèìóì ïðè t = t0.

Figure 1:

Âáëèçè t0 (ñì. ðèñ. 1):

f(t) ≈ f(t0) +
f ′′(t0)

2
(t− t0)2, f ′′(t0) < 0. (1.2)

Ïîäñòàâèâ ýòî ðàçëîæåíèå â ýêñïîíåíòó, ïîëó÷àåì ãàóññîâ èíòåãðàë, êîòîðûé ýëåìåíòàðíî âû÷èñëÿåòñÿ:

I ≈

√
2π

|f ′′(t0)|
ef(t0) (1.3)

Ýòî ãëàâíàÿ ôîðìóëà ìåòîäà ïåðåâàëà.

Îòêóäà âçÿëîñü íàçâàíèå ¾ìåòîä ïåðåâàëà¿? Äåëî â òîì, ÷òî âûøå ðàññìîòðåí ëèøü ÷àñòíûé ñëó÷àé áîëåå
îáùåãî ìåòîäà, êîòîðûé ðàáîòàåò òàêæå â ñëó÷àå ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Ïóñòü f(x) = −x2.
Îáîáùèì å¼, çàìåíèâ x íà êîìïëåêñíóþ ïåðåìåííóþ z. Òîãäà ïðè äâèæåíèè âäîëü âåùåñòâåííîé îñè íàøà
ôóíêöèÿ èìååò ìàêñèìóì, à ïðè äâèæåíèè âäîëü ìíèìîé îñè � ìèíèìóì (z = iy, f(z) = y2). Ïîýòîìó
ïîëó÷àåòñÿ êîíôèãóðàöèÿ òèïà ïåðåâàëà, ñì. ðèñ. 2. Ïðè ýòîì íàøå èíòåãðèðîâàíèå ïî x ïðîèñõîäèò â
íàïðàâëåíèè íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà ñ ïåðåâàëà. Ïðèìåðíî òàê èäåÿ ìåòîäà ïåðåâàëà âîçíèêàåò â êîìïëåêñíîì
ñëó÷àå. Ìû æå äàëüøå áóäåì ãîâîðèòü òîëüêî ïðî âåùåñòâåííûé ñëó÷àé.

Figure 2:

Ïîñìîòðèì, ÷åì ìû ïðåíåáðåãëè â ðÿäå Òåéëîðà (1.2):

f(t) = f(t0) +
f ′′(t0)

2
(t− t0)2 +

f (3)(t0)

3!
(t− t0)3 +

f (4)(t0)

4!
(t− t0)4 + . . . . (1.4)

Åñëè ïîäñòàâèòü ýòî â ýêñïîíåíòó è ðàçëîæèòü ïî êóáè÷åñêîìó ÷ëåíó, â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ â ïåðâîì
ïîðÿäêå ïîëó÷èì íîëü èç-çà íå÷¼òíîñòè îòíîñèòåëüíî t0, òàê ÷òî ïî êóáè÷åñêîìó ÷ëåíó ýêñïîíåíòó íóæíî
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ðàñêëàäûâàòü äî âòîðîãî ïîðÿäêà. Êðîìå òîãî åñòü ÷åòâ¼ðòûé ïîðÿäîê â ðÿäå Òåéëîðà, êîòîðûé äà¼ò âêëàä
íåïîñðåäñòâåííî (ïðè ðàçëîæåíèè ýêñïîíåíòû � â ïåðâîì ïîðÿäêå). Èç-çà ðàçíîãî õàðàêòåðà ýòèõ ïîïðàâîê
íåî÷åâèäíî, êàêàÿ îêàæåòñÿ ãëàâíîé, ïîýòîìó íóæíî òðåáîâàòü ìàëîñòè îáåèõ. Áåç ýòèõ ïîïðàâîê íàø èíòåãðàë
(1.3) íàáðàëñÿ íà ∆t ∼ 1/

√
|f ′′(t0)|, ãäå ∆t = t − t0. Ïðåíåáðåæåíèå ïîïðàâêàìè îò òðåòüåãî è ÷åòâ¼ðòîãî

ïîðÿäêîâ â ðÿäå Òåéëîðà áûëî çàêîííûì, åñëè íà òàêèõ ∆t ïîïðàâêè ìàëû:[
f (3)(t0)∆t3

]2
� 1, f (4)(t0)∆t4 � 1 =⇒ [f (3)(t0)]2

[f ′′(t0)]3
� 1,

f (4)(t0)

[f ′′(t0)]2
� 1. (1.5)

Ýòî è åñòü óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà ïåðåâàëà, îíî æå óñëîâèå ðåçêîñòè ìàêñèìóìà ôóíêöèè f(t).

II. ÎÄÍÎÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÅ ÔÓÍÊÖÈÈ

Áûâàþò òàê íàçûâàåìûå îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè, ó êîòîðûõ ñóùåñòâåííàÿ îáëàñòü èçìåíåíèÿ F (x)
õàðàêòåðèçóåòñÿ îäíèì ïàðàìåòðîì λ. Òîãäà

F ′(λ) ∼ F (λ)

λ
, F ′′(λ) ∼ F (λ)

λ2
è ò.ä. (2.1)

Íà ïåðâûé âçãëÿä ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî ýòî ÷òî-òî îñîáåííîå, íî íà ñàìîì äåëå ýòî äîâîëüíî ÷àñòàÿ ñèòóàöèÿ.
Âàæíî, ÷òîáû ôóíêöèÿ ìåíÿëàñü îò íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ äî íóëÿ íà õàðàêòåðíîì ìàñøòàáå ïîðÿäêà λ (ñì.
ðèñ. 3). Åñëè æå îíà ìåíÿåòñÿ äî êîíñòàíòû, òî ýòó êîíñòàíòó ìîæíî âû÷åñòü, ïåðåîïðåäåëèâ ôóíêöèþ.

Figure 3:

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû:

à) F (x) = e−x
2/λ2

. Òîãäà

F ′(x) = −2x

λ2
e−x

2/λ2

, F ′(λ) ∼ F (λ)

λ
. (2.2)

á) F (x) = xn, åñëè n íå ÿâëÿåòñÿ îñîáåííî áîëüøèì èëè ìàëûì ÷èñëîì. Å¼ ìàñøòàá äà¼òñÿ ñàìîé ïåðåìåííîé
x:

F ′(x) = nxn−1 =
nF (x)

x
∼ F (x)

x
. (2.3)

Äëÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè (ñ ïàðàìåòðîì t0) óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà ïåðåâàëà çàïèñûâàåòñÿ
ñîâñåì ïðîñòî. Ïîñêîëüêó f ′′(t0) ∼ f(t0)/t20, f

(3)(t0) ∼ f(t0)/t30, f
(4)(t0) ∼ f(t0)/t40, äâà óñëîâèÿ â ôîðìóëå (1.5)

îêàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè è ñâîäÿòñÿ ê åäèíñòâåííîìó òðåáîâàíèþ

f(t0)� 1. (2.4)

III. ÊÀÊ ÅÙ� ÌÎÃÓÒ ÂÛÃËßÄÅÒÜ ÈÍÒÅÃÐÀËÛ, ÄËß ÊÎÒÎÐÛÕ ÐÀÁÎÒÀÅÒ ÌÅÒÎÄ
ÏÅÐÅÂÀËÀ

1. I =
∫∞
−∞ g(t)dt =

∫∞
−∞ eln g(t)dt. Íóæíî, ÷òîáû ôóíêöèÿ ln g(t) èìåëà ðåçêèé ìàêñèìóì.

2. I =
∫∞
0
ef(t)dt, åñëè |f ′′(t0)| � 1/t20. Òîãäà ïðè t = 0 ýêñïîíåíòà ñèëüíî çàòóõëà (à ýêñïîíåíòà çàòóõàåò

î÷åíü áûñòðî: íàïðèìåð, e−1/e−10 ∼ 104), è ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü èíòåãðèðîâàíèå äî −∞. Ñì. ðèñ. 4(a).
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3. I =
∫∞
−∞ g(t)ef(t)dt, åñëè g(t) ìåäëåííî ìåíÿåòñÿ âáëèçè t0 (ñì. ðèñ. 4(b)). Òîãäà ïîä èíòåãðàëîì ìîæíî

çàìåíèòü g(t) 7→ g(t0).

4. I(x) =
∫
exf̃(t)dt ïðè x → ∞. Áîëüøîå x äåëàåò ðåçêèì ëþáîé ìàêñèìóì. Äåéñòâèòåëüíî, îïðåäåëèì

f(t) = xf̃(t). Òîãäà

[f (3)(t0)]2

[f ′′(t0)]3
=

1

x

[f̃ (3)(t0)]2

[f̃ ′′(t0)]3
,

f (4)(t0)

[f ′′(t0)]2
=

1

x

f̃ (4)(t0)

[f̃ ′′(t0)]2
, (3.1)

è îáå ýòè âåëè÷èíû ìàëû ïðè x → ∞, êàê òîãî è òðåáóþò óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà ïåðåâàëà (1.5).
Â ðåçóëüòàòå

I(x) =

√
2π

x|f̃ ′′(t0)|
exf̃(t0). (3.2)

5. Ôóíêöèÿ f(t) ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî ðåçêèõ ìàêñèìóìîâ: ïðè t1, t2 è ò.ä. Åñëè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
áëèæàéøèìè ìàêñèìóìàìè áîëüøå øèðèíû ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàêñèìóìîâ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè
ef(t) (íàïîìíèì, ÷òî øèðèíà ìàêñèìóìà ýêñïîíåíòû îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì 1/

√
|f ′′(ti)|), òî äëÿ

âû÷èñëåíèÿ âêëàäà îò êàæäîãî ìàêñèìóìà ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ îñíîâíîé ôîðìóëîé ìåòîäà ïåðåâàëà
(1.3). Òîãäà ïîëíûé èíòåãðàë äàåòñÿ ñóììîé ïî ìàêñèìóìàì:

I =

∞∫
−∞

ef(t)dt ≈
∑
i

√
2π

|f ′′(ti)|
ef(ti). (3.3)

Figure 4:

IV. ÃÀÌÌÀ-ÔÓÍÊÖÈß È ÔÎÐÌÓËÀ ÑÒÈÐËÈÍÃÀ

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ïåðåâàëà ðàññìîòðèì ãàììà-ôóíêöèþ

Γ(x+ 1) =

∞∫
0

txe−tdt. (4.1)

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü x > 0. Çàíîñÿ ýêñïîíåíòó ïîä äèôôåðåíöèàë è èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì
ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

Γ(x+ 1) = xΓ(x). (4.2)

Ïðè öåëûõ àðãóìåíòàõ ãàììà-ôóíêöèÿ ïðåâðàùàåòñÿ â ôàêòîðèàë. Äåéñòâèòåëüíî, Γ(1) = 1, à äàëåå ñ
ïîìîùüþ ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (4.2) ïðè öåëûõ n ïîëó÷àåì

Γ(n+ 1) = n! (4.3)

Òåïåðü ðàññìîòðèì ãàììà-ôóíêöèþ ïðè ïðîèçâîëüíûõ (íå îáÿçàòåëüíî öåëûõ) x � 1 ñ ïîìîùüþ ìåòîäà
ïåðåâàëà. Â îáîçíà÷åíèÿõ ôîðìóëû (1.1) ïîëó÷àåì

f(t) = x ln t− t. (4.4)
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Figure 5:

Ó ýòîé ôóíêöèè èìååòñÿ ìàêñèìóì ïðè t0 = x, ñì. ðèñ. 5. Ïðè ýòîì

f(t0) = x lnx− x, f ′′(t0) = − 1

x
, f (3)(t0) ∼ 1

x2
, f (4)(t0) ∼ 1

x3
. (4.5)

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

f ′′(t0) ∼ f(t0)

t20
, f (3)(t0) ∼ f(t0)

t30
, f (4)(t0) ∼ f(t0)

t40
, (4.6)

ò.ê. lnx � î÷åíü ìåäëåííàÿ ôóíêöèÿ ïîðÿäêà åäèíèöû (÷òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü ýòî óòâåðæäåíèå, çàìåòèì,
íàïðèìåð, ÷òî ln 1000 ≈ 7).
Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f(t) � îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ, è óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà ïåðåâàëà (2.4) äà¼ò

x� 1. Ôîðìóëà ìåòîäà ïåðåâàëà (1.3) ïðè ýòîì äà¼ò ñîîòíîøåíèå, èçâåñòíîå êàê ôîðìóëà Ñòèðëèíãà:

Γ(x+ 1) ≈
√

2πx
(x
e

)x
. (4.7)

Ïðè öåëûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà ýòà ôîðìóëà äà¼ò ïðèáëèæåíèå äëÿ ôàêòîðèàëà:

n! ≈
√

2πn
(n
e

)n
. (4.8)

Ñóùåñòâóåò ýëåãàíòíûé ñïîñîá ïîëó÷èòü ïîïðàâêó ê ôîðìóëå Ñòèðëèíãà. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì òî÷íûé
ðåçóëüòàò â âèäå

Γ(x+ 1) =
√

2πx
(x
e

)x
[1 + ϕ(x+ 1)] (4.9)

� çäåñü ìû ïðîñòî çàêîäèðîâàëè îòëè÷èå ôîðìóëû Ñòèðëèíãà îò òî÷íîãî ðåçóëüòàòà â ôóíêöèþ ϕ.
Ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå (4.2) ïðèâîäèò ê òî÷íîìó ñîîòíîøåíèþ

1 + ϕ(x+ 1)

1 + ϕ(x)
= e1+(x− 1

2 ) ln(1− 1
x ). (4.10)

Ïðè x � 1, ðàñêëàäûâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü ïî Òåéëîðó (ëîãàðèôì íóæíî ðàçëîæèòü äî òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî 1/x,
à â öåëîì â ýêñïîíåíòå ñîõðàíèòü âòîðîé ïîðÿäîê), ïîëó÷àåì ïðèìåðíî 1 − 1/(12x2). Ïðè ýòîì ëåâàÿ ÷àñòü
≈ 1 + ϕ(x+ 1)− ϕ(x). Â ðåçóëüòàòå

ϕ(x+ 1)− ϕ(x) ≈ ϕ′(x) ≈ − 1

12x2
=⇒ ϕ(x) ≈ 1

12x
(4.11)

[ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî ðàçíîñòü ôóíêöèé ïðè îòëè÷àþùèõñÿ íà åäèíèöó çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà ìàëà,
ïîýòîìó ýòó ðàçíîñòü ìîæíî çàìåíèòü íà ïðîèçâîäíóþ].
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ôîðìóëó Ñòèðëèíãà ñ ïîïðàâêîé:

Γ(x+ 1) =
√

2πx
(x
e

)x [
1 +

1

12x
+O

(
1

x2

)]
. (4.12)

Èíòåðåñíî, ÷òî ôîðìóëà ñ ïåðâîé ïîïðàâêîé õîðîøî ðàáîòàåò äàæå ïðè íåáîëüøèõ x: ïðè x = 1 ïîëó÷àåòñÿ
0,9990 âìåñòî 1; ïðè x = 2 ïîëó÷àåòñÿ 1,9990 âìåñòî 2.
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V. ÑÓÌÌÈÐÎÂÀÍÈÅ ÐßÄÎÂ

Ìåòîä ïåðåâàëà ìîæåò ïðèãîäèòüñÿ ïðè âû÷èñëåíèè ñóìì ðÿäîâ ÷åðåç ïîñðåäñòâî ôîðìóëû Ýéëåðà-
Ìàêëîðåíà:

b∑
n=a

f(n) =

b∫
a

f(x)dx+
f(a) + f(b)

2
+

∞∑
k=1

B2k

(2k)!

[
f (2k−1)(b)− f (2k−1)(a)

]
. (5.1)

Çäåñü B2k � ÷èñëà Áåðíóëëè. Èõ ìîæíî îïðåäåëèòü ðåêóððåíòíî:

B0 = 1, Bn = − 1

n+ 1

n∑
k=1

Ck+1
n+1Bn−k, n = 1, 2, 3, . . . (5.2)

Ñâîéñòâà: âñå ÷èñëà Áåðíóëëè ñ íå÷¼òíûìè íîìåðàìè, êðîìå B1, ðàâíû íóëþ, à çíàêè ÷èñåë Áåðíóëëè ñ ÷¼òíûìè
íîìåðàìè ÷åðåäóþòñÿ.
Åñëè îòáðîñèòü ñóììó ñ ÷èñëàìè Áåðíóëëè, òî îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ôîðìóëû (5.1) èìååò ïðîñòî ñìûñë

ïðèáëèæ¼ííîé ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ ìåòîäîì òðàïåöèé. Â ñóììó æå âõîäÿò ïðîèçâîäíûå � åñëè îíè ìàëû,
òî ïîïðàâî÷íûé ðÿä ìàë. Â òî æå âðåìÿ, èíòåãðàë ïðè íåêîòîðûõ f(x) ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ìåòîäîì ïåðåâàëà.
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