
Òåîðèÿ âîçìóùåíèé â ëèíåéíîé àëãåáðå

I. ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÌÀÒÐÈÖÛ

Ìû áóäåì ãîâîðèòü î êâàäðàòíûõ ìàòðèöàõ, ýëåìåíòû êîòîðûõ ìîãóò áûòü êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè (èõ
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è âåêòîðû òàêæå ìîãóò áûòü êîìïëåêñíûìè). Ìàòðèöû áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâîé ñî

øëÿïêîé, íàïðèìåð, Â. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ðåøåíèå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû:
Â~vi = λi~vi.
Îïðåäåëèì íåñêîëüêî ïîíÿòèé, êîòîðûå íàì ïîíàäîáÿòñÿ â äàëüíåéøåì:
(a) Êîììóòàòîð äâóõ ìàòðèö: [Â, B̂] ≡ ÂB̂− B̂Â. Òàê êàê ìàòðè÷íîå ïðîèçâåäåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò îò

ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé, êîììóòàòîð â îáùåì ñëó÷àå íå ðàâåí íóëþ. Åñëè îí ðàâåí íóëþ, ãîâîðÿò, ÷òî ìàòðèöû
êîììóòèðóþò (ò.å. èõ ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü â ïðîèçâåäåíèÿõ).

(b) Ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå ìàòðèöû � ýòî òðàíñïîíèðîâàíèå è êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå: Â† ≡ ÂT∗. Ïîðÿäîê

ýòèõ äâóõ îïåðàöèé íå âàæåí, ìîæíî íàïèñàòü Â∗T .

(c) Äëÿ êîìïëåêñíûõ âåêòîðîâ ~v1 è ~v2 ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ êàê ~v
†
1 ~v2. Äëÿ ñëó÷àÿ ñêàëÿðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðà ñàìîãî íà ñåáÿ èç òàêîãî îïðåäåëåíèÿ ïîëó÷èòñÿ ñóììà êâàäðàòîâ ìîäóëåé êîìïîíåíò.

Ìû â äàííîé ëåêöèè áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàê íàçûâàåìûå íîðìàëüíûå ìàòðèöû. Ýòî ìàòðèöû, îáëàäàþùèå
ñâîéñòâîì [Â, Â†] = 0. Ñðåäè íîðìàëüíûõ ìàòðèö ìîæíî âûäåëèòü ñïåöèàëüíûå ïîäêëàññû:

• Ýðìèòîâû ìàòðèöû: Â† = Â, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λi âåùåñòâåííû. Ýòîò ñëó÷àé îñîáåííî âàæåí äëÿ
ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé (íàïðèìåð, â êâàíòîâîé ìåõàíèêå).

• Àíòèýðìèòîâû ìàòðèöû: Â† = −Â, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λi ÷èñòî ìíèìûå.

• Óíèòàðíûå ìàòðèöû: Â† = Â−1, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λi ëåæàò íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè â êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè. Óíèòàðíûå ìàòðèöû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìàòðèöû ïîâîðîòîâ â òîì ñìûñëå, ÷òî îíè
íå ìåíÿþò ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé âåêòîðîâ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íà âåêòîðà ~v1 è ~v2 ïîäåéñòâîâàòü

óíèòàðíîé ìàòðèöåé Â, òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðåâðàòèòñÿ â (Â~v1)†(Â~v2) = ~v †1 Â
†Â~v2 = ~v †1 ~v2, ò.å. íå

èçìåíèòñÿ.

Òàêæå ìîæíî âûäåëèòü âåùåñòâåííûå âàðèàíòû òåõ æå êëàññîâ: cèììåòðè÷íûå ìàòðèöû (ÂT = Â),

àíòèñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû (ÂT = −Â), îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû (ÂT = Â−1). Áûâàþò òàêæå íîðìàëüíûå
ìàòðèöû îáùåãî âèäà.

Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî ìàòðèöà Â ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíà ìîæåò áûòü äèàãîíàëèçîâàíà íåêîòîðîé óíèòàðíîé ìàòðèöåé: Â = Û Λ̂Û†, ãäå Λ̂ = diag(λ1, λ2, . . . ) �

äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, à Û � óíèòàðíàÿ. Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî λi � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû
Â, à ñòîëáöû ìàòðèöû Û � íîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû Â (ðàññòàâëåííûå â òîì æå ïîðÿäêå,

÷òî è λi â Λ̂).
Âàæíîå äëÿ íàñ ñâîéñòâî: ñîáñòâåííûå âåêòîðû íîðìàëüíîé ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ (ìîæíî íîðìèðîâàòü è ïîëó÷èòü îðòîíîðìèðîâàííûé

áàçèñ). Òî åñòü åñëè Â~vn = λn~vn è Â~vk = λk~vk, òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ~v
†
n~vk = 0 ïðè n 6= k. Ìû áóäåì òàêæå

èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ |vk〉 ≡ ~vk, 〈vn| ≡ ~v †n , 〈vn|vk〉 ≡ ~v †n~vk (äëÿ íàñ ñåé÷àñ ýòî ïðîñòî îáîçíà÷åíèÿ, ïîòîì
äîïîëíèòåëüíûé ñìûñë èì ïðèäàñò êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà).

II. ÒÅÎÐÈß ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ

Ïóñòü èìååòñÿ íîðìàëüíàÿ ìàòðèöà Ĥ0, ïðî êîòîðóþ èçâåñòíû å¼ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è
(îðòîíîðìèðîâàííûå) ñîáñòâåííûå âåêòîðû:

Ĥ0|ψ(0)
n 〉 = E(0)

n |ψ(0)
n 〉, 〈ψ(0)

n |ψ(0)
m 〉 = δnm. (2.1)

(Ìû çäåñü èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ, àíàëîãè÷íûå òåì, ÷òî áóäóò ïîòîì èñïîëüçîâàòüñÿ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå.)
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Íàñ èíòåðåñóþò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ En è ñîáñòâåííûå âåêòîðû |ψn〉 âîçìóù¼ííîé ìàòðèöû Ĥ = Ĥ0 + V̂:

Ĥ|ψn〉 = En|ψn〉. (2.2)

Ìîæíî èñêàòü îòâåòû â âèäå ðàçëîæåíèé ïî ñòåïåíÿì âîçìóùåíèÿ:

En = E(0)
n + E(1)

n + E(2)
n + . . . , (2.3)

|ψn〉 = |ψ(0)
n 〉+ |ψ(1)

n 〉+ |ψ(2)
n 〉+ . . . (2.4)

(Èíîãäà âîçìóùåíèå ïèøóò â âèäå V̂ = εV̂0 ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ε; òîãäà ðàçëîæåíèå èäåò ïî ñòåïåíÿì ε.)
Íà ñàìîì äåëå, âìåñòî ïðÿìîëèíåéíîé çàïèñè (2.4) óäîáíåå èñêàòü ñîáñòâåííûå âåêòîðû â âèäå

|ψn〉 =
∑
m

cm|ψ(0)
m 〉, ãäå cm = c(0)m + c(1)m + c(2)m + . . . , (2.5)

� ìû áóäåì äåëàòü èìåííî òàê.
Ïîäñòàâëÿåì âñå â óðàâíåíèå (2.2):

(Ĥ0 + V̂)
∑
m

cm|ψ(0)
m 〉 = En

∑
m

cm|ψ(0)
m 〉. (2.6)

Ó÷èòûâàÿ äåéñòâèå íåâîçìóùåííîé ìàòðèöû, ïîëó÷àåì∑
m

cm(E(0)
m + V̂)|ψ(0)

m 〉 =
∑
m

cmEn|ψ(0)
m 〉. (2.7)

Áåðåì ïðîåêöèþ íà 〈ψ(0)
k |, ïîëó÷àåì

(En − E(0)
k )ck =

∑
m

Vkmcm , (2.8)

ãäå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû Vkm îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Vkm ≡ 〈ψ(0)
k |V̂|ψ

(0)
m 〉. (2.9)

Ñìûñë ýòèõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ íåîáõîäèìî ïîÿñíèòü. Ïîäîáíî òîìó êàê ïðîñòðàíñòâåííûé âåêòîð èìååò
ðàçíûå êîìïîíåíòû â ðàçíûõ áàçèñàõ, ìàòðèöó òîæå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â ðàçíûõ áàçèñàõ. Åñëè ìû âçÿëè
ìàòðèöó Â, ñîñòîÿùóþ èç ýëåìåíòîâ Aij , òî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ýòî ýëåìåíòû ìàòðèöû â áàçèñå, çàäàííîì

âåêòîðàìè ~a1 = (1, 0, 0, . . . )T , ~a2 = (0, 1, 0, . . . )T è ò.ä. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Aij = ~a †i Â~aj . Íî ìû ìîæåì

âûáðàòü äðóãîé áàçèñ, çàäàâàåìûé íåêîòîðûìè âåêòîðàìè ~bi, òîãäà ïî îòíîøåíèþ ê íåìó ìàòðèöà áóäåò èìåòü

ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû A′ij = ~b †i Â
~bj . Â ýòîì ñìûñëå Vkm � ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ìàòðèöû V̂, âû÷èñëåííûå â

áàçèñå âåêòîðîâ |ψ(0)
k 〉.

Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå (2.8) â ðàçíûõ ïîðÿäêàõ ïî âîçìóùåíèþ. Äåòàëè ðàññìîòðåíèÿ

çàâèñÿò îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè íåâîçìóù¼ííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå E
(0)
n íåâûðîæäåííûì (ò.å. åìó ñîîòâåòñòâóåò

òîëüêî îäèí ñîáñòâåííûé âåêòîð) èëè âûðîæäåííûì (ò.å. åìó ñîîòâåòñòâóþò íåñêîëüêî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ). Ðàññìîòðèì ýòè ñèòóàöèè ïî-îòäåëüíîñòè.

III. ÍÅÂÛÐÎÆÄÅÍÍÎÅ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÎÅ ÇÍÀ×ÅÍÈÅ

Ïóñòü íàñ èíòåðåñóåò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå è ñîáñòâåííûé âåêòîð ñ íîìåðîì n. Òîãäà èç çàïèñè (2.5) î÷åâèäíî,

÷òî c
(0)
k = δkn. Â íóëåâîì ïîðÿäêå óðàâíåíèå (2.8) (ìû äîëæíû ñîõðàíèòü ëèøü íóëåâîé ïîðÿäîê ïî V â îáåèõ

ñòîðîíàõ óðàâíåíèÿ) äà¼ò òðèâèàëüíîå ðàâåíñòâî

(E(0)
n − E(0)

k )δkn = 0. (3.1)
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A. Ïåðâûé ïîðÿäîê òåîðèè âîçìóùåíèé

Ïåðâûé ïîðÿäîê:

En = E(0)
n + E(1)

n , (3.2)

ck = δkn + c
(1)
k , (3.3)

è óðàâíåíèå (2.8) â ïåðâîì ïîðÿäêå äà¼ò

E(1)
n δkn + (E(0)

n − E(0)
k )c

(1)
k =

∑
m

Vkmδmn = Vkn. (3.4)

Îòñþäà ïðè k = n ïîëó÷àåì

E(1)
n = Vnn, (3.5)

òàêèì îáðàçîì ìû íàøëè ïîïðàâêó ïåðâîãî ïîðÿäêà ê ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ. Ïðè k 6= n ïîëó÷àåì ïîïðàâêó
ïåðâîãî ïîðÿäêà ê êîýôôèöèåíòàì, îïðåäåëÿþùèì ñîáñòâåííûé âåêòîð:

k 6= n : c
(1)
k =

Vkn

E
(0)
n − E(0)

k

. (3.6)

Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíò c
(1)
n îñòà¼òñÿ íåîïðåäåë¼ííûì. Îí äîëæåí áûòü íàéäåí èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè. Çàïèñàâ

|ψn〉 = (1 + c(1)n )|ψ(0)
n 〉+

∑
m

′ Vmn

E
(0)
n − E(0)

m

|ψ(0)
m 〉 (3.7)

(øòðèõ ó çíàêà ñóììû îçíà÷àåò, ÷òî ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì çíà÷åíèÿì êðîìå n) è ó÷èòûâàÿ
îðòîíîðìèðîâàííîñòü ñèñòåìû íåâîçìóù¼ííûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðâîãî ïîðÿäêà
ïîëó÷àåì

〈ψn|ψn〉 = 1 + 2 Re c(1)n . (3.8)

Îòñþäà ÿñíî, ÷òî ìû ìîæåì âçÿòü

c(1)n = 0. (3.9)

Ïîýòîìó â ðåçóëüòàòå ïîïðàâêà ïåðâîãî ïîðÿäêà ê ñîáñòâåííîìó âåêòîðó äàåòñÿ âûðàæåíèåì

|ψ(1)
n 〉 =

∑
m

′ Vmn

E
(0)
n − E(0)

m

|ψ(0)
m 〉. (3.10)

Èç ôîðìóëû (3.10) ñëåäóåò óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè òåîðèè âîçìóùåíèé. Ïîñêîëüêó ïîïðàâêà ê ñîáñòâåííîìó
âåêòîðó äîëæíà áûòü ìàëà, âñå êîýôôèöèåíòû â ñóììå äîëæíû áûòü ìíîãî ìåíüøå åäèíèöû:

|Vmn| � |E(0)
n − E(0)

m |. (3.11)

B. Âòîðîé ïîðÿäîê òåîðèè âîçìóùåíèé

Òåïåðü

En = E(0)
n + E(1)

n + E(2)
n , (3.12)

ck = δkn + c
(1)
k + c

(2)
k , (3.13)

è óðàâíåíèå (2.8) âî âòîðîì ïîðÿäêå äà¼ò:

E(2)
n δkn + E(1)

n c
(1)
k + (E(0)

n − E(0)
k )c

(2)
k =

∑
m

Vkmc
(1)
m . (3.14)
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Ïðè k = n ïîëó÷àåì ïîïðàâêó âòîðîãî ïîðÿäêà ê ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ:

E(2)
n =

∑
m

′ VnmVmn

E
(0)
n − E(0)

m

. (3.15)

Â íàèáîëåå ôèçè÷åñêè âàæíîì ñëó÷àå ýðìèòîâûõ ìàòðèö áóäåò Vmn = V ∗nm, ïîýòîìó â ïðàâîé ÷àñòè â ÷èñëèòåëå
äðîáè áóäåò |Vnm|2. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ýðìèòîâûõ ìàòðèö ïîïðàâêà âòîðîãî ïîðÿäêà ê
íàèìåíüøåìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ âñåãäà îòðèöàòåëüíà (ò.ê. âñå çíàìåíàòåëè â ñóììå îòðèöàòåëüíû).
Ïðè k 6= n èç óðàâíåíèÿ (3.14) íàõîäèì

c
(2)
k =

∑
m

′ VkmVmn

(E
(0)
n − E(0)

k )(E
(0)
n − E(0)

m )
− VknVnn

(E
(0)
n − E(0)

k )2
. (3.16)

Àíàëîãè÷íî òîìó ÷òî áûëî â ïåðâîì ïîðÿäêå, êîýôôèöèåíò c
(2)
n îñòà¼òñÿ íåîïðåäåë¼ííûì è äîëæåí áûòü íàéäåí

èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè. Çàïèñûâàÿ

|ψn〉 = (1 + c(2)n )|ψ(0)
n 〉+

∑
m

′
c(1)m |ψ(0)

m 〉+
∑
m

′
c(2)m |ψ(0)

m 〉, (3.17)

ñ òî÷íîñòüþ äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïîëó÷àåì

〈ψn|ψn〉 = 1 + 2 Re c(2)n +
∑
m

′
|c(1)m |2. (3.18)

Îòñþäà ÿñíî, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ íîðìèðîâêè ìû ìîæåì âçÿòü

c(2)n = −1

2

∑
m

′
|c(1)m |2 = −1

2

∑
m

′ |Vmn|2

(E
(0)
n − E(0)

m )2
. (3.19)

IV. ÂÛÐÎÆÄÅÍÍÎÅ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÎÅ ÇÍÀ×ÅÍÈÅ

Ïóñòü òåïåðü èíòåðåñóþùåå íàñ íåâîçìóù¼ííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå E
(0)
n âûðîæäåíî ñ êðàòíîñòüþ

s. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò s ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ |ψ(0)
n 〉, |ψ(0)

n′ 〉, |ψ(0)
n′′ 〉, . . . ,

ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîìó è òîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ E
(0)
n íåâîçìóù¼ííîé ìàòðèöû.

Âûáîð ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ¾âíóòðè¿ âûðîæäåííîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ íåîäíîçíà÷åí, ìîæíî âçÿòü
ëþáûå èõ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè, è ïðè ýòîì ïî-ïðåæíåìó áóäóò ïîëó÷àòüñÿ âåêòîðà, îòâå÷àþùèå òîìó

æå E
(0)
n . Íî åñòü òàê íàçûâàåìûå ¾ïðàâèëüíûå¿ âåêòîðû íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ � ýòî òàêèå êîìáèíàöèè

c
(0)
n |ψ(0)

n 〉 + c
(0)
n′ |ψ(0)

n′ 〉 + . . . , êîòîðûå ñëàáî ìåíÿþòñÿ ïîä äåéñòâèåì âîçìóùåíèÿ. Èíûìè ñëîâàìè, ïîïðàâêè
ê òàêèì êîìáèíàöèÿì çà ñ÷¼ò âîçìóùåíèÿ äîëæíû áûòü ìàëû â ìåðó ìàëîñòè âîçìóùåíèÿ. Ýòî íåòðèâèàëüíîå
òðåáîâàíèå, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîìáèíàöèé òàêîãî íå áóäåò.
Ìîæíî ïîÿñíèòü ýòó ñèòóàöèè íà ôèçè÷åñêîì ïðèìåðå. Ïóñòü ó íàñ åñòü ñîâåðøåííî èçîòðîïíûé

ôåððîìàãíåòèê ñ íåêîòîðîé íàìàãíè÷åííîñòüþ M. Ìû õîòèì ïðèëîæèòü ñëàáîå ìàãíèòíîå ïîëå. ßñíî, ÷òî
âåëè÷èíà íàìàãíè÷åííîñòè òîæå èçìåíèòñÿ ñëàáî. Íî äàâàéòå ïîäóìàåì ïðî íàìàãíè÷åííîñòü â ïîëíîì
âåêòîðíîì ñìûñëå. Èçíà÷àëüíî îíà ìîæåò áûòü íàïðàâëåíà êóäà óãîäíî. Êîãäà æå ìû ïðèëîæèì ïîëå ïî
îñè z, íàìàãíè÷åííîñòü ñíà÷àëà ïîâåðí¼òñÿ è ñòàíåò íàïðàâëåíà ïî îñè z (òåïåðü åé íå âñ¼ ðàâíî, êóäà
ñìîòðåòü), à çàòåì íåìíîãî èçìåíèòñÿ ïî ìîäóëþ. Òî åñòü èçìåíåíèå âåêòîðà M âîîáùå ãîâîðÿ íå ìàëî! Åñòü
ïîïðàâêà íóëåâîãî ïîðÿäêà, ñâÿçàííàÿ ñ ïåðåíàïðàâëåíèåì M ïî z. À åñëè ìû, èìåÿ â âèäó äàëüíåéøåå
âêëþ÷åíèå ïîëÿ ïî z, çàðàíåå íàïðàâèì M èìåííî òóäà, òîãäà ïîïðàâêà ê âåêòîðó áóäåò ìàëà. Òàêèì
îáðàçîì, íàìàãíè÷åííîñòü, íàïðàâëåííàÿ ïî z � ýòî ïðàâèëüíàÿ íàìàãíè÷åííîñòü íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ñ

ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ñèòóàöèÿ àíàëîãè÷íà. Êîýôôèöèåíòû c
(0)
n , c

(0)
n′ , . . . íèêàêîé ìàëîñòè íå ñîäåðæàò �

ïðîñòî, çíàÿ êàêîå âîçìóùåíèå çàòåì áóäåò ïðèëîæåíî, ìû äîëæíû çàðàíåå ïîâåðíóòü ñîáñòâåííûå âåêòîðû â
íóæíóþ ñòîðîíó.
Òåõíè÷åñêè ýòî äåëàåòñÿ äîâîëüíî ïðîñòî. Çàïèøåì óðàâíåíèå (2.8) ïðè k = n, n′, . . . â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè

âîçìóùåíèé. Ïîñêîëüêó âñå ýòè èíäåêñû ñîîòâåòñòâóþò îäíîìó âûðîæäåííîìó óðîâíþ, ðàçíîñòü ýíåðãèé â
ëåâîé ÷àñòè íå ñîäåðæèò íóëåâîãî ïîðÿäêà, è ìû îñòàâëÿåì òàì ïåðâûé ïîðÿäîê E(1). Â òî æå âðåìÿ, â ïðàâîé
ñòîðîíå ïåðâûé ïîðÿäîê óæå îáåñïå÷åí çà ñ÷¼ò Vkm, ïîýòîìó ck ñ îáåèõ ñòîðîí íóæíî áðàòü â íóëåâîì ïîðÿäêå:

cn = c(0)n , cn′ = c
(0)
n′ , . . . (4.1)

cm = 0 ïðè m 6= n, n′, . . . (4.2)
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Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå (2.8) äà¼ò s óðàâíåíèé

E(1)c(0)n =
∑
n′

Vnn′c
(0)
n′ (4.3)

äëÿ âñåõ n âíóòðè âûðîæäåííîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ. Ïåðåïèøåì ýòî â âèäå∑
n′

(Vnn′ − E(1)δnn′)c
(0)
n′ = 0, (4.4)

îòêóäà ÿñíî, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ c
(0)
n íåîáõîäèìî

det[Vnn′ − E(1)δnn′ ] = 0. (4.5)

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ ñåêóëÿðíûì. Îíî ïîëèíîìèàëüíîå, s-îé ñòåïåíè ïî E(1), ïîýòîìó èìååò s êîðíåé
(äëÿ ýðìèòîâûõ ìàòðèö ìîæíî äîïîëíèòåëüíî îòìåòèòü, ÷òî âñå êîðíè âåùåñòâåííû). Ñóììà åãî êîðíåé ðàâíà
ñóììå äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ Vnn + Vn′n′ + . . . Ýòî ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îáîçíà÷èì êîðíè
λi, òîãäà

det[Vnn′ − E(1)δnn′ ] =
(
λ1 − E(1)

)(
λ2 − E(1)

)
. . .
(
λs − E(1)

)
=

=
(
−E(1)

)s
+ (λ1 + λ2 + · · ·+ λs)

(
−E(1)

)s−1
+ . . . (4.6)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè âû÷èñëåíèè äåòåðìèíàíòà íàïðÿìóþ ïîëó÷èòñÿ äëèííàÿ ñóììà, íî ñòåïåíè
(
E(1)

)s
è
(
E(1)

)s−1
âîçíèêíóò òîëüêî èç îäíîãî ñëàãàåìîãî ýòîé ñóììû, ñîäåðæàùåãî ïðîèçâåäåíèå äèàãîíàëüíûõ

ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, ò.å. èç ñëàãàåìîãî (V11 − E(1))(V22 − E(1)) . . . (Vss − E(1)). Ïîýòîìó

det[Vnn′ − E(1)δnn′ ] =
(
−E(1)

)s
+ (V11 + V22 + · · ·+ Vss)

(
−E(1)

)s−1
+ . . . (4.7)

Ñðàâíåíèå çàïèñåé (4.6) è (4.7) äîêàçûâàåò ñäåëàííîå âûøå óòâåðæäåíèå.
Èòàê, ðàññìàòðèâàÿ âîïðîñ î êîýôôèöèåíòàõ, çàäàþùèõ ïðàâèëüíûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû íóëåâîãî

ïðèáëèæåíèÿ, ìû ïîëó÷èëè ñåêóëÿðíîå óðàâíåíèå (4.5), èç êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ ïîïðàâêè ïåðâîãî ïîðÿäêà ê
âûðîæäåííîìó óðîâíþ. Â ðåçóëüòàòå, âîîáùå ãîâîðÿ, èìååò ìåñòî òàê íàçûâàåìîå ñíÿòèå âûðîæäåíèÿ, êîòîðîå
ìîæåò áûòü ïîëíûì (åñëè âñå êîðíè óðàâíåíèÿ ðàçëè÷íû) ëèáî ÷àñòè÷íûì (âûðîæäåííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
ðàñùåïëÿåòñÿ, íî ïî êðàéíåé ìåðå íåêîòîðûå ðàñùåïë¼ííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îñòàþòñÿ âûðîæäåííûìè ñ
ìåíüøåé êðàòíîñòüþ).

Ñàìè æå êîýôôèöèåíòû c
(0)
n , çàäàþùèå ïðàâèëüíûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ, íóæíî

íàõîäèòü èç óðàâíåíèÿ (4.4), ïîäñòàâëÿÿ òóäà ïî î÷åðåäè íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ïîïðàâîê E(1).
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