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В книге излагаются основные принципы физической кинетики,

ее методы и их применения для описания кинетического поведе¬

ния фононных систем.
В ней выводится кинетическое уравнение для фононной функ¬

ции распределения, исследуется симметрия вероятностей фонон-

ного рассеяния, получены //-теорема и закон диссипации механи¬

ческой энергии для фононных систем.
Излагается теория теплопроводности кристаллических ди¬

электриков, а также распространения и затухания температурных

волн второго звука. Подробно рассматривается диэлектрическая

релаксация в совершенных кристаллах и кристаллах с дефектами.

Значительное место в книге занимает теория вязкости (внутрен¬

него трения) и различных акустических явлений. Обсуждаются

особенности установления равновесия в системе акустических фо-

нонов с почти линейным законом дисперсии.
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Предисловие

Макроскопическая физика, помимо учения о равновес¬
ном состоянии макроскопических тел, включает также

обширный раздел, изучающий их неравновесные состоя¬
ния и процессы, протекающие в таких состояниях. Этот
раздел макроскопической физики получил название фи¬
зической кинетики.

Составная часть макроскопической физики, физичес¬
кая кинетика, имеет дело с системами, состоящими из
чрезвычайно большого числа частиц. Соответственно, за¬
кономерности, которые она описывает, являются статис¬
тическими закономерностями; они выполняются тем точ¬
нее, чем больше число составляющих систему частиц, и
теряют всякий смысл, когда это число мало.

В этой книге будет идти речь о методах кинетичес¬
кого описания одного класса макроскопических физиче¬
ских систем — фононных систем. Соответствующие резуль¬
таты могут относиться к таким физическим объектам, не¬
равновесные (так же как и термодинамические) свойства
которых определяются законами дисперсии и взаимодей¬
ствия колебательных квантов — фононов. В первую оче¬
редь тут имеются в виду кристаллические диэлектрики.
Именно фононы и определяют в значительной мере их ки¬
нетическое поведение ').

Тем не менее, само слово «диэлектрики» я предпочел
не включать в заголовок книги. С одной стороны, кине¬
тическое поведение диэлектриков не всегда, вообще го¬
воря, определяется одними фононами. Тут могут играть
определенную роль и экситоны, и некоторые другие ви¬
ды элементарных возбуждений. А с другой стороны, ма¬
териал книги может относиться не к одним только
кристаллическим диэлектрикам. Мы знаем очень много
различных типов конденсированных сред, в которых су¬
ществуют совершенно разпые виды возбужденных состоя-

') В таких процессах, которые не изменяют их структуры,
1*
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ний. Однако у всех конденсированных сред есть некто об¬

щее, а именно, то, что они состоят из атомов, а эти ато¬

мы могут совершать малые колебания относительно своих

равновесных положений.
Соответственно, можно указать большое разнообра¬

зие кинетических явлении, целиком определяющихся

этими колебаниями. В итоге оказывается, что, помимо

кристаллических диэлектриков, есть еще ряд физических

систем, кинетическое поведение которых при надлежа¬

щих обстоятельствах определяется фононами. Сюда мож¬

но отнести и сверхтекучий гелий — гелий II— при доста¬

точно низких температурах (о нем также пойдет речь в

книге) и (с определенными оговорками) аморфные ди¬

электрики (стекла), а в ряде случаев и электропроводя¬

щие кристаллы (металлы, полупроводники).
С точки зрения кинетического поведения фононные

системы проще многих других систем. Однако даже у

этих, простейших систем, кинетическое поведение отли¬

чается большим богатством и разнообразием. Соответст¬

венно, при написании книги я столкнулся с необходи¬

мостью произвести отбор из огромного материала, су¬

ществующего в виде оригинальных статей и обзоров.

Принцип отбора заключается, в основном, в следующем.

Главное внимание в книге уделено изложению основ¬

ных принципов и методов физической кинетики. Те и

другие используются для решения и анализа большого

числа разнообразных конкретных задан кинетики фонон-

ных систем.
При решении конкретных задач сравнительно немно¬

го внимания уделяется деталям (например, таким, кото¬

рые определяются теми или иными специальными харак¬

теристиками фононного спектра или взаимодействия или

же соотношениями между различными механизмами ре¬

лаксации). Как правило, не обсуждаются также вопросы,

требующие для анализа привлечения большего количест¬

ва экспериментальных данных.
В книге формулируются методы, позволяющие в прин¬

ципе получить количественные выражения для наблю¬

даемых величин таких, например, как различные кине¬

тические коэффициенты. Подробно анализируется зави¬

симость этих величин от температуры, частоты и других

параметров, даются их порядковые оценки.
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Часто соответствующие методы расчета основаны наприменении кинетического уравнения для функции рас¬пределения фононов. Возможность получить решение это¬го интегро-дифференциального уравнения в аналитичес¬ком виде есть, скорее, не правило, а исключение. Болеетого, даже тогда, когда выражение для кинетическогокоэффициента все же удается представить в замкнутомвиде (независимо от того, получилось ли оно в резуль¬тате решения кинетического уравнения илиже путемпря¬мого расчета), в ответ обычно входят ангармонические
коэффициенты, для большинства фононных систем внастоящее время неизвестные. Поэтому может воз¬никнуть вопрос, не означает ли данная в книге матема¬тическая формулировка кинетических задач простое пе¬реписывание символов. Ведь порядковыми оценками1),к которым в конце концов все дело и сводится, можнобыло бы ограничиться с самого начала.

На мой взгляд, однако, подход, основанный на однихтолько оценках, в физической кинетике недостаточен. Во-первых, количественная постановка задачи позволяетдать общее исследование получающихся решений и темсамым выяснить, какие их свойства не зависят от приб¬лижений, использованных при оценках. А во-вторых,в на¬стоящее время в физическую кинетику (так же как ив другие разделы физики) интенсивно проникают числен¬ные методы расчета. И можно надеяться, что задача вы¬числения кинетических коэффициентов с достаточнойточностью окажется в ряде конкретных случаев доступ¬ной для ЭВМ уже в недалеком будущем.
Основные методы анализа кинетических задач, кото¬

рые используются в книге,— это либо уже упоминавше¬
еся кинетическое уравнение, либо прямой квантовомеха-
нический расчет. Иногда оба метода приводят к одина¬
ковым результатам; во всех таких случаях я старался
провести их сопоставление.

В кинетике получил широкое распространение методЧапмена — Энскога решения кинетических задач прислабонеоднородных и нестационарных условиях. В кни-
') Которые дают зависимость кинетических величин от пара¬метров задачи, но, вообще говоря, не позволяют определить сколь¬ко-нибудь точно безразмерных численных коэффициентов, входя¬щих в ответ,
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ге подробно излагается этот методприменительнокнерав¬

новесным фононам на примере таких явлений, как вто¬

рой звук в диэлектриках и его взаимодействие с обычпым

звуком.

Изложение большинства вопросов я стремился вести

с достаточной полнотой. Поэтому, ссылаясь на ориги¬

нальные работы в тексте книги (иногда — в подстрочных

примечаниях) я ограничился указанием имен авторов,

которым принадлежат соответствующие результаты, и го¬

да их публикации. Сам способ выводаэтих результатов от¬

нюдь не во всех случаях совпадает с методом оригинала,

а вытекает из единого плана, которому подчинена книга.

Более подробные ссылки, данные в подстрочных при¬

мечаниях, имеют двоякий характер. Это либо ссылки на

учебники, где изложены вопросы (относящиеся к смеж¬

ным разделам физики), которые читатель должен знать,

прежде чем приступить it изучению соответствующего

места книги. Либо же это ссылки на оригинальные ра¬

боты или обзоры, призванные помочь читателю, заинте¬

ресованному в более углубленном знакомстве с каким-ни¬

будь вопросом, о котором говорится в книге. Они отнюдь

не имеют приоритетного характера, а имеют целью дать

читателю первоначальную ориентировку в библиографии.

Я буду весьма благодарен читателям за любые крити¬

ческие замечания, касающиеся как содержания книги,

так и авторских имен, которые в ней следовало бы до¬

полнительно упомянуть. Надеюсь, что в будущем мне

представится возможность учесть эти замечания.

Для чтения книги необходимо знакомство с механи¬

кой— классической и квантовой, термодинамикой и ста¬

тической физикой, а также основами электродинамики,

гидродинамики и теории упругости.

В процессе работы над книгой мне оказали большую

помощь критикой и советами А. Г. Аронов, С. В. Ганце-

вич, Л. Э. Гуревич, Ю. Н. Образцов, Д. А. Паршин и

Г. Е. Пикус. Им я выражаю свою самую глубокую и

сердечную благодарность.

.ч .

Основные обозначения

со — пропорционально
«— приблизительно равно
~ — порядка, равно по порядку величиныПо дважды встречающемуся векторному значку производитсясуммирование.
АПП'

TV' - матрица гармонических силовых постоянных
ТТТТП01*ттттп/.»»п- '

___
S'lyy. — динамическая матрица
ап =п1а1 -Кге2а-2 +.газа3—произвольный период решетки,
at — основные периоды решетки, щ— целые числа, совокуп¬ность которых опозначается п
а — среднее расстояние между атомами решеткиа — номер акустической ветви колебаний
Byу 'у,',' — матрица апгармоническпх силовых постоянныхтретьего порядка
bjyj"(к, к', к") — ангармонические силовые коэффициентыЪ =mib1+w2&2 +mg&3 — вектор обратной решетки, bi — ос¬новные векторы обратной решетки, mi —целые числа.С — удельная теплоемкость
ctj> ck) — операторы рождения иуничтожения фононаD — электростатическая индукция
D — диссппативная часть электростатической индукцииb (к)=d (Zc|)/dk — функция, характеризующая дисперсию ско¬рости звука
Е — напряженность электрического поляЕ — плотность механической энергии
Ея —плотность энергии упругих колебанийЖ — полная энергия
Жкин — кинетическая энергия
Ж<-') — энергия упругих колебанийЖт — механическая энергия
Ж а — энергия атомного порядка
еу (к, ]) — вектор поляризации колебания {к, j)F — плотность свободной энергии— Fu — тензор плотности потока квазиимпульса— Fit— дпссипатпвная часть тензора плотностп потока ква-зппмпульса
f {к", к, к') =к"1(к") -кЪ (к) -к'1(к')G — плотность потока энергииС(ф) — плотность потока энергип, перепосимой фононамиG(s)— плотность потока энергии упругих колебаний
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G (к, ;'; к ,j ) — функция, через которую выражается вероят¬

ность рассеяния фонона дефектом
3— полный поток энергии, переносимый пучком фононов

g=dQ/dk— групповая скорость фонона
Я — напряженность магнитного поля

Зв — угловая плотность энергии фононов
§ — компоненты плотности потока энергии в fc-ÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿ

I— линеаризованный оператор столкновений

IN— оператор нормальных столкновений

1и— оператор столкновений по отношению к процессам пе¬

реброса
Т— линеаризованный оператор столкновений, действующий на

функцию AN/No(No +1)
j — номер колебательной ветви
к — квазиволновой вектор колебания решетки

ко — предельное значение волнового вектора фононов

L— характерный размер образца
I— длина свободного пробега фононов

I— оператор бесконечно малого поворота в Л: -пространстве
М — масса элементарной ячейки
Мр — масса атома решетки сорта р

т.ц — тензор деформационного потенциала

— число фононов в состоянии (к, /); функция распреде¬

ления фононов
N0 (Qfij) —равновесная функция распределения фононов

AN — неравновесная добавка к функции распределения фоно¬

нов
N— полное число элементарных ячеек в кристалле
Nd — полное число дефектов в кристалле
п— число элементарных ячеек в единице объема

rid — концентрация дефектов
п0(ж)=(ех — I)-1— функция Планка
о — номер оптической ветви колебаний
Р — поляризация
Р — плотность квазиимпульса
3— угловая плотность импульса фононов

— плотность потока импульса в Л-пространстве
р — давление
р — номер атома в элементарной ячейке

' Q — поток тепла
q — волновой вектор звука

RnPi — Rny — i-ÿ компонента вектора смешения р-то атома в

п-й элементарной ячейке

31 = (1— y/V/v) Г-1— обратная эффективная температура

г — радиус-вектор с компонентами ги г2, г3

S — плотность энтропии
9> — энтропия
s — число атомов в элементарной ячейке
з — угловая плотность энтропии
Т — температура

ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ g

U— плотность внутренней энергии
я/(») — плотность упругой внутренней энергии
°Uo — потенциальная энергия решетки в гармоническом при¬ближении
°U3, 'Ui— ангармоническая потенциальная энергия решеткитретьего и четвертого порядка
и — вектор смещения сплошной среды
ии — тензор деформации

р dv
U=— ~df
V — дрейфовая скорость
У — объем системы

— скорость звука в гелии II
v — средняя скорость звука в кристалле
VI — скорость продольного звука
vt — скорость поперечного звука
в — объем элементарной ячейки
W — вероятность квантовомеханического перехода в едини¬цу времени
id—вектор, пропорциональный относительному смещению под-решеток
wn — скорость второго звука
»о — вероятность рассеяния фонона в единицу времени отдель¬ным дефектом
®ь хь •я •— обобщенные координаты физической системыХ\, Х2, ...— обобщенные силы, соответствующие этим коор¬динатам
Z — относительное изменение эффективной температурыфононов
а — коэффициент поглощения электромагнитной энергии
«л— тензор коэффициентов теплового расширения
Pi im — тензор пьезоэлектрических модулей

= d2UldwidEl
Pii'i" fc'- = ipQQ'Q" I I2
у — коэффициент поглощения звука
jab — кинетические коэффициенты
e,-i — тензор диэлектрической проницаемости
8(°) — статистическая диэлектрическая проницаемость полярно¬

го диэлектрика
е<°°> — диэлектрическая проницаемость полярного диэлектрика

при со > Q,
е" — мнимая часть диэлектрической проницаемости
tn — тензор коэффициентов диэлектрической релаксацип
f|Hmn — тензор коэффициентов вязкости
0 — температура Дебая
х -= к/к — единичный вектор в направлении к
у.и — тензор теплопроводности
А--, (к) — электрофононный потенциал

Ajj. (*):= (к)
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Я«тп — тензор модулей упругости

— тензор перекрестной вязкости

v«mn — тензор фонон-гидродинампческой вязкости

dlk=y[ÿL
я7 J (2я)3

\{к) — функция, характеризующая отклонение фонониого за¬

кона дисперсии от линейного
do — элемент телесного угла

р — плотность
Оц — тензор упругих напряжений

- --- --- mrtTTOnr»?— тензор yilpym.v

— диссипативная часть тензора упругих напряжений

cr(iV) — (N + 1)In(/V +1) —NlnN
" / \- - я

da — дифференциальное сечение рассеяния фопона дефектом

т — время свободного пробега фононов

Tw — время свободного пробега по отношению к нормальным

процессам
Ти — время свободного пробега по отношению к нооцессам пе¬

реброса
Гц — продольное время релаксации

тх — поперечное время релаксации

X — диэлектрическая восприимчивость

Х« — тензор фонон-гидродинамической теплопроводности

d2U/dWidwi
(т — тензор пьезоэлектрической вязкости

Qj (ft) =Qft. — частота колебания

Q; — предельная частота продольных оптических фононов

Q< — предельная частота поперечных оптических фононов

Qd — предельная частота колебаний решетки в дебаевской

модели
к» — частота изменения электрического поля, частота звука

coo — частота колебаний фононов, захваченных полем звуко¬

вой волны

я

Глава I

Кинетическое описание системы

фононов

§ 1. Колебания кристаллической решетки

В настоящем разделе будут рассмотрены колебания
атомов кристалла относительно своих положений равно¬
весия ').

Равновесные положения атомов кристалла образуют
пространственно-периодическую структуру, так называ¬
емую кристаллическую решетку. Если считать кристалл
бесконечным, отвлекаясь пока от наличия у него внеш¬
ней огранки, то он совмещается сам с собой при трансля¬
ции (параллельном перемещении) на любой период ре¬
шетки— вектор ап, который можно выразить следующим
образом:

ап =«1я1+«2И2 +«згез- (1-1)

Здесь п\, П2, пз — любые целые положительные или отри¬
цательные числа (их совокупность мы будем часто обо¬
значать и), а ах, а2, а3 — так называемые основные пе¬
риоды кристаллической решетки.

Параллелепипед, построенный на трех векторах ai,
называется элементарной ячейкой решетки2). Всю ре¬
шетку можно получить пространственным повторением
ее элементарных ячеек, уложенных вплотную друг к
другу. Все элементарные ячейки, таким образом, тож¬
дественны друг другу; каждая из них содержит одина¬
ковое число атомов, одинаковым образом расположен¬
ных друг относительно друга. Для дальнейшего описа¬
ния удобно совместить один из атомов с вершиной

') Классическая теория колебаний кристаллической решетки
была разработана Борном и фон Карманом (М. Born, Т. von Каг-
man, 1912).

2) Полезно отметить, что симметрия элементарной ячейки, во¬
обще говоря, не обязательно совпадает с симметрией кристалличе¬
ской решетки.
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параллелепипеда. Положение элементарной ячейки можно
задать с помощью вектора ап, характеризующего коорди¬

наты ее вершины относительно вершины «нулевой» ячей¬

ки, которая выбрана за начало координат.
В каждой элементарной ячейке может быть несколь¬

ко атомов. Их число мы будем обозначать s, а номер

атома в ячейке — р. Равновесное положение р-то атома в

и-йячейке определяется вектором

ап+dp (р — 1,2, ...,s).

Вектор dp не зависит от п — он характеризует положе¬

ние различных атомов в элементарной ячейке относи¬

тельно вершины этой ячейки.
Потенциальная энергия кристаллической решетки за¬

висит от взаимного расположения атомов. Равновесному

положению соответствует минимальное значение потен¬

циальной энергии <U0. Если атомы смещены из положе¬

ний равновесия, то потенциальная энергия °1С такой де¬

формированной решетки должна быть больше, чем °Uq.

Обозначим через Rnp смещение из положения равно¬

весия р-то атома в и-й элементарной ячейке, г-ю ком¬

поненту этого вектора мы будем обозначать Rnpiя В даль¬

нейшем для более компактной записи совокупность па¬

ры индексов р и iмы часто будем обозначать греческой

строчной буквой if, так что

Rny ~ Rnpi•

Если все смещения Rny гораздо меньше межатомных

расстояний, то разность °Ы—Шъ можно разложить по

степеням Rny, удержав в разложении только несколь¬

ко первых степеней. Линейные члены в этом разложении

должны обратиться в нуль, так как в равновесии, при

Rny =0, потенциальная энергия имеет минимум. Мы по¬

ка ограничимся учетом квадратичных членов в разложе¬

нии потенциальной энергии по степеням смещений Rny

Такое приближение называется гармоническим. Следую¬

щие члены разложения, содержащие произведения трех,

четырех и т. д. смещений Rny,называют соответственно
ангармоническими членами третьего, четвертого, и т. д.

порядка. Роль ангармонических членов будет рассмотре¬

на ниже в § 6. _ ......... _ - _
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В гармоническом приближении

= = AyrRnyRn>y. (1.2)
пп'уу'

А"у — это силовые постоянные, характеризующие взаи¬
модействие между атомами. Они зависят в силу трансля¬
ционной симметрии кристалла только от разностейп — п' :

лпп:= Ап~п'XOLyy' --tt-YV •

Обычно они достаточно велики, если соответствующие
атомы являются близкими соседями, и сравнительно бы¬стро совпадают с расстоянием1).

Матрица силовых постоянных представляет со¬бой вторую производную от потенциальной энергии посмещениям. Поэтому она обладает следующим свойствомсимметрии:

А™', = Апу'.пу. (1.3)

Получим еще одно важное свойство матрицы силовых
постоянных Л""- .Для этого определим силу Fnp,действую¬щую на р-й атом в га-й элементарной ячейке при смеще¬нии атомов из положения равновесия2):

Fnpi =
dR

2
= — 2 Apip'i'Rn'p'i'- (1.4)npi n'p'

Предположим теперь, что смещение R не зависит от пир:
Rnpi=-й{.

Такое смещение описывает трансляцию всей решетки

') Распространение длинноволновых колебаний решетки мо¬жет сопровождаться появлением макроскопических электрическихполей. Это значит, что далекие атомы, участвующие в таком коле¬бании, могут заметным образом взаимодействовать друг с другом.Роль макроскопических полей будет подробно рассмотрена в § 2.Здесь мы не будем учитывать этих полей явным образом."2) Всюду ниже (если не оговорено противное) подразумева¬ется суммирование по дважды встречающемуся векторному ин¬дексу.

Библиотека
итф им./).Д. Ландау
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как целого. При этом, очевидно, F — 0. Отсюда полу¬

чаем ')

2 а™: =о. (1.5)
п'р'

Зная силу, действующую на атом, нетрудно записать
уравнения движения, описывающие малые колеоания
решетки:

МрЁпу =-2 А™'ЯП'г, (1.6)
п'у'

где МР — масса атома р-то сорта.
Решение уравнения (1.6) ищем в виде бегущих плос¬

ких волн2)

Rnp =ер ехр (— iQt -J- ikan). (1.7)

Здесь Q — есть частота рассматриваемого колебания ре¬

шетки, вектор к характеризует закон пространственного
изменения смещения в волне, а вектор ер, который мы

будем называть вектором поляризации колебания, харак¬

теризует величину и направление смещения атома р,

участвующего в колебании.
Подставляя (1.7) в (1.6), мы получаем

Q2Мрву— 2 Ауу> ехр (— ikan—n') (1*®)
п'у'

где
Un—n' — — апш-

Введем так называемую динамическую матрицу

s&yy' (к) — яяя1я7' ехр ( ikan). (1**))
п

Уравнения (1.8) запишутся с ее помощью в следующем
виде:

0?Мрву =2s£yy {к) еу. (1.10)
у

_
') Компоненты матрицы ÿ4™v" удовлетворяют еще и соотноше¬

ниям другого типа, вытекающим из условия, чтобы сила взаимо¬
действия между атомами была равна нулю, если R описывает по¬

ворот кристаллической решетки как целого относительно любой
точки. Мы не будем выписывать этих соотношений.

2) Считается, как обычно, что смещение есть вещественная
часть этого комплексного выражения.
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Система уравнений (1.10) имеет ненулевое решение,
только если ее определитель равен нулю:

|QWP6VV< — зФуу (к) |=0. (1.11)

При заданном значении к это есть алгебраическое урав¬
нение степени 3s относительно Q2. Решения уравнения
(1.11) мы будем нумеровать индексом /. Функцию Qj(lc)
называют законом дисперсии /-й колебательной ветви, а
уравнение (1.11) — дисперсионным уравнением. я

Элементы динамической матрицы s4-yyi {к) — непре¬
рывные функции к. А это значит, что Qj (к) — также не¬
прерывные функции к всюду, за исключением, может
быть, только таких точек, линий или поверхностей в
ft-ÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿ, где значения двух или нескольких функ¬
ций Qj- (к) совпадают, т. е. где происходит, как говорят,
контакт различных колебательных ветвей. Наличие тако¬
го контакта может быть следствием симметрии кристал¬
ла. В этом случае геометрическое место точек контакта
может быть определено методами теории групп, п его по¬
ложение не зависит от значений, которые принимают эле¬

менты матрицы силовых постоянных И"™». Контакт мо¬
жет также не быть связан с симметрией кристалла.
В этом случае его называют случайным; положениемточек,
в которых он имеет место, определяетсягармоническим по¬
тенциалом взаимодействия атомов решетки.

Рассмотрим свойства динамической матрицы s4-yy (к):
1. Матрица sÿyy' (к) эрмитова:

s£yyr (/с) — sÿy'y (к). (1.12)

Действительно,

Жуу (к) =2Anyye~ib(l« =2Аупуе~ш« =
п п

=2А?,уе**а" =(2Aÿye~ika"J = (к).

2. Матрица s4- удовлетворяет соотношению

2 (0) =0, (1.13)
V

которое является непосредственным следствием соотноше¬
ния (1.5).
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3. Из определения (1.9) матрицы si и соотношения
(1.12) вытекает свойство:

si (— к) =si* (к) = siT (к), (1.14)

где siT я транспонированная матрица, т. е.

(si )w' =siyy
Отсюда вытекает важное соотношение, которому должен
удовлетворять закон дисперсии1)

Qj(-k) =Qj(k). (1.15)

Отсюда следует также, что векторы еу (к) (которые из
системы уравнений (1.8) определяются с точностью до
постоянного множителя) можно всегда выбрать так, что¬
бы они удовлетворяли соотношению

еу (— j) =4 (к, /), (1.16)

которые мы в дальнейшем будем считать выполненным.
Соотношения (1.15) являются следствием важного

свойства симметрии, которым обладают уравнения коле¬
баний кристаллической решетки, а именно: симметрии
относительно обращения времени. Будучи второго поряд¬
ка по времени, уравнения (1.6) инвариантны относитель¬
но замены t-*- — t. Это значит, в частности, что если ко¬
лебание, в котором вектор смещения пропорционален

ехр (ikan — iQkjt) +к. е.,

удовлетворяет уравнениям движения, то им удовлетворя¬
ет также и колебание, в котором вектор смещения про¬
порционален

ехр (ikan -|- iQAj£) +к. с. = ехр (— ikan — tQjyf) +к.с.

Последняя экспонента описывает колебание с вектором
— к и той же самой частотой О таком колебании
говорят как об обращенном по времени по отношению
к колебанию (1.7).

Симметрия относительно обращения времени, будучи
общим свойством уравнений механики, сохраняется и при

') Вектор к мы иногда будем писать как аргумент частоты Q,
а иногда в виде нижнего индекса: Qky
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наличии нарушений регулярности кристаллической ре¬
шетки, а также при учете ангармонических членов в раз¬
ложении потенциальной энергии решетки. Следствия
симметрии относительно обращения времени в этих слу¬
чаях будут рассмотрены в § 7.

Для формулировки еще одного свойства матрицы
si {к) введем понятие векторов обратной решетки Ъ. Это
совокупность векторов в я-пространстве, обладающих тем
свойством, что все скалярные произведения вида Ьап
кратны 2л:

с&]Ь — 2яш-1, — 2nm2, ияЬ — 2хс/н3,

где mi, m%, m3 — некоторые целые числа (положительные,
отрицательные или равные нулю). Отсюда общее выраже¬
ние для вектора обратной решетки имеет вид

Ъ =т1Ь1+тф2 +т3Ъ3. (1.17)
Здесь Ъъ &2> Ъ3 — так называемые основные периоды об¬
ратной решетки, равные

bi=ÿ[a*a3b &2 =ÿt«3aiL Ъ3 =я-[а1а2], (1.18)

где В — объем элементарной ячейки. Совокупность точек
в я-пространстве, определяемых выражением (1.17), на¬
зывается обратной решеткой.

Из определения динамической матрицы si (к) следует,
что она обладает свойством

а{к) =si (к +Ъ). (1.19)
Аналогичным свойством обладают и фононные частоты:
Qj(k)—6ij(k+b). Эти соотношения вместе с (1.7) позво¬
ляют выяснить физический смысл вектора к. Как видно
из (1.7), вектор к характеризует пространственную зави¬
симость смещений атомов кристалла, участвующих в дан¬
ном колебании. С этой точки зрения он аналогичен
обычному волновому вектору, характеризующему, напри¬
мер, зависимость смещения (или скорости) сплошной
среды от координаты при распространении звукового ко¬
лебания. Однако волновой вектор звука к однозначно
связан с длиной волны к соотношением

к =2лД.

В нашем же случае такой однозначной связи нет: как
2 в, л. Гуревнч
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явствует из (1.19), векторы к ик+& физически эквива¬

лентны. Эта неоднозначность связана с тем, что на прост¬

ранственную периодичность смещений Rny, задаваемую

вектором к, накладывается пространственная периодич¬

ность расположения элементарных ячеек дискретной
кристаллической решетки; она и обусловливает различие
между вектором к в (1.7) и обыкновенным волновым век¬

тором. Соответственно, вектор к мы будем называть ква¬

зиволновым вектором1)', такое название и отражает
указанную неоднозначность. В теории используется так¬

же величина kk, имеющая размерность импульса и назы¬

ваемая квазиимпулъсом колебания решетки.
В дальнейшем нам будет удобно устранить неодно¬

значность в значениях квазиволнового вектора с помощью

следующего приема. Будем задавать значения квазивол¬
нового вектора, лежащие в ограниченной области /с-про¬

странства, так называемой основной ячейке обратной ре¬

шетки. Если выбрать оси координат по трем основным
периодам обратной решетки, то основная ячейка задается
неравенствами2):

(1.20)

Векторы ер (k, у) обладают свойством ортогональности,
которое мы сейчас получим. Рассмотрим для этого два

разных колебания, соответствующих одному значению

волнового векторак, но принадлежащих к разным коле-

') Нередко, тем не менее, радп краткости мы будем опускать

приставку квазн.
2) Основная ячейка обратной решетки обладает, вообще го¬

воря, более низкой симметрией относительно поворотов и отра¬

жений, чем сама обратная решетка. Поэтому наряду с понятием
основной ячейки обратной решетки пользуются также понятием
первой зоны Вриллюэна (или просто зоны Бриллюэна). Она пред¬

ставляет собой многогранник в Л- пространстве с центром симмет¬
риив точке к =0, симметрия которого относительно поворотов и
отражений совпадает с симметрией обратной решетки. Внутрен¬

ние точки этого многогранника (и часть точек на его поверхности)

соответствуют всем неэквивалентным зпаченпям вектора 1с . Объем

зоны Бриллюэна (2я)3/», естественно, совпадает с объемом основ¬
ной ячейки обратной решетки.
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бательным ветвям у и Мы имеем

яМРеу (к,у) = 2 s&yy'£y' {к, у),
r (1.21)QyMj/y (к, f) =2styy-er (к, Г).
V

Умножим первое из этих соотношений на еу (к, у'), а
второе — Haev(fc, у) и просуммируем по Вычитая затем
второе из первого, получим

(Q]-Qj.)2Мрер {к, у) е*р (к,у') = 0.
Р

Отсюда при QjФQj, следует, что

2Мре*р {к,у") ер (к,у) = 0.
Р

При / =j' подчиним векторы ер условию нормировки:

2Мр |ер (к, у) \2 =М,
Р

3

где М=2 Мр —масса элементарной ячейки. Объединяя
p=i

два последних равенства, напишем

2Мрер(к, j') ер (к, у) =M6iy, (1.22)
р

где 6д, есть символ Кронекера.
Умножая (1.22) на ер> (к,у') и суммируя по у', можно

получить еще одно полезное соотношение между вектора¬
ми поляризации

2еу (к, у) вуя (к, у) = 8уу'. (1.23)
i р

Соотношения ортогональности (1.22) и (1.23) являют¬
ся фактически следствиями того, что векторы еу (к,у)
суть собственные векторы эрмитовой матрицы яфуу (к). я

Появление же в этих соотношениях весовых множителей
Мр обусловлено тем, что частоты Q.) суть собственные
значения не матрицы s4-yy, а, как легко видеть, матрицы
s&yylVМрМр', причем соответствующими собственными
векторами оказываются величины УМреу.
2»
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При выводе этих соотношений мы полагали, что при

заданном значении к частоты Ц/(й)> относящиеся к раз¬

ным колебательным ветвям, различны. Если же две или

большее число частот при каком-то значении к совпада¬

ют, то векторы ет, соответствующие этим колебаниям, не

могут быть определены однозначным образом. Однако,

как известно 0, их всегда можно выбрать так, чтобы и

для них выполнялись соотношения ортогональности и

нормировки (1.22).

До сих пор мы отвлекались от того обстоятельства,

что кристалл имеет конечные размеры, т. е. представляет
собой колебательную систему с конечным числом степе¬

ней свободы. Чтобы учесть это обстоятельство, удобнее

всего воспользоваться следующим формальным приемом.
Пусть, например, кристалл представляет собой прямо¬

угольный параллелепипед с ребрами Lu L3, направлен¬

ными вдоль координатных осей. Будем считать, что рас¬

сматриваемый кристалл есть часть бесконечной кристал¬
лической решетки. Однако на все допустимые колебания

в ней наложил! условия периодичности с периодами L\,
L2, L3 вдоль трех координатных осей. Это означает, что

компоненты волнового вектора ki, к2, кз могут принилшть
значения

2nZj к _2ЛЬ
«1- L

, к =—3
'8 — Т. » (1.24)

где 1г, l2, la — положительные или отрицательные целые
числа.

Подчеркнем, что периодические граничные условия

не имеют динамического смысла, а нужны только для
подсчета числа степеней свободы колебательной системы.
Физически они означают, что рассматриваются только

такие колебательные движения, когда вдоль каждого из

ребер параллелепипеда укладывается целое число волн.

При этом получается правильное число степеней свобо¬
ды, равное 3s N, где N— число элементарных ячеек в

кристалле. Рассматриваемая система, таким образом, от¬

личается от реального кристалла только краевыми эф-

') См., например, Ландау Л. Д., Лифшиц Е. М. Квантовая ме¬
ханика.— М.: Наука, 1974, стр. 47; Шифф Л. Квантовая механи¬
ка.— М.: ИЛ, 1957, стр. 59.
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фектами, несущественными для анализа объемных
свойств кристалла, если число элементарных ячеек N
достаточно велико, а взаимодействие между атомами,
т. е. силовые константы И"(Г" , достаточно быстро спада¬
ет с расстоянием п — п'. Допустимые значения вектора fc
равномерно распределены по основной ячейке fc-ÿÿÿÿÿÿÿÿ-
ства, причем полное число возможных значений вектора
к с компонентами к\, к2, /с3 в неболынол! интервале
Аък =АкхАк2Акз есть

ЬЬЬАк1Ак2Ак3 = А*к, (1.25)
(2я)

1 2 3
(2я) '

где У — объем кристалла ').
Далее нам часто будут встречаться сулшы по к от

функций, плавно зависящих от к, т. е. мало меняющихся
при переходе от какого-то дискретного значения к к «со¬
седнему» значению. В таких случаях обычно переходят
от суммирования по к к интегрированию по d3k с по¬
мощью соотношения

Т (2л) J d3k.

Исследуем, как ведут себя решения уравнения (1.10)
при к-*-0. Для этого, устремив к к нулю, просуммируем
(1.10) по р и воспользуемся соотношением (1.13). В ре¬
зультате мы получим

Q) (0)2MPRP =0. (1.26)
р

Отсюда явствует, что при /«->- 0 либо

Q;(0) =0, (1.27)
либо

2MpRp =0. (1.28)
р

Колебательные ветви, у которых при к-*-0 частота
обращается в нуль, называются акустическими,поскольку

') Выраженное через объем кристалла Т, это число уже не-
завпсит от сделанного предположения, что кристалл имеет форму
прямоугольного параллелепипеда, а справедливо для кристалла
произвольной формы,

I
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в случае длинных (по сравнению с постоянной решетки)
волн они представляют собой обычные звуковые коле¬

бания.
При распространении длинноволнового акустического

колебания все атомы, принадлежащие к одной элементар¬

ной ячейке, колеблются в фазе. Иными словами, векторы

поляризации е длинноволновых акустических колебаний
не зависят от р — номера атома в элементарной ячейке.
Учитывая это, нетрудно получить дисперсионное уравнение
для длинноволновых акустических колебаний непосред¬
ственно из уравнения (1.10).

Чтобы найти решения е4 уравнений (1.10), не завися¬
щие от р, просуммируем эти уравнения по р:

QjCj — s4-p\p'i'ÿi'• (1.29)
VP'

Сумму по р и р' от динамической матрицы si-yy, фи¬
гурирующую в правой части, разложим по степеням век¬
тора к. яНулевой член разложения равен нулю в силу

(1.13). Первый член (учитывая, что матрица И77< зави¬
сит от разности п — п') можно представить в виде

-тг ,с22 +ж к22
рр' tin' рр' till'

Оба слагаемых в этом выражении равны нулю в силу
соотношения (1.5).

Нужно, таким образом, учитывать квадратичные чле¬
ны разложения, которые мы запишем в виде

я2stpip'i' (к) =1-МЙч>blh: (1-30)
рр*

k

Отсюда получается следующая система уравнений для
векторов поляризации е,-:

Q2e.=J_ÿ(0 (1.31)

Приравнивая нулю определитель системы, мы получаем
уравнение третьего порядка относительно О?, которое
определяет законы дисперсии трех акустических колеба-

'
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тельных ветвей Q0 (к) *) (номер акустической ветви бу¬
дет обозначаться индексом а):

|рЙ2би< -А#}.,'*!*,' [ = 0. (1.32)

Решения этого уравнения Qa (к) представляют собой
однородные функции первого порядка от волнового век¬
тора к. Учитывая это, мы можем заключить, что векторы
поляризации длинноволновых акустических колебаний,
определяемые системой уравнений (1.31), не зависят от
величины вектора к,а зависят только от его направления
х= к/к. Соотношения ортогональности и нормировки при¬
обретают для них следующий вид:

е*а(х)еа'(х) = баа'. (1.33)

Колебательные ветви, частота которых (к) при
к— 0 стремится к отличному от нуля пределу, называ¬
ются оптическими 2). Как явствует из формулы (1.28),
атомы одной элементарной ячейки, участвующие в длин¬
новолновом оптическом колебании, колеблются так, что
центр тяжести ячейки остается в покое.

Поскольку число акустических колебательных ветвей
равно трем, число оптических ветвей есть 3(s — 1).

Соотношения ортогональности и нормировки для век¬
торов поляризации длинноволновых оптических колеба¬
ний имеют вид

2Mve*v (х, о) ер (х, о') = М800 (1-34)
v

где символ о обозначает номер оптической ветви. Опять-
таки векторы ер (х, о) зависят только от направления
волнового вектора к относительно кристаллографических
осей, но не от его величины.

явствУет пз сравнения (1.32), с дисперсионным уравне¬
нием (2.5) следующего раздела, которое дает теория упругости для
акустических колебаний, коэффициенты Я(°>,г, в разложелии
(1.31) не что иное, как модули упругости кристалла плотностир, япричем по смыслу вывода — это модули упругости при нуле-
вон температуре.

) Происхождение названия связано с тем, что законы дпспер-спи длинноволновых оптических колебаний определяют особен¬ности оптических свойств диэлектриков в инфракрасной области —см* S3 я5.
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Соотношения (1.34) можно переписать в более ком¬

пактном виде для важного случая, когда в элементарной

ячейке имеются два атома, 1и 2. В силу (1.28) векторы

ех и е2 связаны соотношением

Мхех +М2е2 = 0,; (1.35)

с учетом которого (1.34) переписывается в виде

'Ме* (х, о) ех (х, о') =щ800-.

Поэтому, если ввести приведенный вектор поляризации

оптического колебания о:

IМ \1/12 !М \1/2
e(xfo) =ÿ) ех =-[я е2, (1.36)

не зависящий от номера атома в элементарной ячейке,

то для приведенных векторов е (х, о) получаются следую¬

щие соотношения ортогональности и нормировки:

е* (х, о) е (х, о') = б00'. (1-37)

§ 2. Длинноволновые колебания решетки
иих взаимодействие с электромагнитным полем

В настоящем разделе будут изучены особенности рас¬

пространения длинноволновых колебаний, акустических

и оптических, у которых волновой вектор к удовлетворяет

условиям

kat <1

(«г — основные периоды решетки). Макроскопическая те¬

ория длинноволновых колебаний решетки использует для

их описания не смещение отдельных атомов (как в § 1),

а смещение отдельных участков решетки.
При описании акустических колебаний диэлектрик

рассматривается как сплошная среда, механическое дви¬

жение которой можно охарактеризовать, задавая смеще¬

ния ее точек как функции времени t и непрерывных про¬

странственных координат: вектора г с компонентами
П, г2, Гз. При описании длинноволновых оптических коле¬

баний рассматриваются смещения отдельных подрешеток,

образующих кристаллическую решетку, друг относитель-

lliii
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но друга. Эти смещения также считаются функциями
г и t.

Кроме того, в данном разделе мы рассмотрим вопрос
об электрических полях, которые могут возникать в кри¬
сталлах определенной симметрии при распространении
длинноволновых колебаний, акустических и оптических.
В § 1 мы рассматривали взаимодействие атомов, быстро
спадающее с расстоянием. В случае длинноволновых ко¬
лебаний может играть роль также и взаимодействие дале¬
ких атомов. Оно описывается посредствомвведенияэлек¬
трических полей, возникающих вследствие поляризации
больших (т. е. включающих много элементарных ячеек)
объемов решетки, участвующих в колебании. Мы выяс¬
ним, как учесть эти поля в теории распространения длин¬
новолновых колебаний решетки.

Начнем с рассмотрения акустических колебаний.
Длинноволновые акустические колебания твердого тела
описываются уравнениями теории упругости1)

Iд2и. да.,

я=4 <2Л>

Здесь р — плотность кристалла, щ — компонента вектора
н(г, t)— вектора упругого смещения сплошной среды,
Оц — тензор упругих напряжений.

Из термодинамического тождества

dU=* Т dS+Ouduu, (2.2)

где U— внутренняя энергия, a S — энтропия единицы
объема сплошной среды, — тензор деформации, мы
находим, что

Оц = (dU/duu)B.
Мы ограничимся линейным (гармоническим) прибли¬

жением теории упругости. В этом приближении

1 (ди. ди, \-•-ЦгГ+ёт} <2-3>
Чтобы вычислить Оц в том же приближении, запишем U

') См. Ландау Л. Д., Лифшиц Е. М. Теория упругости.— М.:Наука, 1965, стр. 130; Зоммерфельд А. Механика деформируемых
сред.- М.: ИЛ, 1954, стр. 134.
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с точностью до квадратичных по тензору деформации

членов
1

U=U0(S)+-rhilmnuiluтпч (2.4)

где Uo — плотность внутренней энергии в отсутствие де¬

формации. Отсюда

Он hi1тт№тп*

Тензор humn есть тензор адиабатических модулей упруго¬

сти. Через него непосредственно выражается тензор нап¬

ряжений прн условии, что деформация производится адиа¬

батически, т. е. при постоянной энтропии. Звуковые коле¬

бания обычно с достаточной точностью можно считать

адиабатическими (см. §§ 30, 32), и тогда их дисперсион¬

ное уравнение, согласно (2.1), имеет вид

pQaÿim hiiTnnhihn 0. (2.5)

Его решение дает закон дисперсии трех акустических

колебательных ветвей Qa (к).
Укажем соотношение между адиабатическими модуля-

/ гр\

ми humn и изотермическими модулями упругости кцтп
(последние характеризуют связь между упругими напря¬

жениями и деформацией, производимой при постоянной
температуре). Это соотношение потребуется нам в даль¬

нейшем.
Рассмотрим плотность свободной энергии упругой

сплошной среды F{T, Uu), для дифференциала которой

имеет место следующее соотношение:

dF =— S dT+Oiidun. (2.6)

Запишем разложение этой величины с точностью до чле¬

нов, квадратичных по деформации. В это разложение мы,

вообще говоря, должны включить и слагаемое, линейное

по деформации, которое описывает эффект теплового рас¬

ширения кристалла, т. е. деформацию, возникающую при

изменении его температуры. Вид этого слагаемого, одна¬

ко, не вполне однозначен. Неоднозначность связана с тем,

что надо условиться, при какой температуре состояние
твердого тела следует считать недеформировавным. Если

обозначить эту температуру через То, то разложение
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плотности свободной энергии F запишется в виде

я0 (Т) -1 2~ h\imnUnUmn — kiimn&ilUmn(Т — Т0). (2.7)

Здесь an — симметричный тензор, физический смысл ко¬
торого мы сейчас выясним. С этой целью определим за¬
висимость от температуры тензора деформации в «сво¬
бодном» кристалле, где аи =0.

Дифференцируя выражение (2.7) по ий при посто¬
янном Т, получаем для тензора напряжений

Gil(umn1 Т) — j = kilmnUmn — h\imn&mn (Т — Т0). (2.8)

Приравнивая эту величину нулю, имеем

Ulm =CCimiT — То). (2.9)

Симметричный тензор деформации ulm можно привести
к главным осям; его собственные значения дают относи¬
тельные удлинения кристалла вдоль направлений глав¬
ных осей. Тензор alm определяет величину этих относи¬
тельных удлинений на единицу изменения температуры;
его, таким образом, можно назвать тензором коэффици¬
ентов теплового расширения кристаллов.

Далее, тензор адиабатических модулей упругости есть

д*р (дТ\ r dS \dundT[ds)Umn{dumn)T-
Но

(dTldS)Ulm =TIC,

где С —удельная теплоемкость при постоянном объеме1),
и мы получаем окончательно

hilmn = h\imn Ч gr h\iabkcdmn&ab&cd- (2.10)

Физическая причина различия между изотермическим и
адиабатическим модулями упругости заключается в сле¬
дующем. При адиабатической деформации сжатия п раз-

') Точнее, при постоянной деформации.
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режения кристаллической решетки сопровождаются из¬

менением температуры. Последнее, благодаря тепловому

расширению, создает добавочную деформацию и, тем

самым, дополнительный вклад в модули упругости.

Перейдем теперь к изучению электрических полей,

сопровождающих распространение звука в диэлектриках.

Кристаллы, в которых при деформировании возникают

электрические поля, пропорциональные деформации, на-1

зываются пъезоэлектрикалш. Соответственно, и звуковые

волны, распространяющиеся в пьезоэлектриках, сопро¬

вождаются электрическими полями, обладающими прост¬

ранственной и временной периодичностью деформации в

звуковой волне. Эти поля сказываются, в частности, на

законе дисперсии звука в пьезоэлектриках.

Чтобы найти выражение для dU в пьезоэлектриках,

нужно к (2.4) добавить слагаемое, происходящее от из¬

менения электрической индукции D при постоянных

энтропии и деформации. Это слагаемое, как известно1),

имеет вид

ÿsEdD-

где Е— напряженность электрического поля, так что мы

имеем

dU=TdS+oi,duil+±;EdD. (2.11)

Наряду с U введем величину

U=U--ÿED,

для которой имеем

dU = TdS +ояиц — яDdE.
Отсюда

CTi,==te)s.H' °-"4Я(й)з.ии-

(2.12)

(2.13)

(2.14)

') См., например, Ландау Л. Д., Лифшиц Е. М. Электродина¬

мика сплошных сред.— М.: Гостехиздат, 1957, стр. 71; Самойло-

вич А. Г. Термодинамика и статистическая физика.— М.: Гостех¬

издат, 1955, с, 80,
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Разложение величины U по степеням u,t и Е{ с точ¬
ностью до квадратичных членов имеет вид
~ 1 11U=Uо Н 2* яИттпЦцятп ЕD0-f-РitlmEiUimi

(2.15)
откуда

Оц =~ hilmnWmn 4" ,цЕцц я я0)
Di === Dqi "Ь &uEi Ajlfyijm'U'im-

(2.15) представляет собой самую общую форму квадра¬
тичного разложения, удовлетворяющую условию, чтобы
в отсутствие деформации и электрического поля упругие
напряжения были бы равны нулю; электрическая же
индукция D0 при этом может быть отлична от нуля в
кристаллах определенной симметрии, так называемых
пироэлектриках.

Таким образом, связь упругих и электрических
свойств описывается тензором третьего ранга рг, Im (так
называемым тензором пьезоэлектрических модулей). На¬
личие отличного от нуля тензора Pi, ы допускают далеко
не все типы кристаллической симметрии. В частности,тензор рг,гт, очевидно, равен нулю во всех кристаллах,
обладающих центром симметрии.

Уравнения движения теории упругости (2.1) для пье-зоэлектриков приобретают следующий вид:
д2и. ди„_ дЕ,

Р =Ь-ilmrx -gÿ~+P(,im (2.17)

в то время как уравнение div D — 0 дает
дЕ. ди,,„

е{1я-4яритя=°. (2.18)

Чтобы записать уравнение для напряженности элек¬трического поля Е, учтем, что скорость звука в твердыхтелах гораздо меньше скорости света. Поэтому с точно¬стью до поправок, содержащих это малое отношение, мыможем пренебречь взаимодействием звуковых волн впьезоэлектрике с поперечными электрическими полями,т. е. считать поле Е чисто продольным:

rot# — 0. (2.19)
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Таким образом, Е выражается через электростатический
потенциал tp:

J?=-Vf. (2.20)

Полагая, что в звуковой волне тензор деформации и

электрическое поле пропорциональны еякг~й1\ и подстав¬

ляя такую зависимость в (2.17) н (2.18), мы получаем

следующую систему алгебраических уравнений:

Ui 'kilmnklknUÿm I:imkikmÿpi

Eukikty+ inÿ{iimkikiUm=0.
(2.21)

Исключив отсюда <р и приравняв определитель получив¬

шейся системы нулю, мы получаем уравнение

п02Я 1 т. 7, /_ КыКЧКиКК
рУ Ojj — Лiminkmkn — 4я- -

ig гg
= 0. (2.22)

Это уравнение определяет закон дисперсии трех аку¬

стических колебательных ветвей в пьезодиэлектрике.

Скорость звука в пьезодиэлектрике является сложной

функцией углов, однако зависимость между частотой и

длиной волнового вектора по-прежнему остается ли¬

нейной.
Переходим к анализу длинноволновых оптических ко¬

лебаний в кристаллах. Число оптических ветвей равно
3(s — 1). Как явствует из соотношения (1.28), при длин¬

новолновом оптическом колебании центр тяжести эле¬

ментарной ячейки покоится. Рассмотрим подробнее во¬

прос об описании оптических колебаний в простейшем

случае, когда число s атомов в элементарной ячейке рав¬

но двум (Кип Huang, 1950).

Будем характеризовать относительное смещение под-

решеток, участвующих в оптическом колебании, величи¬

ной

У1/2\
№ R2) =(t)128-1/2 {2-23)

где pi=Mi/ÿ — плотность -атомов сорта 1, р2 =р — pi.

Величину iv мы, в соответствии со сказанным выше, бу¬

дем рассматривать как непрерывную функцию ги(

Плотность кинетической энергии относительного движе-
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ния подрешеток есть

Екин =я(mÿI+M2Rl).
С учетом (1.28) это выражение переписывается как

Екин =у»2- (2.24)

Коэффициент в выражении (2.23), определяющем w, и
выбран таким образом, чтобы выражение для Екин имело
как можно более простой вид.

Для дифференциала плотности внутренней энергии
решетки можно написать

dU=fdw +±-EdD. (2.25)

Здесь / — величина, пропорциональная плотности объем¬
ной силы1), действующей со стороны одной подрешетки
на другую, если производить их смещение друг относи¬
тельно друга прп постоянной индукции D.

Длинноволновые оптические колебания представляют
собой колебания подрешеток друг относительно друга,
причем они могут, как уже говорилось, сопровождаться
переменными электрическими полями. Уравнения движе¬
ния, описывающие эти колебания, имеют вид

w =f.
Чтобы определить /, рассмотрим величину

U=U— -Д- ED
4л

как функцию переменных Е и w. Мы имеем

dU =fdw — -ÿDdE, (2.26)

так что

'-(я),• в=-Ч§)„- <2-27>
') Коэффициент пропорциональности, как явствует из опре¬деления (2.23) вектора w, равен (pips/p)"a.
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Разложение U по степеням компонент Е и w запи¬

шем в виде

U=U0+\biwiwi+ -4Yii-ÿÿ- (2-28)

В этом разложении мы ограничились квадратичными чле¬

нами; линейные члены отсутствуют, так как предполага¬

ется, что в равновесииw — Е— 0. Тензоры второго ранга

ij)ii=d2U/dwidwl и ytt =—4nd2U/dEi dEt — коэффициенты в

этом разложении— очевидно, симметричны; в то же вре¬

мя тензор р«, вообще говоря, может быть и несиммет¬

ричным.
В итоге явный вид уравнений, описывающих длин¬

новолновые оптические колебания, получается следую¬

щим:

Wi =— — PiiZ?;. (2.29)

В некоторых случаях симметрия кристаллической ре¬

шетки такова, что
=0, (2.30)

и тогда система уравнений (2.29) становится замкнутой.

Так, например, обстоит дело, если в элементарной ячейке

имеются два одинаковых атома, а решетка обладает цен¬

тром симметрии, причем преобразование инверсии пере¬

водит две неэквивалентные подрешетки друг в друга.

Такой симметрией обладает, например, решетка типа ал¬

маза, относящаяся к пространственной группе Oh.
В указанном случае преобразование симметрии пере¬

водит векторЯх в — Я2, а вектор Я2 — в — Rlt так что

вектор iv остается инвариантным относительно такого

преобразования. В то же время вектор Е при преобразо¬

вании инверсии изменяет знак, так что сам он не может

входить в уравнение (2.29), а только его пространствен¬

ные производные. Пренебрегая ими для рассматриваемо¬

го случая длинных волн, получаем уравнения движения

в виде

w = — грю. (2.31)

Полагая w°° e~iat, находим, что три предельные

частоты оптических колебаний я2< =Уф<, где — собст-
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венные значенпя тензора г|з. Условие устойчивости кри¬сталлической решетки, очевидно, требует положительностисобственных значений этого тензора.
Диэлектрики, где тензор =0, мы будем называтьнеполярными. В полярных диэлектриках, где этот тензоротличен от нуля, уравнение (2.29) нужно дополнить со¬отношением, выражающим связь между векторамиD иЕ:

D=уЕ — 4яртн>, (2.32)
где [}т обозначает транспонированный тензор (яГ)« =[Д.Систему (2.29) и (2.32) надо решать совместно с уравне¬ниями Максвелла

яЕ=~ТТг Я=±Н, (2.33)
где Я — напряженность магнитного поля.Рассмотрим решения уравнений движения в простей¬шем случае кристалла кубической симметрии, когда тен¬зоры -ф, р и у превращаются в скаляры. Система уравне¬ний (2.29), (2.32) приобретает при этом вид

-ш=фн;+рЯ,
Я =уЕ —

Начнем с вычисления диэлектрической проницаемо¬сти е(со), фигурирующей в соотношении'

Я =е (со) Е
для монохроматического переменного поля, где Я и Яизменяются со временем пропорционально е~ш.Исключая iv из системы уравнения (2.34), находим

е (©) =У (2-35)

Статическая диэлектрическая проницаемость

е(0) =т +я. (2.36)
Для этой величины мы введем специальное обозначе¬ние 8(0>.

Общий ход зависимости диэлектрической проницаемо¬сти от частоты изображен на рис. 1. Значению е(0) соот¬ветствует горизонтальная прямая на рисунке. По мере3 В. Л. Гуревич
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возрастания и растет и диэлектрическая проницаемость.
При частоте

я2* = (2.37)

она обращается в бесконечность. Этому значению ча¬

стоты на рисунке соответствует вертикальная прямая.

Sfcojl

я(о)\

ян

а

J
Slj. 1 Id

Рис. 1.

При больших частотах еСи) изменяет знак и оста¬

ется отрицательной вплоть до частоты1)

Qj =Vip +4nfly, (2.38)

при которой эта величина обращается в нуль. Интервал

частот, где е(ю) <0, соответствует, как известно, обла¬

сти непрозрачности кристалла. Область непрозрачности,

') Индексы Iи t — начальные буквы латинских слов longitu-

dinalis (продольный) и transversalis (поперечный): я2; есть часто¬

та продольных оптических колебаний при 7с=0, a £2f — частота по¬

перечных оптических колебаний при достаточно малых fc(fc<o7* )>

однако все же таких, что связь колебания с электромагнитным по¬

лем пренебрежимо мала (kÿQi/c). Их и называют, соответствен¬
но, предельными, частотами продольных и поперечных оптических
колебаний.

Типичные значения предельных частот я2; и я2< — несколько
единиц на 1013с-1.
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таким образом, охватывает интервал частот

я2< <со <я2,. (2.39)

При со >я2, величина е(со) возрастает от нуля и при
со» я2, стремится к предельному значению f, для кото¬
рого мы введем обозначение е<00) (ему на рисунке также
соответствует горизонтальная прямая).

В итоге частотную зависимость (2.35) диэлектриче¬
ской проницаемости е(со) можно представить в следую¬
щем виде:

, я2? — со2
(2-40>

причем частоты я2г и я2, связаны так называемым соот¬
ношением Лиддана — Сакса — Теллера (R. П. Lyddane,
R. G. Sachs, Е. Teller, 1941):

я2? 8(о)

of ~ (2.41)

Таким образом, у полярных диэлектриков различа¬
ются предельные значения диэлектрической проницае¬
мости 8<0> и е(оо). Различие этих двух значений диэлек¬
трической проницаемости и ее частотная зависимость
возникают потому, что имеются два вклада в диэлектри¬
ческую восприимчивость

8 — 1
У* 4я

различной физической природы.
В области высоких частот со >я2; диэлектрическая

восприимчивость обусловлена поляризуемостью элект-
тронных оболочек атомов, составляющих решетку. В на¬
шей книге мы будем рассматривать интервал частот,
который лежит во всяком случае существенно ниже,
чем характерные частоты атомных или междузонных
переходов электронов в диэлектрике1). В этом частотном

') Имеются в виду переходы электронов через запрещенную
зону между валентной зоной (которая в диэлектрике заполнена)
п зоной проводимости (в диэлектрике пустой). Предполагается
(как это бывает в типичном диэлектрике), что шпрпна запрещен¬
ной зоны атомного порядка, т. е. порядка нескольких электрон-вольт; тогда частоты междузонных переходов порядка частот ви¬димого света.
3*
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интервале вклад от поляризуемости атомных оболочек
постоянен (от частоты не зависит) и равен (у — 1)/4л.

При понижении частоты начинает сказываться так¬

же решеточный вклад в диэлектрическую восприимчи¬

вость. Он обусловлен поляризацией решетки, возникаю¬
щей при смещении подрешеток друг относительно друга.

При со < смещение «следует» за внешним электриче¬
ским полем, и решеточный вклад в диэлектрическую
воспрпнмчивость оказывается равным f)2/i|). Он обратно
пропорционален коэффициенту жесткости ф, характери¬
зующему величину возвращающей силы при относитель¬
ном смещении подрешеток. Он прямо пропорционален

Р2: одна константа р входит в уравнение (2.29), харак¬
теризуя величину смещения подрешеток под влиянием
внешнего электрического поля, а другая константа —
в уравнение (2.32), где она характеризует величину

вклада в электростатическую индукцию, т. е. в поля¬

ризацию решетки при заданном относительном сме¬

щении.
При со =Q; диэлектрическая проницаемость е(со) об¬

ращается в нуль. Вместе с нею тождественно обращается
в нуль электрическая индукция D. Уравнения Максвелла
в этом случае допускают существование переменного
электрического поля, удовлетворяющего одному только

уравнению rot Е= 0 при равном нулю магнитном поле
Н. Из сказанного явствует, что в диэлектрике могут рас¬
пространяться волны, в которых электрическое поле изме¬

няется периодически в пространстве и во времени по

закону ехр [г (кг — flji)]. Электрическое поле в такой
волне является продольным, т. е. оно параллельно волно¬

вому вектору к.
Полагая D =0 во втором соотношении (2.34), мы на¬

ходим для этого случая связь между электрическим по¬

лем Е и вектором относительного смещения подреше¬

ток и>:

w — JL
4лр

Е.

Таким образом, частота — это есть частота продольно¬
го оптического колебания.

Рассмотрим теперь поперечные волны, которые могут

распространяться в кубическом диэлектрике, т. е. такие
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волны, в которых электрическое поле Е, а значит, со¬
гласно (2.34), и смещение ы>, перпендикулярны волново¬
му вектору к.

Обратимся к уравнениям Максвелла (2.33), кото¬
рые для монохроматической волны, пропорциональной
ехр [i(кг — я2я)], пмеют вид

QH=c[kE], Qe (Q)Е= —с [кН].

Исключая отсюда магнитное поле
Н с учетом условия поперечности
кЕ — 0 и подставляя явное вы¬
ражение (2.40) для диэлектриче¬
ской проницаемости e(Q), мы по¬
лучаем следующее дпсперсионное
уравнение:

е(оо)я24-(8(оо)й?+с2/с2) Й2+

+с2/г2Й?= 0. (2.42)

Это уравнение четвертого по¬
рядка относительно частоты Q.
Решая его, мы получаем закон
дисперсии элементарных возбуж- Рис. 2.
дений — поляритонов,— которые
представляют собой поперечные оптические фононы, вза¬
имодействующие с электромагнитным полем. С учетом со¬
отношения (2.41) решение приобретает вид

я'2 =5?=* [яг"е(0) +°2к2 ±

V (Q?e(0) — с2к2)2 -f- 4 (е(0) — е(оо)) й2с2А:2]. (2.43)

Соответствующие дисперсионные кривые изображены на
рис. 2.

При е(0) — е(°°> =0 взаимодействие поперечных опти¬
ческих фононов с электромагнитным полем в нашем при¬
ближении отсутствует. Законы дисперсии в этом случае
изобразятся двумя прямыми: прямая Q(k) — ск/[/~ёя>
проходит через начало координат и представляет собой
закон дисперсии электромагнитных волн; прямая Q(к) =
— Qf параллельна оси абсцисс и представляет закон дис¬
персии поперечных оптических колебаний.
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Когда разность е(0) — в(0>) отлична от нуля, взаимо¬

действие тех и других приводит к «отталкиванию» дис¬

персионных кривых в окрестности точки Qt=cA"/|/е(0),

где в отсутствие взаимодействия происходило бы их пе¬

ресечение.
В итоге для каждого из двух взаимно перпендикуляр¬

ных направлений поперечной поляризации получаются

две поляритонные ветви. Как видно из рис. 2, одна из

них имеет частоты в интервале 0 <Qi(A:) <Qt, а вто¬

рая — в области Q;<£22(A:). При А: <С ]/"в(°>/с колебания
первой ветви представляют собой электромагнитные вол¬

ны в среде с диэлектрической проницаемостью е(0), а вто¬

рой— колебания решетки, взаимодействующие с электро¬

магнитным полем. Их законы дисперсии имеют вид

О» =c.A»/s(e), ÿ(/c) =fif +(-lr--ir)c2A:2. (2.44)

При больших ft (ftяQf j/eÿ/c) возбуждения первой

ветви представляют собой поперечные оптические фоно-

ны с частотой Qt, а второй — фотоны в среде с диэлект¬

рической проницаемостью s(oo). Их законы дисперсии

имеют, соответственно, вид

Qj =Q(, Q22 (ft) = c2ft2/e(oo). (2.45)-

В окрестности же промежуточных значений ft поряд¬

ка QfVeÿ/c поляритоны представляют собой «смесь»

Электромагнитных колебаний и механических колебаний
подрешеток друг относительно друга.

Две области частот, где существуют поляритонные
ветви, разделены областью непрозрачности кристалла

<Q <Q;, в которой e(Q)<0. Нужно, однако, иметь

в виду, что все наши выводы получены в пренебреже¬

нии затуханем оптических фононов. Вопрос о том, как

их затухание меняет выражение для диэлектрической
проницаемости кристалла, будет рассмотрен ниже (см.

§§ 22-25).

До сих пор при наших рассуждениях мы не учитыва¬

ли «собственной» дисперсии оптических колебаний, т. е.

такой зависимости их частоты от волнового вектора ft,
которая проявлялась бы и в отсутствие взаимодействия
с поперечным электромагнитным полем. Для ее учета
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следовало бы включить в выражение (2.28) для плот¬
ности энергии U слагаемые, содержащие пространствен¬
ные производные от вектора w и электрического поля Е
Мы не будем обсуждать этого вопроса подробно. Укажем
только, что, в зависимости от симметрии кристалличе¬
ской решетки, здесь возможны два случая: дисперсион¬
ная поправка к предельной частоте оптических фононов
может быть либо линейной, либо квадратичной функ¬
цией волнового вектора ft. В первом случае она имеет
относительный порядок ка (а — порядка среднего рас¬
стояния между атомами решетки), а во втором случае —
порядок (ка)2. Соответственно, в первом случае группо¬
вая скорость оптических фононов имеет порядок харак¬
терной скорости звука v, а во втором она оказывается
для длинных волн гораздо меньше v, а именно: равна по
порядку величины

vka. (2.46)

В полярных кристаллах некубической симметрии тен¬
зор диэлектрической проницаемости е«(ю), фигурирую¬
щий в соотношениях

Di=e«Eh
также обладает существенной дисперсией (зависимостью
от и) в области частот порядка характерных частот оп¬
тических колебаний. Как известно, тензор е«(со) должен
быть симметричен1), и его можно привести к главным
осям.

В кристаллах триклинной системы ориентация этих
осей относительно кристаллографических направлений
никак не фиксирована; она, в частности, может изме¬
няться как функция частоты со. В кристаллах моно¬
клинной системы фиксировано положение одной из глав¬
ных осей, а в кристаллах ромбической — всех трех.
Во всех этих случаях тензор е«(со) имеет три независи¬
мых главных значения.

В одноосных кристаллах ромбоэдрической, тетраго¬
нальной п гексагональной систем положение одной из
главных осей совпадает с осью симметрии (ось z), а две

') См. Ландау Л. Д., Лифшиц Е. М. Электродинамика сплош¬ных сред,— М.; Гостехиздат, 1957, стр, 396,
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другие можно выбрать произвольным образом перпенди¬
кулярно оси z. Тензор s« имеет два различных главных
значения.

Обсудим коротко, как следует вычислять диэлектри¬
ческую проницаемость анизотропных полярных диэлект¬
риков. Начнем со случая одноосных кристаллов. Симмет¬
ричные тензоры xj) и у можно диагонализовать одновре¬
менно с тензором 81г(ю). Введем для главных значений
тензора if) обозначения

ф** = = i|>i, =

и аналогично для тензора у. Тензор (5, вообще говоря,
несимметричен. Из симметрии вытекают только условия

$xz = Pvz =0.

Однако для ряда кристаллических классов ромбоэдриче¬
ской, тетрагональной и гексагональной систем может от¬
личаться от нуля компонента

$ху —

Иногда может оказаться удобным ввести вместо антисим¬
метричной части тензора f) дуальный ему псевдовектор (3,
направленный, очевидно, вдоль оси симметрии кристал¬
ла z. Можно, таким образом, сказать, что кристалличе¬
ские классы, в которых $xv отлично от нуля,— это те

Таблица 2

Таблица 1

Система
Классы, где

<w*°

Ромбоэдриче¬
ская

Тетрагональная
Гексагональная

С3' я6

С4' Cih' 54

C3h' С6> C3h

Система
Классы, где

Р =0
ху

Ромбоэдриче¬
ская

Тетрагональная

Гексагональная

С3и. °3<я3d

ÿ4t)' ÿ2d>
-°4' Dih
D3ft' C6o>

D6> D6v

классы, которые оставляют инвариантными псевдовектор.
Они перечислены в табл. 1.

У этих же трех систем существуют и другие классы,
в которых симметрия требует, чтобы [5*у =0. Это классы,
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в которых поперечные оси координат можно направитьпотаким элементам симметрии кристалла, чтобы существо¬
вало преобразование вида х-*- —х, у-*- у, z-*- z. Такие
кристаллические классы перечислены в табл. 2.

В общем случае Ф 0 система уравнений (2.29)
и (2.32) дает для продольной диэлектрической проницае¬
мости Ез(со) и поперечной 8i(о)

. . 4я(р» +р» ) , ч 4яр|8i(o)) =Vi--_
,h . в»И=Уз— „2 ... •- • ' " (0х— ' ох

' " <ва—
Для классов, перечисленных в табл. 2, во второй форму¬
ле следует положить =0. Эти формулы можно пере¬
писать в виде, аналогичном выражению (2.40) для куби¬
ческих кристаллов:

(«о ~ ю2 -®2
-1\~/ "1 _2 о) С-3 - С3 —-—.о — ш2 Q®, — ю2

Здесь введены обозначения:

ех,з = Yi,3> Qti.s = "Фх ,3'

2

тз I у
я3

(оо) (оо)смысл которых очевиден. ег и е3 — это значения, со¬
ответственно, поперечной и продольной диэлектрической
проницаемости прп

ю йця.
Qii и я2(Э — это частоты поперечных длинноволновых оп¬тических колебаний, поляризованных, соответственно,перпендикулярно оси симметрии и вдоль оси. я2ц и я2;3 —частоты продольных оптических колебаний, распростра¬няющихся, соответственно, перпендикулярно оси симмет¬рии и вдоль нее.

При о) =0 для предельных значений компонент тен¬зора е«(<в) получается

е.(0) = е'Г"|Ь, =
"«1 "(3

Это есть обобщение соотношений Лиддана — Сакса —Теллера (2.41) для одноосных кристаллов.
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Для кристаллов ромбической системы для трех глав¬
ных значений ei(co), 82(0») и еДсо) тензора аналогич¬

ным образом получаем
Q2 _ м2

еДсо) = 8(Г)я—3 (г =1,2,3),
— со2

где
_(°°) . =Фи £2?i =ф{ + 4"Р?

И '

Для кристаллов моноклинной и триклинной систем,
где тензоры ф и у одновременно не приводятся к глав¬

ным осям, мы не будем выписывать формулы для е«(ю)

вследствие их громоздкости.
Мы подробно рассмотрели случай двухатомной крис¬

таллической решетки, когда в элементарной ячейке име¬
ется два неэквивалентных атома и относительное смеще¬
ние подрешеток можно было охарактеризовать, задавая
один вектор iv. D общем случае многоатомных решеток,
когда в элементарной ячейке имеется s атомов, необхо¬
димо s — 1 векторов Wi, чтобы охарактеризовать относи¬
тельное смещение подрешеток. Выражение для плотности

потенциала U в этом случае должно быть представлено
как квадратичная функция электрического поля Е и
s — 1 векторов wi- В идейном отношении теория строит¬
ся так же, как и выше, однако все выражения получа¬
ются, естественно, существенно более громоздкими.

§ 3. Квантование колебаний решетки. Фононы

Приведем классическую теорию гармонических коле¬
баний решетки, развитую в § 1, к виду, удобному для
квантования. С этой целыо произведем каноническое пре¬
образование, в результате которого функция Гамильтона,
описывающая гармонические колебания решетки, ока¬
жется представленной в виде суммы функций Гамильто¬
на невзаимодействующих гармонических осцилляторов.

Общее решение уравнений движения решетки, Itnp,
есть сумма частных решений. Оно имеет вид ')

Е„р =Re2|Л0]ер {к, /) ехр (— iQkjt + ikan), (3.1)

') Суммирование по h в (3.1) производится по основной ячей¬
ке обратной решетки. Д
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где амплитуды комплексны, т. е. они характеризуют
как амплитуды, так и фазы отдельных колебаннй.

Зависимость от времени вида ехр (— iQujt) можно
включить в эту комплексную амплитуду:

Hi(г) = !*$ехР (— i&kjt), (3.2)

так что

Епр = [p*iep (&> i) elkcln +1 *kje*p (к,i)e~i6a"\. (3.3)
ki

Каждый член в этой сумме зависит от разности кап —-Qftji и описывает бегущую волну, распространяющую¬
ся в направлении вектора к.

Выразим через амплитуды Цщ кинетическую энергию
колебаний решетки:

(§кин = ~2 яМрRnp- (3.4)
пр

Подставляя сюда (3.3), получаем

<§КИН — --g- pQifojQjfo'у X
fip kj k'y

х [v-kjep (к, ;') егЪап — \i*kie*p (к, /) e~ikan] х
X [ци'уер(к',Г)eik'a"-ц1.уе*р {к', /') (3.5)

При вычислении этой суммы (так же как вообще сумм
подобного вида) мы будем пользоваться соотношением
ортогональности (1.22), а также следующим соотноше¬
нием:

2ei(*-*')a» =N6ft.v+8, (3.6)

где Ъ произвольный вектор обратной решетки. В спра¬
ведливости этой формулы проще всего убедиться следую¬
щим образом. Произведем трансляцию решетки на какой-
лноо вектор решетки ап При этом каждый атом займет
положение другого, ему эквивалентного атома. Сумма жеlo.bj не должна измениться, так как все дело сводится
к переобозначению отдельных ее членов.
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С другой стороны, каждый член, а значит, и вся

сумма приобретают при трансляции множитель

eHk-k')dn
я

Это значит, что либо сумма (3.6) равна нулю, либо

(к — к')ап кратно 2я. Таким образом, сумма отлична от

нуля, только если векторы к и к' отличаются на вектор

обратной решетки, т. е. эквивалентны друг другу. Число

членов суммы при этом равно N, и мы получаем фор¬

мулу (3.6).

Если же условиться выбирать квазпволновые векторы

в основной ячейке обратной решетки, то мы должны счи¬

тать, что 1с =к' и формула (3.6) примет вид О

2ei(ft-ft,)a» = N8ÿ. (3.6')
П

В итоге оказывается, что в выражении (3.5) отличны от

нуля только слагаемые с к = ш 1с'. Окончательно мы по¬

лучим

(§кин = ~g (3.7)

Аналогичным образом для потенциальной энергии (1.2)

получаем

= ~g— "S (2pftjP£j + flftjЦ—Aj +PAiP-ftj)- (3.8)

Полная энергия в гармоническом приближении есть

сумма выражений (3.7) и (3.8):

<§ — (Sкин "Ь = ~2~
(3.9)

kj

Здесь мы учли, что МN=рУ°.
Произведем далее следующую замену переменных:

Qki = -J-Vp>J

i / *ч • (ЗЛ0>
Pkj 2

ÿ Pkj) — Qk:•

') В справедливости этой формулы легко убедиться такзке и

непосредственно, суммируя произведение трех геометрических

прогрессий в левой части (3.6) и принимая во внимание условия

периодичности (1.24), _
______

,
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Обратно,

(3.11)

В новых переменных .!

я = 4-li&hQli+Pl;). (3.12)

Это выражение и есть преобразованная функция Гамиль¬
тона малых колебаний решетки. Она представляет собой
сумму 3s N слагаемых, каждое из которых содержит одну
пару величин Qkj, Pkj-

Каждое слагаемое имеет вид функции Гамильтона
одномерного гармонического осциллятора. Оно описывает
определенное нормальное колебание решетки. Нормаль¬
ное колебание в данном случае представляет собой бе¬
гущую волну, которая характеризуется определенным но¬

мером колебательной ветви / и квазиволновым вектором
1с. В гармоническом приближении отдельные нормальные
колебания не взаимодействуют друг с другом.

Произведем теперь квантование колебаний решетки.
Для этого нужно рассмотреть канонические переменные
Pkj и Qhj как операторы, удовлетворяющие перестано¬
вочным соотношениям:

PkjQkj — QkjPfii = — (3.13)

Операторы, относящиеся к разным нормальным колеба¬
ниям, коммутируют друг с другом.

Определение собственных значений оператора энергии
сводится, таким образом, к задаче об уровнях энергии
системы линейных осцилляторов 0. Мы имеем

# =2№+1/2)Шй;, (3.14)
kj

!) См., например, Ландау Л. Д., Лифшиц Е. М. Квантовая ме¬
ханика,— М.: Наука, 1974, с. 92, плп Шифф Л. Квантовая механи¬
ка.- М.: ИЛ, 1957, с. 80.
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где Nk} = 0, 1, 2, ...Квантовое число N&j характеризует
уровень возбуждения осциллятора к, j. В таком случае

говорят, что в данном состоянии имеется Nkjколебатель¬
ных квантов — фононов, а сами числа Nkjназывают фо-
нонными числами заполнения или просто числами фоно¬
нов. Наличие слагаемых 2 в сумме (3.14) отражает то

обстоятельство, что даже в основном состоянии, когда
все числа заполнения Nkj равны нулю, имеется некото¬
рая квантовая неопределенность в положениях и скорос¬
тях атомов решетки, выражающаяся в том, что квантово-

механические средние от величин Rnp (и R%p) отличны
от нуля 1). Этот квантовомеханический эффект называют
нулевыми колебаниями решетки; соответственно, слагае¬
мые tiQ,kjl2 носят название энергии нулевых колебаний.

Отличные от нуля матричные элементы операторов
л

Qki равны _
<Nkj |Qki |Nk}-1> = {Nk)-11 Qki INk3} =]/

г **J

(3.15)
я4.

*

Для матричных элементов величин Pkj = Qui имеем

{Nkj |Puj |Nkj-1> = {Nkj -i\Puj\N>j}*=i

(3.16)

Далее удобно ввести операторы рождения и уничто¬
жения фононов

С*}' ~ /"око
ÿQkjQuj iPkj),

V ы

Cft]
j/ 2Ш

•(QujQuj + iPk})•
kj

Соответствующие этим операторам классические величи¬

ны Ckj и Ckj связаны с амплитудами pkj и соотноше¬
ниями

(зл7)

') Среднее от Л%р будет вычислено в § 6.
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/ч г

Матричные элементы операторов Ckj, clj равны

{Nkj-11 Ckj |Nÿ} = {Nkj | eij |Nkj-1> =уШ*. (3.18)

С помощью (3.13) находим следующие соотношения ком¬
мутации между этими операторами:

Ckfik'j' Ck'j'Cfcj — (о.19)

'-ч

При действии оператора Ckj на волновую функцию со¬
стояния с Nkj фононами получается волновая функция
состояния с Nkj — 1фононами. Поэтому Ckj называется
оператором уничтожения фонона. Аналогичным образом
Ckj есть оператор рождения фонона.

Гамильтониан решетки, выраженный через эти опера¬
торы, имеет вид

(3.20)

Произведение CkjCkj есть в представлении фононных
чисел заполнения диагональный оператор с матричными
элементами Nkj> он является, таким образом, оператором
числа фононов в состоянии к, j.

Оператор вектора смещения Rnp выражается через
операторы рождения и уничтожения фонона следующим
образом:

п„= 2 » КмМ*.я«"••+<w<*,

(3.21)

Для дальнейшего будет удобно преобразовать это
выражение. Заменим во втором слагаемом в (3.21) индекс
суммирования к на —к и примем во внимание соотноше¬
ние (1.16) для векторов ер(к, j). Вынося общий коэф-

/Ч /4J.

фициент при операторах Ckj и с!(р получим

Rnv= Уя2я==ер(к, neÿ'faj+V-kj). (3.22)
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Для оператора скорости атома решетки получаем фор¬
мулу

Rup =
_
i]/ * 2 (к, 7) eika"{?ki -clftj). (3.23)

Остановимся на особенностях квантовомеханического
описания длинноволновых акустических колебаний. Для
перехода к этому описанию нет необходимости пользо¬
ваться уравнениями движения дискретной решетки,
а можно действовать непосредственно в рамках теории
упругости. В качестве исходного следует взять выраже¬
ние для полной энергии упругой сплошной среды — сум¬
мы потенциальной и кинетической энергии:

1 Г I ' ди,
s =\ j d?r (рВ« +biJmn— (3.24)

Поскольку вся дальнейшая процедура аналогична проде¬
ланной выше, мы, не останавливаясь на деталях, приве¬
дем результаты.

Оператор упругого смещения и (г, t) сплошной среды
запишется в виде

и(г, 1) = УЙг 2~7я= е аУГ +*-*»)• (З-25)
V kaV Ьlka

Оператор скорости сплошной среды

и(г, t)= — iУ 2V~£ha е {к, a) eikr (cka—ctka), (3.26)

а оператор простраиственпои производной

да[
дгя

= * ")bmeikr(cka+~ctka). (3.27)
Г A? 1/ Qfta

Наконец, оператор энергии системы длинноволновых аку¬
стических фононов имеет вид, аналогичный (3.14):

(S — 2 + ~2~
ka \

(3.28)
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§ 4. Функция распределения фононов

Кристалл, колебания которого мы изучали, является
примером макроскопической системы, т. е. системы, со¬
стоящей из большого числа частиц. Соответственно,
и число колебательных степеней свободы в кристалле
очень велико; оно равно, как мы видели, 3№.

Чтобы дать полное описание такой системы — так
называемое динамическое (или микроскопическое) опи¬
сание, следовало бы определить ее волновую функцию
в зависимости от времени t. Фактически, разумеется,
дать динамическое описание системы с очень большим
числом степеней свободы невозможно. Вместо этого ис¬
пользуется так называемое сокращенное описание, кото¬
рое оперирует не 3Ns переменными, а гораздо меньшим
их числом. Они называются макроскопическими пере¬
менными, а состояние, которое они описывают,- • макро¬
скопическим состоянием (сокращенно — макросостоянием).
Макроскопические переменные представляют собой неко¬
торые усредненные величины, которые можно применять
для характеристики макросостояния системы.

Подчеркнем, что необходимость обратиться к макро¬
скопическому описанию связана отнюдь не только с тем,
что мы реально не можем иметь дело с функцией, зави¬
сящей от 3Ns переменных, а главным образом с тем, что
использование такого описания позволяет выявить со¬
вершенно новый тип закономерностей — статистиче¬
ские,— которым подчиняются макроскопические системы.

Рассмотрим, как описывается макросостояние системы
невзаимодействующих фононов. Пусть каждый из осцил¬
ляторов Jc, j, соответствующих нормальному колебанию
решетки, находится в состоянии с определенным числом
фононов Nkj. Тогда микросостояние такого идеального
газа фононов можно охарактеризовать, задав все фонон-
ные числа заполнения Nup

Макросостояние фононного газа мы будем описывать
следующим образом. Разделим всю область изменения
переменной к, т. е. всю основную ячейку обратной ре¬
шетки, на отдельные подобласти, которые перенумеруем
числами е =1, 2, ... Каждая подобласть включает
близких значений к, причем как 2?5, так и суммарное по
4 В. Л. Гурсвнч
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всей подобласти число заполнения Jfе, мы будем считать
большими числами.

Обозначим угловыми скобками < > операцию усред¬
нения, производимую в два этапа: 1) квантовомеханиче-
ское усреднение; 2) усреднение по группе Зг близких
состояний.

Назовем функцией распределения фононов среднее
(в указанном смысле) значение числа заполнения {Nkj)-
Считая отдельные осцилляторы, соответствующие нор¬
мальным колебаниям решетки, находящимися в стацио¬
нарных состояниях с определенными числами заполнения
Nkj, мы имеем

<Nkj) = Л\3!Зг. (4.1)

В качестве аргумента к фононной функции распределе¬
ния можно выбрать любой волновой вектор, принадлежа¬
щий к группе 3е близких состояний.

Зачастую там, где это не может привести к недора¬
зумению, мы будем при записи фононной функции рас¬
пределения опускать угловые скобки, т. е. обозначать ее
так же, как и фононные числа заполнения, Nkj.

Обсудим физический смысл первого этапа усреднения,
заключающегося в данном случае в переходе к описанию
колебательных состояний с помощью фононных чисел
заполнения iVÿj. Для этого проследим связь с классиче¬
ским описанием гармонических колебаний. При класси¬
ческом описании гармоническое колебание данной часто¬
ты характеризуется определенными амплитудой и фазой.
Энергия колебания пропорциональна квадрату амплиту¬
ды, а от фазы не зависит.

С точки зрения квантовомеханического описания энер¬
гия колебания п его фаза — это две величины, которые
не могут быть измерены одновременно. Задание числа
заполнения Nkj эквивалентно заданию определенной
энергии колебания и утверждению, что все значения
фазы колебания равновероятны. Отсюда следует вывод,
что только такие макросостояиия можно описывать с по¬
мощью средних чисел заполнения, для определения ко¬
торых фазы колебаний не играют роли. Квантовомехани-
ческое же усреднение, о котором говорплось выше, моле¬
но наглядно представить себе как усреднение по фазам
колебаний.
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Из сказанного также следует вывод, что существуют
такие макросостояния системы колебаний решетки, ко¬
торые вообще нельзя описать с помощью функции рас¬
пределения фононов. Это любые колебательные состоя¬
ния, для описания которых существенна фаза колебаний.
В качестве примера можно указать ситуацию, когда под
влиянием внешнего возмущения в системе возбуждается
группа взаимодействующих колебаний с кратными часто¬
тами; при описании их взаимодействия друг с другом
и с внешним возмущением фазовые соотношения могут
играть определяющую роль1). В нашей книге мы не бу¬
дем рассматривать квантовых состояний такого типа,
а ограничимся рассмотрением только таких неравновес¬
ных состояний, которые можно описывать в терминах
фононной функции распределения2).

Поскольку число отдельных подобластей, на которые
мы разделили область изменения переменной к гораздо
меньше, чем N, фононная функция распределения (4.1)
дает сокращенное (усредненное) описание системы фоно¬
нов. Функция {Nkj) может, в зависимости от вида не¬
равновесного состояния, либо оставаться постоянной, ли¬
бо зависеть от времени t (например, вследствие того, что
зависит от времени внешнее поле, действующее на систе¬
му, а вместе с ним — и фононные частоты). Во втором
случае следует несколько обобщить первоначальное оп¬
ределение функции <Nkj>. А именно: теперь нужно рас¬
сматривать нестационарные квантовые состояния осцил¬
ляторов с к, соответствующими данной подобласти с,
а под Jf*. понимать суммарное по всей подобласти сред¬
нее число заполнения, где усреднение и производится
по этим нестационарным квантовым состояниям. Мы бу¬
дем рассматривать только медленное (по сравнению с ха¬
рактерными периодами колебаний) изменение фононной
функции распределения. В этом случае квантовые со-

') Такие условия возникают в системах типа мазера.
2) Мы, однако, будем далее рассматривать классические ко¬

лебания с определенной амплитудой и фазой, например звуковые
колебания (см. главу IV). Они будут трактоваться как классиче¬
ское поле, взаимодействующее с системой фононов. Поскольку в
выражение для энергии такого взаимодействия фазы отдельных
колебаний решетки не входят, неравновесное состояние фононной
системы мы сможем характеризовать фононной функцией рас¬
пределения.

4*



52 ГЛ. I. КИНЕТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ СИСТЕМЫ ФОПОНОВ

стояния, по которым производится усреднение, можно
считать «почти» стационарными: в течение небольшого
числа периодов они ведут себя как стационарные; их от¬
личие от стационарных проявляется лишь за много пе¬
риодов.

Через фононную функцию распределения выражается
ряд макроскопических величин, характеризующих состоя¬
ние фононной системы. Один из примеров таких вели¬
чин — это плотность энергии фононной системы, т. е.
энергия, приходящаяся на единицу объема. Для нее мы
имеем в гармоническом приближении (если отбросить
энергию нулевых колебаний)

лЗ г

*««<*«>• (4.2)

Плотность энергии системы фононов есть линейный
функционал от их функции распределения. При вычис¬
лении такого функционала безразлично, суммировать ли
сразу по всем фононным состояниям, или же сначала
усреднить по группе из 3z близких состояний, а затем
производить суммирование. Польза макроскопического
описания в этом случае будет видна позже — при выво¬
де уравнения, которому удовлетворяет функция распре¬
деления — кинетического уравнения.

Однако преимущество макроскопического описания
видно непосредственно, если рассмотреть вычисление та¬
кого нелинейного функционала, каковым является энтро¬
пия неравновесного идеального газа фононов.

Энтропия неравновесного фононного газа есть, как
известно, логарифм статистического веса макросостояния
системы. В свою очередь, статистический вес макросо¬
стояния есть число микросостояний, ему соответствую¬
щих. Статистический вес, соответствующий каждой не¬
зависимой группе из Jft] частиц, есть число способов,
которыми JTZi тождественных частиц можно распреде¬
лить между 3е уровнями. Это число равно

(У.+Л-Ч-1)'

Учитывая, что оба числа, 3t и Jfzj, велики, при вы¬
числении логарифма этого выражения воспользуемся
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асимптотической формулой Стирлннга:

InЛ0! — 1).

Тогда, пренебрегая единицей по сравнению с большим
числом 3s, мы получаем для логарифма выражения (4.3):

(3е +Л%,) In (3Z +Jf„) - InJTci-3с In3t.
Энтропия неравновесного газа фононов У есть сумма
таких выражений по всем подобластям 8 и фононным
ветвям ]:

9> =2[(яе+ Jfts) In(Зе + In In3*1
ei

Вспоминая определение (4.1) функции распределения
фононов, мы можем переписать это выражение в следую¬
щем виде:

9> =2№+1) In(Nt} +1)-Nki InNkj],
kj

откуда плотность энтропии S=,97У есть

5 =2 f ТУТз +!) ln№+1)-Nki InNkj]. (4.4)
(2lt)

Вывод этого выражения существенно использовал воз¬
можность макроскопического описания системы фононов,
которое позволило считать числа и Зь большими.

В дальнейшем при рассмотрении многих кинетиче¬
ских задач мы столкнемся с необходимостью вычислять
средние значения от произведения некоторого числа опе¬
раторов рождения и уничтожения фононов. Такие сред¬
ние нетрудно вычислить в гармоническом приближении,
когда отдельные колебания решетки можно считать не¬
зависимыми. Мы имеем

<csj> =<с|;> = 0, (4.5)

поскольку эти операторы имеют отличные от нуля мат¬
ричные элементы только для переходов с изменением
числа фононов на единицу.

Этим соотношениям также можно дать наглядное ис¬
толкование, основанное на аналогии с классической ме-

ханикой. Ckj можно трактовать как оператор комплексной
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. \

координаты, описывающей данное гармоническое колеба¬
тельное движение; она изменяется во времени по закону

С*j (*) =Cki exp (— iQkjt).—4-
ckj—это оператор величины, комплексно сопряженной

Ckj.Соотношение (4.5) означает, что среднее от этой коор¬
динаты по всем возможным значениям фазы колебания,
т. е. по существу среднее по периоду колебания равно
нулю.

Должны равняться нулю также и средние от любых
выражений, содержащих произведение неодинакового

числа операторов ctj и с/гу. такие операторные выражения
тоже не имеют диагональных по Nkj матричных элемен¬
тов. Далее,

(Ck'j'Cfijy — (Nkf} (4*6)

Аналогичным образом, для произведения двух пар опе¬

раторов с и сг мы имеем (при кфк' и/или / Ф ]")

(сkjÿkjCk'j' (N/ÿ'ÿÿ' (4*7)

Эти два соотношениявыражают независимость различных
нормальных колебаний в гармоническом приближении.

Мы не выписываем выражения для среднего (4.7) при
к =к',j — j'. Дело в том, что далее нас будут интересо¬
вать не такие средние сами по себе, а суммы от них по
всем значениям к' (см. ниже — § 6). Число слагаемых в

такой сумме пропорционально N, и то обстоятельство,
что для к =к', j = j' получается особое выражение, дает
ошибку порядка 1/N. При вычислении макроскопиче¬
ских величин, которым мы будем заниматься далее, та¬
кая относительная ошибка пренебрежимо мала. Среднее
(4.7) при к =к', 7 = j' было бы важно знать только для
расчета флуктуаций макроскопических величин, которые
сами по себе имеют относительный порядок 1/ N по срав¬
нению с этими величинами; мы, однако, не будем здесь
этим заниматься.

Среди неравновесных состояний, которые нам пред¬
стоит изучать, будут и пространственно-неоднородные.
Для того чтобы описывать пространственную неоднород¬
ность макроскопического масштаба, удобно использовать
представление фононных волновых пакетов.
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Волновой пакет представляет собой суперпозицию мо¬
нохроматических колебаний решетки, принадлежащих к
определенной ветви j, занимающую ограниченную область
в пространстве. Если обозначить посредством AR харак¬
терные пространственные размеры волнового пакета, то
волновые векторы колебаний, составляющих волновой па¬
кет, лежат в некотором малом интервале Ак вблизи
среднего значения к, причем по порядку величины

Дк я 1/ДR.

Таким образом, пространственные размеры волнового
пакета должны во всяком случае заметно превышать дли¬
ны волн составляющих его колебаний. Соответственно,
частоты этих колебаний расположены в некотором малом
частотном интервале вблизи средней частоты Qj (к).

Переход к описанию системы фононов с помощью вол¬
новых пакетов мояшо рассматривать с точки зрения вол¬
новой механикп как переход от представления плоских
волн к другому представлению посредством каноническо¬
го преобразования. В представлении плоских волн каж¬
дое колебательное состояние данной ветви j характери¬
зуется волновым вектором к, принимающим N возмож¬
ных значений. Для макроскопического тела эти дискрет¬
ные значения расположены настолько густо, что можно
рассматривать как непрерывную переменную.

В представлении волновых пакетов каждое колеба¬
тельное состояние ветви / описывается двумя векторами:
волновым вектором к (средним волновым вектором волн,
составляющих пакет) и координатой г (координатой
«центра» пакета). И та, и другая переменные могут при¬
нимать дискретные значения, так что число пар их воз¬
можных значений по-прежнему равно N. Поскольку,
однако, N — огромное число, то в представлении волно¬
вых пакетов и ft и г, можно рассматривать как непрерыв¬
ные переменные.

Далее, производя квантовомеханическое усреднение
оператора числа фононов, мы можем определить среднее
число фононов Nkj (г) в этом состоянии. Усредняя это
число по группе близких состояний, т. е. состояний с
близкими значениями ft и г, мы получим функцию рас¬
пределения фононов в представлении волновых пакетов

<N*j (г, г)>.
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Коротко эту величину мы будем называть по-прежнему
фононной функцией распределения.

Получим уравнение, которому удовлетворяет фонон-
ная функция распределения в гармоническом приближе¬
нии. Для этого нужно сначала вывести уравнение, опи¬
сывающее движение волновых пакетов.

Рассмотрим вектор смещения атомов решетки Rn ')

при распространении волнового пакета. Пусть в на¬
чальный момент времени (if =0)

Rn =exp (ikan]) p (an — r), . (4.8)

где функция p (a,i— г) описывает форму волнового па¬
кета, центр которого расположен в точке г. В соответст¬
вии со сказанным, разложение функции р в ряд Фурье
включает компоненты Фурье с А ft < ft.

Рассмотрим в начальный момент времени монохрома¬
тическую компоненту смещения с волновым вектором
ft +Ак. Она пропорциональна

(Rn)k +дй ~ exp [ ilcan + iAft (ап — г)]. (4.9)

В момент времени Af мы имеем

{Rn)k+да ~ exp [i (кап — Qk+AkAt) + iAft (an — r)] =

= exp [i(kan — я2яAf) +iAft (a„ — г — gAf)]. (4.10)

Здесь мы, используя малость Aft, разложили Q/ÿ+ÿÿ в ряд:

я2й+Дй = £2ft +& &к,

где g =dQ/ÿÿ — групповая скорость.
Собирая компоненты Фурье (4.10), мы получаем, срав¬

нивая выражения (4.10) и (4.9), что смещение в момент
времени At есть

Rn(Af) = exp [i(fta„ — я2*Af)] p (я„ — r — gAt).
Таким образом, за время Af центр волнового пакета пере¬
двинулся на величину g At. Следовательно, скорость
центра волнового пакета есть групповая скорость g.

Сказанное означает, что координата г центра волново¬
го пакета удовлетворяет уравнению

г = <9£2/<?ft.
') Индекс р (номер атома в элементарной ячейке) для крат¬

кости опускаем. _ _ ,
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Таким образом, движение центров волновых пакетов про¬
исходит по такому же закону, как и движение частиц с
функцией Гамильтона %Q{p/1i), причем р =Ьк и г сле¬
дует рассматривать как канонически сопряженные пере¬
менные. При анализе динамики фононных волновых паке¬
тов нам, однако, будет удобнее пользоваться величинами
ft и Q, отличающимися от р и Йя2, соответственно, мно¬
жителем ft-1.

Представим себе теперь, что кристаллическая решетка
подверглась действию внешнего поля. Это может быть,
например, электрическое поле или же поле деформации.
Тогда фононные частоты будут, вообще говоря, зависеть
от поля как от параметра '). Пусть поле пространственно-
неоднородно, т. е. зависит от пространственных коорди¬
нат г. Если масштаб неоднородности заметно превышает
характерные длины волн фононов, то влияние неоднород¬
ности можно описать, вводя явную зависимость закона
дисперсии фононов от пространственной координаты г.
Ввиду того, что величины ft и г входят в теорию сим¬
метричным образом, мы можем по аналогии с расчетом,
проделанным выше, сразу заключить, что они удовлетво¬
ряют уравнениям, имеющим вид канонических уравне¬
ний Гамильтона:

дО, • дО.
г = W k = -TF- (4-11)

Если внешнее поле (а значит, и фононный закон дис¬
персии) зависит также и от времени f, причем частота
его изменения со мала по сравнению с частотами колеба¬
ний решетки:

(л <я2, (4.12)

то в уравнениях (4.11) фигурирует функция я2 (ft, г, t)s
которая является явной функцией f.

Относительное изменение фононной функции распре¬
деления (г, f) =A°Bj/ÿ8 при изменении одного из фо¬
нонных чисел заполнения на единицу чрезвычайно мало,
так что ее можно рассматривать с высокой точностью как
непрерывную функцию своих аргументов ft, г, t. В отсут¬
ствие взаимодействия между фононами, обусловленного

') Ниже (см. §§ 20 и 29) эта зависимость будет проанализи¬
рована явно для случаев электрического поля и поля деформации.
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ангармонизмом, полная производная по времени функции
распределения равна нулю. Если внешнее поле отсутст¬

вует, это утверждение очевидно. Если внешнее поле мед¬

ленно (в указанном выше смысле) изменяется во време¬

ни, то число фононов остается неизменным, поскольку

такого рода возмущение является адиабатическим, и ве¬

роятность вызываемых им переходов чрезвычайно мала1).

Наконец, действие неоднородного поля (в отношении пе¬

реходов с изменением чисел Nuj) можно с принятой точ¬

ностью свести к действию нестационарного, если перейти

к системе координат, движущейся вместе с центром

пакета.
Таким образом,

dN
=dN,dNj._i_M-r =0.

dt 8t дк дг

• •
Подставляя сюда выражения для г и /сиз (4.11), мы

получаем уравнение

(4.13)dN dQ dN dQ dN _ Q
dt дк дг дг дк

Если же функция й не зависит от г, это уравнение при¬
обретает более простой вид

dN я ао dN
dt ~1~ дк дг 0. (4.14)

Этим упрощенным уравнением мы будем пользоваться
для описания движения фононных волновых пакетов в

тех случаях, когда на систему действуют внешние силы,
не зависящие от пространственных координат.

§ 5. Дебаевское приближение для фононного спектра.
Термодинамические функции системы фононов

Фононный спектр кристаллов имеет обычно весьма
сложный вид. Фононные частоты Qj (к) — это сложные
функции величины и направления волнового вектора к.
Более того, для большинства веществ их детальный вид

') См. Ландау Л. Д., Лифшиц Е. М. Квантовая механика,— М.:
Наука, 1974, с. 178; Бом Д. Квантовая теория.— М.: Физматгиз,
1961, с, 523.
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в настоящее время либо неизвестен вообще, либо изве¬
стен с недостаточной точностью.

Ниже при анализе кинетических явлений в фононных
системах нам придется производить много порядковых
оценок вероятностей перехода, кинетических коэффициен¬
тов и т. п. Результат этих оценок зачастую нечувствите¬
лен к деталям фононных законов дисперсии. В силу этого
обстоятельства такие оценки удобнее всего производить,
воспользовавшись простейшей моделью фононного спект¬
ра. Такая модель обязана удовлетворять двум основным
требованиям: 1) она должна качественно правильно пе¬
редавать ход низкочастотной части фононного спектра,
где, согласно теории упругости, частота есть линейная
функция длины волнового вектора фонопа; 2) она долж¬
на быть совместима с данными о числе атомов в элемен¬
тарной ячейке кристалла, т. е. о полном числе его коле¬
бательных степеней свободы, соответствующих как аку¬
стическим, так и оптическим ветвям. Подобная модель,
которую мы сейчас опишем, была предложена Дебаем
(P. J. W. Debye, 1912).

Начнем с рассмотрения низкочастотной части фонон¬
ного спектра — акустических колебаний. Предположим,
что кристалл в отношении своих упругих свойств изо¬
тропен. Тогда имеются две поперечные акустические вет¬
ви и одна продольная. Векторы поляризации поперечных
ветвей е(к, tx) и е (к, f2) перпендикулярны волновому
вектору к и друг другу; вектор поляризации продольной
ветви направлен вдоль к. Равные друг другу скорости
поперечных колебаний обозначим vt ; скорость продоль¬
ных колебаний будет обозначаться vh

Определим плотность числа собственных колебаний,
т. е. число собственных колебаний, приходящееся на еди¬
ничный интервал фононных частот (эту величину назы¬
вают обычно плотностью фононных состояний). Число
собственных колебаний в одной акустической ветви, при¬
ходящееся на объем d3k я-пространства, равноУс13к/{2я)3.
Соответственно, число собственных колебаний в одной
ветви, приходящееся на интервал dk абсолютной величи¬
ны волнового вектора, равно

4эт/с dk
liSj5"* (5.1)
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Перейдем от волнового вектора к к фононной часто¬
те Q. Для продольных акустических колебаний имеем

Qai=Vik, в то время как для поперечных Qat =vtk. От¬
сюда получается следующее выражение для плотности
фоионных состояний:

уо 3 й о\

-

(5,2)

где v — средняя скорость звука, равная по определению

2JL =_L-f
Г,3 „3 1 „3

(5.3)
vi vt

Формула (5.2) для плотности фононных состояний в

области низких частот пригодна и для упруго анизотроп¬

ных кристаллов, только величину v, фигурирующую в

этой формуле, теперь следует понимать иначе. Фазовая
скорость звука в кристалле зависит как от номера акусти¬

ческойветвия,так иот направления распространения зву¬

ка х = к/к. Закон усреднения величины v, фигурирую¬
щей в формуле (5.2), должен в этом случае иметь вид

(do — элемент телесного угла)

Для изотропного спектра эта формула переходит в (5.3).

Дебаевская модель спектра основана на предположе¬
нии, что описанная выше форма спектра, выражение (5.2)

для плотности фононных состояний и направления фо-
нопных векторов поляризации сохраняются во всем ча¬

стотном интервале вплоть до некоторой максимальной
частоты Qd. Эта последняя определяется из условия, что¬

бы полное число колебательных степеней свободы во всем

частотном интервале вплоть до Qd было бы равно 3N s:
qd

Т J =3Ns, (5.5)

о

откуда, вводя объем элементарной

- /еЛМ/з
Qd = v\Т

ячейки », получаем

(5.6)

Вместо предельной частоты Qd в теорию обычно вводят
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дебаевскую температуру 0 с помощью соотношения

0 =%Qd. (5.7)

Величина 0 имеет размерность энергии; температуру в
нашей книге мы будем измерять в энергетических еди¬
ницах1).

В итоге можно сказать, что при малых (по сравнению
с 0) фононных энергиях TzQ дебаевская модель правильно
отражает то обстоятельство, что имеются только три
акустические колебательные ветви. При больших же
энергиях фононов (%Q порядка 0), когда, помимо аку¬
стических ветвей, имеются также и оптические (при
s> 1), модель опять-таки правильно учитывает как об¬
щее число колебательных степеней свободы (3sN), так и
то, что частоты почти всех возбужденных фононов име¬
ют порядок Qd.

В дальнейшем при анализе различных кинетических
явлений нам понадобятся выражения для термодинами-
ческих функций системы фононов в гармоническом при¬
ближении. Ниже мы приведем эти выражения — как че¬
рез точные законы дисперсии фононов Qj(k), так и в
дебаевском приближении.

Плотность свободной энергии фононной системы сле¬
дующим образом выражается через равновесную функ¬
цию распределения фононов No = [ехр (.% Q/Т) — И-12)-

1),

где Т — температура (как уже указывалось — в энергети¬
ческих единицах), а посредством U0 обозначена плотность
энергии при Т — 0, которая может зависеть от объема
или, в общем случае, от деформации.

Поскольку интегралы и суммы такого вида будут
встречаться нам очень часто, мы введем для них

') В обычных единицах 0 =HQD/]<I где к — постоянная Боль-
цмана.

2) См., пащшмер, Ландау Л. Д., Лифшиц Е. М. Статистическая
физика.— М.: Наука, 1976, с. 215; Кубо Р. Статистическая меха¬
ника,— М.: Мир, 1967, с. 261.

L



62 ГЛ. I. КИНЕТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ СИСТЕМЫ ФОНОНОВ

следующее сокращенное обозначение1):

де-к <5-8)

С помощью него выражение для F перепишется так:

F= Uо -Т f dlk In(N0 +1). (5.9)
и

Плотность энтропии S вычисляется по известной
формуле термодинамики

S =-dF/dT.

Удельная теплоемкость С при постоянном объеме (или

при постоянной деформации)

С=Т§-. (5.10)

Вычисляя производную, получаем следующее явное вы¬
ражение:

С N0(N0+1). (5.11)

Плотность внутренней энергии системы

U=F+TS
равна

U= U0 + J dlk%QN0. (5.12)

Для дебаевской модели спектра мы, переходя к ин¬
тегрированию по частотам с помощью формулы (5.2),
получаем

qd

F= Uo + | (!-е~Пй,Т) яг dQ- (5 -13)
о

Остановимся сначала на случае низких температур
Т <0, когда подынтегральное выражение в (5.13) экспо¬
ненциально убывает при больших частотах Q, так что

') Соответственно, об операции суммирования по / и интегри¬
рования по d3k/(2n)3 мы для краткости будем говорить как об
интегрировании по d

§ 5. ДЕВАЕВСКОЁ ПРИБЛИЖЕНИЕ сз

верхний предел интегрирования можно заменить беско¬
нечностью. В этом случае

2у>4
F= U0--V=rr (5.14)0

30 (hv)3 v '
Плотность энтропии фононной системы

с_ 8F _ 2я2Г3
S~~sr~lFW' ( }

Плотность внутренней энергии твердого тела
2у-,4

U=U0+ "Да- (5.16)0
10 (й*)3 '

Наконец, удельная теплоемкость

,dS_
отС — Т Щг — 3S, (5.17)

или
2п2та

С = (5.18)
5 (hv)3 '

Подчеркнем, что выражения типа (5.18) при низких
температурах получаются без каких-либо модельных
предположений относительно фононного спектра, если
величину v~3 определить с помощью соотношения (5.4).

Для расчета теплоемкости при высоких температурах
(Т >0) можно воспользоваться непосредственно выраже¬
нием (5.11). Полагая

N=T/KQ »1,
мы получаем

C-te-2j<0- (5-19)

Интегрирование здесь производится по объему ячейки
обратной решетки, который, как мы видели, равен
(2я)3/»; следовательно, интеграл равен 1/». Поскольку
число колебательных ветвей / равно За, мы получаем от¬
сюда обобщенный закон Дюлонга и Пти

C=3sn, (5.20)

где п=1/»— число элементарных ячеек в единице объе¬
ма кристалла.
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§ 6. Решеточный энгармонизм и фонон-фонониое
взаимодействие. Кинетическое уравнение

для фононов

Главный член в разложении потенциальной энергии

I решетки по степеням смещений атомов Rny — это гармо¬
ническое слагаемое Оно определяет динамику решет¬

ки и закон дисперсии фононов Qj (к). Ангармонические

11 I слагаемые <%, °Uÿ ...— малые поправки к <%, которы¬
ми при анализе динамики решетки и расчете законов

дисперсии мы пренебрегаем. Однако они ответственны за

качественно новое явление — взаимодействие фононов,
отсутствующее в гармоническом приближении. Цель на¬

стоящего раздела — учесть влияние взаимодействия на

11 фононную функцию распределения и вывести уравнение
для этой функции.

При учете ангармонизма отдельные фононные состоя-

I! ния уже не стационарны; между ними происходят кван¬

товые переходы. В результате каждого перехода меняют¬
ся числа заполнения у нескольких фононных состояний.

11 Из-за малости ангармонизма переходы происходят редко
(по сравнению с характерными периодами колебаний ре¬
шетки). В промежутках между переходами фононы ведут

II себя как свободные частицы, движение которых описы¬
вается уравнениями (4.11).

Тут легко усмотреть аналогию с почти идеальным ra¬
il зом обычных частиц, которые изредка сталкиваются друг

с другом, а в промежутках между столкновениями дви¬
жутся свободно. Поэтому квантовые переходы, обуслов-

I! ленные взаимодействием фононов, называют также фо-
нон-фононными столкновениями. Особенностью фононных
систем является то, что при столкновениях число фоно-

1 нов, вообще говоря, не сохраняется — они могут рождать¬
ся и уничтожаться.

При учете столкновений уравнение (4.13) уже не име-

I ет места: полную производную d, <Nkj}/dt теперь следует

приравнять изменению функции распределения вследст¬

вие столкновений, [d<АйЦ/йя]ст. В итоге получится сле-

II дующее уравнение: _
>

ON , dQ_ dN_ _ dQ_ dN_
=

[А/У] (6 1)
dt дк дг дг дк |_ dt Jot'

Л я -Ж
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Уравнение (6.1) называется кинетическим уравнением
для фононов, а его правая часть носит название столкно-
вителъного члена кинетического уравнения ').

Условие применимости уравнения включает нера¬
венство

Qt»1, (6.2)

где т — характерное время между двумя столкновения¬
ми фонона. Это условие того, чтобы за время т движение
фононов можно было бы рассматривать как свободное,
т. е. чтобы т было велико по сравнению с характерными
периодами колебаний решетки 1/й.

Вычисление правой частп кинетического уравнения
(6.1) начнем с анализа вклада от кубического ангармо¬
нического члена

°U3 =— 2 2 A2Y3 iViÿrt2"V2 япзЧз% (6*3)
п1п2п3у1V0V3

т-. Г>п1п2'13Величины Ry.yly
3 мы оудем называть ангармоническими

силовыми постоянными третьего порядка. В силу транс¬
ляционной симметрии решетки они зависят только от раз¬
ностей ге2—пг и п3—п{ и обычно достаточно быстро убы¬
вают с ростом этих разностей.

Чтобы рассчитать квантовомеханпческпе вероятности
фонон-фононных столкновений, выразим (6.3) через опе¬
раторы рождения и уничтожения фононов. Подставляя
в (6.3) разложепие (3.22) величин Rny, получаем

ÿ=fЫИ"" 2 2 ыллчх
Х

1 ГР В Р==я ( + С-Й1й)( +с~*2ч) Х

х(«*Л+®-*л)' (6-4)

') Представление о столкновениях фононов было введено Пай-
ерльсом (R. Peierls, 1929). Кинетическое уравнение в форме (6.1)
было впервые применено для описания неравновесного состояния
системы фононов А. И. Ахпезером (1938).
5 в. л. Гуревнч
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»

з(я1' я2! яз) =_L я 2 *®ViV2V3eVi(ÿl' 7l)X
pr Л1«2«з 7х727з

Xev2(fe2. 7a) *73(fc3. /a) exP [* (M»ÿ Мя2+ fe3««3)].
(6.5)

Величины t>jij2j3 мы будем называть ангармоническими

коэффициентами третьего порядка. Множитель 1/717N =
=1/рУ введен ради удобства; определенные таким обра¬
зом коэффициенты bjtjzj3 от объема не зависят.

Из трансляционной симметрии кристалла вытекает

важное свойство коэффициентов bjjjgjg.Выражение (6.5)

не должно измениться при трансляции на любой вектор

решетки a,t, т. е. при замене а„4->-а«. +ал. С другой

стороны, ангармонический коэффициент 5jij2j3 (kL, к2, &3)

при этом приобретает множитель exp [i(Лц +/с2 + /г3) а„].

Этот множитель, следовательно, должен быть равен

единице. Отсюда
К+К+ = 6, (6.6)

где Ъ — произвольный вектор обратной решетки. Таким
образом, ангармонические коэффициенты (6.5) зависят
только от двух векторов из тройки 1съ 1с2, к3. Третий же

вектор определяется соотношением (6.6). Если принять
для волновых векторов условие (1.20), то векторы и

lc2 должны лежать в основной ячейке обратной решетки.
Тогда вектор Ъ однозначно определится условием, чтобы

п вектор 1с3 также находился в основной ячейке обратной
решеткп.

Из определения (6.5) и соотношения (1.16) вытекает

следующее свойство ангармопических коэффициентов:

bhhh(-К-К-К)= з (fex, к,, к3). (6.7)

Получим порядковую оценку для bj1j2j3 (к1} 1с.,, к3).

Прп смещениях атомов на величинупорядка среднего меж¬

атомного расстояния а ангармоническая энергия в расче¬

те на один атом должна быть порядка характерной
атомной энергии <яа, составляющей обычно несколько
электроновольт. Соответственно, ангармонические посто¬

янные оказываются равны по порядку величины

\впу%%1\~&а/а3. (6.8)
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Эта оценка справедлива, разумеется, если разности
|гг1 — п2 1 и |гех — «з |малы (порядка единицы).

Энергию сУ0 в такого рода оценках можно выразить
через величины, непосредственно характеризующие кри¬
сталлическую решетку. В гармоническом приближении

плотность упругой энергии решетки есть -тгТщтпИпЩпп-

Это выражение сохраняет смысл порядковой оценки и
если тензор деформации и« становится порядка единицы.
Поскольку при этом межатомные расстояния меняются
на величину порядка их самих, на один атом приходится
энергия порядка <8а. Но модули упругости Хцтп порядка
ри2. Таким образом, с одной стороны для плотности упру¬
гой энергии получается оценка р v2, а с другой — nsSa
(п — число элементарных ячеек в единице объема). Срав¬
нивая оба выражения, находим, что

&a~Mv\ (6.9)

где М— M/s — средняя масса атомов решетки.
Чтобы оценить сумму (6.5), перейдем от суммирова¬

ния no«]i, «2, п3 к суммированию по пг и двум разностям,
ni— ni и ni — «з- Соответственно, экспоненту в (6.5)
преобразуем с учетом (6.6)

exp [i (7г1а„1+кгап<1+ /с3аПз)] = exp [ik2 (а„2 — аП}) +
i(7ÿi -(- к., -|- к3) =

= exp (Jc3яЛ2_П1 к3с1пя_п j.
Теперь суммирование по п1 в (6.5) сразу выполняется и
дает множитель N=рYIM.

Оценку оставшейся суммы по п3 — п.,, пл — п3 и /ц,
Р2, Рз начнем со случая неполярных кристаллов, где си¬
лы взаимодействия между атомами быстро спадают с рас¬
стоянием, а значит, ангармонические постоянные й"1"2"3

'1"г"з
с увеличением межатомного расстояния резко убывают
по абсолютной величине. Поскольку, таким образом,
взаимодействуют лишь атомы, являющиеся доста¬
точно близкими соседями, число слагаемых, дающих
вклад в сумму, при s я 1 оказывается порядка единицы,
5*
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и мы приходим к оценке1)

И I Ibhhh (fci> /с-' kJ I — — ~p- (6-1°)

Проведение такой оценки требует несколько большей
аккуратности для полярных кристаллов. В этих кристал¬
лах колебания решетки представляют собой движение не

нейтральных атомов, а ионов; силы взаимодействия меж¬

ду ними, наряду с быстроспадающей составляющей (близ¬

кодействующие силы), содержат также и составляющую,
спадающую с расстоянием медленно (дальнодействующпе
силы). Чтобы оценить вклад этой составляющей в ангар¬

монические коэффициенты, заметим, что в случае корот¬
ких волн (волновые векторы всех трех фононов порядка
а-1) слагаемые под знаком сумм по п2 — п1 и п3 — п1
знакопеременны (из-за быстро осциллирующих экспонен¬
циальных множителей), так что оценка каждой суммы по

порядку величины дается первым слагаемым, соответст¬
вующим «2 =ni (и пз — ni)- Это значит, что оценка (6.10)

сохраняет силу. Оценка сохраняет силу и в том случае,

еслп один из фононов (к, j) — так мы будем сокра¬

щенно обозначать фонон с волновым вектором к,принад¬
лежащий колебательной ветви j — длинноволновый, опти¬
ческий. Доказательство этого будет дано в § 20. Оно
может быть легко обобщено на случай, когда длинновол¬
новыми оптическими являются два или все три фонона,
характеристики которых фигурируют в левой части (6.10).

Однако оценка (6.10) становится непригодной, еслп
одна из ветвей (например, Д) — акустическая, причем
соответствующий волновой вектор к\ мал по сравнению

с а-1. В пределе, при ki -+я 0 акустические колебания пе¬

реходят в трансляцию (параллельный перенос решетки
как целого). Такое движение не может изменить энергии

системы, и потому при малых к\ ангармоническая энер¬

гия должна зависеть не от самого смещения, а от его

пространственных производных. В этом случае ангармо¬
нические коэффициенты baj2j3 (kL. fc2, к3) должны быть

') Везде далее мы будем приводить оценки для случая, когда
s порядка единицы.

Отметим во избежание недоразумений, что грубые оценки та¬
кого типа не могут дать зависимости коэффициентов bj1j2j3{k1,
к2, к3) от числа ближайших соседей атома решетки.

II
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пропорциональны к\, а оценка (6.10) переходит в

|baj2;3 (ки /с.,, к3) | ~ kÿaZ
3. (6.11)

Аналогичным образом, еслп во взаимодействин участвуют
соответственно два или три длинноволновых акустиче¬
ских фонона, то порядковые оценки ангармонических
коэффициентов таковы:

IЬ"1"nj3 *,) |— k1k2a* -=3-, (6.12)

Ib"in2n3 |— я1я2 Ikx +кг |v2 ~
~Q(ll (kx) Q„2 (k.,) Qa3 (kL + lc.,)/v. (6.13)

Выясним, в каких переходах, обусловленных ангармо¬
ническим взаимодействием (6.4), может участвовать фо¬
нон (к, j) н какова их вероятность. Во-первых, возможен
процесс слияния, когда фонон (к, /) сталкивается с фо-
ноном (к', f) н образуется фонон (к", /"), где волновой
вектор к" принадлежит основной ячейке обратной решет¬
ки п определяется пз условия

к + 1с' = к"+ Ъ.

За этот процесс ответственно слагаемое в операторе

* <*•*' -**>ymw'c??>- <6-14>

Здесь мы ввели сокращенные обозначения
Q =QAi, Q' =Qк'У, Q" =Qk'j"

и аналогично для операторов рождения и уничтожения.
Такого рода обозначениями мы будем часто пользоваться
и впредь.

Численный коэффициент в (6.14) определяется сле¬
дующим образом. Имеется три способа выбрать слагае¬
мое с оператором ct-y'- оно присутствует в суммах по
к1,7г., и к3. Это дает множитель 3'). После этого оста-

') Поскольку, как явствует пз определения (6.5), коэффпциен-
ты kjij2j3C'r ''V *,) симметричны относптельно перестановки

пар аргументов ki,ц.
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ются еще два способа выбрать члены с операторами сц)

и Ck'y из двух других сумм. В итоге возникает множи¬
тель 6, сокращающийся с 1/6, фигурирующей в (6.4).

Нам требуется вычислить отнесенную к единице вре¬
мени вероятность следующего перехода:

Начальное состояние Конечное состояние

N фононов (ft, j)

N' фононов (к', j')

N" фононов (к", j")

N— 1фононов (ft, ;')

N' — 1фононов (ft', /')

iV" -j- 1фононов (ft", /")

Согласно квантовомеханической теории возмущений,
эта вероятность равна произведению 2п/Ь па квадрат мо¬
дуля матричного элемента оператора энергии возмуще¬
ния и на б-функцию от разности энергий начального и

конечного состояний:

W (N,N',N"-+N-1, N'-1, N"+1) =

=4"Pii-i- (ft, ft', -к") б (Q +Q' -Q") NN' (N" + 1) .
(6.15)

Вычисляя аналогичным образом вероятность обратного
процесса, при котором число фононов N увеличивается
на единицу, получаем с учетом (6.6):

W(N, N', N"-+N+ 1, N'+1, N"— 1) =

= jr bуу (к, к', -к") б (Q +Q'-Q")(N+ 1)(N' + 1)N".

(6.16)

Здесь введено сокращенное обозначение, которым часто
придется пользоваться в дальнейшем

Pii'i' (к, к', к") = |hyy (к, к', к") I». (6.17)

Во-вторых, возможен процесс распада, когда фонон
(ft, /) распадается на фонон (ft', j') и фонон (ft'", ;'"),
причем волновой вектор к'" определяется из условия:

ft'" = ft - ft' + ft.

За этот процесс ответственно слагаемое в операторе ан-
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гармонической энергии:

*"•-*>7S <6'18>

Требуется, таким образом, вычислить вероятность (в еди¬
ницу времени) следующего перехода:

Начальное состояние Конечное состояние

N' фононов (ft', j')
N"' фононов (ft'", /'")|

N' -f- 1 фононов (ft', j')
N"' -f- 1фононов (ft'", j"

Имеем

W (N, N', N"'-+N-1, N' +1, N'"+1) =

= -J? Py)-i (k', ft'", - ft) б (G — Q' — Q"') N(N'+l)(N"'+i).

(6.19)
Вероятность обратного процесса с увеличением N на еди¬
ницу есть

W (N, N', N'" N+1, N'-1, N'"-1) =|

Т Pi'i'-i{к', ft'", — ft) б (Q — я2' — Q'")(N+ 1)N'N"'
(6.20)

Подсчитаем скорость изменения фононной функции
распределения [я <iVftj>/5i]CT- Собирая выражения (6.15),
(6.16), (6.19) и (6.20), мы получаем

dt :]ст =J I"2Pii'i" (к, к', - ft") X

X {N" (N' +1)(N+1)- {N" +1)NN'} б (Q"-Q-Q') +
+4-2Pi-i'-i(*'. -1() <(N+!) -

.///
3

-N{N'+1) (IV'"+1)>6 (Q — Q' — Q'")]. (6.21)
Мы ввелп во втором слагаемом коэффициент 1/2, что¬бы не учитывать один и тот же процесс дважды.В правой части (6.21) фигурируют средние вида(NN">, <iWV">, (N'N"У и т. п. При вычислении этих



72 ГЛ. I. КИНЕТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ СИСТЕМЫ ФОНОНОВ

средних мы будем пользоваться соотношением

<NlN2> =<NlXN2>, (6.22)

где (/«[, ]\) и (к2, /2) — два каких-то различпых коле¬

бательных состояния, которые здесь для краткости обо¬

значаются просто 1 и 2. Соотношение (6.22) означает,
что между числами заполнения отдельных колебательных
состоянии отсутствует корреляция.

В процессах фоноп-фононных столкновений такая

корреляция должна, однако, возникать. Это значит, что

если 2 фоноппых волновых пакета, 1 и 2, столкпулись

друг с другом и короткое время спустя столкнулись

вновь, то при втором столкновении соответствующие чис¬

ла заполпепня уже нельзя считать независимыми н нель¬

зя выполнять усреднение, согласпо (6.22) ').

Однако, если между двумя столкновениями протекает

достаточно большое время х, то вероятность повторного

столкновения тех же самых волновых пакетов весьма

мала.. Гораздо вероятнее, что волповые пакеты 1и 2, ис¬

пытав столкновение друг с другом, затем будут взаимо¬

действовать с другими волновыми пакетами, а это взаи¬

модействие должно разрушить корреляцию, возникшую

между состояниями 1 и 2. Поэтому, выполняя усредне¬

ние, мы считаем числа заполнения в этих состояниях не¬

коррелированными.
Чтобы выяснить, когда мала погрешность, допуска¬

емая при таком усреднении, заметим, что за среднее вре¬

мя между двумя столкновениями фононный волновой
пакет проходит путь порядка gx. Если число различных
колебательных состояний, т. е. чпсло фоноппых волновых
пакетов в объеме с линейными размерами gx, велико,

то вероятность повторного столкновения обратно пропор¬
циональна этому числу. Предположим, что возбуждены

все колебательные состояния со значениями к вплоть до

некоторого км. Тогда число различных колебательных со¬

стояний в объеме с линейными размерами gx равно по

порядку величины (gx)3khя Условие же применимости
правила усредпепия (6.22) есть требование, чтобы это

') Фактически число сталкивающихся фонопов не меньше
трех, так что столкновение создает корреляцию по меньшей мере

между тремя колебательными состояниями.
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число было много больше единицы, т. е. чтобы выполня¬
лось неравенство

kMgx>i. (6.23)

Это неравенство имеет паглядный физический смысл:
длина пробега фононных волновых пакетов между двумя
столкновениями, gx, должна быть гораздо больше длины
волны фононов '). Ниже мы убедимся, что в конкретных
случаях, с которыми нам придется нметь дело, это нера¬
венство выполняется с достаточно большим запасом.

Производя усреднение, согласно (6.22), получимокон¬
чательно (опуская угловые скобки — символ усредпепия):

IУ'

X [N"(N' +1) (N+ 1)-(N"+1) NN'] 6 (Q" — Q -Q') +
+4"2 (*', к'", -k)[(N+1)N'N'"-

— N(N' + 1) (N +1)] б (Q — Q' — Q"')}. (6.24)

Сделаем одно замечание. В наших рассуждениях фи¬
гурировало попятие фононных волновых пакетов. Однако
при выводе (6.24) мы не использовали его явно, а рас¬
сматривали фопоны как плоские волны. Это допустимо,
если характерные размеры области пространства Lc, где
фоионная функция распределения испытывает заметные
изменения (так называемый размер неоднородности), на¬
много превышают характерную фононную длину волны
км1. Соответствующее неравенство

kMLc »1 (6.25)

является, таким образом, еще одним условием примени¬
мости кинетического уравпенпя. Наконец, для полноты
выпишем и полученное в § 4 условие?

© <Q (6.26)

па характерные частоты © изменения внешнего поля.

') Такого рода неравенство необходимо не только для того,
чтобы выполнялось соотношение (6.22). Оно, наряду с неравенст¬
вом (6.2), требуется вообще для того, чтобы было справедливо ис¬
ходное уравнение (6.1) с левой частью, в которой фигурируют
функции Qkj и Nkj, характеризуемые волновым вектором к.
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Переходим к изучению свойств оператора столкнове¬
ний (6.24). Равновесная функция Планка

А0СО)=Ш>№0/Я, (6.27)

где поЫ = (е*— I)-1, обращает его в нуль, как и доляшо

быть. Чтобыубедиться в этом непосредственно, рассмотрим
первый член в квадратных скобках в (6.24). Используя

явное выражение (6.27), переписываем этот член в впде

N"0 (No + l) (А0 +1) 1— exp
Q (6.28)

Последний множитель здесь обращается в нуль с учетом
6-функции, выражающей закон сохранения энергии. Ана¬
логичным образом убеждаемся и в том, что второй член

в квадратных скобках в (6.24) также обращается в нуль

функцией (6.27).

Рассмотрим подробнее вопрос о законах сохранения
квазиволнового вектора при фонон-фононных столкнове¬
ниях. С этой точки зрения все столкновения делятся на

два типа. К первому относятся такие столкновения, ког¬

да вектор Ъ в соотношении (6.6) равен нулю. В этом

случае суммарный волновой вектор фоноиов до и после

столкновения сохраняется, т. е. величину %к фононов,
участвующих в таком столкновении, можно рассматри¬
вать как обычный импульс. По этой причине такие

столкновения называются нормальными процессами (со¬

кращенно А-процессы).
Ко второму типу относятся такие столкновения, когда

вектор Ъ в отношениях (6.6) отличен от нуля. Они по¬
лучили название процессов переброса (R. Peierls, 1929),
сокращенно (/-процессы (от немецкого Umklapprozesse).

Из трех фононов, участвующих в А-процессе, все мо¬
гут быть как коротковолновыми (т. е. с длиной волны
порядка постоянной решетки), так и длинноволновыми.
Наоборот, по меньшей мере два фонона из трех, участву¬

ющих в (/-процессе, должны быть коротковолновымл
(из них один в начальном состоянии, а другой — в конеч¬
ном); третий же может быть как коротко-, так и длин¬
новолновым. В этом последнем случае, как легко видеть,
направление волнового вектора коротковолнового фонона
изменяется в результате столкновения почти на противо¬
положное, отсюда и название «процессы переброса».
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Обсудим, что дают ангармонические члены более вы¬
сокого порядка в разложении потенциальной энергии ре¬
шетки. Член четвертого порядка имеет вид

СП = 1 V У /1"2"Зя4п R R R3T jU Ai 1\У2УзУ&п1У1п2У%пзЧ34Уя
nl»2"3n4 V1V2V3V4

(6.29)

n1n2nsni
где у ]УъУзУ \ — ангармонические силовые постоянные

четвертого порядка. Для этих величин легко получить
оценку, аналогичную (6.8):

(6.30)

которая справедлива, если все разности |«i— «j |(г, j =
=1, 2, 3, 4) порядка единицы.

Энергию (6.29) можно, так же как и (6.3), выразить
через операторы рождения и уничтожения фононов. По
аналогии с (6.5) нужно ввести ангармоничес1ше коэффи¬
циенты четвертого порядка &2, к3, к4). Они
отлпчны от нуля, только если квазиволновые векто¬
ры ki удовлетворяют соотношению, аналогичному (6.6):

к1+к2 +к3 -f- ki— Ъ. (6.31)

Для них можно получить оценку:

\bhhhHÿ (0.32)

которая имеет место, если все четыре фононные частоты
Qjj (ki) порядка предельной. Если же одна или не¬

сколько из частот принадлежат к длинноволновым акус¬
тическим ветвям, то в правой части (6.32) нужно допи¬
сать соответствующее число множителей кяа.

Ангармоническое слагаемое четвертого порядка (6.29)
обусловливает появление в операторе столкновений кине¬
тического уравнения членов, описывающих четырехфонон-
ные столкновения. Вероятность их, как мы убедимся ни¬
же, меньше вероятности трехфононных столкновений.
Иногда, однако, может возникнуть необходимость в их
учете — например, если трехфононные процессы в суще¬
ственной области значений k1 запрещены, т. е. если ар¬
гументы б-функцнй в (6.24) не обращаются в нуль.
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Мы не будем выписывать четырехфононного операто¬
ра столкновений в явном виде. Укажем только, что он

описывает процессы двоякого типа: 1) переходы типа

1=*=»= 3, когда один фоной распадается па три или же на¬

оборот, три фонона, сливаясь, образуют один; 2) перехо¬

ды тппа 2-я2: два фопона, сталкиваясь, образуют два
других. Оба типа процессов, в свою очередь, подразде¬
ляются на нормальные (когда вектор Ъ в (6.31) равен
нулю) и процессы переброса (вектор Ъ отличен от нуля).

Оценки ангармонических силовых постоянных и ан¬

гармонических коэффициентов более высокого порядка
получаются аналогичным образом.

Нужно еще обсудить следующие два важных вопроса:
1) Какой малый параметр обеспечивает возможность при¬
менять теорию возмущений для расчета вероятностей фо-
нон-фононных столкновений? 2) Какой параметр позво¬

ляет при расчете оператора столкновений ограничиться
учетом кубического ангармонпзма, отбросив ангармони¬
ческие слагаемые высшего порядка?

Ответы на оба вопроса получаем, сравнивая ангармо¬
ническую энергию третьего порядка (6.3) с гармонической
энергией (1.2) и ангармоническую энергию четвертого по¬

рядка (6.29) с энергией (6.3). Для этого замечаем, что

когда смещения атомов решетки_Rny имеют порядок

среднего межатомного расстояния а, потенциальные энер¬
гии °U2, Из, ••• должны быть одного порядка — по¬

рядка &а в расчете на один атом. Значит, параметр,позво¬

ляющий рассматривать решеточный энгармонизм как ма¬

лое возмущение, есть R/a, где R — характерное значение
смещения атомов, участвующих в колебаниях решетки.

Чтобы оценить этот параметр, вычислим отношение
среднеквадратичного смещения некоторого атома решет¬

ки, <Ляр>, к квадрату среднего межатомного расстоя¬
ния. Требование его малости и даст условие применимо¬
сти теории возмущений при расчете столкновений и воз¬

можности ограничиться учетом кубического ангармонпз¬
ма. Воспользовавшись (3.22), мы находим

<««> -2 22ув>'р<*. л«ж '">х

X ехр [г (к — к') а„] <(cftj +cJkj){c-k'у +
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Вычисляя среднее от произведения операторов с по¬
мощью соотношений (см. § 4)

< Ск'уСк)У R kjÿkk'&jj' 1 (CkjCk'у} (с kj с k'j'*) ~~ 0

и переходя от суммирования по к к интегрированию,
мы получаем

где

<JO = <Rnp} +<Яяр>, (6.33)

<П'пр> =-у Jdlk -JIеР (к, /) |2, (6.33а)

<0=-ÿjÿ4"\ер(к, /)|2- (6.336)

Выраяшние (6.33) представляет собой, таким образом,
сумму двух слагаемых. Первое из них обращается в нуль
при Nы=0, т. е. если фононы не возбуждены. Второе
вообще не зависит от Nы', оно описывает нулевые коле¬
бания решетки.

При оценках первого слагаемого считаем, что решетка
находится в состоянии, близком к термодинамическому1
равновесию, и в качестве Nkj подставляем в (6.33а)
равновесную функцию Планка (6.27).

Рассмотрим по отдельности случаи низких (Г<@) и
высоких (Т »0) температур. Для высоких температур,
подставляя в (6.33а) приближенное выражение

N=T/hQ,
получаем

< Rnp} = j dtk |ep (к, /) |2.

/ 2
Таким образом, прн Т>© <Rnp) пропорционально Г.
Коэффициент пропорциональности легко оценить с по¬
мощью дебаевской модели. Для этого следует положить
|е (к, ]') |2 =1 и перейти к интегрированию по частоте
Q с помощью соотношения (5.2). Это дает

/2 3TQп
<Дяр> = -s4. (6.34)

2л ру
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Отношение (6.34) к а2 есть по порядку величины

Т/М~о2. (6.35)

Оценивая аналогичным образом отношение (ВпрУ/а~,
мы получаем по порядку величины

Q/MZ2. (6.36)

При низких температурах возбуждены только три
акустические ветви. Воспользовавшись соотношением
(1.33) для векторов поляризации акустических колебаний,
мы можем переписать (6.33а) в впде

d3k Nka
\Ппр/

' ka

Интегрирование по dzk разобьем на интегрирование по
телесному углу do в к-пространстве и по абсолютной
величине волпового вектора к. От интегрирования по к
можно, далее, перейти к интегрированию по частоте фо-
нонов Q, воспользовавшись соотношением (5.2); посколь¬
ку подынтегральное выражение начинает быстро убывать
при частотах Q порядка Т/% <QD, интегрирование можно
распространить до бесконечности. Это дает

/о'2\
\л«р/

зт
2я2рг3Й J е"г о

х dx

— 1 4Ари-з*

Отсюда по порядку величины при ТО

<д;2р>/а*~ Т
0 Ми1

(6.37)

так что температурозависящая часть среднеквадратичного
смещения атома решетки при Т <0 пропорциональна Т2.

Таким образом, отношение <i?3n2,)/a2 при низких
температурах определяется нулевыми колебаниями ре¬
шетки и от температуры не зависит. При высоких же
температурах оно определяется интенсивностью тепловых
колебаний и потому пропорционально температуре.

Обычно температура Дебая диэлектриков составляет
несколько сотен градусов, и типичные значения отноше¬
ния (6.36) порядка сотой или нескольких тысячных. По-
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скольку, как правило, температуры плавления кристал¬
лов превышают их температуры Дебая самое большее в
несколько раз, то отношение (6.35) обычно остается ма¬
лым при всех температурах вплоть до температуры плав¬
ления.

Однако чем меньше массы атомов, составляющих кри¬
сталл, и чем слабее взаимодействие между ними (т. е.,
иначе говоря, чем меньше скорости звука в кристалле),
тем больше параметр (6.36). Наиболее слабым оказывает- _
ся взаимодействие в кристаллах, построенных из атомов
благородных газов — нейтральных атомов с заполненны¬
ми электронными оболочками. Среди них самые легкие —
атомы гелия.

Для кристаллов твердого гелия параметр (6.36) от¬
нюдь не мал, и амплитуда нулевых колебаний оказыва¬
ется сравнимой с межатомным расстоянием. Такие объек¬
ты получили название квантовых кристаллов. Они обла¬
дают рядом специфических по сравнению с обычными
кристаллами свойств; мы их не будем изучать в даппой
книге ').

Отметим только, что даже в том случае, если параметр
(6.36) больше или порядка единицы, теория возмущений
может все же оказаться применимой для расчета вероят¬
ностей процессов с участием длинноволновых акустиче¬
ских фононов, так как соответствующие матричные эле¬
менты пропорциональны волповым векторам этих фоно¬
нов, т. е. содержат дополнительную малость.

Во многих задачах кинетики твердых тел длинновол¬
новые акустические фононы играют определяющую роль.
Укажем, как описывать квантовомеханически их взаи¬
модействие в рамках теории упругости, имея в виду ис¬
пользовать это далее в приложениях.

Квантование теории упругости в линейном приближении
описано в конце § 3. Чтобы проквантовать нелинейную
теорию, напишем выражение для плотности энергии уп¬
ругой сплошной среды в ангармоническом приближении.
Условимся относительно системы координат, в которой
это выражение будет записываться.

') Относительно свойств кваптовых кристаллов см. обзор: Ан¬
дреев А. Ф.— Успехи физических наук, 1976, т. 118, с. 251, а также
сборник статей — Квантовые кристаллы/Под ред. С. В. Вонсовско-
го,— М.: Мир, 1975.
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Обычно в механике сплошных сред пользуются одной
из следующих двух систем.

1) Лабораторная система (в гидродинамике ее назы¬
вают эйлеровой). При деформировании лабораторная ко¬

ордината г данного элемента сплошной среды изменя¬
ется. Уравнения теории упругости записываются для

пространственных ивременных производных от смещения
и как функции лабораторной координаты г и времени I.

2) Сопутствующая система (в гидродинамике называ¬

емая лагранжевой). Упругие смещения точек сплошной

среды рассматриваются как функции координат, 1{оторые

имели эти точки до деформирования. Переменная г,

таким образом, «нумерует» элементы сплошной среды.
После деформирования координата г данного элемента
остается неизменной, хотя сам элемент, естественно, за¬

нимает другое положение в пространстве. Состояние же

деформированной сплошной среды описывается тензором

деформации как функцией лагранжевой координаты г.

Далее при записи уравнений теории упругости мы бу¬

дем пользоваться сопутствующей системой координат.
По сути дела, мы уже пользовались ею, начиная с § 1,
когда каждый атом решетки нумеровался тройкой целых
чисел п и номером р. Эти номера служат характерис¬
тикой равновесного положения атома и в этом смысле
аналогичны сопутствующей координате г теории упру¬
гости. Если же смещения атомов являются плав¬

ными функциями п (и не зависят от р), то можно со¬

вершить переход от дискретной переменной п к непре¬

рывной переменной г.

Такие величины, как плотность энергии (или массы),
в сопутствующей системе мы определим как энергию
(или массу), заключенные в таком объеме, который до

деформирования был единичным (а после деформирова¬
ния мог стать несколько иным). Плотность кинетической
энергии есть половина произведения массы, заключенной
в этом объеме, па квадрат скорости:

-я-р0и2, (6.38)

где ро — средняя плотность среды. Таким образом, плот¬

ность кинетической энергии в лагранжевой системе коор¬

динат имеет такой же вид, как и в линейной теории.
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Плотность потенциальной энергии сплошной среды
запишем в виде

и= и2 + иг + и4 + .. ., (6.39)

где

тт _ 1 , ди1 дит
Uг - 2

А И'тт' яг;дГт,

\ ди. дит ди
(6-40)

1 , ди1 ди„г дип дир
Ui 9/, drv

Здесь 'кц'тт'пп' и Хц'тт'пп'рР' — это, соответственно, тензо¬
ры ангармонических модулей упругости третьего и чет¬
вертого порядхха.

Как известно из теории упругости1), тензор деформа¬
ции сплошной среды равеп

\ (ди, с?и ди ди \
= +ÿ+ №я«>

т. е., помимо членов, линейных по производным диJdrm,
on содержит также и квадратичное слагаемое. Следова¬
тельно, потенциальная энергия упругой сплошной среды
Uа, выраженная через модули упругости hi'mm' и тензор
деформации, должна, помимо квадратичных, содержать
также члены третьего и четвертого порядка по dujdrm.
Запись (6.39) предполагает, что эти члены вошли в виде
слагаемых, соответственно, в Vз и U

Полезно указать, что классические уравнения движе¬
ния упругой сплошной среды при учете ангармонизма
упругпх спл имеют вид

д'иг д OU /с ,о\

Ро —У =ч--(6.42)1 ° дС дг1 я
4 >

д а-
0г1

Здесь в правую часть нужно подставить выражение (6.39)
для плотности энергии упругой сплошной среды, запнсан-

') См., например, Ландау Л. Д., Лифшиц Е. М. Теория упру¬
гости.— М.: Наука, 1965, с. 10.

(3 В. л. Гуревич
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ное с точностью до слагаемого Un, если требуется учесть

ангармонизм тг-го порядка.
Для перехода к квантовому описанию ангармониче¬

ского взаимодействия фононов подставим (3.27) в (6.40)

и проинтегрируем по всему объему кристалла У". Врезуль¬

тате получим для оператора энергии ангармонического
взаимодействия третьего порядка:

ш рГ( П У/2 V я 1
3 6 М Aktl'V™'*" Ъаа'а"{к, > к")Х

х(сйа+ cLfia)(ck'a' + С-А'а')(Сй"а" + clfc»a»). (6.43)

Ангармонические коэффициенты Ъаа'а" {к, к', к") оказы¬
ваются отличными от пуля лишь при

к +к' +к"= 0

и равными

Ъаа'а" {к, к', к') — — кц'ттп'пп' 1'кт'кП'• (6.44)

Явный вид этого выражения подтверждает сделанное вы¬

ше заключение, что если все три взаимодействующих ко¬

лебания — акустические, ангармонические коэффициенты
пропорциональны произведению абсолютных значений
векторов к, к', к" на некоторую функцию от углов, ха¬

рактеризующих ориентацию векторов друг относительно
друга и относительно кристаллографических осей.

§ 7. Рассеяние фононов дефектами кристаллической
решетки. Симметрия сечения рассеяния

В § 6 мы изучали рассеяние фононов в идеальных
кристаллах. Обычно, однако, регулярность кристалличе¬
ской решетки оказывается нарушенной за счет тех или

иных дефектов. Мы ограничимся рассмотрением так на¬

зываемых точечных дефектов таких, например, как атомы
примеси, замещающие основные атомы решетки (или же
внедренные в промежутках между ними).

Наличие дефекта сказывается на энергии решетки
двояким образом. Во-первых, у него другая масса, и это

изменяет выражение для кинетической энергии колеблю¬
щейся решетки. Во-вторых, он иначе взаимодействует с

1111
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соседними атомами, что приводит к изменению соответ¬
ствующих силовых констант.

В настоящем разделе мы рассмотрим рассеяние коле¬
баний решетки на дефектах1). Это явление существует
уже в гармоническом приближении, которым мы и огра¬
ничимся. Рассеяние колебаний решетки дефектами явля¬
ется упругим. Это значит, что при рассеянии меняется
волновой вектор колебания и, может быть, номер колеба¬
тельной ветви у, однако частота колебания остается неиз¬
менной.

Задача о вычислении вероятности рассеяния может
быть поставлена и решена в рамках классической теории
колебаний решетки2), изложенной в § 1. Мы, однако,
сразу сформулируем задачу в квантовых терминах, имея
в виду использовать полученные результаты для расче¬
та оператора столкновений кинетического уравнения, опи¬
сывающего рассеяние фононов дефектами.

Гамильтониан решетки, в которой имеется дефект,
можно представить в гармоническом приближении в виде
билинейной функции от операторов рождения и уничто¬
жения фононов. Однако эта функция содержит не только
диагональные члены вида ctjChj, а также и недиаго-
нальные члены вида с\'yCkj- Они н ответственны
за переходы между различными состояниями {к, /), т. е.
описывают рассеяние фононов дефектом.

Акт рассеяния фонона можно представить себе как
следующий переход:

Начальное состояние Конечное состояние

N фононов (к, у)

N' фононов (к', /')
N — 1 фононов (/(, 7)

N' +1 фононов (к',7')

') Кроме того, наличие дефектов может привести к существен¬
ной перестройке колебательных состояний решетки, а именно,
к возникновению так называемых локальных колебаний, амплиту¬
да которых быстро спадает по мере удаления от дефекта.

Относительно локальных колебаний решетки см. Лиф-
шиц И. Ж,— Nuovo Cimento Suppl, 1956, v. 10, p. 3, 716; Лиф-
шиц И. Ж., Косевич А. Ж",— Reports on Progress in Physics, 1966,
v. 29, p. 217; Марадулин А., Монтролл Э., Вейсс Дж.— Динамиче¬
ская теория кристаллической решетки в гармоническом приближе¬
нии.— М.: Мир, 1965.

2) Эта задача была решена в общем виде в работе: Лиф-
шиц II. Ж,— ЖЭТФ, 1948, т. 18, с. 293.
6*
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Обозначим через Wo вероятность рассеяния фонона (в

единицу времени) отдельным дефектом. Эту вероятность

можно записать в виде

Wo (TV, N'+l) =

=\G(k, г, к', j')6(Q-Q')N(N' + 1). (7.1)
у

Множитель Y~2 выделен здесь пз соображений удобства:
функция G (к, к', j'), которая войдет в выражение (7.10)

для оператора столкновений фононов с дефектами, не за¬

висит от объема кристалла, а зависит только от начального
и конечного фононного состояния н, разумеется, от типа

дефекта.
Чтобы найти вероятность рассеяния в единицу време¬

ни в элемент объема с13к' fe'-ÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿ, нужно умно¬

жить (7.1) на Yd3k7(2л)3. Произведем далее интегриро¬
вание по отдельности по частоте фонона в конечном
состоянии н по другим переменным. Это можно сделать
с помощью тождества

d*k' =dQ'dS'/g',
г it- dS'=dSk'j' — элемент площадп поверхности посто¬
янной частоты Qy (к') = const, g' = dQ.yldk'. В итоге

для вероятности перехода в состояния, расположенные
в элементе площадп dS', получаем

+ (7.2)

Это выражение пропорционально произведению
N(N'+1). Далее удобно будет ввести такую характери¬
стику рассеяния фононов на дефекте, которая не зави¬

села бы от чнела фононов в начальном и конечном со¬

стояниях. Для этого поделим (7.2) па N'+ 1 и на плот¬

ность потока числа фононов в начальном состоянии,
равную по абсолютной величине

NY~lg.

Получается величина, имеющая размерность площади.
Мы будем называть ее дифференциальным сечением рас¬
сеяния фонона п обозначать da (к, j; к', /'). Имеем

da (к, /; к\ j') =-±-aG(k, /; к', Г)*я- (7-3)

Bill
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Интегральное сечение рассеяния о, характеризующее пол¬
ную вероятность рассеяния фонона, получается интегри¬
рованием этого выражения по всей поверхности S' и сум¬
мированием по j'.

Если концентрация дефектов в кристалле достаточно
мала, то рассеяние фононов па каждом дефекте можно в
первом приближении считать независимым. Чтобы полу¬
чить полную вероятность рассеяния в единицу времени,
нужно выражение (7.2) умножить на полное число де¬
фектов данного впда и просуммировать по всем видам
дефектов. Еслн имеется всего одни вид дефектов,

dW = ndG (к, у; к', f) 1V (N'+ 1) dS'/(2nfg', (7.4)

где nd= NJY —Концентрация дефектов, Nа — их полное
число в кристалле объема Y. Это выражение представля¬
ет собой первый член разложения по степеням малого
параметра Nd/N.

Вероятности рассеяния должны обладать одним важ¬
ным свойством, которое является следствием симметрии
уравнений движения решеткн относительно обращения
времени. Рассмотрим процесс, при котором в начальном
состоянии, до акта рассеяния, в кристалле имеется коле¬
бание (к, j), а в конечном состояннн — колебание
(к', /'). Наряду с ним рассмотрим обращенный во вре¬
мени процесс — когда в начальном состоянии имеется
колебание (— к', /'), обращенное во времени по отно¬
шению к колебанию (к', /), а в конечном состоянии —
колебание (— к, /), которое, соответственно, обращено
во времени по отношению к колебанию (к, j). В силу
симметрии законов механики относительно обращения
времени вероятности этих процессов должны быть равны.
Это требование дает соотношение

G (к, /; к', j') = G(-к', j'- -к, j), (7.5)

которое получило название теоремы взаимности.
Еслн силовые константы н масса дефекта мало отли¬

чаются от соответствующих величии для собственного
атома решеткн, вероятности рассеяния можно вычислять
в так называемом борцовском приближении, т. е. в
первом приближении теории возмущений. Борновские
вероятности, как мы увидим ниже, удовлетворяют
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соотношению
G (к, j; 1с', У) — G (к', /'; к, j), (7.6)

связывающему непосредственно вероятности прямого и

обратного процессов.
Соотношение (7.6) имеет место п для точных вероят¬

ностей рассеяния, если кристалл и дефект решеткп имеют

центр симметрии. В этом случае при преобразовании ин¬

версии вероятность перехода должна остаться неизмен¬
ной, в то время как фононные волновые векторы меняют

знак. Это дает соотношение

G (к, /; к', j') =G(—k, /; — к', j'),

которое в сочетании с (7.5) приводит к (7.6).

Еще одно важное соотношение получается из условия
нормировки вероятности. Рассмотрим начальное состоя¬

ние, в котором имеется один фонон (к, /), а все прочие
числа заполнения Nvy = 0. Фонон (к, /) испытывает
рассеяпие па дефекте решетки, переходя в различные со¬

стояния {к', j ). Вероятности перехода Ю0 должны удов¬
летворять очевидному условию

2 №0 0*'j' -> 0а;, 1k'j') Ля + Р (lftj-> ikj\ Af) = 1.
k 'у

(7-7)

Штрих у знака суммы означает, что в ней отсутствует
слагаемое с к =к', j =)'; вся сумма, таким образом,
представляет собой полную вероятность рассеяния за

время At фонона {к, j ) в любое состояние (к', j').
Р (lftj—>- lftj*, А*) есть вероятность того, что за время A t
число фононов в состоянии {к, /) не изменится. Соотно¬
шение (7.7) представляет собой запись того факта, что
сумма вероятностей всех событий равна единице.

Рассмотрим теперь возникшее в результате рассеяния
конечное состояние, в котором имеется один фонон
(fcj), а все прочие числа заполнения -AVj' = 0. Оно
могло возникнуть в результате рассеяния фонона из раз¬
личных начальных состояний {к', j'). Вероятность та¬
кого процесса, просуммированная по всем начальным со¬
стояниям, должна, очевидно, удовлетворять условию

2 W0 (Oaj, i/t'j' -у 1Aj, Oa'p) Ai + P (Iaj-*•hj', At) = 1,
k'j'

(7.8)
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означающему, что сумма вероятностей переходов из всех
состояний в данное равна единице.

Сравнивая (7.7) и (7.8) и принимая во внимание (7.1),
мы получаем соотношение, которому всегда должны удов¬
летворять вероятности прямого и обратного процессов
(Е. С. G. Stueckelberg, 1952)

j dh-G(k, у, к', У) 6(Q — Q') =

= \dlk.G{k', У- к, /)6(Q-Q'J. (7.9)

Рассеяние фононов дефектами решетки приводит к по¬
явлению дополнительного слагаемого в операторе столк¬
новений кинетического уравнения:

ст= ndjdlA- [G (к', У; к, j) N' (N+1) —

-G{k, j- к', j') N(N' +1)] б (Q-Q')- (7-Ю)

При выводе этого выражения мы воспользовались пра¬
вилом усреднения (6.22), так что под N я N' следует по¬
нимать соответствующие значения фононной функции
распределения.

Равновесная функция распределения (6.27), так же
как и вообще любая функция ЛЧШ, зависящая только от
частоты фонона я2, обращает это выражение в нуль. Дей¬
ствительно, при этом в силу закона сохранения энергии,
выражаемого 6-функцией в (7.10),

N'W+1) =N(N'+1),

а тогда обращение (7.10) в нуль вытекает непосредствен¬
но из (7.9).

Выражение (7.10) упрощается, если при вычислении
вероятностей можно ограничиться борновским приближе¬
нием. С учетом (7.6) мы в этом случае имеем

S\L= ndldlk'G{k, у, к', У) 6(Q — Q')(N' — N). (7.11)

Записанные выше соотношения симметрии для веро¬
ятностей рассеяния фононов на примесях обобщаются и
для вероятностей фонон-фононных столкновений, обус¬
ловленных решеточным ангармонизмом. Соотношением,
аналогичным (7.5), в этом случае является следующее

9N
dt
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соотношение для функций $уу(1с, 1с', 1с"), через кото¬

рые выражаются вероятности трехфононных столкнове¬
ний

Р к', к") = (-к", -к', -к). (7.12)

Аналогом соотношения (7.6), вытекающим из применимо¬
сти борновского приближения для описания фонон-фо-
нонных столкновений, служит

р}уг(к,к',к") = ь.у}(к",к',к). (7.13)

Первое из этих соотношений является точным; второе

выполняется обычно с весьма высокой точностью, опре¬
деляемой малыми параметрами (6.35) или (6.36).

Оценим вероятности, фигурирующие в столкновитель-
ном члене (7.11). В общем случае, когда атомы примеси
заметно отличаются от атомов основной решетки (либо

в химическом отношении, либо по своей массе), а рас¬
сеиваются коротковолновые фонопы, по порядку величины

а — а2. (7.14)

Действительно, единственная величина, имеющая раз¬

мерность площади и характеризующая в гармоническом
приближении рассеяние фононов, есть в данном слу¬

чае а2. Это дает для функции G(k, /; lc', j')

G г* aV. (7.15)

Эта общая оценка оказывается, однако, неприменимой
в ряде специальных случаев, например, при рассеянии
на точечных дефектах длинноволновых акустических ко¬

лебаний. Она также теряет силу, когда в теории возни¬

кает дополнительный параметр малостп, характеризую¬
щий различие между дефектом и атомом решетки, кото¬

рый он замещает (например, малая разность масс в слу¬

чае, когда дефектом является атом изотопа).

Начнем с обсуждения изотопического рассеяния. Что¬
бы не загромождать обозначений, произведем конкретные
расчеты для одноатомной решетки (s =l). Обозначим

здесь через М среднюю по всему кристаллу массу атома
решетки. Пусть в выражении (3.4) для невозмущенной
кинетической энергии решетки фигурирует именно эта
средняя масса.
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Предполагается, что элемент, атомы которого состав¬
ляют решетку, имеет несколько изотопов, распределенных
хаотически. Масса атома, расположенного в узле п, от¬
личается от средней массы на величину АМп- В резуль¬
тате в выражении для кинетической энергии колебаний
решетки возникает дополнительное слагаемое

А«Гкин= lÿAMnRl (7.16)
2 п

Для большинства атомов (за исклюяением изотопов во¬

дорода и гелия) отношение АМ/М мало. Поэтому (7.16)
может рассматриваться как малое возмущение.

Подставив в (7.16) выражение (3.23), для оператора
скорости атома решетки получаем для Дё?КНн

—а'
к) (кя, jy, ко, 7г) (<- А 1ij

я1я2 il-?2

x(c—fc2j2 cÿ2j2), (7.1/)

где

75 (ki, 7i> ко, /<>) = с (кх, /j) e* (&'.,, /2)X

X 2ATIinexp [i{kL - fc2) «„]. (7.18)
П

Амплитуда перехода из состояния {к, j) в состояние
(к', /') есть по теории возмущений коэффициент в
(7.17) при произведении операторов с\-усьу равный
2Г-Ч)(к, у, к', Г). Соответственно, для вероятности
мы получаем в борцовском приближении

W0 (N,N'-+N-UN'+i)=±ÿ\e*(к, /) е (к', j') \2 х

X QQ' 2 АМпШП' exp [i (к -к') (а„-ап.)] 6 (Q — Q') X
tin'

XN(N' +1). (7.19)

Сумма по п, п' при п Фп' есть сумма случайных (АЛ/П —
случанная величина) и знакопеременных слагаемых; сред¬
нее от нее по объему кристалла есть нуль. Сумма же
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слагаемых с п— п дает

%AMl NAM2,

где черта означает усреднение по объему кристалла.
В итоге

W0(N, N'-

= 4r N

-N-

ill
г2 1

1, #' + !) =

— QOÿÿ +l)- (7-20)
м

Величина эта пропорциональна среднеквадратичной отно¬

сительной флуктуации массы изотопа ДМ2/М2, как и

должно быть, так как рассеяние идет в меру отличия мас¬

сы изотопа от средней массы атома решетки.
Она пропорциональна также полному числу атомов N;

это обстоятельство не позволяет использовать ее в каче¬

стве непосредственной характеристики интенсивности
рассеяния. Такой характеристикой, зависящей только от

изотопического состава, может служить вероятность
(7.20), отнесенная к одной элементарной ячейке, т. е. де¬

ленная на N. С физической точки зрения естественно
использовать именно ее, так как возмущение отлично от

нуляв каждой ячейке. Этой величине соответствует функ¬
ция

G(k, у, к', Г) яГ
ЛЛГ

м2
Q2 (7.21)

Аналогичным образом вводится для изотопического рас¬
сеяния и понятие среднего дифференциального сечения
рассеяния

da {к, /; к', f)
(2л)х—яг№\<*е* м gg

Для коротковолновых фононов полное сечение о равно по

порядку величины

сг ~ а*
дл/

м
(7.22)

Чтобы получить оценку для длинноволновых акусти¬
ческих фононов, нужно принять во внимание, что пло-
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щадь S' поверхности постоянной частоты, по которой
производится интегрирование при вычислении полного

сечения, пропорциональна /с'2, где к'— длина волнового
вектора рассеянного акустического фонона. Это дает

72 ( Я
-2 АЛ/2

а ~ а2
М2

(7.23)

т. е. сечение рассеяния пропорционально й4 '). Такая ча¬
стотная зависимость сечения рассеяния акустических фо¬
нонов, как мы сейчас увидим, может иметь место не
только для изотопического рассеяния, а и вообще для
рассеяния на любых точечных дефектах.

Произвольный точечный дефект возмущает не только
кинетическую, а также и потенциальную энергию решет¬
ки. Пусть в решетке имеется один дефект, расположен¬
ный в узле п0 на месте атома р0- Изменение силовых кон¬
стант вследствие взаимодействия с дефектом обозначим
АА""-. Эти величины удовлетворяют соотношениям, ана¬
логичным (1.5):

V 2АА™: = 22АЛ™' = 0, (7.24)
п р п' р'

которые означают, что трансляция решетки вместе с де¬
фектом не меняет ее потенциальной энергии.

Оператор энергии возмущения, описывающего рас¬
сеяние фонона дефектом, имеет вид

у" '2 2 (fci. й; к2, /з)
я1я2 я1я*2

+D"(kv Д; kz, /,) [cblh+ p_ÿ-2 +сЦ)], (7.25)

где

D' (к, /; к', j') =

4я" еРо j) еРо № '7 )1 ATlf„0p0 exp (fe—к )Ял0],

') Оценка эта, как показывают прямые вычисления, сохраня¬
ет силу и для многоатомных решеток (s я2), если под MP пони¬
мать сумму по всем s неэквивалентным атомам среднеквадратич¬
ных флуктуаций их массы.
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D" (к, г, к', Г) = 2 (fc, i)4' (*'. Г)х

X 2 АЛ""' exp [t (кап — к'аП')\-
ПП'

Первый член в (7.25) описывает изменение кинетической,
а второй — потенциальной энергии решетки под действи¬
ем дефекта. Нас будет интересовать вид этого выраже¬

ния для предельно длинных волн, когда ка<1, так что

возмущение, создаваемое дефектом, можно считать ма¬

лым. В наинизшем приближении по параметру ка экспо¬

ненту в выражении для D' (к, /; к', /') можно заменить
единицей.

Однако в силу соотношении (7.24) такого рода замена
в выражении для D" (к, /; к', /') дает нуль. Чтобы по¬

лучить отличный от нуля результат, нужно произвести
разложение но малому параметру в показателе. Первый
член разложения опять-таки даст нуль в силу тех же
соотношений, и в разложении экспоненты нужно удер¬
жать члены второго порядка. Это дает

D"(k, /; к', f) =±-±==2ev (fe- DV (к f)X
4P У Qfi ~

X2AA™:(kan)(k'an>). (7.26)
nit'

Для величины АП™я, справедлива оценка ')

|АА™'. | ~gja\ (7.27)

вытекающая из того условия, что добавочная энергия на

один дефект при смещениях порядка а должна быть по¬

рядка атомной энергии &а- Оценка, разумеется, справед¬
лива, если ячейки п и п' являются достаточно близкими
соседями ячейки п0 . Пользуясь ею, мы можем определить
по порядку величины отношения D'/D". Оно равно

d' qq'&m AMV AM п- -/-N-/- -• ( / .ZO )

Г)" - я ~ 8
а
- м К '

х) Для дефектов замещения, сильно отличающихся в химиче¬
ском отношении от основных атомов, пли же дефектов внедрения.
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Если AM порядка М, то это отношение порядка единицы,
т. е. второе слагаемое в (7.25) дает в сечение рассеяпия
вклад того же порядка, что и первое. Окончательно по¬
лучается следующая оценка:

(7.29)

или

G г* aRQ2. (7.30)

Задача о рассеянии звуковых колебаний неоднород¬
ностью, размеры которой гораздо меньше длины звуко¬
вой волны, была впервые решена Рэлеем (Rayleigh, 1871).

Соответственно, рассеяние звуковых колебаний на малых
неоднородностях, приводящее к зависимости сечения рас¬
сеяния от частоты вида а ~ Q4, получило название рэле-
евского рассеяния.

§ 8. Фонолы в гелии II

В настоящем разделе мы рассмотрим еще одну физи¬
ческую систему, напоминающую твердые диэлектрики
в том отношении, что для описания ее кинетических
свойств достаточно знать законы дисперсии и взаимодей¬
ствия фононов. Это жидкий Не4 при достаточно низких
температурах.

Если внешнее давление не слишком велико (ниже

приблизительно 25 ат), гелии остается жидким вплоть до
самых низких температур. Это есть проявление специфи¬
ческих квантовых закономерностей, связанных с тем, что
амплитуда нулевых колебаний атомов гелия оказывается
сравнимой с межатомным рассеянием.

При температуре 2,17 К и атмосферном давлении ге¬
лий испытывает фазовый переход. Низкотемпературная
фаза называется гелий II. Гелий II обладает свойством
сверхтекучести, открытым П. JI. Капицей в 1938 г. и тео¬
ретически объясненным JI. Д. Ландау в 1941 г. Свойство
это заключается в способности протекать через узкие ка¬
пилляры, не обнаруживая вязкости1).

/ я2
о ~ а-

')яТеорня этого явления и свойств сверхтекучей жидкости
подробно изложена в книге: Халатников И. М. Теория сверхте¬
кучести.— М.: Наука, 1971. • -
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Слабовозбужденное состояние гелия II можно пред¬

ставить себе как совокупность длинноволновых фононов,
т. е. обыкновенных звуковых волн, распространяющихся
в жидкости в разных направлениях1). Как и во всякой

жидкости, в гелии II может распространяться только

продольный звук. Соответственно, здесь имеется только

одна акустическая ветвь (в отличие от твердых тел, где
их три), которая в случае
длинных волн представля¬
ет собой колебания плот¬

ности жидкости.
Поскольку гелий II—

изотропная жидкость, ча¬
стота колебаний Q зави¬
сит только от модуля вол¬

нового вектора к2). При
малых к закон дисперсии
фононов в первом прибли¬
жении является липойпым:

QШ — vk.
Рис- 3- Вид дисперсионной кри¬

вой Qik) при больших к
схематически изображен на рис. 3. Видно, что далее дис¬

персионная кривая отклоняется от прямойипроходит через

минимум. Положение минимума соответствует большому

значению к — порядка обратного среднего расстояниямеж¬

ду атомами гелия. Окрестности минимума отвечают дви¬

жения, имеющие весьма сложный характер. Они получи¬

ли название ротонов. Положение ротонного минимума

соответствует энергии, составляющей около 8,6 К (при
атмосферном давлении). Концентрация ротонных квантов

убывает при уменьшении температуры гелия IIэкспонен¬
циально, и при достаточно низких температурах она ста¬

новится настолько малой, что ротоны не вносят вклада

3 к.Ювсм'

') В этом заключается специфика гелия IIкак квантовой жид¬

кости. В обычной жидкости при любой температуре, помимо зву¬

ковых колебаний, оказываются возбужденными и другие, неколе¬
бательные степени свободы.

2) Поскольку гелий II представляет собой однородную жид¬
кость, величина Нк есть не квазиимпульс, как в кристаллах, а ис¬

тинный импульс.

г
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ни в термодинамические, ни в кинетические величины.
Этот интервал температур лежит ниже приблизительно
0,6 К.

В этом температурном интервале кинетические явле¬
ния в гелии II определяются одними только фононами,
поэтому мы будем называть его фонониой областью тем¬
ператур. В нашей книге мы будем рассматривать только
эту температурную область и не будем касаться кинети¬
ческих явлений, связанных с ротонами. Гелий II в фо-
нонной области отличается особенно простым кинетиче¬
ским поведением, которое определяется только детальным
видом спектра акустических колебаний и их взаимодей¬
ствия.

Отклонения закона дисперсии фононов в гелии II от
линейной зависимости Q — vk весьма малы. Тем не ме¬
нее, для анализа кинетических явлений, как мы увидим
в главе Y, такие малые отклонения играют существенную
роль. Фононный закон дисперсии с учетом этих откло¬
нений мы будем записывать в виде

Й=г;М1+1Ш], (8.1)

где v — предельное значение скорости фононов при к 0.
Подробно свойства функции мы рассмотрим в § 42.
Здесь же отметим только следующие два ее свойства, важ¬
ные для дальнейшего. При атмосферном давлении в об¬
ласти значений к, существенных для кинетики1), во-пер¬
вых, производная Ык) =di.\k)/dk положительна:

Ь(/с) >0, (8.2)
и, во-вторых,

ЦШ1, ЬШ« 1. (8.3)

Соответственно, в настоящем разделе при квантовании
фонопов в гелии II и вычислении коэффициентов ангар¬
монического взаимодействия мы будем полагать я(&) =0.
Учитывать отличие |{к) от нуля мы будем только там,
где это существенным образом сказывается на результа¬
те, а именно: анализируя законы сохранения при трехфо-
нонных столкновениях (см. §§ 34, 42).

') Имеются в виду значения к, не превышающие несколькихкт = Г/fiv.
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Чтобы проквантовать звуковые колебания в гелии II
в гармоническом приближении, запишем выражение для
плотности энергии жидкости при Т =0. Она, очевидно,
равна сумме плотностей кинетической и потенциальной
энергий:

4- Р«2 +U(р). (8.4)

Это выражение мы считаем записанным в лабораторной
системе координат, в которой плотность

р =р0 +р',

где ро — средняя плотность, р' — переменная часть.
При рассмотрении малых колебании жидкости, необ¬

ходимом для квантования, неудобно вводить тензор де¬
формации, как это делалось в теории упругости. При
гидродинамическом течении одни слои жидкости сме¬
щаются относительно других, п тензор деформации но
является, вообще говоря, малой величипой, по которой
можно было бы производить разложение кинетических
(или термодинамических) характеристик жидкости.

Аналогичным образом, квантование колебаний жидко¬
сти и их взаимодействия неудобно производить в лаграп-
жевой (сопутствующей) системе координат, как это мы
делали для твердого тела. Действительно, в твердом теле
относительное расположение атомов фиксировано; упру¬
гая деформация, изменяя расстояния между атомами, не
меняет их относительного расположения. Поэтому, если
твердая сплошная среда участвует в упругом колебании,
то участки сплошной среды с близкими лагранжевымн
координатами остаются расположенными близко друг к
другу и имеют близкие значения скорости.

В жидкости, где возможны гидродинамические тече¬
ния, жпдкие частицы с близкими лагранжевыми коорди¬
натами могут вследствие этого разойтись сколь угодно
далеко. Соответственно, значения их гидродинамической
скорости могут сильно различаться. В эйлеровой же си¬
стеме жидкие частицы, расположенные близко друг от
друга, т. е. имеющие близкие эйлеровы координаты, име¬
ют и близкие значения гидродинамической скорости. Со¬
ответственно, в этой системе удобно производить разло-

f

жение по малым колебаниям и последующее их кван¬
тование.

Прежде чем перейти к квантовому описанию, рассмот¬
рим акустические колебания жидкости классически в гар¬
моническом приближении. В равновесии, очевидно,

0U )

dp Jo 0,

где индекс 0 означает, что производная берется при
р=ро. Соответственно, с точностью до членов второго по¬рядка по р' плотность внутренней энергии есть

<з2яЛ р'2
дР 1оJ ,. 2- (8-5)

Отбрасывая в выраясении для кинетической энергииединичного объема яшдкости (первое слагаемое в (8.4))
член третьего порядка по переменным величинам р' и и:

4-Р'»2. (8.6)

мы находим, что в гармоническом приближении плотность
кинетической энергии равна

4" рч"2, (8-7)

Полная энергия гармонических колебаний жидкости есть

_1_
2 р'2 (8.8)

Линеаризованное уравнение движения жидкости име¬ет вид

где давление

7 В. Л Гуревцч

ди 1
-вГ'—p-VP. (8.9)

ди
Р =Р Тр.- (8.10)
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Подставляя в качестве U выражение (8.5), мы полу¬

чаем
(d2u\ ,

и
ди

~дГ
d'U \ ,
ТГ VP
dp /о

(8.11)

Примем теперь во внимание уравнение неразрывности

dp
dt -f- div ри= 0.

Линеаризуя это уравнение и дифференцируя его но t и

учитывая (8.11), мы получаем для р' волновое уравнение

д2р
dt2

=У2У2Р''
где

9 / ч d2U д Iр \
у (р)=ря=ряЫ-

(8.12)

(8.13)

В линеаризованное волновое уравнение (8.12) мы должны

подставить ыо =ы(ро) '), и закон дисперсии получается

следующим:
Q =нок. (8.14)

Квантование линейной теории производится в точно¬

сти таким же образом, как н для кристалла в § 3. По¬

этому, не останавливаясь на подробном изложении вы¬

кладок, приведем только выражения для оператора р'

отклонения плотности от среднего значения:

Р' '/Q
(8/15)

и оператора скорости:

(8Д6)

1) Индекс 0 у велпчпи ро и vQ мы будем опускать там, где это

не может вызвать недоразумений.

J

*
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Подставляя эти операторные выражения в (8.8) и ин¬
тегрируя по всему объему, занимаемому жидкостью, мы
получаем для ее энергии выражение, аналогичное (3.14):

& — 2 ~2~k

Чтобы проквантовать взаимодействие фононов, сле¬
дует принять во внимание, что в выражении для плотно¬
сти энергии (8.1) ангармонические члены имеют двоякое
происхождение. Во-первых, ангармоническое слагаемое
получается при интегрировании по объему вклада (8.6)
в плотность кинетической энергии. Соответствующий член
в операторе энергии имеет вид1)

— Jd?r йр'в. (8.17)

Это выражение содержит произведения трех операторов
Ck + пли Ck — т. е. оно соответствует ку¬
бическому энгармонизму. Во-вторых, ангармонические
слагаемые входят из разложения плотности внутренней
энергии по степеням р'. Из них наинизший порядок, со¬
ответствующий также кубическому энгармонизму, дает
член

аЗгт \ п л ,.2

-ИЗО/- <8-18>

Здесь через U обозначена следующая безразмерная ком¬
бинация, характеризующая энгармонизм

_ р dv

' dp*= (8.19)

При нормальном давлении и Т =0 эта величина равна в
гелии II2,84.

•Подставляя в (8.17) и (8.18) выражения (8/15) и
(8.16) для р' и и и интегрируя по d3r, мы получаем
для энергии ангармонического взаимодействия третьего

') Мы записали его в симметричном виде, чтобы оператор(8.17) получился эрмитовым,
7*
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порядка

cu. =t£IJL,Y'„, У J=X

X

6 [2рГ) Но k£ks у-fiiQ2Qg
1iy-ÿ-kcÿ-yk 3=0

[3 (feifeg) ко [ckl — ci*x] [ck2 + (c*3 — clft3ÿ +
- kyjca(2tt— 1) (cftx +с!Й1] (c*2 +с!йг) (cft3 +elk

(8.20)

Взаимодействие фононов в гелии II описывается в

первом приблткении ангармоническим коэффициентом
Ъ(к , 1с', —к"), соответствующим переходу, при котором

фононы к и 1с', сливаясь, образуют фонон 1с" (или же об¬

ратному процессу). Это есть коэффициент в (8.20) при

произведении операторов ckck'c\", который, естественно,

отличен от нуля, только если выполняется закон сохрз,-

нения импульса: 1с \ 1с' = 1с". Мы имеем из (8.20)

b(fet к', -к") =Ьт (к, к', -к") +Ьа1\к, к', -к"). (8.21)

Здесь слагаемое
Ъа) (к, к';-к") = и? [(кк') к"+(к"к)к'+ (к'к") к] (8.22)

происходит от разложения кинетической энергии, а сла¬

гаемое
Ь(П) {к, к',- lc") = (2tt— 1) vlkk'lc" (8.23)

— от разложения внутренней энергии.
Аналогичным образом можно было бы вычислить

ангармоническое слагаемое четвертого порядка в опе¬

раторе энергии. Оно обусловлено членом

Ш)/ я
в разложении внутренней энергии по степеням р'; ки¬

нетическая энергия вклада в это слагаемое не дает.
Выражение для оператора трехфононных столкнове¬

ний кинетического уравнения имеет в данном случае

знакомый вид (0.24) с тем отличием, что суммирование
по различным колебательным ветвям отсутствует. В ка¬

честве ангармонических коэффициентов Ъ (к, к',— к") сле¬

дует подставить выражение (8.21). Это выражение уп-

t
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рощается, когда волновые векторы к, к' и к" можно счи¬
тать параллельными. Этот случай для нас будет пред¬
ставлять особый интерес, ибо, как мы увидим пилю
(см. § 42), законы сохранения требуют, чтобы волновые
векторы фононов, участвующих в трехфононном столк¬
новении, были с достаточной точностью параллельны.
Тогда с точностью до членов, пропорциональных ма¬
лым параметрам (8.3), мы имеем

Ъ (к,к', -к") = 2vlkk'lc" (it + 1), (8.25)

и, следовательно, коэффициент Р (к,к',— 1с"), определен¬
ный соотношением (6.17), есть

р (к, к', -к") = кк'к" (it +I)3. (8.26)
"о

§ 9. Линеаризованный оператор столкновений
и его симметрия

Во многих задачах физической кинетики приходится
иметь дело с малыми отклонениями от равновесия. Это
значит, что функцию распределения фононов можно
представить в виде суммы равновесной функции План¬
ка А0 и малой неравновесной добавки ДА:

N=N0+AN. (9.1)

Оператор столкновении (6.24) в этом случае можно раз¬
ложить по малой величине AN, ограничившись первым
ыеисчезающим членом. Он содержит первую степень
AN, поскольку при подстановке равновесной функции
распределения No оператор столкновений обращается в
нуль. Результат действия этого линеаризованного опера¬
тора столкновений на ДА мы будем обозначать — IAN.
Для вычисления оператора Iнужно подставить (9.1) в
(6.24) и удержать линейные по ДА члены. Это дает

- ''''"at —]„ =7AiV =jd(JX (к.
IУ

X [ДА (а;-а;') +ДА' (А0-А'о) -ДА" (А0 +N'0 +
+1)] 6 (Я" — Я — Я') -f ±21ij'j'j(k', к'", -k)[AN(а;+,

.///

J
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+<+l)+A7V'(ÿ0-O +
я +AN'" (N0 -N'0)] б (Q-Q' -Q'")}. (9.2)

Здесь

к"= к +к'+b, Ic'"=к-/с' +&;

векторы обратной решетки Ъ выбираются так, чтобы
к" и к"' принадлежали основной ячейке обратной ре¬
шетки.

Получим важное свойство симметрии линеаризован¬

ного оператора фонон-фононных столкновений. А имен¬

но: докажем, что в результате его действия на четную

(нечетную) функцию AN (к) от волнового вектора к
получается, соответственно, четная (нечетная) функция,

т. е. что оператор Iсохраняет четность функции от к,

на которую он действует. Чтобы убедиться в этом, за¬

пишем выражение (9.2) для (/АА)_Й и произведем за¬

мену переменной интегрирования к' на — к':

(7AA)_ft = [WЦPii'H- - fe'. Ь")[ЛЛЧ-&)М-
Ji \ j

-N"o) +AN (— k')(N0-K)-AN(-k"){N0~Tn'o +
+1)]б (Q" _ Q _ Q') +4-2 (- - fe'"' fe) X

У"

X [ДЛГ (- fc)(A; +<+1)+ДА (- fc')(#o-No) +
+AN(-k'")(N0-О]б (Q-Q'-Q'")}. (9.3)

Здесь мы учли, что в силу соотношений Qj(fe) =Qj(—к)

операция замены к на — к не меняет равновесных функ¬
ций распределения. Если воспользоваться соотношения¬
ми (7.12) и (7.13), то из (9.3) вытекает, что линеаризо¬

ванный оператор фонон-фононных столкновений сохра¬
няет четность неравновесной добавки к фононной функ¬
ции распределения.

Оператор / имеет собственную функцию

CN0(N0+i)Q, (9.4)

соответствующую нулевому собственному значению
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(С — постоянная). В том, что оператор (9.2) при дейст¬
вии на функцию (9.4) дает нуль, можно убедиться не¬
посредственно. Однако проще это сделать с помощью
следующих физических рассуждений. Оператор (6.24)
обращается в нуль функцией Планка при любом значе¬
нии температуры Т. Придадим температуре малое при¬
ращение AT. Соответственно, функция распределения
должна измениться на малую величину

AN=-N0(N0 +i)ÿAT.
Но поскольку полный оператор столкновений (6.24) об¬
ращается в нуль функцией Планка как при температу¬
ре Т, так и при температуре Т+АТ, линеаризован¬
ный оператор столкновений должен обращаться внуль
функцией (9.4), которая представляет собой прираще¬
ние равновесной функции распределения при малом из¬
менении температуры AT =— СТ2/%.

Линеаризованный оператор столкновений приобрета¬
ет особенно простой вид, если вместо величины AN
ввести функцию у с помощью соотношения

AN=N0(N0+i)y. (9.5)

Обозначая результат действия линеаризованного опера¬
тора столкновений на функцию у посредством Jy, име¬
ем, подставляя (9.5) в (9.2)

?N0(N0 +1)у=з?у =

= j" dlw {2Pii'i" ('О /я'. -b'Wo +1)«+ 1)Nl X

X б (Q" — я2 -Q')(yr+y ~У") +4-2 ft'".-ft) X
" У"

X (No + l)N'0N"o8 (G — G' — Q'")(y -у'-y'")}. (9.6)

Убедимся в одном важном свойстве оператора /,
а именно в том, что он симметричен. Это значит, что
для любых двух функций х (к, j) и у (к, j) должно вы¬
полняться соотношение

j dlkXJy = j d%kylx. (9.7)
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Мы имеем

J dlkxjy = j dlk j dlwx12Pjj'j»(ft, ft', — ft") X

X (A0 +1)(n'0 +1)N'0б (Q"-Q'-Q)(y +y'~ y") +

+4"2 (fc'> -ft)W,+!)«X

X б (Я-Q'-Q'") (у -у1-у'")}. (9.8)

В произведениях вида ху', ху" и ху'" в фигурных скоб¬

ках нужно проделать замену переменных суммированияп

интегрирования, в результате которой величины у', у",

у'" должны перейти в у.

Начнем с преобразования слагаемого в первом чле¬

не, содержащего ху'. Замена переменных суммирования и

интегрирования у у', к к' приводит его к виду

j' db j dh- 2Pjj'j»(ft, ft', -ft") б (Q"-Q —Q')X

X (A0 + l)Ж +1)<x'y.

Слагаемое, содержащее произведение ху", преобразует¬

ся после замены переменных у" ->у, ft"-»- к\ у у"", fe->fc'"
к виду

f f dlk-2 (Л', ft'", - ft) X
ÿ v j///

X б (Q — Q' — Q'") (A0+1) N'0N"ox'"y.

Коэффициенты (ft', ft'", — ft) симметричны относи¬

тельно перестановки переменных ft', у' и fe'", у'", так что

это выражение переписывается в виде

J_
2
' - г-

— Q' — Q'") (А0 + 1) N'0N'o (*'++") I/-

Аналогичным образом, с помощью переобозначения пе¬

ременных суммирования и интегрирования к —> /с", у

-> у"; fe' -> fe, у' -> у; fe'" -> fe', у'" у' получаем тождество

4-Jd6.J 2 (*'. Л'"> -*)w.+1)х

X АЖ+ (у' + г/'") б (Q-Q'-Q'") =

я j dlk Jdlk-2 (ft', ft'", ~ ft) б (Я-

§ 9. ЛИНЕАРИЗОВАННЫЙ ОПЕРАТОР СТОЛКНОВЕНИЙ 105

- J dlk j dlk- 2Руру» (ft, ft', - ft") Ж +1) x
j"

X (a;+ 1) Kx"yb (Q" — Q — Q').

Собирая все выписанные члены, паходим, что их

сумма есть J dlkyJx. Тем самым симметричность опе¬

ратора доказана.
Не составляет труда убедиться, что собственная функ-

ция оператора /, соответствующая нулевому соб¬
ственному значению, есть (с точностью до постоянного
множителя) частота фонона Qy (ft).

Обратимся теперь к оператору рассеяния фононов
дефектами решетки. Соответствующий линеаризован¬
ный оператор получается из общего выражения (7.10)

непосредственно и имеет вид

Tan = nd j dlk- {[G (ft, 7; ft', Л (ÿ„+ 1)-

-G (fe', y"; fe, у) A0] ДА - [G (fe', y'; fe, y) (A0 + 1)-
-G (fe, y; fe', y") A0] ДА'} б (Q-Q'). (9.9)

Полпый линеаризованный оператор столкновений есть

сумма выражений (9.2) и (9.9).

Выражение (9.9) заметно упрощается, если благода¬
ря симметрии кристалла или же тому, что для расчета
вероятностей достаточно борновское приближение, вели¬
чины G (1с, у; fe', у') удовлетворяют соотношению (7.6),т. е.
симметричны относительно перестановки пар аргумен¬
тов fe, у и fe', у". В этом случае

/ДА = nd j dlk'G (fe', у"; fe, у) б (Q - Q') (ДА-ДА').
(9.10)

/ч

Переход от оператора I, действующего па добавку

ДА, к оператору /, действующему па функцию у =
=ДА/А0(Ао + 1), совершается в выражениях (9.9) и
(9.10) тривиальным образом.

Оператор (9.9), вообще говоря, не сохраняет четнос¬
ти функции AN (к), на которую он действует. Это зна¬
чит, что при его действии на четную или нечетную
функцию к получается функция неопределенной чет-
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постп относительно замены к на к. Оператор же
(9.10) подобно оператору (9.2) сохраняет четность функ¬

ции, на которую действует.
Аналогичным образом, оператор (9.10) является спм-

метрпчным, что легко проверить непосредственно. Опе¬

ратор же (9.9), вообще говоря, не симметрпчен, т. е.

соотношения типа (9.7) при произвольных функциях
X (к, /) и Y (1с, /) не имеют места1). Однако он обладает

свойством, которое можно назвать обобщенной симмет¬

рией: если обе функции X (к, j) и Y (к, j) одновременно

четны (или же одновременно нечетны) относительно за¬

мены к на — к, то в классе таких функций имеет место

соотношение, аналогичное (9.7):

J dZkXIY = JdhYIX. (9.11)

Чтобы убедиться в его справедливости, выпишем в

явном виде интеграл в левой части:

j dlkXIY = nd j dlk J d\k. {[G (к, /; к', f) (N0 +"1)-

-G (к', f;к, j) N0] XY - [G (к', j';к, j) (N0 + 1) -

-G(k,J; k',f)N0]XY'} 8(Q-Q').

Переобозначая во втором члене переменные интегрирова¬
ния к, j к', j', переписываем это выражение в виде

nd j dh j dlk. {[G (к, j; f) (N0 + 1)-

-G (к', f ;к, j) N0] X {к, у) Y (к, j) -

- [G (к, j- к', j') (N0 +1)-G(Jcr, /'; к, j) N0] X

xX(k',j')Y{k, /)>6(Q — Q')-

Принимая далее во внимание теорему взаимности (7.5)

п заменяя переменные интегрирования к и к' соответст-

') Эти функции обозначаются прописными буквами, чтобы от¬

личить их от функций а: и у, на которые действует оператор J.
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венно на — к и — /с', мы получаем

nd j dlk Jdg*. {[G(k, /; к', Г) (N0 +1)-
-G (к', У; к, j) N0] X (к, j) Y ( к, j) -

- [G{k', k, 7) (N0 + 1)-G (k, j; k', f) N0] x
X X (-к', У) Y (-к, j)} б (Q — Q')-

Если функции X и Y обладают определенной четностью
относительно замены & на — к, то это выражение сов¬
падает с правой частью (9.11), т. е. обобщенная симмет¬
рия оператора (9.9) доказана.

Объясним в заключение, почему оказалось, что ли¬
неаризованный оператор фонон-фононных столкновений
(9.2) симметричен в обычном смысле, в то время как
оператор рассеяния на примесях (9.9) обладает в общем
случае только обобщенной симметрией. Дело в том, что
вероятности фонон-фононных столкновений вычисля¬
лись в § 6 в наинпзшем приближении теории возмуще¬
ний. Поэтому оператор (9.2) обладает такой симметри¬
ей, какую оператор столкновений с примесями имеет
при условии применимости борновского приближения (вы¬
ражение (9.10)).

§ 10. Время и длина свободного пробега фононов

В кинетике часто используется понятие времени сво¬
бодного пробега фонона т. Это характерное время меж¬
ду двумя актами рассеяния фонона.

Фактически понятием времени свободного пробега
фононов мы уже пользовались в § 6, когда формулиро¬
вали условие (6.2), где фигурировало время т между
двумя столкновениями. Умножив эту величину на груп¬
повую скорость фонона, мы получим так называемую
длину свободного пробега

l=gx. (10.1)

Обе эти величины часто применяются при порядковых
оценках кинетических коэффициентов, анализе их зави¬
симости от температуры и оценках относительной роли
вкладов от различных механизмов рассеяния. Очевидно,
по самому своему смыслу время и длина свободного



108 ГЛ. I, КИНЕТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ СИСТЕМЫ ФОНОНОВ

I

пробега определяются не точно, а но порядку величины.

Проще всего получить выражение для длины сво¬

бодного пробега I, если она обусловлена рассеяниемфо-

нонов дефектами решетки. Если концентрация дефектов

есть nd, то
l= i/nda, (10.2)

где а — сечение рассеяния фонона дефектом. Для корот¬

коволновых фононов мы получаем отсюда (см. (7.14))

I=an/nd ы l/nda2, (10.3)

в то время как для длинноволновых акустических фоно¬
нов мы имеем (см. (7.29))

<1а4)

Таким образом, длниа свободного пробега длинноволно¬
вых акустических фононов обратно пропорциональна
четвертой степени нх частоты.

Длина свободного пробега этих фононов, связанная

с изотопическим рассеянием, также оказывается обратно
пропорциональной А4. Для нее получается оценка
(см. (7.23))

1= аЖ=(я-)\ (10.5)
ДМ" \ " '

Понятиями длины (и времени) свободного пробега фо¬
нонов пользуются также для описания взаимодействия
фононов, обусловленного решеточным ангармонизмом.
Такое понятие можно надеяться ввести однозначным
образом при высоких температурах (Гя0), когда ве¬

роятности нормальных процессов и процессов переброса
не различаются по порядку величины.

Для вычисления характерного времени между

двумя актами рассеяния фонона в состоянии (к, j) вос¬
пользуемся следующим приемом. Рассмотрим изолиро¬
ванную фононную систему, которая в некоторый на¬
чальный момент времени паходится в таком состоянии:
функция распределения фононов (к, j) есть No +AN;
функция распределения всех прочих колебательных со¬
стояний равновесна.
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Отклонение AN убывает со временем вследствие
столкновений: %kj н есть то характерное время, за ко¬
торое относительное изменение AN оказывается поряд¬
ка единицы. Для оценки этого времени можно восполь¬
зоваться выражением (9.2) для линеаризованного опера¬
тора столкновений, где следует положить AN' =AN" —
=AN'" =0; это дает

4~ = f яРЛ'Р (/с- fc'> -к") (К-N"0) X
i L j"

X б (А"-Q -A')+4-2pi'J'J (fe/- к'"' -k)X
У"

X (N'0 +N'o +1) б (Q-A' -A'")]. (10.6)

Чтобы это выражение было отлично от нуля, аргу¬
мент по крайней мере одной из двух б-функций должен
обращаться в нуль в определенной области значений к.
При оценках мы будем предполагать вид фононных за¬
конов дисперсии таким, что это имеет место ').

Оценим время тkj в случае Т >О. Тогда для рав¬
новесной функции N0 можно воспользоваться приближе¬
нней: No=T/tiQ. Вычисляя в этом приближении раз¬
ность N0 — N0, получаем с учетом закона сохранения
энергии

дг' _ дj" — AL (А

___
L.1) — JL я

0 v° п \Q' il")~ Л Q'Q'"

Вычисляя аналогичным образом сумму N'0 +Nq и пре¬
небрегая по сравнению с пей единицей, приводим (10.6)
к виду

1 _ QT

ikj п 2Рjj-j-(k, к', -к")A'"1A""1 Xdlk-

X б (А +A'-А") + V {к', к"', -к)А/-1А'"-1х
яУ

3

Хб(А-А' -А'")]. (10.7)

') Поведеыпе времени т в тех случаях, когда аргументы
б-функций в нуль не обращаются (или обращаются в аномально
малой области к-пространства), будет исследовано в §§ 34, 35.
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Если в интеграле по d3k' перейти к интегрированию
по углам и по длине вектора к' и воспользоваться
оценкой (6.11) и соотношением (6.17), то можно убе¬
диться, что подынтегральное выражение стремитсякну¬
лю при fc'-vO. Отсюда явствует, что в интеграле (10.7)

существенны к' порядка предельного значения ко-
Дальнейшие оценки удобно пронзвестн по отдельно¬

сти для интеграла от каждого из двух слагаемых в квад¬
ратных скобках в (10.7). Интеграл от первого слагаемо¬
го приводится к виду

я21dS1 &jyy (1с, к', -к")

А
ул"- я (2п)3 + X

X JL[Qy(k')-Qy(k +к')]
-1

где dSi— элемент поверхности в А/ -пространстве, оп¬
ределяемой уравнением

Qj (к) +Qy {к') -Qy (к Н- к')= 0;

производная в знаменателе подынтегрального выражения
вычисляется на этой поверхностн.

Пусть нам нужно оценить время ты при значениях
к, которые такяш порядка ко. Тогда (6.17) вместе с
(6,10) дает

Pjj-j" ~ vti/M,

производная в знаменателе подынтегрального выраже¬

ния имеет порядок v, фононные частоты в знаменателе

дают по порядку величины множитель QD2 и, наконец,

интегрирование по dSi дает порядковый множитель к\1).
Интеграл от второго слагаемого в (10.7) оценивается

аналогичным образом. В итоге получаем

_1_
т

_ Т ~-1

Mv
(10.8)

Отсюда длина свободного пробега коротковолновых фо-

') Из сказанного вытекает простое правило оценки выражений,
содержащих б-функции от алгебраической суммы фононных час¬
тот под знаком интеграла. При оценке б-функцию следует считать
равной по порядку величины обратной характерной фононной ча¬
стоте (в нашем случае: 1/Йв).
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нонов (с групповой скоростью порядка V)

1=Ща. (10.9)

Таким образом, отношение На есть большой параметр

Mv2/T, обратно пропорциональный малому параметру
решеточного энгармонизма (6.35).

При низких температурах Т <0 имеютсядва типа фо-
нон-фононных столкновении — нормальные процессы и

процессы переброса, поэтому нельзя ввести единого време¬

ни свободного пробега. В этом разделе мы ограничимся
вычислением времени свободного пробега по отношению
к нормальным процессам, xN- В соответствующую вероят¬
ность вносят вклад только нормальные столкновения
акустических фононов (функция распределения оптиче¬
ских экспоненциально мала). Воспользовавшись соотно¬
шением (6.44), мы можем написать для величин

Раа'а» (к, к', -к") = кк'к"$аа,а.(х, х\ -Х"),

где — безразмерная функция от направлений вол¬
новых векторов, по порядку величины равная единице.
В итоге из (10.6) получается следующее выражение для
1/tj,:

Г d3k'
N ру J (2я)3

кк'к"У. (*;-ЛГ,') 6 1С!"-

— Q — Q') +-4- кк'к'"2Раа'а'" (К+<+ l)

X5(Q-Q'- Q'")

X

(10.10)

Функции Планка под знаком интеграла убывают
экспоненциально при HQ »Т, т. е. при к >кт. Здесь

кт =T/bv (10.11)

порядка максимального волнового вектора акустических
фононов, которые возбуждены при данной температуре Т.
Основной вклад в интеграл (10.10) дают к' порядка кт.

При оценке времени тN(k, а) будем считать волновой
вектор фонона (к, а) тоже порядка кт. Далее при оцен¬
ке действуем так же, как и в случае Т >0. Интегрирова-
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ние по площади <S"i дает теперь порядковый множительк\,
и в итоге мы получаем

я=я5- (Ю.12)
~N рЯ V

Таким образом, при Т <0 время свободного пробега
по отношению к нормальным процессам обратно пропор¬
ционально Т5.

Необходимо отметить, что имеется принципиальное
различие между выражениями для длины (или времени)
свободного пробега за счет рассеяния па дефектах или
изотопах (10.4) и (10.5), с одной стороны, и рассеяния
на фононах (10.8) и (10.12)— с другой.

Выражения (10.4) и (10.5) описывают частотную за¬
висимость длины свободного пробега, т. е. их можно при¬
менять для описания скорости релаксации фононов раз¬
личной частоты.

Выражения (10.8) и (10.12) относятся к фононам оп¬
ределенной частоты — так называемым тепловым фоно¬
нам. Частоты тепловых фононов — это максимальные
фононные частоты, которые возбуждены при данной тем¬
пературе. При Т 0 — это предельные фононные часто¬
ты порядка прп Т <0 — это частоты порядка Т\%.
Соответственно, характерные значения фононных волно¬
вых векторов в первом случае порядка ко, а во втором —
порядка кт.

Что же касается зависимости характерного времени
фонон-фононных столкновений от частоты при частотах
меньших, чем тепловые, то этот вопрос, как уже говори¬
лось, будет рассмотрен в §§ 33—35,

§ 11. Законы сохранения энергии и возрастания
энтропии системы фононов. Кинетические

коэффициенты и соотношения их симметрии

Энергия системы фононов, находящихся в стационар¬
ных внешних условиях, должна сохраняться. Получим из
кинетического уравнения закон сохранения энергии в
дифференциальной форме.

Для этого умножим кинетическое уравнение (6.1) на
tiQ и проинтегрируем по d\u- Интеграл от dN/dt даст

§ 11. КИНЕТИЧЕСКИЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ И ИХ СИММЕТРИЯ ИЗ

dU/dt, где

U= \dlk%QN (11.1)

есть (с точностью до слагаемого, не зависящего от N)

плотность энергии системы фононов.
Интеграл по d\k от разности второго и третьего чле¬

нов преобразуем, представив эту разность в виде

~Q~N-~Qÿ-N. (11.2)
dr. дк. дк. dr. 4 '11 11

Интеграл от второго слагаемого можно представить в ви-

де поверхностного интеграла в /«-пространстве, взятого по

поверхности , ограничивающей осповную ячейку об¬

ратной решетки:

(j) c/SftvQ jp N,

где — элемент этой поверхности, v — внешняя норя

маль к ней. Рассмотрим интегралы, взятые по паре про¬

тивоположных граней основной ячейки обратной решетки,
параллельных друг другу. Функции Q и N суть периоди¬

ческие функции квазиволнового вектора к с периодом

обратной решетки, поэтому произведения трех последних

сомножителей в подынтегральном выражении в соответст¬

вующих точках пары противоположных граней равны

друг другу. Векторы же внешних нормалей направлены
антипараллельно друг другу. Таким образом, интегралы
по каждой паре противоположных граней в сумме дадут

нуль, так что и весь интеграл окажется равным нулю.
Интеграл по dÿk от первого слагаемого в (11.2) ра¬

вен div G(<il), где

G(®=\dtk4Qÿ N. (11.3)

Наконец, интеграл по dtk от оператора фонон-фонон¬
ных столкновений, умноженного на % Q, равен нулю. Это
утверждение естественно с физической точки зрения:
интеграл описывает изменение энергии системы фононов
вследствие их столкновений; для замкнутой системы оно
должно быть равно нулю. Мы, однако, проверим его не¬
посредственно, воспользовавшись явным выраягением
(6.24) для оператора фонон-фононных столкновений.

8 в. л. Гуревич
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Для полного изменения плотности энергии фононной
системы вследствие столкновений имеем

dU _
dt ст

dN
dtjdikm

=J dtk j dlk.%Q [2pin.(к, к',-fc")[tf"(tf+l)(tf'+ 1)-

- (N"+1)NN'] б (Q +Q' -Q") +
+4"2 (*'•/г'"> - + !) -

У

- (TV' +1) (TV" +1) TV] 8'(Q — Q' — Q"')}. (11.4)

Воспользуемся симметрией первого слагаемого относи¬
тельно перестановки аргументов к, j и 1с', /' и заменим
частоту Q в этом слагаемом полусуммой (Q'+я2)/2, кото¬
рая в силу закона сохранения энергии, выражаемого
б-фупкцией, равна Q"/2. С учетом этого перепишем (11.4)

в виде

"TÿJ PjJ'J- -k") X
I

X Q" [TV" (TV' 4 1) (TV + 1) - (TV" 4- 1) TVTV'] б (Q +Q' —

— Q") +Q2 (я'» /г'", -к) [(TV +1)TV'TV'"-
У"

- (TV' +1) (TV'" +1)TV] б (Q — Q' — Q'")} .

Произведем во втором слагаемом переобозначение пере¬
менных суммирования и интегрирования: к, j -> к", j
1с'", j'" —>- к', /' и, соответственно,/я', ]' ->к,/. После такого

переобозначения оказывается, что второе слагаемое в фи¬

гурных скобках знаком отличается от первого, так что в

сумме они дадут нуль. Мы доказали, таким образом, что

,K4fL=°- <"-5>

Это утверждение сохраняет силу и в том случае, если

помимо рассеяния, обусловленного решеточным энгармо¬

низмом, играет роль также рассеяние фононов дефектами
решетки. Действительно, в этом случае, наряду с (11,4),

§ 11, КИНЕТИЧЕСКИЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ И ИХ СИММЕТРИЯ Ц5

надо рассмотреть также выражение

nd j dh%Q j d\k, [G(к', к, j) N'(N+ 1)-
— G[lc, у, к', f)N(N' 4- 1)] 6 (Q-Q').

Чтобы убедиться, что оно равно нулю, достаточно во вто¬
ром слагаемом сделать замену неременных интегрирова¬
ния к, j 1с',

Таким образом, дифференциальная форма закона со¬
хранения энергии системы фононов есть

— 4- div С(ф) =0. (11.6)

Вектор G(<1° представляет собой плотность потока энер¬
гии, переносимой фононами.

Как известно, любая изолированная физическая систе¬
ма, находящаяся первоначально в неравновесном состоя¬
нии, приходит в состояние термодинамического равнове¬
сия. При этом энтропия ее возрастает. Получим закон
возрастания энтропии для системы фононов.

Энтропия фононной системы есть (см. § 4)

9> = j d3rS (г), S (г) = j d\ko (N), (11.7)

где S (г)— плотность энтропии,
a(N) =W+ 1) In (N+ i) — NlnN. (11.8)

Вычисляя производную по времени от S, имеем
г%

S =
ь

dlnÿN.
Подставляя сюда N из кинетического уравнения (6.1),
получаем

р _ Г К.
да f 9Q dN .8Q dN , Г dN] \

J ON { дк дг~Т~ дг дк |_ dt JctJ '
Это выражение удобно переписать в следующем виде:

ЫМлгНя)-яИ§Ь. да
Г" ш

dN
dt

Интеграл от первого слагаемого равен нулю в силу тех
же соображений, по которым обращается в нуль интеграл
8*
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от второго слагаемого в (11.2). Второе слагаемое можно

представить в виде — div s, где s есть плотность потока

энтропии, равная

s = j dÿWaÿN)- С11-9)

В птоге закон изменения плотпостн энтропнп можно запи¬
сать в следующей дифференциальной форме:

dS_
dt

div s =
dS
dt

(11.10)

где изменение плотности энтропии вследствие столкнове¬
ний

яя.] = Гя Г—I • (II-11)
.dt Jct J *kdNIdtjcT v '

Подставляя в (11.11) выражение (6.24) для оператора
фонон-фононных столкновении, имеем

OS
= г

_ dt ст J
N+1 dl

У

fryy (к, к', -к") X

>"" +X [(А + 1) (А' + 1) А" -АА' (А"+ 1)] 8 (Q +й'-Q")

+4~2 (*'. *'"> - fc) [(ÿ + i)N'N'"-
У"

-A (A' +1) (A"' + 1)16 (Q-Q' — й'")}. (ИНг)

Преобразуем это выраягеиие тем же способом, каким
выше преобразовывали выражение для [dU/dt\Cv А имен¬

но: первое слагаемое в (11.12) спмметрнзуем относитель¬
но аргументов к, j и к', f , а во втором произведем
переобозначение переменных суммирования и интегри¬

рования: к', j' —*я к, j; к, j —> к",у"; 1с'", j'" -> j'. В итоге
(11.12) приводится к следующему внду:

ifJ„—
X / [(А + 1) (А' +1) А", АА' (А"+1)] X

Хб(Й +й'-Й"), (11.13)
где

X

/ (ж, У) = (ж — 2/) In (11.14)
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Интегрируя уравнение (11.10) но всему объему с
учетом того, что для изолированной системы поток энтро¬
пии через поверхность равен нулю, находим полную ско¬
рость изменения энтропии

d9>
dt =J+[fL- <iu5>

Поскольку функция fix, у) остается неотрицательной при
любых значениях своих аргументов и обращается в нуль
лишь при х =у, выражение (11.15) тоже должно быть
неотрицательным.

Утверждение, что величина (11.15) может только воз¬
растать или, в крайнем случае, оставаться постоянной,
носит название Я-теоремы Больцмана1). Саму величину

S, взятую с обратным знаком, можно назвать Я-функцн-
ен системы фононов (по аналогии с соответствующей ве¬
личиной, введенной Л. Больцманом для газа молекул,
испытывающих парные столкновения). А-функция оста¬
ется постоянной, т. е. энтропия системы не возрастает,
если функция распределения фононов тождественно удов¬
летворяет условию

(я+1!К+1)/-1> (и-")
NN (N +1)

если фопонпые частоты связаны соотношением

Й+Й'=Й".

Мояшо убедиться, что единственная функция, удов¬
летворяющая этому условию, есть равновесная функция
Планка, так что энтропия остается постоянной лишь для
фононной системы, находящейся в равновесии.

Изолированная система фононов в неравновесном со¬
стоянии обладает механической энергией. Это означает,
что за счет процессов, происходящих в самой системе,
может производиться механическая работа над внешними
телами. Вообще говоря, величина совершенной работы
зависит от того, каким именно образом изменяется состо¬
яние системы. Механической энергией системы называ¬
ется максимальная работа, которую она может совершить,
переходя в состояние термодинамического равновесия.

') Соответствующее утверждение для системы фононов было
доказано Пайерльсом (R. Peierls, 1929).
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Как известно из термодинамики *), механическая энер¬
гия системы равна

8n~<U— <Uÿ), (11.17) -
где °11 есть полная внутренняя энергия системы:

°U = jUd3r = Jd3r j dl,ÿN,

a 6Uq{9')— энергия системы в состоянии термодинамиче¬
ского равновесия, выраженная через энтропию системы
неравновесных фононов 9* по формулам равновесной тер¬
модинамики2).

Вычислим производную по времени от механической
энергии (11.17):

dsrn _ dU dg>
ÿ

d<U dp
dt dt dg> dt dt 0 dt '

где T0(9') — температура равновесной системы, энтропия
которой равна 9'. Первое слагаемое в правой части равно
нулю, так как полная энергия изолированной системы со¬
храняется. Подставляя второе слагаемое пз (11.15), по¬
лучаем

" 8S
dt

:== — Т09> =~То\ d3r
dt ст

(11.18)

Таким образом, механическая энергия замкнутой систе¬
мы, в отличие от ее полной энергии, не сохраняется. По
мере того как в системе происходят релаксационные про¬
цессы, стремящиеся привести эту систему в состояние
равновесия, ее механическая энергия убывает или, как го¬
ворят, диссипирует. Выражение (11.18) и описывает ско¬
рость диссипации энергии системы неравновесных фоно¬
нов вследствие процессов релаксации, обусловленных
фононными столкновениями.

Специальный интерес представляет тот случай, когда
состояние системы слабо отличается от равновесного с
температурой Т. В этом случае можно пренебречь разли¬
чием между Г и Г0 и написать

III -~1— Tg>. (Ц.19)

') См. Ландау Л. Д., Лифшии Е. Ы. Статистическая физика,
ч. I.— М.: Наука, 1976, с. 74.

2) Энергии °U и 11а берутся при одинаковом объеме системы Т.
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Фононную функцию распределения при этом можно пред¬

ставить в виде (9.1). Для того чтобы вычислить механи¬

ческую энергию, подставим (9.1) в (11.17). Это даст

(§т =|d3r j" dtkliQ АN— Г А ,

где А,7=9? — 9'о — есть разность между энтропией фо-

ионпои системы и ее равновесным значением 9*о. Считая

эту разность малой, мы заменили в (11.19) функцию
Г0(я) температурой Г, фигурирующей в аргументе рав¬

новесной функции Планка No и равной Го(яо).

Чтобы выразить разность ff' — P'o через AN, восполь¬

зуемся (11.7) и (11.8). Имеем для плотности энтропии

«- S,=j bN+ф JЛ/Г-

Подставляя сюда значения да/8N п д2a/dN2 при N=N0,
получаем

2

S — S0 =~y JdhtiQ AN — -у Jdlk туо (tv0 -j- 1)"*
откуда для механической энергии имеем

%т ="ГJd*T Jdÿk
N0 (JV„+1) • ÿ11-20ÿ

В случае малых отклонений от равновесия приобрета¬
ет, таким образом, смысл понятие плотности механиче¬
ской энергии, которая равна

Ёж = -f"Idÿh
N0 (Ля+1) " (11'21)

Выражение (11.13) также упрощается при малых

отклонениях от равновесия. Чтобы получить упрощен¬
ную формулу, удобно исходить непосредственно из вы¬

ражения (11.11). Подставляя

до , Лг0 +1 AW _Ш ДN

dN~ln N0 Ng (770 +1) Т N0(N0+1) '

принимая во внимание (11.5) и пренебрегая членами бо¬
лее высокого порядка по AN, мы получаем

[тг]„-1я ?4ЛГ =J <«-22>
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Оператор J, очевидно, является существенно положи¬
тельным.

Далее нам придется широко пользоваться понятием
кинетических коэффициентов, играющим важную роль в

физической кинетике. Они характеризуют реакцию
макроскопической системы на малые внешние возмуще¬
ния. В последующих главах мы займемся вычислением
кинетических коэффициентов фононных систем для раз¬
личных типов возмущений. Сейчас же мы дадим общее
определение кинетических коэффициентов и сформули¬
руем принцип их симметрии. И то, и другое будет дано
для систем с распределенными параметрами, т. е. таких
систем, неравновесные 'состояния которых определяются
функцией (или.несколькими функциями) непрерывно из¬
меняющихся переменных. Для определенности мы рас¬
смотрим самый распространенный случай, когда эти пере¬
менные — пространственные координаты г1). Однако на¬
ша формулировка никак принципиально не изменится,
если они являются, например, компонентами квазивол¬
нового вектора к.

Рассмотрим замкнутую физическую систему, состоя¬
ние которой характеризуется заданием ряда величин
xi, Х2, ...— так называемых обобщенных координат, каж¬
дая из которых, в свою очередь, может быть функцией
пространственных координат г и времени t.

Определим величины ха таким образом, чтобы их зна¬
чения в равновесии во всех точках г были бы равны ну¬
лю. В состоянии равновесия энтропия максимальна;
следовательно, вариация

=2 j" d*r tea (11.23)

должна обратиться в нуль. Это дает условие Ха я= 0, где

х- =-я; <«-24>

— так называемые обобщенные силы, сопряженные
обобщенным координатам ха.

') Таковы, папример, неравновесные состояния, возникающие
при создаппп в среде неоднородного распределения температуры
Т (г) или при действии на нее переменного электрического по¬
ля Е(г, <).
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Рассмотрим систему в состоянии, мало отличающемся
от равновесного. В этом состоянии величины ха имеют
отличные от нуля, но малые значения. Отличны от нуля

также и обобщенные силы Ха. В первом приближении
они являются линейными функциями обобщенных коор¬

динат.
Поскольку в системе протекают процессы, стремя¬

щиеся установить равновесие, величины ха будут изме¬

няться со временем. При малых отклонениях от равно¬
весия скорость их изменения должна быть пропорцио¬
нальна величине отклонения, и мы можем написать
следующие линейные уравнения для обобщенных скоро¬

стей ха:

я=-2тЛ ,(И-25)
ь

Фигурирующие в этих уравнениях постоянные коэффи¬
циенты Цаь и носят название кинетических коэффициен¬
тов. Они могут зависеть от температуры и других термо¬
динамических переменных, характеризующих то равно¬
весное состояние, малые отклонения от которого мы сей¬
час изучаем.

Применяя уравнения (11.25) к системам с распреде¬
ленными параметрами, мы существенно основываемся на

предположении о том, что величины ха в какой-то точке
г зависят от значений обобщенных сил Хь в той же са¬
мой точке г. Для фононных систем можно указать про¬
стой критерий, когда это имеет место: нужно, чтобы ве¬
личины Хь как функции координат мало изменялись на
расстояниях порядка длины свободного пробега фопонов.
В случаях, когда этот критерий нарушается, говорят, что
имеет место пространственная дисперсия кинетических
коэффициентов. Здесь мы будем предполагать, что прост¬
ранственная дисперсия кинетических коэффициентов от¬
сутствует ').

') Аналогичным образом соотношения (11.25) предполагают,
что отсутствует п временная дисперсия кинетических коэффици¬
ентов, т. е. обобщенные скорости ха в любой момент времени t
определяются обобщенными силами Хь в тот же самый момент t.
В фононных системах для этого время свободного пробега фопо¬
нов должно быть гораздо меньше характерного времени измене¬
ния величин Хь.
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Соотношения симметрии кинетических коэффициентов,
установленные Онсагером, гласят, что матрица уаь сим¬

метрична:
• ' и=Ъа. (II-26)

Эти соотношения являются непосредственным следстви¬
ем симметрии уравнений механики относительно обра¬
щения времени1).

Через кинетические коэффициенты уаЪ выражается
скорость возрастания энтропии системы. Диффенцируя
(11.23) по времени, получаем

я =2 j" d*r cPrliaL (11.27)

Или, подставляя сюда (11.25) и пользуясь симметрией
матрицы уаь, имеем

9" =2 f d3ryabXaxb, (11.28)
a,b я

где у7ь есть матрица, обратная уаь, которая, очевидно,

тоже должна быть симметричной. Эта матрица может
быть приведена к диагональному виду, причем, посколь¬
ку скорость возрастания энтропии (11.28) положительна,

ее главные значения также должны быть положительны.
Нужно заметить, что соотношения Онсагера имеют

вид (11.26), только если физические величины ха д хь та¬

ковы, что онп сами по себе остаются неизменными при
обращении времени пли же, еслн обе онп при обраще¬
нии времени изменяют свой знак. В таких случаях го¬

ворят, что обе величины обладают одинаковой четно¬

стью относительно обращения времени.
Если же они обладают разной четностью относитель¬

но обращения времени, то вместо соотношения (11.26)

мы имеем

и--Ьа. (11-260

') Вывод соотношений Онсагера см., например, Анселъм А. И.
Основы статистической физики и термодинамики.— М.: Наука,
1973, с. 354 и след.; Ландау Л. Д., Лифшиц Е. М. Статистическая
физика.— М.: Наука, 1976, с. 397 и след.; де Гроот С. Р. Термоди¬
намика необратимых процессов.— М.: Гостехиздат, 1956, глава II,

I
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В этом последнем случае уравнение

Ха =—уаьХЬ, (11.29)

описывающее реакцию системы на возмущение, создавае¬
мое обобщенной силой Хь, инвариантно относительно
обращения времени. Поэтому оно не может характеризо¬
вать каких бы то ни. было необратимых процессов, про¬
текающих в системе, а может служить только характе¬
ристикой чисто механического ее поведения, ибо законы
механики инвариантны относительно обращения времени.
По этой причине соответствующие коэффициенты уаь не
дают вклада в выражение (11.28) для скорости возраста¬
ния энтропии.



Глава II

Перенос тепла

§ 12. Тензор теплопроводности. Расчет
теплопроводности кристаллических диэлектриков

при высоких температурах

В твердом теле, где имеется градиент температуры,
происходит .перенос энергии от более нагретых участков

к менее нагретым. Этот перенос называется теплопро¬
водностью, а поток энергии, возникающий в отсутствие
макроскопического движения,— потоком тепла. Плот¬
ность потока тепла Q пропорциональна градиенту тем¬
пературы:

= (12.1)

Коэффициенты пропорциональности у.а представляют со¬

бой симметричный тензор, называемый тензором тепло¬
проводности.

Соотношение симметрии

хц =хи (12.2)

можно получить из общего соотношения (11.26). При на¬
личии потока тепла скорость возрастания энтропииесть:

9> = — j d3r = — J div d3r + JQV y- d3r.

Первый член в правой части можно представить в виде
поверхностного интеграла; он обращается в нуль, если
поток тепла через поверхность образца равен нулю. Вто¬
рой интеграл равен

У ="J f))- (12.3)

Сравнивая это выражение с (11.27), заключаем, что

"
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если положить
У

1 дТ
~~ r2 dr. '

то в качестве величин х, надо выбрать (?,, а роль кине¬

тических коэффициентов будут играть Г2я«. А тогда
(12.2) есть следствие общих соотношений Онсагера
(11.26).

Подставлия (12.1) в (12.3), получаем выражение для
скорости возрастания энтропии за счет процессов тепло¬
проводности:

9>
(*,, 1 дТ дТ ,,0(12-4)

Чтобы вычислить тензор теплопроводности кристал¬
лического диэлектрика1), нужно, решив кинетическое
уравнение, найти фононную функцию распределенияNkj
в кристалле, где создан градиент температуры. Требуется,
следовательно, описать пространственно-неоднородное со¬
стояние, в котором температура зависит от координаты
г. Как уже говорилось, описание в этом случае должно
вестись в терминах фовонных волновых пакетов. Размер
волнового пакета превышает' длину волны фонона. Поэ¬
тому понятие температуры, зависящей от пространствен¬
ных координат, сохраняет смысл, если характерная длина
Lc, на которой она существенным образом изменяется,
гораздо больше характерной фононной длины волны, рав¬
ной величине а при Т 5* @ и aQ/T при Т <0. Фактиче¬
ски, однако, имеется гораздо более жесткое ограничение
снизу на длину Lc, которое мы получим ниже.

Кинетическое уравнение для функции распределения
N при наличии стационарного градиента температуры
имеет (Вид

dQ
ЛТHkVN =

8N
dt (12.5)

Будем решать это уравнение методом последовательных
приближений. Положим

N=N0+AN,

') Результаты, излагаемые ниже в настоящем разделе и § 13,
принадлежат Пайерльсу (R. Peierls, 1929).
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где N0 есть функция, соответствующая локальному рав¬
новесию, т. е. функция распределения Планка, завися¬
щая от температуры Т (г).

Неравновесную добавку AN считаем малой. Пренебре¬
гая ею прн вычислении левой части (12.5), находим, что

левая часть есть

*.ÿ+«|r-aFvr.
Правую же часть линеаризуем по малой добавке AN.
Линеаризованное кинетическое уравнение имеет вид

N0(АГо + 1)~г VT =- IAN. (12.6)

Общее решение этого неоднородного уравнения пред¬
ставляет собой сумму частного решенпя и общего реше¬

ния однородного уравнения IАN=0. Последнее, как мы
видели, есть функция (9.4), описывающая изменение
равновесной фолонной функции распределения при ма¬
лом изменении температуры.

Необходимость добавлять решение однородного урав¬
нения имеет простой физический смысл. Она связана с
тем, что в неравновесном состоянии температура систе¬
мы однозначно не определена и нуждается в доопреде¬
лении. Мы доопределим ее условием, чтобы вклад от
неравновесной функции распределения в плотность энер¬
гии фононной системы был бы равен нулю:

J" d&fcQ AiV =0. (12.7)

Тем самым плотность энергии выражается только через
равновесную функцию распределения, и между нею и
температурой сохраняется та же связь, что и в термоди¬
намическом равновесии.

Как мы видели в § 11, оператор фонон-фононных
столкновений должен сохранять полную энергию фонон¬
ной системы. Очевидно, и линеаризованный оператор
столкновений должен обладать тем же самым свойством.
Это значит, что если умножить правую часть (12.6) на
Qj (к) и проинтегрировать по сйй, то должен получиться
нуль. Следовательно, и левая часть уравнения (12.6)
должна дать нуль в результате такой процедуры. Это
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есть необходимое условие существования решения урав¬

нения (12.6). В нашем случае это условие выполнено,

так как Qj {к) есть четная функция к, а левая часть
(12.6)— нечетная функция; следовательно, интеграл от их

произведения равен нулю.
Решение уравнения (12.6) ищем в виде

AN=N0(Na+l)y.

Подставляя это выражение в (12.6), получаем уравнение
для функции у:

JV.W.+ 1)-£-vr-fSr = -?». (12.8)

где оператор J определен соотношением (9.6).

Далее мы будем пользоваться следующей сокращен¬
ной записью решений интегральных уравнений типа
(12.8). Пусть имеется уравнение

a(k,j) =Jy. (12.9)

Как известно из теории интегральных уравнений, чтобы
(12.9) имело решение, его неоднородность (левая часть)

должна быть ортогональна решению однородного урав¬

нения Jy =0, т. е. функции Qj (к):

jdifeQj(/c)a(fc, /) =0. (12.10)

Это условие мы будем считать выполненным. Тогда ре¬
шение уравнения (12.9) будет коротко записываться сле¬
дующим образом:

у (к, )) =1-4. (12.11)

Осталось указать, какое именно решение неоднород¬
ного уравнения (12.9) имеет в виду краткая запись
(12.11). Мы будем считать, что это такое решение, ко¬
торое удовлетворяет дополнительному условию, вытекаю¬
щему из (12.7):

J dlkQNо (N0 +1)у = J dlkQN0 (iV0 +1)l-ÿ= 0. (12.12)
/ч

Тем самым операция определена однозначно.
Плотность потока тепла, переносимого фононами,

есть

<? =JdZk%Q, Ц-AN.
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Но
AN =N0(N0 + l)y=

=- * N0 (N0я1)J-W0 (Na + 1) Q f-я

T n n

Сравнивая эти выражения с (12.1), получаем

Ятп — kQ -§-т N0 (N0 +1) /-W0 (N0 + 1) Q

(12.13)

Соотношение симметрии (12.2) для тензора ктп, которое
мы получили из соотношений Онсагера, вытекает также
н шз проделанного конкретного расчета. Действительно,
поскольку симметричен оператор ' /, то симметричен и

обратный ему оператор а значит, и тензор xmn.
Перейдем к порядковым оценкам теплопроводности к

при Т >0 и анализу ее температурной зависимости.
Для равновесной функции No воспользуемся приближен¬
ным выражением, справедливым при Т >0:

N0 =T/UQ.

Далее нужно оценить по порядку величины выражение
Jy. Оценка, проделанная таким яге образом и в тех яге
предположениях, что и оценка времени свободного про¬
бега (10.8), дает

Jy. А_|( т у
Ма2 ' %

С учетом (10.8) она переписывается в следующем виде:
\2

N 1 / Т
у- (12.14)

Подставляя (12.14) в (12.13), получаем оценку тепло¬

проводности к. При этом оператор J~l следует считать
порядка т(0/Я2, величину Ш2— порядка дебаевской тем¬
пературы 0, а производную dQ/dk — порядка средней

скорости v. Наконец, суммирование по фононным ветвям
и интегрирование по основной ячейке обратной решетки
дает 3s/B. Окончательно получаем оценку

к ~ -=5
а3

(12.15)

_
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Согласно (10.8), при Т >в т~1/Т. Следовательно,
при высоких температурах имеет место зависимость

я -1/Т. (12.16)

Ввиду важности вопроса укажем еще один способ
оценок теплопроводности. Он имеет достаточно общий
характер и применймкакдля фононного, так идля примес¬
ного иликомбинированного рассеянияфононов при любых
температурах. Нужно только, чтобы столкновения фоно¬
нов при каждом значении к можно было бы характери¬
зовать по порядку величины единым временем свободно¬
го пробега [).

Перепишем формулу (12.13) в следующем виде:

xm„ =яj d\kQя/-W0 (N0 + 1) Q

Введем далее «теплоемкость фонола» (к, j):

с (к, j) =±(%т0) =яNo (No + 1). (12.17)

Если теперь заменить по порядку величины оператор 1~1
временем свободного пробега фононов т (к, /), то полу¬
чится оценка:

к ~ j* d%kC (к, j) ту2 ~|dkk2c (к, j) lv. (12.18)

С помощью этой формулы можно получить уже из¬
вестный результат (12.15). Для этого нужно учесть, что
при высоких температурах с (1с, j) — 1.

Оценочная формула (12.18) позволяет подробно про¬
следить за предположениями, лежащими в основе оценки
(12.15). Время т есть функция к. Оценка (12.15) полу¬
чена по существу в предположении, что в интеграле
(12.18) существенны к порядка предельного значения ко,
т. е. что при уменьшении к т(к) не возрастает слишком
быстро.

Из вида выражения (6.11), характеризующего ангар¬
моническое взаимодействие длинноволновых акустических

') Поэтому в более слояшых случаях, например, когда таких
времен имеется два и они характеризуют два принпициально раз¬
личных типа процессов таких, как нормальные процессы и про¬
цессы переброса, этот метод оценки теряет применимость,

9 В, Л. Гуревич



130 ГЛ. II. ПЕРЕНОС ТЕПЛА

фононов с тепловыми фонолами, явствует, что с уменьше¬

нием к %(к) может достаточно быстро расти. Характер

роста т{к) подробно исследован в §§ 33—36. Там пока¬

зано, что вое же в ряде важных случаев учет одних

только трехфононных процессов в налнизшем приближе¬

нии теории возмущений дает зависимость т(&), обеспе¬

чивающую достаточно быструю сходимость интеграла

(12.18) при малых к, так что оценка (12.15) имеет место.

Там же найдена температурная зависимость теплопро¬

водности в тех случаях, когда обусловленное трехфонон-

яыми процессами в наинизшем приближении теории воз¬

мущений время т(/с) при к -*- 0 возрастает настолько

быстро, что для получения конечной теплопроводности
приходится рассматривать процессы более высокого по¬

рядка.
В заключение выясним, когда поток тепла может

считаться линейной функцией градиента температуры и

вычисляться с помощью линеаризованного кинетического
уравнения (12.6). Из (12.6) мы имеем но порядку вели¬

чины

ДЛГ~-тЛГ,,М,+1)'я|а?Г,
откуда

При всех фононных частотах вплоть до тепловых произ¬

ведение (iVo +1)kQ/T равно по порядку величины едини¬

це. Поэтому

IMJ~ilvrl
*о Т

'

Отсюда явствует, что линеаризация кинетического
уравнения допустима, а поток тепла, следовательно, есть

линейная функция уТ, если мало относительное измене¬

ние температуры па длине свободного пробега фононов:

гЦР<1. (12.19)

При нарушении этого неравенства само понятие темпе¬

ратуры теряет смысл, так как фононную функцию рас¬

пределения нельзя ни в каком приближении считать
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равновесной. Таким образом, при высоких температурах
поток тепла есть линейная функция градиента темпера¬
туры во всех случаях, когда понятие температуры сохра¬
няет смысл.

§ 13. Теплопроводность кристаллических диэлектриков
при низких температурах. Роль процессов переброса

При низких температурах (Т<0) оператор фонон-
фононных столкновений Iесть сумма двух слагаемых:

7=IN+%, (13.1)

имеющих разный порядок величины. Первое описывает
нормальные процессы, идущие с сохранением квазивол¬
нового вектора, а второе — процессы переброса, при ко¬
торых квазиволновой вектор сталкивающихся фононов
изменяется на вектор обратной решетки Ъ. Как отмеча¬
лось в § 6, процессы переброса происходят обязательно
с участием по меньшей мере двух коротковолновых фо¬
нонов; поскольку число последних при понижении тем¬
пературы экспоненциально убывает, таким же образом
убывает и вероятность соответствующих столкновений.Эту вероятность мы будем обозначать 1/тя, так что
можно назвать временем свободного пробега фононов поотношению к процессам переброса. Время свободного
пробега по отношению к нормальным процессам, тл-,растет с понижением температуры по степенному закону,т. е. гораздо медленнее, чем ти.

При решении уравнения (12.5) естественно применить
метод последовательных приближений (А. И. Ахиезер,
1940). Посмотрим, молото ли взять в качестве нулевого
приближения уравнение, у которого в правой части стоит
только оператор IN:

N0 (N0 +1)я-Vrg- =- InAN. (13.2)

Решение уравнения (13.2) существует, только если
его левая часть удовлетворяет двум условиям. Первое
из них было сформулировано выше. Это есть условно
обращения в нуль интеграла по сЩь от левой части (13.2),
умноженной на Q.
9*
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Второе условие мы полупим, умножая (13.2) на век¬

тор Hkj и интегрируя по d£,k. Справа полупим нуль, по¬

скольку нормальные процессы по определению сохраня¬

ют квазиимпульс фононов. Слева же получаем выраже¬

ние

1<5,ад№+1)я|2 =
1 г г

дТ Г ,6 7 1 -я0 +1
/л 9 о\

~-5яJ «Л «гя;1п-яр <13-3>

Здесь мы использовали соотношение ln[(iVo+ 1)/W0] =

=%Q/T, справедливое для равновесной функции Планка

No. Дальнейшие упрощения выражения (13.3) получат¬

ся, если его переписать в виде

дТ f Л 7.
а°(Яо)

дк.
(13.4)

где о(Л0 определяется выражением (11.8). Интегрируя

(13.4) по частям, приводам его к виду

SdT/dr,, (13.5)

где S — плотность энтропии системы фононов. При на¬

личии градиента температуры это выражение заведомо

отлично от нуля. Следовательно, уравнение (13.2) реше¬

ния не имеет. Чтобы понять физическую причину этого,

рассмотрим нестационарное кинетическое уравнение для

неравновесной добавки и фононной функции распределе¬

ния AN:
д &N , д& д AiV 1 дг / дт . л \ .-.и f Л AT
-37- +ж -дг + (яо + дк = ~InAN-

dt дк л

(13.6)

Умножим это.уравнение на %к$ и проинтегрируем по

dtk и по объему кристалла. При этом второе слагаемое

в левой части (13.6) преобразуется в поверхностный ин¬

теграл, имеющий смысл потока квазиимпульса через

поверхность кристалла; мы будем считать этот поток

равным нулю.
Третье слагаемое есть интеграл по объему кристалла

от величины (13.5). Интеграл от правой части (13.6)

дает нуль, так как нормальные столкновения сохраняют
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квазиимпульс фононной системы. Таким образом, интег¬
рируя (13.6), получаем условие баланса

Jd3r Jdlk%k AN =-Jd*rSyT. (13.7)

Выражение в левой части есть скорость возрастания
полного квазиимпульса фононной системы. Внешний ис¬
точник, создающий градиент температуры, приводит в
отсутствие соответствующих процессов релаксации к не¬
ограниченному возрастанию этой величины со временем.
Это значит, что сами по себе нормальные процессы не
приводят к установлению равновесия в системе фононов,
т. е. не дают конечной теплопроводности. Чтобы полу¬
чить конечную теплопроводность, необходимо учитывать
процессы переброса.

Поток тепла устанавливается именно в результате
баланса между скоростью притока квазиимпульса в си¬
стему фононов за счет градиента температуры и ско¬
ростью его уничтожения за счет процессов переброса.
По чтобы записать это условие баланса, нужно сначала
понять, какую роль во всей этой ситуации играют нор¬
мальные процессы.

Их роль заключается в том, что они контролируют
вид неравновесной добавки к фононной функции распре¬
деления. Нелинеаризованный оператор нормальных столк¬
новений обращается в нуль любой функцией вида

N0(Q-kV)=n0[% я=*я), (13.8)

зависящей от двух интегралов движения, Q и к. Здесь
V — любой постоянный вектор такой, что при всех к и
/ выполняется условие Q >kV. Это значит, что линеа¬
ризованный оператор нормальных столкновений обраща¬
ется в нуль функцией, получающейся линеаризацией
выражения (13.8) по V:

AN =N0 (N0 +1)%kV/T. (13.9)

Вектор V имеет размерность скорости. Чтобы понять
его физический смысл, вычислим среднюю групповую
скорость фононов ё функцией распределения- (13.9). Она
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равна

J g-ЦрN0(Nо +1)(jÿ7V0)_1=

= -JÿS-w0w(Iÿo)_1=

= -Jdbÿ(fcV)(JdbiArо)''.
Интегрируя по частям (с учетом того, что интеграл по

поверхности основной ячейки обратной решетки дает

нуль), находим, что это отношение равно V.. Эту величи¬

ну мы будем называть дрейфовой (или гидродинамиче¬
ской) скоростью системы фононов. Она характеризует

среднюю скорость движения фонон,пой системы «как це¬

лого».
Вернемся к решению кинетического уравпения для

фононной функции распределения:

iÿ0(iV0-t-l)ÿV71ÿ=-(?JV +/p)Aÿ. (13.10)

Будем строить метод последовательных приближений по

степеням малого отношения

Тк/Ти<1. (13.11)

Форма функции первого приближения, A\N, опреде¬

ляется нормальными столкновениями, т. е. она имеет вид

(13.9) с пока не определенной дрейфовой скоростью V.

Поправка второго приближения, АгIV, меньше величины

AiiV в отношении малого параметра (13.11).

Подставим в правую часть уравнения (13.10) сумму

первого и второго приближений. Величина InAiN=0,

поэтому в первом слагаемом мы должны сохранить A2iV.
Во втором же слагаемом, описывающем процессы пере¬

броса, мы учтем только AiiV, отбросив величину Д2N как

малую. Это дает

N0 (N0 +1)яV7 g.= _
InA2N-IuA.N. (13.12)

T ok

Решение этого уравнения, A%N, определяется с точ¬

ностью до произвольного слагаемого вида const AiN. На¬

личие произвола связано с тем, что в неравновесном
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состоянии, где A?N отлично от нуля, кроме термодина¬
мической переменной Т есть также и переменная V,
которая не определена однозначно и нуждается в доопре¬
делении. Мы устраним произвол, подчинив функцию
А2А дополнительному условию

JdlkkA2N= 0. (13.13)

Умножим уравнение (13.12) на и проинтегрируем
по dcft. Интеграл от левой части даст, как мы видели,
выражение (13.5). Интеграл от первого слагаемого в .пра¬
вой части даст нуль при любом виде функции A2N, по¬
скольку нормальные столкновения сохраняют квазиим¬
пульс. Интегрируя второе слагаемое, получаем уравнение
баланса

Sj£- = -lmnVn, . (13.14)дг,
где

hmr =-jr JdlkhkJuN0 (N0 + 1) %kn =

= Tÿ\dlkkmJvkn. (13.15)

Выражение для тензора % мы специально переписали
через симметричный оператор /, чтобы продемонстриро¬
вать явным образом, что тензор X симметричен.

Проделанная выкладка позволяет наглядней предста¬
вить себе физический смысл времени xv и уточнить его
определение. Это есть характерное время релаксации
дрейфовой скорости V, которое естественно определить
как среднее следующего вида от оператора 1Ц:

1 __ i о (Ур "1" 1) __ятш_~

J'ÿ4(*о +*) J +1)' '

так что по порядку величины

У4
(«.17)Uav°xu

Чтобы вычислить теплопроводность, нужно найти по¬ток тепла Q как функцию дрейфовой скорости V . Мы

L.
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можем написать с учетом (13.9)

<?-=]я dlk%Q N=яjdbQ§iV0 (ЛГ0 +1) (fcF).

(13.18)

Преобразуем это выражение с помощью тождества, ко¬

торому удовлетворяет равновесная функция Плашка Nо:

Мы имеем, интегрируя по частям:

Q = -T§dlk (kV) =TV j (tf0).

Как явствует из (4.4), интеграл равен плотности энт¬

ропии равновесной фононной системы, и окончательно:

Q =TSV. (13.19)

Сравнивая это выражение с (12.1) и принимая во

внимание (13.14), мы имеем

xm„ = TS*X~l, (13.20)

где Я-1 обозначает тензор, обратный Я. Воспользовавшись

оценкой (13.17) и выражением (5.15) для плотности энт¬

ропии фононной системы, мы получаем следующую оце¬

ночную формулу:

к~kfv\u. (13.21)

Чтобы найти температурную зависимость теплопровод¬

ности, надо определить зависимость от Т тензора Я (или,

что то же самое, времени хи).

Процессы переброса могут идти только с участием

коротковолновых фононов, число которых при Т <0

экспоненциально мало. Рассмотрим в качестве примера

процесс слияния фононов с волновыми векторами к и к'.

Он относится к процессам переброса, если сумма векто¬

ров к +к'выходит за пределы основной ячейки обратной

решетки. Если наименьшее отличное от нуля значение

вектора обратной решетки есть &0, то по крайней мере

один из этих векторов должен по абсолютной величине

превышать Ь0/2.

§ 13. ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ ПРИ НИЗКИХ ТЕМПЕРАТУРАХ 137

Это значит, что частота по крайней мере одного фо-
нона в начальном состоянии, участвующего в процессе
переброса, должна быть порядка предельной. Поскольку
число таких фононов при низких температурах уменьша¬
ется с температурой экспоненциально, то и зависимость
от температуры времени хи, обратно пропорционального
вероятности процессов переброса, имеет в основном экс¬
поненциальный характер '), т. е. описывается функцией

ехр (С„0/Я, (13.22)

где Си — постоянная порядка единицы.
Это, в свою очередь, означает, что теплопроводность

чистых кристаллических диэлектриков при понижении
температуры должна в основном расти экспоненциально
по закону (13.22).

Осталось обсудить, какие ограничения налагаются на
VT при низких температурах, чтобы поток тепла был
линейной функцией градиента температуры. Для этого
найдем условие малости отношения A\N/N0, где AiN оп¬
ределяется выражением (13.9). Имеем

1M.U№+,)»»:.

В интеграле (13.18), куда нужно подставить это выра¬
жение, чтобы вычислить поток тепла, существенны к по¬
рядка кт. При таких к по порядку величины

|ДДУ| у
1 ' _

а0 - Ъ'

Таким образом, условие применимости линейной по VT
теории есть малость дрейфовой скорости фононов V по

сравнению со средней скоростью звука: V < v.
Чтобы понять, какие ограничения налагает это усло¬

вие на V2", оценим по порядку величины дрейфовую ско¬
рость из соотношения (13.14) и воспользуемся для X оцен¬
кой (13.17), а для S — выражением (5.15). В результате

•) Экспонента описывает основную зависимость от темпера¬
туры; кроме того, в выражения для Хц и для теплопроводности
может войти в качестве множителя и какая-то более слабая функ¬
ция температуры (например, степенная).
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получится неравенство

vrl/J <С 1. (13.23)

Таким образом, при Т <0 поток тепла есть линейная
функция градиента температуры, если мало относитель¬

ное изменение температуры на длине vxи.

Условие (13.23) напоминает (12.19); между ними, од¬

нако, существует и принципиальное различие. Мы уже

указывали, что при нарушении неравенства (12.19) само
понятие температуры теряет смысл. При нарушении же

неравенства (13.23) понятие температуры может сохра¬
нять смысл 0, однако равновесную функцию распределе¬
ния (13.8) нельзя разлагать по малому параметру, про¬
порциональному V , и поток тепла становится нелиней¬
ной функцией градиента температуры2).

§ 14. Влияние рассеяния фононов дефектами
кристаллической решетки на теплопроводность

Наличие дефектов должно уменьшать теплопроводность,
так как они вызывают дополнительное рассеяние фоно¬
нов. Рассеяние описывается линеаризованным операто¬
ром столкновений (9.9) или (9.10). В кинетическомурав¬
нении (12.6) должна теперь фигурировать сумма этого

оператора иоператора фонон-фононных столкновений (9.2).

Будем снабжать оператор фонон-фононных столкно¬

вений индексом р, а оператор столкновений с дефекта¬
ми—индексом d3). Общее выражение для тензора теп¬

лопроводности примет теперь вид

Kmn = р-j dlkQ -§-m N0 (N0 + 1) (/p+JaY1X

XQÿN0(N0 + 1). (14.1)

') Еслияяяяоя-яХ1-
2) Теплопроводность диэлектрика в условиях, когда градиент

температуры настолько велик, что неравенство (13.23) нарушает¬
ся, теоретически изучалась в работе: НильсенX., Шкловский В.И.—
ЖЭТФ, 1969, т. 56, с. 709. В ней вычислена нелинейная зависи¬
мость потока тепла от разности температур на концах образца.

3) Это начальные буквы слов phonon и defect.
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Оно естественным образом обобщает выражение (12.13)

на случай комбинированного рассеяния фононов.
Оператор /Р, как мы видели в § 9, является симмет-

ричным. Оператор Jd в общем случае обладает только
свойством обобщенной симметрии. Тем же свойством, сле¬
довательно, обладает и их сумма, а значит и обратный
оператор (7Р + Jd)~K

Функции слева и справа от оператора Up +Jd)'1 в
(14.1) — нечетные функции к. Следовательно, они при¬
надлежат к тому классу функций, в котором определено
свойство обобщенной симметрии. Таким образом, из про¬
деланного расчета следует вывод о том, что тензор
является симметричным. Представляется естественным,
что соотношения Онсагера, общий вывод которых основан
на обратимости уравнений механики, при конкретном
расчете кинетических коэффициентов х« могут быть по¬
лучены как следствие теоремы взаимности (7.5), также
вытекающей из обратимости уравнений механики.

Выясним, какой должна быть концентрация дефектов,
чтобы они заведомо оказывали существенное влияние на
теплопроводность диэлектрика при Т >0. Мы уже знаем,
что если преобладает фонон-фононное рассеяние, причем
трехфононные процессы обеспечивают достаточно быст¬
рую сходимость интеграла (12.18) при малых к, то основ¬
ной вклад в него дают большие к, порядка предельного
значения ко. Поэтому чтобы узнать, при какой концент¬
рации дефектов рассеяние на них начинает преобладать
над фононным, надо сравнить соответствующие длины
свободного пробега для предельных значений к. Состав¬
ляя отношение величин (10.9) и (10.3), мы находим, что
рассеяние на дефектах должно заведомо существенно
сказываться на теплопроводности диэлектрика, если их
концентрация удовлетворяет условию

njn»T/Mv2. (14.2)

Это довольно жесткое условие: его выполнение требует
значительной концентрации дефектов.

Вопрос о том, как именно ведет себя теплопровод¬
ность, если это условие выполнено, весьма сложен по сле¬
дующей причине. Мы видели (см. § 10), что длина сво¬
бодного пробега акустических фононов за счет рассеяния
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дефектами при малых к пропорциональна к , т. е. рас¬

тет при уменьшении к олень быстро, как правило, быст¬

рее, чем длина свободного пробега, обусловленная фонон-

фононными столкновениями. Это обстоятельство приводит

к значительному изменению физической картины тепло¬

проводности по сравнению с рассмотренной в § 12.

В этих условиях основной вклад в интеграл (12.18)

дают отнюдь не значения к порядка предельных, а не¬

которые промежуточные, при которых обе длины свобод¬

ного пробега оказываются одного порядка. Какие именно

это значения к, определяется зависимостью от к длины

свободного пробега за счет фонон-фононных столкнове¬

ний. Эта зависимость будет изучена в главе IV, и мы

должны отложить до § 37 этой главы исследование теп¬

лопроводности в режиме (14.2).

Перейдем к обсуждению роли рассеяния фононов де¬

фектами в теплопроводности при низких температурах

Т <0. При рассеянии на дефектах квазиимпульс фоно¬
нов не сохраняется, и потому в отношении влияния на

теплопроводность время свободного пробега xd следует

сравнивать не со временем нормальных процессов Xn, а со

временем процессов переброса Хи- Точнее, надо оценить

вклад примесного рассеяния в тензор Ятп,лОпределяемый
выражением (13.15), где вместо операторая Ju нужно под¬

ставить оператор рассеяния на дефектах Jd-
Отметим одно важное обстоятельство. Если имеется

несколько различных механизмов рассеяния (процессы
переброса, изотопы, различные виды дефектов), то их

вклады в теплосопротивление аддитивны, и каждый из

этих вкладов можно вычислять по отдельности. Этот вы¬

вод справедлив при низких температурах в наинизшем
приближении по параметру xN/xK< 1, которым мы и огра¬
ничиваемся. Здесь 1/тх есть суммарная вероятность всех

процессов рассеяния фонона, не сохраняющих квазиим¬

пульса.
Обозначим вклад в тензор к за счет рассеяния фоно¬

нов дефектами посредством kw. При его оценке будем

считать, что оператор столкновений фононов с дефектами
определяется выражением (7.11). Оно проще общего вы¬

ражения (7.10) и потому приводит к менее громоздким
выкладкам; можно, однако, убедиться, что оба они дают

в
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одинаковую окончательную оценку (14.4). Подставляя
оператор (7.11) вместо 1и в формулу (13.15) для к-я,
получаем

= nd J dlÿk Jdlk.G (к, a;к', a') lcn (кп-к'п) X

X S (Q — Q') N0 (N0 + 1). (14.3)

Мы учтем при оценках вклад в это выражение только
от акустических колебательных ветвей, так как вклад от
оптических при Т <0 экспоненциально мал.

Воспользовавшись оценкой (7.30) для функции G и
принимая во внимание, что в силу свойств функции Nо
интегрировать фактически приходитсявплоть до к поряд¬
ка кт, мы находим

(14.4)

Отсюда теплопроводность

02--. (14.5)
ПаТ nd V '

Таким образом, при Т <0 теплопроводность, обусловлен¬
ная рассеянием фононов дефектами решетки, обратно про¬
порциональна Т.

Очевидно, однако, что закон (14.5) справедлив только
при определенном ограничении снизу на температуру Т.
А именно, при его выводе предполагалось, что характер¬
ное время рассеяния фононов дефектами, xd, которое при

Т/к имеет порядок

п 1 [ 0 \4
%d ~ nd qd ( Т ) '

гораздо больше времени xN, которое, как мы видели в
§ 10, обратно пропорционально Т'°. При достаточно низ¬
ких температурах соотношение между этими временами
обязательно должно сделаться обратным, и выражение
(14.5) станет непригодным.

Поведение теплопроводности в этом случае опять-таки
определяется деталями зависимости длины свободного
пробега фононов 1{к) от волнового вектора к и будет под¬
робно исследовано в главе IV.
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Поскольку 1{к) возрастает при убывании к, при неко¬
торой температуре длина свободного пробега тепловых
фононов 1{кт) может сравниться с размерами образца ди¬
электрика. Поведение теплопроводности при температу¬
рах ниже этой существенно зависит от характера отра¬
жения фононов от поверхности образца.

Поверхность кристалла всегда имеет шероховатости,
размеры которых заметно превышают межатомные рас¬
стояния. Если характерная длина волны фононов превы¬
шает размер шероховатости, то их отражение от поверх¬
ности кристалла приходит по законам геометрической
акустики. Это значит, что при отражении сохраняется
проекция квазиимпульса фонона на направление, парал¬
лельное поверхности кристалла.

Чаще, однако, на эксперименте имеет место противо¬
положный случай, когда характерная длина волны теп¬
ловых фононов гораздо меньше размера шероховатости
поверхности. В этом случае рассеяние является диффуз¬
ным, т. е. при рассеянии не сохраняется никакая ком¬
понента квазиимпульса. При этом длина свободного про¬
бега фононов может при оценках считаться постоянной
величиной (порядка линейного размера кристалла L), не
зависящей от к.

В этом случае при порядковой оценке можно в (12.18)
вынести фононную длину свободного пробега порядка L
за знак интеграла. Это дает (Н. В. G. Casimir, 1938)

(14.6)

Таким образом, теплопроводность,, которая определяется
рассеянием фононов на границах образца, пропорциональ¬
на Т3.

§ 15. Дисперсия теплопроводности. Уравнения
фононной гндродпнампкп. Второй звук

В предыдущих разделах мы рассматривали возникно¬
вение потока тепла в диэлектрике под действием стацио¬
нарного и пространственно-однородного градиента темпе¬
ратуры. В настоящем разделе мы хотим исследовать связь
между Q ж УТ, когда градиент температуры зависит от
времени t и пространственных координат г. Если эта за-
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висимость достаточно плавная, то плотность потока тепла

в некоторой точке кристалла и в некоторый момент вре¬

мени есть линейная функция значения градиента темпе¬

ратуры в той же самой точке и в тот же момент времени,

так что сохраняет силу соотношение

Q =-kVT. (15.1)

Представим себе теперь, что SjT изменяется со вре¬

менем достаточно быстро. Тогда соотношение (15.1) уже

не имеет места: значение потока тепла в данный момент

времени зависит от значений в предыдущие моменты.
Возникает временная дисперсия тензора теплопровод¬

ности.
Поскольку связь меяеду Q и уГ остается при этом

линейной, мы можем разложить уТ как функцию вре¬

мени в интеграл Фурье и изучать связь между Q и уГ

для каждой компоненты Фурье по отдельности. Коэф¬
фициент пропорциональности между компонентами Фурье
будет функцией частоты и; это и есть проявление вре¬

менной дисперсии.
Нужно подчеркнуть, что говорить об изменении тем¬

пературы со временем имеет смысл, только если это из¬
менение происходит достаточно медленно. Температура
характеризует равновесное распределение фононов, ко¬

торое устанавливается за время тя. Таким образом, ха¬
рактерные частоты изменения температуры должны удов¬
летворять условию

cotn<1. (15.2)

С другой стороны, нас интересует ситуация, когда вре¬
менная дисперсия теплопроводности играет существен¬
ную роль. Для этого период изменения градиента темпе¬
ратуры, 1/ш, должен быть меньше, чем характерное фо-
нонное время релаксации, определяющее процесс пере¬
носа тепла. Такое требование не противоречит условию
(15.2) при низких температурах, когда теплопроводность
определяется характерным временем хи (или, в общем
случае, т„), которое мы будем считать гораздо больше,
чем xn. Следует ожидать, что сильная временная диспер¬
сия теплопроводности имеет место при частотах а, удов¬
летворяющих неравенству

ютх>1. (15.3)
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' Представим себе теперь, что VТ изменяется не только
во времени, айв пространстве. В этом случае значения
потока тепла в данной точке могут зависеть от значений
градиента температуры в соседних точках, т. е. имеет

место пространственная дисперсия теплопроводности.
Говорить об изменении температуры в пространстве

тоже можно, только если она меняется достаточно мед¬

ленно. Именно: равновесное распределение фононов

устанавливается на длине порядка lN = vxN. Поэтому
волновой вектор q, характеризующий пространственный
масштаб изменения температуры, должен удовлетворять
условию

qlK< 1. (15.4)

Если в начальный момент времени система фононов
была выведена из состояния равновесия, то за время Тн-

в ней устанавливается равновесное распределение вида

N=N0(Q-lcV)=n0(n (15.5)

Релаксация дрейфовой скорости V происходит, как мы
видели, гораздо медленнее — за характерное время ти-

Таким образом, состояние с распределением (15.5) мож¬
но рассматривать как состояние неполного термодинами¬
ческого равновесия, а величину V — как добавочную тер¬
модинамическую переменную, характеризующую (наря¬
ду с Т) это состояние.

Наряду с парой переменных Т и V состояние непол¬
ного термодинамического равновесия можно характеризо¬
вать и другой парой переменных

U= J dlk%ON, (15.6)

Р = JdlbhliN, (15.7)

имеющих смысл, соответственно, плотности внутренней
энергии и квазиимпульса системы. Суммирование в этих
выражениях производится фактически только по акусти¬
ческим колебательным ветвям, поскольку при низких тем¬
пературах, когда справедливо наше рассмотрение, опти¬

ческие ветви не возбуждены. Все прочие термодинами¬
ческие величины выражаются через избранную пару с

I
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помощью термодинамических соотношений, характеризу¬
ющих данное состояние неполного равновесия.

Еще одной термодинамической переменной служит
объем системы или, в общем случае, тензор деформации.
В данной главе мы будем рассматривать процессы при
постоянной деформации. Более общий случай взаимодей¬
ствия потоков тепла с переменной деформацией будет
рассмотрен в §§ 31, 32.

Наряду с (7, введем также величину

и= J d&k (Q-kV)N. (15.8)

Очевидно,

U=U-PV. (15.9)

U представляет собой среднее от той же самой комбина¬
ции величин, которая входит и в аргумент равновесной
функции распределения фононов. Применяя в этом слу¬
чае известную теорему статистической физики1), мы по¬
лучаем, что

Отсюда при постоянной деформации

dU = TdS-PdV, (15.10)

dU = TdS +V dP. (15.11)

В настоящем разделе мы хотим получить замкнутую
систему уравнений, связывающих эти величины, в пре¬
небрежении всеми диссипативными процессами, в том
числе и обусловленными процессами, не сохраняющими

') Согласно этой теореме, при термодинамическом усреднении
производной от функции Гамильтона по какому-либо параметру
получается производная от внутренней энергии системы по этому
параметру, взятая при постоянной энтропии (см. Ландау Л. Д.,
Лифшиц Е. М. Статистическая физика.— М.: Наука, 1976, с. 57;
Кубо Р. Статистическая механика.— М.: Мир, 1967, с. 40).

В нашем случае Й (Q — kV) можно рассматривать формально
как функцию Гамильтона фонона; (15.5) есть равновесная функ¬
ция распределения фононов, зависящая от величины Й (Q — kV);
роль параметра, по которому производится дифференцирование,
играет V.

Ю В. Л, Гуревич
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квазиимпульс. Ограничимся линейным приближением,
считая скорость дрейфа малой. Тогда между Р и V имеет

место линейная связь
Pi=hiVt, (15.12)

где

#« = — d2U
dV;dV,l/S

(15.13)

— симметричный тензор, имеющий размерность плотно¬

сти. Явное выражение для него проще всего получить,

воспользовавшись определением (15.7) и подставив в не¬

го первый член разложения по V функции распределения
(15.5). Это дает

U=-у j dZbhlctNo (N0 +1). (15.14)

По порядку величины

3-5 *ftV
(15.15)

Плотность квазиимпульса Р должна удовлетворять
уравнению вида

я-я'-0. (15.16)
dt

где — Fu— тензор плотности потока квазиимпульса. Обо¬

значим посредством — F$ этот тензор, вычисленныйв пре¬
небрежении диссипативными эффектами. Мы покажем,
что

FW =F8,h (15.17)

где F— плотность свободной энергни фонопного газа.
Действительно, по определению

F{$ = -\dlk%k~N0. (15.18)

Функцию распределения фононов в этом выражении мы
будем считать равной Мо(О), пренебрегая поправкой, про¬
порциональной F2, учет которой в интеграле (15.18) ле¬

жит за пределами точности расчета.
Примем во внимание тождество

Яо =-(77ШЫ1+2Уо)Ш

I
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и перепишем (5.18) в виде

Fu = ГJdlkl4щIn(1+N0). (15.19)

Проинтегрируем это выражение по частям. Внеинтеграль-
ный член обратится в нуль, и мы получим

Fÿ =-8иТ Jdlk In(1+No). (15.20)

Сравнивая эту формулу с зависящей от Т частью вы¬
ражения (5.9) для плотности свободной энергни фононно-
го газа '), получаем соотношение (15.17).

Учитывая, что плотность свободной энергии F — U—
— TS и, следовательно,

dF = — SdT +V dP,
а значит,

<15-21>
мы можем переписать (15.16) в виде

-ÿ +SVT = 0. (15.22)

Другим уравнением, устанавливающим связь между
введенными величинами, служит закон сохранения энер¬
гии

М.+ div Q = 0. С 15.23)

Мы видели, что величины Q и V пропорциональны друг
другу п связаны соотношением (13.19):

Q = TSV.

В отсутствие диссипации полная энтропия системы

сохраняется и, следовательно, велцчина S должна быть
равна дивергенции некоторого вектора. Убедимся в этом.
Из (15.11) мы имеем

• А • Л .
S = -jr U—y FP.

С учетом (15.22), (15.23) и (13.19) это соотношение

') Для которой мы сохраняй обозначение F.
10*
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приводится к нужному виду:

S +div SV = 0. (15.24)

Выпишем полную систему дифференциальных урав¬

нений, связывающих в линейном приближении градиент

температуры и дрейфовую скорость фононов V (г, t). По¬

следняя, как мы знаем, представляет собой среднюю ско¬

рость газа взаимодействующих фононов в данной точке

пространства и в данный момент времени и в этом отно¬

шении аналогична гидродинамической скорости обычной
жидкости или газа. Поэтому соответствующую систему

уравнений мы будем называть уравнениями фононной
гидродинамики. Она имеет следующий вид:

Р +S V Т = 0,

СТ +ST divF = 0, (15.25)

Pi=?«Vi.

Здесь мы учли, что U— CT, где С — удельная теплоем¬
кость при V — 0.

В качестве граничных условий к этой системе могут

быть заданы (в зависимости от условий теплообмена меж¬
ду диэлектриком и телами, находящимися с ним в тепло¬
вом контакте) значения температуры или же нормальной
компоненты дрейфовой скорости на поверхности диэлект¬
рика. В более общем случае на поверхности может быть
задана линейная комбинация той и другой величины.

Система уравнений (15.25) имеет решения вида неза¬

тухающих волн — так называемые волны второго звука в

твердом теле (J. С. Ward, J. Wilks, 1951). Чтобы найти

эти решения, продифференцируем второе уравнение по

времени:

т =-щ.div V,

а V выразим из первого уравнения с учетом соотношения

V =* ]р_1Р. Это дает

(15'2е)

J

*
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Будем считать, что температура Т есть сумма постоян¬
ной части (для которой мы сохраним обозначение Т) и
переменной добавки АГ, изменяющейся в пространстве
и во времени по закону

AT сх. (15.27)

Подставляя (15.27) в (15.26), получаем закон дисперсии
второго звука

= (15.28)

Второй звук, таким образом, представляет собой тем¬
пературные волны в твердом теле. Волновой вектор в этих
волнах направлен по Р, а групповая скорость ды/dq — по
V, т. е. по направлению потока энергии (тепла). Прини¬
мая во внимание соотношение С =3S, справедливое при
низких температурах, мы можем переписать закон дис¬
персии второго звука в виде

со2 -яKhiqi- (15.29)

Пользуясь выражением (5.18) и оценкой (15.15), можно
заключить, что скорость второго звука

wn* (ТС/у)"2 (15.30)

равна по порядку величины скорости обычного звука.
Температурные волны второго звука могут распро¬

странятьсяне только в твердых телах, айв гелииII.Фак¬
тически вывод об их существовании и был сделан снача¬
ла для гелия II (L. Tisza, 1938; JI. Д. Ландау, 1941) и
лишь впоследствии перенесен на твердые тела.

Закон дисперсии II звука в гелии IIв интересующей
нас фононной области температур можно получить непо¬
средственно из выражения (15.29). В изотропной жидко¬
сти, каковой является гелий II, тензор сводится к ска¬
ляру:

Vu =V6«.
Величина у{Т) называется нормальной частью плотности
жидкости и представляет собой коэффициент в линейном
соотношении

P =pF,
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где под Р следует понимать плотность пстпнного импуль¬
са (а не квазиимпульса, как в кристалле), а V — это дрей¬
фовая скорость фононов в той системе кооординат, где
жидкость покоится. Подставляя в интеграл (15.14) закон
дисперсии фононов я2 =vlt, мы получаем следующее точ¬

ное выражение для нормальной части плотности гелия II:

я =
2яУ
45ftV

(15.31)

Учитывая, что удельная теплоемкость гелия II

С =
2яУ
15/iV'

получаем закон дисперсии II звука в гелии II в фонон-
ной области температур (JI. Д. Ландау, 1941):

wii =v/ÿÿ. (15.32)

Следует заметить, что во всей фононной области тем¬
ператур выполняется неравенство

р«р,

где р — плотность гелия II; дисперсионное соотношение
(15.32) имеет место в наинизшем приближении по пара¬
метру р/р1).

') В теории сверхтекучести Ландау в качестве переменных
скоростей используются следующие величины: так называемые

сверхтекучая скорость »s =и и нормальная скорость »n = V +и.

Таким образом, дрейфовая скорость V = vn — в .
С отличной от нуля скоростью V в гелии IIсвязан (в отличие

от твердых тел) некоторый поток массы. Если общий перенос
массы отсутствует, то этот поток массы должен быть скомпенси¬

рован потоком, пропорциональным сверхтекучей скорости и (и —
омещение данного участка жидкости).

Прии Ф 0 в выражении для частоты фононов возникает до¬

бавка, обусловленная эффектом Допплера и пропорциональная и.
Этой добавки мы не учитываем, так как она пропорциональна, по¬
мимо дрейфовой скорости V, взятой с обратным знаком, также и
малому отношению р/р; соответственно, учет вклада от нее, на¬
пример, в выражение для Р дал бы член высшего порядка по р/р.
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§ 16. Диссипативные члены в уравнениях фононной
гидродинамики. Поглощение второго звука

В системе фононов диссипация может происходить по
двум причинам. Первой являются процессы переброса.
Их можно учесть, дополнив уравнение (15.22) слагаемым,
описывающим релаксацию квазиимпульса. Скорость ре¬
лаксации должна быть в линейном приближении пропор¬
циональна плотности квазиимпульса, так что в итоге по¬
лучается уравнение:

d-W +Sÿ7+Dÿ = °-
Коэффициенты Du порядка 1/ти (в общем случае, когда
релаксация квазиимпульса может происходить также бла¬
годаря рассеянию фононов дефектами решетки, они по¬
рядка 1/тх) 1). В статическом случае (или вообще при
йтх<1) это уравнение должно давать обычное выраже¬
ние для потока тепла:

Qi=— ХидТ/дГ[.

Отсюда с учетом (15.12) и (13.19) получаем следующее
тензорное равенство:

и-1=ЛгД>,
TS

с учетом которого уравнение для Р запишется в виде

+S-ÿr + TSHjfV, = 0. (16.1)

При более высоких частотах, если величины Р, V и Q
меняются со временем по закону e~iat, уравнение (16.1)
дает следующую связь между градиентом температуры и
<?:

?=-иУГ, Z-1=x-1— J!LV. (16.2)
тs

Это выражение описывает временную дисперсию теп¬
лопроводности. В кристаллах кубической симметрии, где

') Тензор К, введенный в § 13, связан с тензором D соотноше¬
нием А,=я>у.
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тензоры второго ранга вырождаются в скаляры, мы по¬
лучаем отсюда

х =я—*-. (16.3)
1— ШТК

х '
Величина ти 1, где

(16.4)
TS"

и есть та характерная частота, на которой начинает ска¬
зываться временная дисперсия теплопроводности.

Характерному времени тх можно дать еще и следую¬

щее толкование. Предположим, что в момент t =0 созда¬
но пространственно-однородное состояние неполного рав¬
новесия с отличной от нуля дрейфовой скоростью V. Си¬
стема фононов будет стремиться прийти в состояние пол¬

ного равновесия; убывание V со временем будет описы¬

ваться уравнением

дУ
_l TS2

у — о

откуда

V (t) — V (0) ехр (— f/ÿ*).

Ранее время тх было определено только по порядку вели¬

чины. Его точное определение как времени релаксации
дрейфовой скорости V дается соотношением (16.4).

Кроме процессов переброса существует и источник дис¬
сипации, связанный с нормальными процессами и прояв¬
ляющийся, если величины Р и Т зависят от координат.
Если Р зависит от пространственных координат г, то нор¬
мальные столкновения приводят к процессу необратимого
ее переноса типа диффузии. Этот процесс может быть
описан добавочным слагаемым в тензоре плотности пото¬

ка квазиимпульса, — Fц, которое имеет вид

dV
F'u=ÿlmn-~. (16-5)

Это выражение аналогично вязкому вкладу в тензор
плотности потока импульса вязкой жидкости: соответст¬
венно, тензор vumn можно назвать тензором фонон-гид-

I
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родинамической вязкости. Аналогичным образом, выра¬
жение для плотности потока тепла приобретает диссипа-
тивную добавку, пропорциональную VT;

Qi =TSV{-XndT/drl; (16.6)

тензор ул можно назвать тензором фонон-гидродинамиче¬
ской теплопроводности.

Выпишем полную систему уравнений фононной гид¬
родинамики в линейном приближении с учетом диссипа-
тивных членов:

ар<
4-

дТ
V

d*Vm д. r«?2v-iV - п
~dT +S + TS *il °'Cÿf +diYQ =0, (16.7)

QiÿTSVi-xudTldr,,

Pi=

Граничные условия к этой системе уравнений, поми¬
мо условия на нормальную компоненту скорости V, о ко¬
тором шла речь в § 15, должны также включать и ус¬
ловия на тангенциальные компоненты скорости. Обычно
поверхность любого кристалла является шероховатой,
причем размеры шероховатостей, как правило, гораздо
больше характерных длин волн тепловых фононов. По¬
этому отражение фононов от поверхности является диф¬
фузным. Это значит, что вблизи самой поверхности в на¬
правлении, касательном к ней, упорядоченное движе¬
ние фононов должно отсутствовать. Таким образом, мы
получаем граничное условие, что на поверхности танген¬
циальные компоненты скорости V должны обратиться
в нуль.

Получим соотношение симметрии для кинетических
коэффициентов Vumn и %ц (симметрия тензора х« была
установлена в § 12). Вычисляя производную по времени
от энтропии с помощью (15.11), мы имеем

Мы хотим получить для 3" выражение типа (11.27)
или (11.28)— квадратичное по малым отклонениям от
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равновесия. Соответственно, подставим в интеграл сле¬

дующее линейное выражение для Р:

(16.8)

иU= — div Q, причем пока не будем предполагать вы¬

ражение для Q линейной функцией V и VT.
Мы имеем

=Jd*rl-±div Q +jr VVT- jr Viÿ+ShtfviVl

Интегрируя первый и третий члены по частям и учиты¬
вая, что с принятой точностью нужно считать в третьем
члене температуру Т постоянной, мы находим

я =Jя я(т"+4- + <?v 4" +-TvvT+

+ÿrdÿF'u+sÿl1vivl
, I

Здесь интеграл от первого слагаемого сводится к поверх¬
ностному; считая, что поток энтропии через поверхность
отсутствует, мы полагаем его равным нулю. Во второе
слагаемое мы можем подставить выражение (16.6) для
Q, которое дается линейной теорией, поскольку V(1/Т) =

= — V Т/Т2 есть величина, пропорциональная малому от¬

клонению от равновесия. Окончательно мы получаем

9> = ' J яЛ- [-я'№-™F<) +FF я+Sbtfv

Выберем в качестве величин ха, фигурирующих в соот¬

ношении (11.25), переменные Qi — TSV(, Fu и V{. Тогда
роль обобщенных термодинамических сил играют вели¬

чины — дТ~х!дгь — T-ÿdV\ldri, — Коэффициен¬
ты же в линейных соотношениях, связывающих эти две
группы величин, должны удовлетворять следующим со-
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д9>

dt

отношениям симметрии, вытекающим из принципа Он-
сагера:

Viimn =VmnЯ, %И =%Н- (16.10)

Таким образом, тензор фонон-гидродинамической вязко¬
сти Vumn симметричен относительно перестановки первой
и второй пары значков (но, вообще говоря, несимметри¬
чен относительно перестановки первого и второго или
третьего и четвертого значков).

Выражение (16.9) можно переписать в следующем
виде:

_ Г ,, / 1 дТ дТ , 1 dVidVm , о2 1т/ т/
я

J dri <?/, Т Vilmn дг1 дгп ilViVlj
(16.11)

В таком виде это выражение удобно использовать для
расчета диссипации энергии.

Определим коэффициент поглощения второго звука.
Рассмотрим простейшую геометрию, когда второй звук
распространяется вдоль оси симметрии кристалла треть¬
его или более высокого порядка (ось х), и найдем для
этого случая решение системы уравнений (16.7), пропор¬
циональное exp [i{qx — toi)]. В этом случае система сво¬
дится к следующим уравнениям:

- icopy + iqSAT + vg2 V+ÿfv = 0,
(1

— iaCAT + iq (TSV- iqÿAT) = 0,

где AT есть малая переменная добавка к температуре Т
(здесь мы опустили индексы х у компонент тензоров р,
v, к и %). Приравнивая нулю определитель системы
(16.12), получаем дисперсионное уравнение

л2*/"» / i?»i/»2 / т*л/„2\

я' =-J?TS

Мы считаем, что второй звук возбуждается на поверх¬
ности диэлектрика в виде гармонического колебания ча¬
стоты со и затухает по мере удаления от поверхности.
Соответственно, волновой вектор q будет считаться комп¬
лексным, так что интенсивность звука, пропорциональ¬
ная квадрату его амплитуды, затухает в пространстве
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как ехр (—21m qx). Коэффициент поглощения второго
звука Гц характеризует закон экспоненциального убы¬

вания его интенсивности в пространстве, имеющий вид

ехр (— Гц#); таким образом,

Гц =2 Im д. (16.14)

Будем затухание второго звука считать малым и на¬

ходить методом последовательных приближений. В пер¬

вом приближении (16.13) дает закон дисперсии второго
звука (й — Wnq, где, согласно (15.29), скорость второго

звука

wII=irVf- (16Л5)

В следующем приближении получаем коэффициент за¬
тухания:

гп-21шд=ш-(гх-+ф)+;гя. (Шв)

Он представляет собой сумму двух слагаемых; одно из

них пропорционально квадрату звуковой частоты, дру¬

гое же от частоты не зависит. Второй звук существует
при условии

q >Гц.

Поскольку q 00 и, это неравенство нарушается как при
достаточно низких, так и при достаточно высоких зву¬

ковых частотах. Может, однако, существовать промежу¬
точный интервал частот, где затухание второго звука

сравнительно мало. Чтобы выяснить, когда такой интер¬

вал существует и существует ли он вообще, нужно оце¬

нить кинетические коэффициенты %, v и %. Эти оценки
мы проделаем в § 17.

§ 17. Вычисление кинетических коэффициентов
в уравнениях фононной гидродинамики

Вычислим кинетические коэффициенты v и фигу¬
рирующие в уравнениях фононной гидродинамики (16.7)

при диссипативных членах, содержащих пространствен¬
ные производные от V и Т. При расчете будем исходить
из линеаризованного кинетического уравнения, для про-
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странственно-неоднородной и нестационарной добавки
AN (г, t) к равновесной функции распределения фононов.
Кинетическое уравнение имеет сложный вид, так как оно
содержит пространственные и временные производные от
функции распределения.

Решение его заметно упрощается, если использовать
введенные выше малые параметры

(otjt<1, (17.1)

ql„< 1 (17.2)

и построить метод последовательных приближений по
этим параметрам. Такого рода метод был предложен в
кинетической теории газов Чапменом (S. Chapman, 1916)

и Энскогом (D. Enskog, 1917). Мы обобщим этот ме¬
тод применительно к кинетике фононных систем.

Сущность метода заключается в следующем. Разлагая
решение кинетического уравнения по малым параметрам
(17.1) и (17.2), мы получаем в качестве наинизшего при¬
ближения выведенные выше макроскопические уравне¬
ния фононной гидродинамики. В следующем приближе¬
нии мы оказываемся в состоянии определить кинетиче¬
ские коэффициенты, фигурирующие в диссипативных
членах в этих уравнениях. Весьма важно, что для нахож¬
дения этих коэффициентов уже не приходится решать
пространственно-неоднородной или нестационарной зада¬
чи — они определяются однородными и стационарными
решениями кинетического уравнения.

Линеаризованное кинетическое уравнение для нерав¬
новесной добавки AN запишем в виде ')

адN ~ ая2 dN i..г -? а ,т /, „
~W +dk~dF = ~~ InAN — IVAN. (17.3)

Будем считать, что AN=A iN+A2N, где A\N оп¬
ределяется выражением (13.9), а функция A2N
(1-ДаЛП < ] A iiVl) удовлетворяет условиям

J d&AtNk = 0, j dlkA2NQ =0. (17.4)

!) Если кроме процессов переброса играет роль также и рас¬
сеяние фононов дефектами решетки, то в правой части (17.3) сле¬
дует писать сумму операторов Iu+Id, а характерное время, фигу¬
рирующее в оценках, будет не xUt а т*. - - - - : , ~
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Они означают, что вклад от добавки A2N как в плот¬

ность квазиимпульса, так и в плотность энергии равен
нулю. Эти соотношения определяют однозначно величи¬

ны Г и F, нуждающиеся, как ужо указывалось, в до¬

определении в неравновесном состоянии.
Если умножить уравнение (17.3) на %kt и проинтег¬

рировать по d%k, то с учетом (17.4) получим

("-Ч

Здесь Р; определяется выражением (15.7), а

Fn= -JdgA§-W. (17.6)

Из уравнения (17.5) легко получить макроскопиче¬
ское уравнение (16.1), учитывающее релаксацию квази¬

импульса за счет процессов переброса. Для этого под¬

ставим в интеграл (17.6) равновесную функцию распре¬
деления фононов No(Q). Далее, учтем, что под отаком

интеграла в (17.5) фигурирует только оператор Iv, по¬

скольку нормальные столкновения сохраняют квазиим¬

пульс. Под знаком оператора Iv мы сохраним только

главное слагаемое AiiV и пренебрежем A2N. В итоге пра¬
вую часть (17.5) можно переписать в виде —hiVh где

Хи определяется выражением (13.15) и, в свою очередь,
может быть выражено через статическую теплопровод¬
ность (13.20), что и дает уравнение (16.1), описывающее
перенос и релаксацию квазиимпульса.

Аналогичным образом, умножая (17.3) на tiQ, и ин¬
тегрируя по dfeй, получаем закон сохранения энергии в

форме

ÿ +div<? = 0, (17.7)

Q=jjdhnQ§-N. (17.8)

Чтобы получить выражение для кинетических коэф¬
фициентов, описывающих диссипацию квазиимпульса фо¬
нонов за счет нормальных процессов, нужно подставить
в интеграл (17.6) неравновесную добавку А2N к функции
распределения фононов, определив, таким образом-, не-

I
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равновесную добавку Р'ц к тензору плотности потока
квазиимпульса. Чтобы вычислить A2N, отбросим в пра¬

вой части кинетического уравнения (17.3) член — IuAN
(поскольку вклад от процессов переброса мы уже учли,
вычислив последнее слагаемое в левой части (16.1)) и
оставим только член, описывающий нормальные столкно¬

вения (напомним, что InA\N— 0). В левую же часть
(17.3) подставим сумму Ao +AiA. Тогда левая часть
уравнения, которую мыобозначим через ф (к, /), приобре¬
тет вид

*=ж Wo +д1я) +Шi(N°+Ая) =

1 м /лт т а\(ш А , +,т> , ш 8Q адТ . +7 5Q
=-N0(N0+i)ÿ-l+tikV+-YW-w +1Щщ-яj.

Выразим производные Т и V в правой части с по¬
мощью уравнений (15.25). Тогда кинетическое уравнение
(17.3) приводится к следующему виду:

Ф (fc, 7') = — JNy- (17.9)

Здесь -ф =ф+ +ф~,

ф+ =-LN0 (N0 + 1) [hJ4щ-tiQf6„) (17.10)

ф~ =-f N0 (N0 +l)(ÿ-g-6n-tLhSvTÿ (17.11)

ф+ и ф~ представляют собой, соответственно, четную и
нечетную (относительно замены 7с на — к) части функ¬
ции ф(7с, 7).При записи уравнения (17.9) мы ввели новую
неизвестную функцию

y =A2N/N0W0+l)

— /ч

и воспользовались соотношением IA2N= Jy.
Оператор JN имеет четыре собственные функции, со¬

ответствующие нулевому собственному значению, 12 и к(.
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Соответственно, условия разрешимости уравнения (17.9)

имеют вид

|dlbtiQty =0, |d£,k%ki\|j=0.

Для функций г])"1" и ф" эти условия дают

jdlkÿm=0, (17.12)

j dtkÿrnki=0. (17.13)

Убедимся, что функции i|)+ и -ф" удовлетворяют этим ус¬

ловиям.
Рассмотрим интеграл (17.12) от первого слагаемого

в выражении (17.10) для i|)+:
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Замечая, что
hQ.
~Т~

da(N0)
dNn

(17.14)

где o(iVo) дается выражением (11.8), мы можем привести

этот интеграл к следующему виду:

(V Ba(No) dN0 ,

J dNo д(ПЯЦТ)
1 dki dri

=-Tj ±a (N0)ÿ= T jd\ka (N0) div У =

=TS div 7.

Интеграл от второго слагаемого в (17.10) с учетом

тождества
да (Nn) Nn+1

=-%QN0 (N0+1) In-5я-

и соотношения (17.14) приводится к виду

-B-J'Ьтт diW --4-Г§divГ-- div V

(здесь мывоспользовались термодинамическимсоотношени¬

ем С=Т dS/dT). Сумма обоих интегралов равна нулю,

что доказывает соотношение (17.12).

Чтобы убедиться в справедливости соотношения
(17.13), прежде всего замечаем, что с учетом определе¬
ния (15.14) тензора р<; интеграл (17.13) от второго слагае¬
мого в выражении (17.11) для приводится к виду

— S dT/di'i. В то же время интеграл от первого слагаемого:

Г к fl7Vo, #о +1Зй ,. ОТ _ Г ,я да dNadQ дТ _
J dQ. N0 dkt 1 drt J dN0 dQ dkl 10rt

да
7 dT дТ

' I

: дТ

т. е. интегралы от первого и второго слагаемых взаимно
уничтожаются.

Решение уравнения (17.9) запишем, как и выше, вво-

дя обратный оператор Jn 'я

у = — Jn1ÿ +с0Ш + c%lc. (17.15я
Константы со и с определяются четырьмя условиями
(17.4):

j dlkkQN0 (N0 + \)у =0, J dlknicN0 (N0 +1) У = 0,

(17.16)

которые делают однозначным определение обратного one-
я_ -<

ратора /jv •

Представим функцию у (1с) в виде суммы четной и не¬
четной частей:

1 1
У+ (*) =~y (У (к) + у (-1с)], у~ (1с) =±[у (1с) -у (-к)].

Как мы убедились в § 9, оператор / не меняет четности
функции, на которую он действует. Точно таким же об¬
разом можно было бы убедиться, что сохраняет четность

я _
1и оператор JN, а значит и оператор Jn • Пользуясь этим

свойством, получаем, отделяя в уравнении (17.9) четную
часть, выражение для функции у+ (к):

у+ = — +с0Ш. (17.17)

Константа с0 определяется первым условием (17.16) п
оказывается равной

11 В. Л. Гуревнч

I
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Зная у+, можно найти F\m — диссипативную часть

тензора F,m:
п дЯ

дктF'lm = -\dtk%klÿ-AiN.

Используя первое условие (17.16), нам будет удобно

переписать это выражение в виде ')

F'lM= -Ъ\ dlAk, дЯ
! дкт- 8imQ 4)мг-

Подставляя сюда A2N =N0(N0+ 1)у+, где в качестве у+

нужно взять выражение (17.17), и сравнивая получивше¬

еся выражение с формулой феноменологической
теории

Fim =V imnpdVJdrр,

мы находим тензор фонон-гидродипамической вязкости

V(m„p =-J-jdluN0 [N0 +1) (/г,§-m-8lmQ-я)X

X J„lN0 (N0 +1) (lcn§--SnpQ (17.18)

Таким образом, в выражение для vtmnv даст вклад

только симметричная часть функции ф. Из симметрии-
я_

1
ности оператора Jn вытекает соотношение симметрии

для тензора v:
V/mnp == VnpZnij

которое мы получали в § 16, исходя из общего принципа

симметрии кинетических коэффициентов.
Осталось получить порядковую оценку для компонент

тензора v. Заменяя по порядку величины обратный опе¬

ратор (N0 -|- 1) величиной Тя п считая, что в вы¬

ражение (17.18) дают вклад одни только акустические

') Основной вклад в этот интеграл дают длинповолновые акус¬

тические фононы, для которых, как мы впделн в § 5, S/C— 1/3. Со¬

ответственно, выражение в скобке (которое часто будет встре¬

чаться в дальнейшем) можно представить в виде

дЯ 1
,С1 дкт ~ 3 Q°lm-

4
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фононы, мы находим

v~r(Jÿj\N. (17.19)

Для времени т» справедлива оценка (10.12), откуда сле¬дует, что тензор v обратно пропорционален температу¬ре Т.
Перейдем к вычислению у~ — антисимметричной ча¬сти функции у. Выражение для нее имеет вид

у~ =-Jn\~+сШс, (17.20)
нричем векторная константа с определяется нз второгоусловия (17.16). Зная функцию у~, мы можем вычислитьдиссипатпвную часть плотности потока энергии

Q\ = N0(N0+l)y~.

Это выражение удобно переписать в следующей форме:

Q'i =Jdlk%(&щ-TSbiVo) (N0 +1)у. (17.21)

Эквивалентность обоих выражений есть следствие второ¬го соотношения (17.16).
Определяя постоянную с нз (17.16), мы находим

<4 =4"V"1 j" d%n%klN0 (N0 +1) /ДяГ. (17.22)

Подставляя выражение (17.20) для у~ с учетом (17.13)п сравнивая получившуюся формулу с феноменологиче¬ским выражением для диссппатнвной части плотности
потока тепла Qi — — 1идТ/дгг, получаем следующую об¬щую формулу для тензора фонон-гидродпиамической
теплопроводности:

= dlk TSbmkmj N0 (N0 +1)X

X Jn1(qщ-TSbnkn) N0(No +1). (17.23)

Этот тензор симметричен, как и должно быть в силу
И*
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общих принципов, и для пего мояспо получить оценку

%CÿV %N
Т \3

, ftv J
(17.24)

Таким образом, тензор %и пропорционален Т~2.
Воспользовавшись оценками для тензоров 7, v и D,

мы приходим, воспользовавшись (16.16), к следующей
оценке для коэффициента поглощения второго звука
(Е. W. Proliofsky, J. A. Krumliansl, R. A. Guyer, 1964):

Г" 1
(17.25)

1ii I 1~COTjv+ — .
q (ОТу

Здесь первое слагаемое < 1, так как только при условии
(otjv <1 фоионная функция распределения имеет в пер¬

вом приближении вид (15.5), и изложенная теория при¬

менима. Чтобы было также мало и второе слагаемое,

частота второго звука должна удовлетворять неравенству

(OTu »1. (17.26)"

Таким образом, второй звук может существовать в ин¬

тервале частот
I/tu< со < 1/тя, (17.27)

ограниченном сверху и снизу.

Еще раз подчеркнем, что под временем xv не обяза¬
тельно понимать собственно время процессов переброса.

К процессам, дающим вклад в \/xv, можно причислить

любые процессы, происходящие с несохранением квази¬

импульса, например, рассеяние фононов на дефектах.
В этом случае при оценках хи надо заменить на тх, и вся

изложенная теория остается справедливой, если только
продолжает выполняться неравенство xN <т„.

§ 18. «Пуазейлево» течение фононов

Уравнения фононной гидродинамики могут описывать
также стационарный перенос тепла в диэлектрике под

действием градиента температуры. В стационарном слу¬

чае система уравнений (16.7) приобретает впд

+г*<*-»>«?,d2Vm О,
'Iй'п

div Q — 0.

(18.1)

(18.2)
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В выражении для Q в (16.7) надо сохранить первое сла¬
гаемое TSV и пренебречь диссипативным членом, ко¬
торый, как мы убедимся, лежит в стационарном случае
за пределами точности расчета.

Эту систему уравнений нужно дополнить соответст¬
вующими граничными условиями. Типичная ситуация,
в которой наблюдаются стационарные явления фононной
гидродинамики, такова. Имеется стержень цилиндриче¬
ской формы, вдоль которого (в направлении оси z) создан
однородный градиент температуры. Длина стержня пред¬
полагается гораздо больше его толщины. Требуется най¬
ти ноток тепла, переносимый вдоль стержня.

В этой ситуации краевыми эффектами на концах
стержня можно пренебречь и считать, что скорость V
зависит только от поперечных координат и не зависит
от координаты z. Нам, таким образом, следует задать
граничные условия на боковых стенках цилиндра. Счи¬
тая, что фононы отражаются от боковых стенок днффуз-
но и стенки теплоизолированы, мы потребуем равенства
нулю всех компонент V на поверхности цилиндра.

Рассмотрим решение поставленной задачи для про¬
стейшей геометрии: поток тепла распространяется в ци¬
линдре, вырезанном вдоль оси кристалла третьего или бо¬
лее высокого порядка. В этом случае отлична от нуля
только z-ÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿ вектора V. Опуская индекс z у век¬
тора V и тензора х, запишем для данного случая систе¬
му уравнений фононной гидродинамики

ÿS-g.-vA, v +ÿVÿO,(18.3)

4г -о- <18'4>

где Аг — двумерный оператор Лапласа. Эти уравнения
были впервые изучены Зуссманом и Теллунгом
(J. A. Sussmann, A. Thellung, 1963) и Р. Н. Гуржи
(1964), который принял во внимание также и последнее
слагаемое в уравнении (18.3), учитывающее вклад про¬
цессов переброса.

Будем считать цилиндр круговым и искать решение
системы (18.3)— (18.4), обладающее цилиндрической сим¬
метрией. Тогда система сведется к~ одному уравнению
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отпосительпо функции У(г):
"

ш-J_ А
г dr

TS
XV

У
S dT
v dz

(18.5)

Решение уравнения, удовлетворяющее граничному усло¬

вию
Л,-ь =0,

(18.6)

где L — радиус цилиндра, и условию ограниченности в

точке г=0, есть

У =
х

Ys~
In (r/rc)IdT_
Iо iL'rc) dz '

(18.7)

где In(x) — функция Бесселя порядка п от мнимого ар¬

гумента, а характерная длина гс равна

гс=4-/?• (18-8)

С помощью формул (17.19), (13.21) н (5.15) для этой

длины легко получить оценку

гс ~ V у TjvTy. (18.9)

Плотность потока тепла в стержне есть функция ко¬

ординаты г:
Q(r) =TSV(r).

Полный поток тепла через стержень радиуса L выража¬

ется интегралом
т.

(18.10)
2я jdrrQ (г) — яЬ2к 1 (L/rc)/0(L/rc) dz '

Можно вычислить также средний по сечению цилиндра

ноток тепла Q. Эту величину удобно выразить, вводя эф¬

фективную теплопроводность яаф соотношением
- dT
7л

dT
Q--хэф dz

.

Тогда, вычисляя Q с помощью (18.10), получаем

J 2го Мяс)1

(18.11)

%Эф — % T70(L/rc)
(18.12)
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Естественно выделить два предельных случая. При
L>гс можно в (18.12) воспользоваться асимптотикой

функций Бесселя 1п(х) «г ех/\/2лх, и мы получим

хЭф =к (l-я). (18.13)

Получается естественный результат, что теплопроводность
диэлектрического цилиндра отличается от теплопроводно¬
сти массивпого образца па малую величину порядка rJL.

Более интересен противоположный случай

L< гс. (18.14)

Разумеется, при этом мы должны считать, что L> lN,
иначе окажутся неприменимыми те макроскопические
уравнения, на которых основывается наш расчет. Разла¬
гая в этом случае функции Бесселя по степепям малого
аргумепта:

/0Ы =1+х2/4 +.. ., /,(*) =(*/2)(1+ж2/8+...), (18.15)

мы получаем для среднего потока тепла

7i Li dT TS2L2 dTQ = -тг;*-

так что

gr2 dz 8v dz

TS2L"
= (18.10)

Отсюда для полного потока тепла через цилиндр имеем

nTS2Ll dT
8v dz (18.17)

Это выражение пропорционально L4 и обратно пропор¬
ционально кинетическому коэффициенту v. Опо только
обозначениями отличается от формулы Пуазейля1), опи¬
сывающей количество вязкой жидкости, протекающей че¬
рез трубу кругового сечения. Это естественно, поскольку
пренебрежение членами высшего порядка по параметру
(L/rc)2 означает по существу отбрасывание последнего

') См. Ландау Л. Д., Лифшиц Е. М. Механика сплошных
сред.— М.: Гостехиздат, 1954, с. 74; Ламб Г. Гидродинамика.— М.—J1.: Гостехиздат, 1947, с. 733.
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члена в исходном уравнении (18.3). Тогда оставшаяся си¬

стема уравнений совпадает с уравнениями, описывающи¬

ми течение вязкой жидкости по трубе. В этом случае на¬

звание «уравнения фононпой гидродинамики» приобрета¬

ет буквальный смысл.
Осталось оправдать отбрасывание дпссппатнвного чле¬

на — %dT/dz по сравнению с учтенным слагаемым в вы¬

ражении для потока тепла. Составим отношение дпссппа¬

тнвного слагаемого к среднему потоку тепла (18.10). По

порядку величины оно равно vj,/TS2L2. Пользуясь для v

и х оценками (17.19) и (17.24), соответственно, мы заклю¬

чаем, что это отношение равно по порядку величины
(lN/L)2. Оно всегда мало, поскольку уравнения фононной
гидродинамики применимы лишь при lN <L.

Поучительно сравнить два выражения для теплопро¬

водности, (14.6) и (18.16). Оба они описывают теплопро¬

водность, ограниченную конечными размерами кристал¬

ла. Но в то время как в первом случае фононы вообще

не испытывают столкновений на длине порядка L, во

втором случае они испытывают большое число нормаль¬

ных столкновений на длине порядка поперечных разме¬

ров образца. Поэтому в первом случае они теряют упо¬

рядоченную составляющую своего квазиимпульса при

каждом столкновении, а во втором — только в результате

«пристеночных» столкновений.
Чтобы наглядно представить себе различие этих двух

случаев, сравним теплопроводность двух кристаллов, на¬

ходящихся при одинаковой температуре Т и имеющих

одинаковые поперечные размеры L, но таких, что в пер¬

вом из них нормальная длина свободного пробега 7),

а во втором I$ L1). Составим отношение выражений
(18.16) и (14.6). Оно должно быть обратно пропорцио¬

нально № п не зависит от Z®. Используя выражение
(5.15) для S и оценку (17.19), находим, что отношение

теплопроводностей равно по порядку величины L/lÿ',
т. е. гораздо больше едипицы. Таким образом, теплопро¬

водность в гидродинамическом режиме оказывается го¬

раздо больше, чем в бесстолкновптельюш.

') Такое различие длин In может быть обусловлено различием
ангармонических коэффициентов этих двух диэлектриков.

Глава III

Кристаллические диэлектрики
в электромагнитном поле

§ 19. Диэлектрическая релаксация в непьезоэлектрпках

В диэлектрике, находящемся в электрическом поле,
устанавливается электрическая поляризация, пропорцио¬
нальная полю. Если поле Е постоянно и диэлектрик на¬
ходится в равновесном состоянии, каждому значению
Е отвечает определенное значепие индукцииD.

В переменном поле поляризация также является пе¬
ременной величиной, т. е. зависит от времени. При этом
значение поляризации Р, а значит и индукции D, в ка¬
кой-то момент времени, вообще говоря, не определяется
значением поля в тот же самый момент, а зависит
и от значений, которые принимало поле в предыдущие
моменты. Такое «запаздывапие» связапо с тем, что ди¬
электрик в переменном поле уже пе может находиться в
равновесии. Установление равновесия требует конечного
времени, поле же изменяется непрерывно. Поэтому в лю¬
бой данный момент времени t равповесное значение ин¬
дукции, соответствующее мгновенному значению поля
E(t),ne успевает установиться.

Соответственно, в диэлектрике все время протекают
процессы, стремящиеся восстановить равновесие. Эти
релаксационные процессы сопровождаются диссипацией
механической энергии поля в тепло. Настоящая глава и
посвящепа изучению такого рода диэлектрических по¬
терь энергии, или диэлектрической релаксации.

Подчеркнем, что, строго говоря, теория диэлектричес¬
кой релаксации, которую мы здесь изложим, относится
только к непьезоэлектрическим диэлектрикам. В пьезо-
электрнках в электрическом поле возникает упругая де¬
формация, пропорциональная полю Е. Поэтому в нттх
диэлектрическую релаксацию можно рассматривать толь¬
ко совместно с диссипацией упругой энергии. Этому по¬
священ § 39 главы IV. Известно, однако, большое число
пьезоэлектрических кристаллов, в которых пьезоэлектри-
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чсские модули малы. К таким кристаллам со слабо it
электромеханической связью теория, о которой будет
рассказано в данной главе, также применима с доста¬
точной точностью.

Частоту изменения поля со мы будем считать ограни¬

ченной сверху, полагая ее гораздо меньше характерных
частот электронных переходов в кристалле. В этом слу¬

чае запаздывание, о котором идет речь, определяется од¬

ними только фононами и связано с неравповесностыо фо-
нонной системы; электронная же часть поляризации за¬

паздывания не испытывает.
В статическом электрическом поле индукция D

равна

Di=D0i +&(uEh (19.1)

•где есть статическая диэлектрическая проницаемость,
введенная в § 2. Как мы уже отмечали в § 2, постоян¬

ный вектор Do может быть отличен от нуля только в

кристаллах определенной симметрии — так называемых
пироэлектриках.

В переменном поле связь (19.1) уже пе имеет места.

Если, однако, скорость изменения поля достаточно мала,
то связь между индукцией и полем можно написать в об¬
щем виде, добавляя в правой части (19.1) член, пропор¬
циональный скорости изменения поля:

Di=D0i+eÿEi-Zu°4r- (19-2)

Записывая переменное поле в комплексной форме
Есо е~ш, мы можем переписать соотношение, связываю¬
щее переменную часть индукции и поле в виде

Di=Eu(a)El. (19.3)

Сравнивая (19.2) и (19.3), мы имеем

sii (to) = (19.4)

где 8(я — статическая диэлектрическая проницаемость,
фигурирующая в (19.1). Выражение (19.4) представляет
собой по существу первых два члена разложения диэлек¬
трической проницаемости по степеням малой частоты ю.
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Определим скорость диссипации энергии электричес¬
кого поля в диэлектрике. Вектор плотности потока элек¬
тромагнитной энергии (вектор Пойнтинга) равен

°{С) =я[ЕП}. (19.5)

Энергия, дпеепппругощая в единице объема в единицу
времени, есть — div G(с)- Вычисляяэту величину с помощью
уравнений Максвелла (2.33) и пренебрегая поглощением,
связанным с магнитным нолем, мы получаем для полной
энергии, днссппирующей в единицу времени,

T9> = £$*rED. (19.0)

Подставим в (19.6) выражение для Et и Dt =
— — /(1)8,7(10)/?; в комплексном виде п произведем усредне¬
ние по периоду1) с учетом (19.4). Это дает следующее
выражение для скорости диссипации плотности энергии
ноля:

TS =±(я>%иЕ*Е1. (19.7)

Таким образом, скорость диссипации электрической
энергии в диэлектрике пропорциональна тензору я;. Мы
будем называть его тензором коэффициентов диэлектри¬
ческой релаксации. Его симметрия совпадает с симметри¬
ей тензора диэлектрической проницаемости е1(.

При достаточно низких частотах со тензор я от со ие
зависит. При увеличении со разложение (19.4) становит-

') Здесь мы пользуемся общим правилом усреднения таких
выражений, заключающимся в следующем. Пусть имеются две
величины с комплексными амплитудами А я В, зависящие от
времепп как е~ш', и требуется найти средпее по времени от их
произведения. Перейдем к вещественному представлению, в ко¬
тором эти величины имеют, соответственно, вид

-у (Ае~ш +А*еш) и ~(Ве~ш+В*еш)-

Перемножая эти выражения и учитывая, что среднее по периоду
от быстро осциллирующих функций е~гш и е2гш< дает нуль, мы
получаем, что среднее от произведения равно

1
яу RеА*В.
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ся неприменимым: диссипативная часть тензора диэлек¬
трической проницаемости 8«(со) начинает зависеть от со не

но линейному закону, а сложнее.
Чтобы усреднить выражение (19.6) по периоду в этом

общем случае, нужно учесть соотношение (19.3), связы¬

вающее комплексные величины Е и D,и перейти описан¬

ным выше образом от комплексного представления к ве¬

щественному. Это дает

TS=tfc{*u-*u)EiEl
С учетом соотношений симметрии тензора е«(со) '), спра¬

ведливых в отсутствие постоянного магнитного поля:

е«(со) =Вн(со)

отсюда получается

(19.8)

где (со) есть мнимая часть тензора е«(со).

Полезно отметить соотношения, которым удовлетворя¬

ют вещественная часть этого тензора &ц (со) и его мни¬

мая часть &ц (со) как функции частоты со2):

et'z (— со) = г'ц (со), е"и (— со) = — г"ц (со). (19.9)

Выражение (19.8) упрощается для кубических крис¬

таллов, когда тензор ги вырождается в скаляр: е« =еб,г, и

e(co) =e' +ie". (19.10)

Скорость диссипации плотности энергии в этом случае

есть

= ÿs" (со) |Я (19.11)

Поскольку диссипация, которую мы изучаем, имеет

чисто решеточную природу, выразим ее через решеточную

') См. Ландау Л. Д., Лифшиц Е. М. Электродинамика сплош¬
ных сред.— М.: Гостехиздат, 1957, с. 461, 468; Зубарев Д. Н. Не¬
равновесная статистическая термодинамика,— М.: Наука, 1971,
с. 175.

2) См. Ландау Л. Д., Лифшиц Е. М. Статистическая физика,
т. I,— М.: Наука, 1976, с. 430; Исихара А. Статистическая физи¬
ка.— М.: Мир, 1973, с. 366.
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диэлектрическую восприимчивость х- Определимх как ве¬
личину, фигурирующую в линейном соотношении

Р= X#; (19.12)

Р в данной главе будет обозначать решеточную поля¬
ризацию, т. е. полную поляризацию за вычетом электрон¬
ного вклада. Величины г и % связаны соотношением

е =е'1*' +4ях> (19.13)

Поскольку s(oo) — вещественная величина, мы имеем от¬
сюда

е"=4лх". (19.14)

Подставляя (19.12) в (19.11) и принимая во внима¬
ние (19.14), получаем

TS =-я-ЧЦ|/>р =--Im— |РI2. (19.15)2 |х| 2 X 1 1 v
'

Очевидно, при «в >0 доляшо быть Imx~' <0.
Чтобы обобщить (19.15) для анизотропных сред, вве¬

дем тензор диэлектрической восприимчивости решетки
с помощью соотношения

Pi=%uEt. . (19.16)

Как и тензор диэлектрической проницаемости, этот тен¬
зор симметричен.

Для обратного тензора мы можем написать

X"1 =я' — i%",
где первое слагаемое есть вещественный тензор, а вто¬
рое — мнимый. Скорость диссипации плотности энергии
выражается через по формуле

TS (19.17)

Тензоры и удовлетворяют соотношениям, анало¬
гичным (19.9):

t'(co) =l'(-co), 1"Ы=-|"(-со). (19.18)

Главные значения тензора при со > 0 положительны.
В следующих разделах данной главы мы определим

частотную и температурную зависимости тензора е" для
кристаллов различной симметрии.
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§ 20. Взаимодействие однородного электрического
поля с фонолами

Определим конкретную форму взаимодействия од¬

нородного электрического поля с фононами, т. е. того

взаимодействия, которое при нестационарном электри¬

ческом поле вызывает неравновесность фононной систе¬

мы и связанную с ней диэлектрическую релаксацию.
В § 2 мы изучали взаимодействие электрического по¬

ля с оптическими колебаниями решетки в гармоничес¬
ком приближении. Взаимодействие было резонансным:
электрическое поле менялось во времени и в простран¬
стве по тому же закону, что и вектор относительного сме¬

щения подрешеток.
Здесь же пас интересуют случаи, когда резонанс от¬

сутствует: внешнее электрическое поле вообще пе ме¬

няется в пространстве, а частота ы ого изменения со

временем отнюдь не совпадает с предельными частотами
оптических колебаний (в основном нас будут интересо¬
вать случаи, когда частота со гораздо меньше предель¬
ных частот). Значит, в гармоническом приближении от¬
сутствует и взаимодействие. Таким образом, природа ин¬

тересующего нас взаимодействия — ангармоническая.
Такое утверждение нуждается в уточнении. Имеются,

вообще говоря, два различных источника этого взаимо¬
действия. Во-первых, электрическое поле, поляризуя
связанные электроны диэлектрика, изменяет постоянные

взаимодействия атомов решетки Ауу < .Во-вторых, в поляр¬
ных диэлектриках электрическое поле вызывает относи¬
тельное смещение подрешеток, что, благодаря решеточ¬
ному ангармонизму, также приводит к изменению вза¬
имодействия между атомами.

Ангармоническая природа второго источника взаимо¬
действия видна непосредственно. Что же касается пер¬
вого, то соответствующий член в энергии решетки пред¬
ставляет собой квадратичную форму из амплитуд ко¬
лебаний решетки, умноженную на напряжениость элек¬
трического поля. Выше (см. § 2) мы записывали внут¬
реннюю энергию решетки в гармоническом приближении
в виде квадратичной формы из компонент напряженно¬
сти электрического поля и смещений атомов решетки
(или же пространственных производных от этих смеще-
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ний). Соответственно, кубическую форму из таких же
величин естественно считать ангармонической. В част¬

ности, этот член в энергии решетки дает вкладв такие ан¬
гармонические процессы, как распад длинноволнового оп¬

тического фонона на два коротковолновых акустических.
Первый источник взаимодействия существует в лю¬

бых диэлектриках, как полярных, так и неполярных; вто¬

рой, очевидно, имеется только в полярных. Всю теорию
диэлектрической релаксации мы будем излагать на при¬
мере полярных диэлектриков, так как это — более общий
случай. Диэлектрическое поглощение в неполярпых кри¬
сталлах при этом получится как частный случай.

Поскольку однородное электрическое поле не нару¬
шает трансляционной симметрии кристалла, классифи¬
кация колебаний диэлектрика в стационарном однород¬
ном поле остается такой же, как и в отсутствие поля 1).
Меняются только частоты колебаний, т. е. закон диспер¬
сии фононов. В первом приближении соответствующая
добавка к частоте фонопа должна быть пропорциональ¬
на внешнему возмущению. В качестве такового можно вы¬
брать либо электрическое поле Е, либо любую величину,
ему пропорциональную. Для большинства приложений
удобпее считать внешним возмущением решеточную по¬

ляризацию Р.
Запишем добавку к энергии фонопа в следующем

виде:

%AQj (1с) = — ГРАЕ(1с, j). (20.1)

Величина АЕ(к, j) имеет размерность напряженности
электрического поля. Запись (20.1) отвечает следующей
физической картине. Мы можем представить себе, что
в кристаллах определенной симметрии (какой именно —
выяснитця ниже) при распространении колебания (к, j)
возникает постоянное, однородное электрическое
иоле АЕ (к, /), которое можно выразить через ангармони¬
ческие силовые постоянные.

Выражение (20.1) сохраняет смысл и в том случае,
если Р есть переменная величина. Только в этом слу¬
чае %AQ,j (к) лучше понимать не буквально как поправку

') Так, колебание по-прежнему характеризуется вектором 1с
п номером колебательной ветви /'.
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к энергии фонона, а как гамильтониан взаимодействия
переменной поляризации с колебаниями решетки.

Далее нам будет удобно переписать выражение (20.1)

с учетом следующих двух обстоятельств. Во-первых, по¬
правка к энергии (20.1) не должна зависеть явным обра¬
зом от объема кристалла. Поэтому для описания взаимо¬
действия удобно ввести величину, пропорциональную не¬

посредственно произведению ТАЕ (к, /).
Во-вторых, в зависимости от номера ветви j и волно¬

вого вектора fe, абсолютные значения добавок
AQj (1с) могут весьма существенно различаться по по¬
рядку величины. Однако, как мы убедимся ниже, о т-
поснтельные изменения частот оказываются,
грубо говоря, одного порядка. Это естественно отразить
в формуле для AQj (к), записав ее в виде

AQ; (к) =Qj (к) А (к, j) Р. (20.2)

Вектор

A(*'>) = -ÿA*(>0 7) (20.3)

мы будем называть вектором электрофононного по¬

тенциала. Если поляризация Р медленно изменяется во
времени и в пространстве, то, в соответствии со сказан¬
ным в § 4, слагаемое (20.2) играет роль потенциала поля,
в котором движение фононов можно рассматривать как
движение классических частиц с законом дисперсии

Qj (k, г, t) = Qj (к) +AQj (к, г, t). (20.4)

Выясним, какие требования налагаются симметрией
кристалла, чтобы выражение (20.1) или (20.2), линей¬
ное но Р, было отлично от нуля. Покажем, что необходи¬
мое условие для этого — отсутствие у кристалла центра
симметрии.

Рассмотрим ограничения, налагаемые на выражение
(20.2) в кристаллах с центром симметрии. Наименее жест¬
кие ограничения возникают, очевидно, для волновых век¬
торов общего положения, т. е. не имеющих никакой
собственной симметрии.

Рассмотрим волновой вектор общего положения, к.
Операция обращения времени переводит вырая{ение
А (к) в А {—к). Операция ипверсии, примененная к кри-
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сталлу, в котором распространяется колебание (к, j), пе¬
реводит А (—к) в —А (к). Таким образом, преобразование
симметрии, являющееся произведением преобразований
инверсии и обращения времени, с одной стороны, оставля¬
ет инвариантным волновой вектор к, ас другой стороны —
изменяет знак выражения (20.3). А поскольку вели¬
чина Aj (к) должна оставаться инвариантной отосительно
преобразований симметрии, оставляющих инвариантным
волновой вектор к, вектор А (к) в этом случае должен
быть тождественно равен нулю (R. A. Cowley, 1963).

. В кристаллах же, лишенных центра симметрии, не су¬
ществует преобразований, оставляющих инвариантным
волновой вектор к, занимающий общее положение. В та¬
ких кристаллах выражение (20.2) может фигурировать
в качестве слагаемого в формуле для фононных частот.

Произведем микроскопическое вычисление вектора
электрофононного потенциала А (к, j). Ограничимся рас¬
смотрением полярных диэлектриков с двумя различными
атомами, 1и 2, в элементарной ячейке.

Требуется в выражении (6.3) для энергии тройного
фононного энгармонизма выделить слагаемое > пропор¬
циональное относительному смещению подрешеток и> и,
тем самым, вектору решеточной поляризации Р. Выра¬
зим для этого через w векторы относительного смеще¬
ния подрешеток 1 и 2, которые в данном разделе будем
обозначать Rÿ и RÿK

При однородном смещении подрешеток эти векторы
не зависят от номера элементарной ячейки п. Из опреде¬
ления вектора w (2.23) и соотношения

PlRx + р,Т?2 = 0, (20.5)

выражающего условие (1.28) неподвижности центра тя¬
жести элементарной ячейки, мы получаем

К<Г} = (P2/PPi)I/2"A R(T = — (Pi/pp2)1/2w- (20.6)
Полное смещение атома из положения равновесия запи¬
шется в виде

R'v]+Л«р. (20.7)

где Rnp определяется выражением (3.22).

Подставим (20.7) в разложение (6.3) для кубической
ангармонической энергии решетки н выделим слагаемое,
12 в. л. Гурсвич

А
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содержащее первую степень w. Учитывая симметрию ан¬

гармонических силовых постоянных относительно пере¬

становки пар индексов к,у,его можно представить в виде

4"2<2 2 Вт№ълЯ.,7, (20.8)

Vi УгУз п1п2яг

Записанное в такой форме, оно нмеет вид добавкп к гар¬

монической энергии решетки:

Т 2 2 яАу1у1Нп2у3Нп3у3, (20.9)

"2«3 У2У3
где

Л
_ "V n'w~> r"i"2"3

У 2У3
~~ ЛапУ1 <ивУ\УчУз-

Vi "1

Это выражение соответствует физическойкартцне, опи¬
санной в начале раздела. При относительном смещении
подрешеток происходит изменение энергии колебаний*
решетки. Будучи чисто ангармоническим по своему про¬

исхождению, оно, тем пе менее, можно быть описано как

изменение гармонических силовых постоянных А '1У', если

их рассматривать как функции относительного смещения
подрешеток го. В линейном по го приближении, которым

мы ограничиваемся, выражение (20.9) можно переписать
как

(dAyy'/dw) wRnyRn-y', (20.10)
пп' уу'

где производная берется при го = 0.
Как говорилось выше, это есть только часть вклада

в энергию Другая часть связана с тем, что электри¬

ческое поле Е= оказывает непосредственное воз¬

действие на частоты колебаний решетки: оно поляризу¬

ет связанные электроны диэлектрика и, тем самым, из¬
меняет константы взаимодействия атомов решетки друг
с другом. Соответствующее изменение потенциальной
энергии решетки

(20.11)
пп' уу'

где производная берется приЕ — 0.
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Полное изменение потенциальной энергии есть сум¬
ма (20.10) н (20.11):

сцС)-±.у у (M£L w , dJ%r E)R я,,—
2 -J —J 1 Ow 0 дЁ / "пуПп'Г-

пп' 77' \
'

Здесь га])моннческ11е силоьые постоянные рассматрива¬
ются как функции двух независимых переменных,Е л го,
характеризующих состояние диэлектрика; производные
берутся приЕ — го — 0.Учитывая соотпошеппяЕ =%~1Р
п Р — — ртю, можем переписать это выражение:

яСР|_ + П..и"Л ~
'Л JmU I Р I X ЯР I "nv'hl'V-2

х ,J ~~dio~~r'X' —j]f- ) "ny'hi'r
пп' 77' \ /

(20.12)
Подставляя сюда выражение (3.22) для оператора сме¬

щения атома решетки Rny и принимая во внимание, что
лПП' /силовые постоянные Ауу- зависят от разности ч — п ,мы

получаем следующее выражение для оператора энергии
взаимодействия фоионов с переменной поляризацией

7(Р) л D V V V V ( й-х
дА""' , -1дАуу'

3 ~шр juZjuIA -Р ~д~ + Х IF"
П—п'уу' k J]' \

X

1 *Х
I/O р

яу (к
' я ву' яехр ik (ап ~ Х

V kj kj'
я

X (cky + cikj') {c_kj + cij). (20.13)

Чтобы установить связь этого выражения с электро-
фопонным потенциалом, введенным выше, перепишем
(20.13) следующим образом:

=4" ЪР Z2А«" (fc) X
k

X (cky -j- clfcj') (с_йj + Cftj), (20.14)

n

где

Л (*) = *$(*) +*$(*), (20.15)

hi'№) P 2MQh-Qbi, ÿ2exP( ik(an я,,-)] X
Bj "J n—n' yy'

дА™'
X e* (fe, j) ey> (к, j') (20.15a)dw

12*
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W =Х-12MQ..Q... 2 2еХ1' t- («"-Я«')] х
КЗ КЗ 11—11 уу'

дАпп.

X е*у {к, j) еу (к, ;') (20.156)

Сдвиг фоиониых частот Й-AQj (А:) в первом приближении
представляет собой коэффициент при произведении

операторов ctjCkj в (20.14). Поскольку с другой стороны,

он дается формулой (20.2), диагональные элементы мат¬

рицы Ajy {к) и представляют собой вектор электрофо-
ионного потенциала.

Как мы видели, в кристаллах с центром симметрии
Ац (к)= 0. Однако чрезвычайно важно для всей дальней¬
шей теории, что недиагональные компоненты матрицы

Ац- (к), вообще говоря, отличны от нуля. Действительно,
преобразование обращения времени переводит Ajy{к) в

Луз (—к). Преобразование же инверсии переводит эту

величину в — Ayj (к). Таким образом, матрица электро-
фононного потенциала у кристаллов с центром симметрии
должна удовлетворять условию

Ayj (к) =А*у (к) = -А}у (к), (20.16)

т. е. диагональные компоненты должны быть равны ну¬

лю, а недиагональные должны быть чисто мнимыми.
Для матричных элемептов электрического поля A/?jp

мы можем написать па основании (20.3):

1AEjy (к) = --А- % у Q. {к) Q., (/,) А... (к). (20.17)

Дадим порядковую оценку величины (20.15), для че¬
го вычислим сумму в правой части при / =/'. С этой

целью умножим уравнение (1.10) наеу (к, j) и просумми¬
руем по ц с учетом соотношения (1.22). Это дает

1j 12Аугп'е;(к,])ег(к,])х
п—п' уу

X ехр [— ik (ап — ап-)] =Q\j. (20.18)
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Отсюда мы получаем

id) пл — r-i 1 dQbj
Ц)>(к) = . >я«= Хйkj dw

-1 1 dQUj
Qkj dE

(20.19)

Производную dQ,kj /dw можно оценить по порядку вели¬
чины из тех соображений, что при относительном сме¬
щении подрешеток порядка а относительное изменение
частоты должно быть порядка единицы. Это дает

9Q

dw
й

Аналогичным образом, если электрическое поле имеет
1/2 / ~~3

атомный порядок §а /а , относительное изменение фо-
нонных частот должно быть порядка единицы. Следова¬
тельно,

Зй
дЕ ~JL а3/2

=
Q

"К" Р1/2Г '

Отсюда по порядку величины

1\Ш
I р Iр1/2« МП 1

IX IР1/2г>
Далее для оценок воспользуемся значениями величин f)-1
и у~х для кубических кристаллов:

1 й|— со21о — 1
____

-L

~

Kx(0j"t X
X (0) й2

где %(0) — (4я)-1(в(0) — е(оо)) — статическая диэлектриче¬
ская восприимчивость решетки.

В итоге оценки слагаемых, входящих в выражение
(20.15) для электрофононного потенциала, получаются
следующими:

1 1 1

Ух (0) Р1/2У
I У2) I1 1 - х (0) yv

1 Й2 -со2

й2

(20.20)

Здесь следует сделать одно существенное замечание.
При выводе соотношений (20.19) мы рассмотрели реак-
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, I

дню системы на стационарные возмущения, пропорцио¬
нальные iv и Е. Вэтом случае матричные элементы элек-
трофононного потенциала Ац > можно вычислять но от¬
ношению к колебательным состояниям (к, j) двоякого
типа: 1) перестроенным иод влиянием внешних возму¬
щений; 2) невозмущенным. Далее нам с помощью фор
мализма электрофоноипого потенциала придется изучать
реакцию системы на действие нестационарных возмуще¬
ний, причем в общем случае частота м не обязательно
мала по сравнению с фопоппымн частотами. Поэтому в
качестве системы колебательных состояний, по отноше¬
нию к которым определяется матрица возмущения, удоб¬
но выбирать певозмущенпые состояния. При таком вы¬
боре мы должны подставлять в выражения (20.15а) и
(20.156) векторы поляризации невозмущенных состоянии.
При этом можно определить аналогичным образом и не-
диагональные элементы матрицы А ;;- (к); оценки же
(20.10) будут теперь, вообще говоря, относиться как к
диагональным, так н к недиагональным матричным эле¬
ментам.

Следует, однако, подчеркнуть, что имеется один важ¬

ный случай, к которому оценки (20.20) неприменимы.
Это случай кристаллов с центром симметрии, когда обе
ветви j п /' — акустические, причем ка < 1. Чтобы дать
оценку величины Ааа- (к) для а я= а', запишем выражение
для одного из слагаемых в (20.15), например, для второ¬
го. Имеем

Хяаа' {к) =
2М9

1
о я 2еХР I-iU ("» ~ а»')1X

ltd hd' л—л' уу'

X е* (к, а) еу (к, а') И""'-

Учитывая, что векторы поляризации акустических коле¬
баний можно считать не зависящими от номера атома р
в элементарной ячейке, н воспользовавшись формулой
(1.30), мы можем переписать это соотношение в следую¬
щем виде:

Хяаа' (к) = 2pQft ei (я> №'
й') dW •

Это выражение содержит тензор пятого ранга — произ¬
водную от тензора модулей упругости по полю, который

II
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должен быть равен пулю в кристаллах с центром сим¬
метрии. Отличным от пуля может быть только следую¬
щий член разложения по ка, содержащий тензор шестого
ранга, и порядковая оценка для Ааа' (к) получается в ка
раз меньше, чем оценка (20.20) для кристаллов без цент¬
ра симметрии.

Отметим, что для некоторых приложений оказывается
удобнее выраятать взаимодействие колебаний решетки с

электрическим полем непосредственно через поле Е,
представляя гамильтониан взаимодействия в виде

ПУ&ДуА]УЕ. (20.21)

Векторы А и А', очевидно, связаны соотношением

А' = хЛ. (20.22)
j

Величиной А (которую мы тоже иногда будем назы¬
вать электрофононным потенциалом) приходится пользо¬
ваться для описания взаимодействия фопоиов с электри¬

ческим полем в неполярных кристаллах. Для этого до¬
статочно в наших формулах положить е<0> =в'0"'. При
этом первое слагаемое в выражении

А' = ХХ(1) + у>№ (20.23)

обратиться в нуль, поскольку производные дЛ'"у/dw, ко¬
торые определяются одной только механикой решетки,
непосредственно не зависят от разности е(0) — е(0О), а ди¬
электрическая восприимчивость х ей пропорциональна.
Производные дАуУ/дЕ определяются связанными элек¬
тронами диэлектрика и потому тоже непосредственно не
зависят от разности е<0) — 8(оо). Соответственно, второе
слагаемое в выражении (20.23) при е(0) -> е<00) стремит¬
ся к постоянному значению, которое равно

А'»' = 2ма1а„.. 2 2ехР [~ iI{ («« -«»')] х
RJ «./ п— ti' уу'

X 4 (к, j) ег (к, ]')~АуУ. (20.24)

По порядку величины из оцепкн (20.20) для (к)
мы имеем

|Ajj' (к) |~ 1/р1/2й. (20.25а)
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Эта оценка, как нетрудно убедиться с помощью поряд¬

ковых соотношений (20.20), сохраняет силу и для поляр-
,(0) ?

(оо) меньше илиных кристаллов, если разность е

порядка единицы.
Для длинноволновых колебаний в кристаллах с цент¬

ром симметрии мы имеем

/AeV(M|~:_*L. (20.256)
Р V

Подход, развитый в настоящем разделе, можно приме¬

нить для описания взаимодействия длинноволновых оп¬

тических колебаний в полярных кристаллах со

всеми прочими колебаниями решетки. Применим
его для оценки ангармонического коэффициен¬
та ЪоЦ' (0, — к, к), описывающего рождение оптиче¬
ским фононом с к = 0, принадлежащим ветви о, двух фо-

нонов, (fc, 7) и (—к,]')1). (В § 6 мы ограничились
тем, что привели только результат этой оценки.)

Соответствующее слагаемое в выражении (20.14) име¬

ет вид

h Т!2Лjj'(k) УQajQaj' X
v

X {сиу + ciftj-) + c\j). (20.14')

Величину w мы здесь должны считать оператором и вы-—1

разить через операторы с0 и с„ рождения и уничтоже¬
ния оптического фонона ветви о:

я J.N

Со Со),W =
/ П \1/2
{Wq0, (20.26)

где са есть приведенный вектор поляризации оптическо¬
го колебапня, определяемый выражением (1.36).

Подставляя (20.26) в (20.14') и сравнивая получив¬
шееся выражение с (6.4), находим

bojу (0, к, — к) =

=- p1/2Q7 (к) Qу (к) еор [Ли- (к) + Ап(-к)]. (20.27)

Учитывая, что р равно по порядку величины я2;, а |Л;р|

*) Фактически здесь может идти речь о распаде оптического

фопона на два акустических с /са~1.

I
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определяется оценкой (20.20), и считая разность е<0) — г{со)

порядка единицы, получаем оценку ангармонического
коэффициента (20.27):

|bojy (0, к, — к) |~QtQQ'/v. (20.28)

По составляет труда обобщить данный метод для
длинноволновых оптических колебаний с кФ0 и убе¬
диться, что для соответствующего ангармонического ко¬
эффициента остается справедливой оценка (20.28).

§ 21. Вывод общих выражений для диеснпатпвной
части диэлектрической проницаемости,

обусловленной двухфоноиными процессами

В настоящем разделе мы получим выражение для
диссипативной части диэлектрической проницаемости,
справедливое для кристаллов с центром симметрии при
всех частотах, удовлетворяющих условию сот > 1. Здесь
при Гя0 т обозначает фононное время свободного про¬
бега; при Т <0 мы будем понимать под т характерное
время нормальных процессов xN.

Условие сот >1означает, что неопределенность в энер¬
гии тепловых фононов Тг/х гораздо меньше энергии кван¬
та переменного электрического поля ft со. При этом ди¬
электрическую релаксацию можно рассматривать как по¬
глощение квантов поля фононной системой. При погло¬
щении должны, естественно, удовлетворяться законы
сохранения энергии и квазиимпульса. Это означает,
в частности, что суммарное изменение квазиимпульса
фононов, участвующих в таком процессе, должно быть
равно нулю — поскольку равен нулю квазиимпульс одно¬
родного электрического поля. Следовательно, число фо¬
нонов, участвующих в таком процессе, должно быть по
меньшей мере равно двум. Рассмотрением двухфононных
процессов мы н ограничимся, так как пм соответствует
наинизшее приближение по малому решеточному ангар-
монизму. Оба фонопа должны принадлежать к разным
колебательным ветвям / и /' — только в этом случае от-
личпы от нуля матричные элементы электрофононного
потенциала Ац- {к) в кристаллах с центром инверсии.

Выражения, которые мы получим, без труда обобща¬
ются и на кристаллы без центра симметрии — достаточно
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лишь учесть, что в этом случае электрофононный по¬
тенциал имеет отличные от нуля диагональные матрич¬
ные элементы, так что могут рождаться и фононы, при¬
надлежащие к одной ветви. Существенная особенность
кристаллов без центра симметрии заключается, однако,
в том, что двухфононные (трехквантовые) процессы дают
основной вклад в релаксацию лишь при достаточно вы¬
соких частотах со. При более низких частотах, как будет
показано в § 24, преобладающую роль играет релаксация
за счет трехфононпых (четырехквантовых) процессов,
т. е. процессов, в которых участвуют квант поля и три
фонона. Таким образом, полные диэлектрические потери
в кристаллах без центра симметрии определятся суммой
выражений, полученных в данном разделе и § 24.

Для расчета диссипативной части диэлектрической
проницаемости полагаем, что к диэлектрику приложено
перемеппое электрическое поле частоты со. Это поле вы¬
зывает поляризацию решетки

. Р =~(Р0е-ш+Р1еШ). (21.1)

Энергия взаимодействия внешнего возмущепия с фоно-
нами есть

°USP = — УРАЕ, (21.2)

АЕ =-w 221 (к) Qy (к) Ajy (к)х
л уу

X (сьу -f- ciij') (c_ij+ с\j).

Чтобы не загромождать обозначений, начнем с вычис¬
ления мнимой части диэлектрической проницаемости ку¬
бических кристаллов. А затем укажем, какие изменения
в окончательных формулах возникают в кристаллах иной
симметрии.

Нам будет удобно непосредственно вычислить вели¬
чину 1ш%"\ где % — решеточная диэлектрическая воспри¬
имчивость, определенная, согласно (19.12). Полная ди¬
электрическая проницаемость кристалла е(со) =8(оо) +
+4я%(со). Сравнивая это выражение с формулой (2.40),
не учитывающей диссипации и потому определяющей
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только вещественную часть б(со), мы находим

Re у"1=
4я ~ 0)2

Отсюда комплексная диэлектрическая проницаемость

е (со) = б(оо) +4я (Re % + (Im%) =

=е<~\+ (е(0) -б(оо))
(0) __ е(оо)

4я
(21.3)

„ о «w/
__

оQ2-со2 +i-_г-— Q2 Imх-1

(здесь мы пренебрегаем вещественной ангармонической
поправкой к б (и) вследствие ее малости). Окончательно,
с учетом (2.40),

С<*0 — W2 — iQ?T)
8(ю)

a'-m'-io'V
(21-4>

где

я
_ _8я

__
4я

о(0) _ „(со)

Л = ° ImX • (21-5)

Таким образом, задача теории заключается в расчете
Im%_1(со).

Для этого вычислим энергию внешнего поля, погло¬
щаемую фононной системой. Воспользуемся известным
из квантовой механики результатом1), согласно которому
вероятность перехода в единицу времени между состоя¬
ниями iи / под влиянием периодического внешнего воз¬
мущения равна

Wij= | (ДEP0)if |2 [б (со -)- со/;) -f- 5 (со —J— со,/)].

Здесь
со/х = — со if = (<яf — §i)/Ti.

где (о i и с?/ — соответственно, энергии начального и ко¬
нечного состояний системы.

') См. Ландау Л. Д. Лифшиц Е. М. Квантовая механика —М.: Наука, 1974, с. 184.
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Энергия, поглощаемая в единицу времени системой,
находящейся в начальном состоянии i, есть

2Wÿn =ж У2 I(АЕРо)i/ 12 X

t f

X [б (со — (0/i) — 8(C0 +W/;)]- (21.fi)

В выражение (21.fi) вносят вклад фопонпыс процессы

двоякого тина:
1) Процессы распада:

Поглощенно энергии фононамп

Начальное состояние Конечное состояние

Nkj фононов (к, j)

N_ky фононов (—к, j')
Nк)

N-кУ

+ 1фононов {к, /)

- |- 1 фононов (—к, ]')

Испускание энергии фононамп

Начальное состояние Конечное состояние

Nkj фононов (к, j)

N__ky фононов (—к, /')

Nк] 1 фононов (к, j)

N_hy — 1фононов {—к, /')

2) Процессы присоединения:

Поглощение анергии фононамп

Начальное состояние Конечное состояние

Nkj фононов (к, j)

Nky фононов (к, j')

Nkj —1 фононов {к, j)

Nky + 1фононов (к, j')

Испускание энергии фононамп

Начальное состояние Конечное состояние

Nkj фононов (к, j)

Nky фононов (к, j')
Nki -ф- 1 фононов (к, j)

Nhy — 1фононов (к, j')

Подставляя эти значения ощ в (21.6) и усредняя по

равновесному распределению фононов, что сводится к за¬

мене Nkj равновесными функциями Планка, получаем

выражение для скорости диссипации плотности энергии

Ар (к) 1Ч(&)Йд (к) х
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X {№+ 1) (N_ky +1)-NkiN_ky] [S (ы-Qw -Qky) -
— б (со 4- Q,kj -ф- йяд)] 4~ 2 [(./Vky +1)Nы—

— {Afkj +1) Nftj'] б (со +Q&j — (21.7)

Здесь Л\Рр обозначает проекцию вектора Ay на на¬
правление Р. Сравнивая это выражение с (19.15) и (21.5),
мы имеем (В. С. Виноградов, 1962)

4 N= % 2 [-я5 |Ауу (к) |2йk£lny X
° уу J

X {(Nkj -)- N_ky + 1)[б (со — Q.hj — Qky) — б (со -ф- Qftj 4-

4- QAj.)] +2 (Nkj-Nky) б (со 4- Qft;-Qki-)}- (21.3)

Ось x, па которую проектируется вектор Л, в кубиче¬
ском кристалле может быть направлена произвольным
образом.

Легко проверить, что выражение (21.8) удовлетворяет
соотношению ц(— со) =— г)(со), как и должно быть в силу
общего соотношения (19.18). Поэтому ниже мы ограни¬
чимся вычислением функции т|(со) только для со >0.

При со >0 выражение для ц можно представить
в виде

т] =т](р) 4- т](п),

где вклад от процессов распада:

X Qj (к) Qj- (к) (Nkj+N_ky 4" 1) б (со — йя- — Йяр), (21.9)

а вклад от процессов присоединения

11(П) = %2J I (к) |2 Й, (к) Qy (к)X

X (Nkj-Nky) б (со 4- -Q4j'). (21.10)

Укажем теперь, какие отличия возникают при расче¬
те диссипации энергии в анизотропных диэлектриках.
Отделим в тензоре %-1 вещественную и мнимую части:
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— Для тензора при со >0 мы получаем

У -J* Ajj» (к)А$* (к) Qj (к) Qy (к) X
.у

г) (2Я)2 tr J (2я)

X +N-ky + 1) б (со Qÿj QajO

+2 {Nkj-Nky) б (со +QAj-Qjy.)}. (21.11)

Далее нас будет специально интересовать случай од¬

ноосных кристаллов. В этом случае тензоры я' и мо¬

гут быть одновременно приведены к главным осям, при¬
чем одна из них (ось z). направлена вдоль оси кристалла,
а две другие произвольным образом в перпендикулярной
ей плоскости.

Соответственно, для продольной компоненты диэлект¬
рической проницаемости е» и поперечных компонент ei
мы имеем выражения, аналогичные (21.4):

,(°°) яа.з ю 3*4,3

'(1,3 ~~ И 'я(1,3я1,3
si,3и=ей? р.- _ж,_от;

я
• <21-12)

Здесь
„ _ ~,(Р) _L ,,№)
41,з — 41,3 г 'Ii,3!

причем

=4- («$-ей) л21 Iлй;3) w I2я (fc)я(*) x

X (Nkj +N_ky +1) б (со -Qkj-Qky), (21.13)

где A(3,1) обозначает, соответственно, проекцию вектора
Л на ось z и на плоскость, перпендикулярную оси z.
Аналогично,

(п)
111,:3 =4" («м-8м) ft 2JЦгI Ля3) (к) I2 Qj (к)Qj- (к) х

«я - <2я>

х (Nkj-Nkj') б (со +Qkj-Qkj')- (21.14)

Таким образом, величины тр получаются из соответст¬
вующего выражения для кубического кристалла простой
заменой матричного элемента.

Аналогичные выражения получаются и для главных
значений тензора е кристаллов ромбической системы.
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Выражение для диэлектрической проницаемости крис¬
таллов триклинной и моноклинной систем также легко
получить. Мы, однако, не будем их выписывать из-за их
громоздкости.

Приведем еще явное выражение для мнимой части
диэлектрической проницаемости е"(со) в неполярных
кристаллах, где 8(0) =е(оо). Чтобы получить его, удобно
сначала считать в наших формулах разность s(0) — 8<00)

малой и отбросить члены высшего порядка по этой раз¬
ности, а в ответе положить ее равной пулю, выразив ответ

через величины Ajj- (к) (20.24).

Опуская индексы, указывающие номер компоненты
тензора, мы имеем из (21.12):

е"=4(е(о) -е(оо))2 (ÿr=v) r=4я (Re л/)2 г-

Подставляя сюда выражепио (21.11) для и принимая
во внимание соотношение А! = (Re %) А, справедливое
в наинизшем приближении по параметру энгармонизма,
мы получаем, положив е(0) =е(оо) :

г"п =2яHi У Г Л](у (к) А$>* (к) Q; (к) Qy (к)х
.у d

X {(Nkj+N_kj' +1) б (со — Qkj — Qkj') +
+2 (Nkj-Nkj') б (со +Qkj-Q*j-)}. (21.15)

В качестве Ajy (к) сюда следует подставить выраже¬
ние (20.24).

§ 22. Диэлектрическая релаксация, обусловленная
двухфонопнымн процессами. Низкие температуры

Определим частотную и температурную зависимости
и дадим порядковые оценки величины е" для достаточ¬
но низких частот со, удовлетворяющих условиям

Йсв<Г, 0. (22.1)

В этом частотпом интервале связь величины г) с мни¬
мой частью диэлектрической проницаемости г" в поляр¬
ных кристаллах приобретает совсем простой вид. Прене-

L
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брегая в (21.4) со2 по сравнению с Q? (а значит, и с fif)
и ограничиваясь первым членом разложения по малому

параметру, пропорциональному rj, мы получаем

е" = (е(0) — е(°°))г). (22.2)

Здесь 1| дается выражением (21.8), прпчем фигурирую¬
щий в этом выражении электрофоноиный потенциал Л
можно оценить с помощью формул (20.20). Прн анализе
случая неполярных (или слабополярных) кристаллов
удобно исходить непосредственно из выражения (21.15),
а для А' воспользоваться оценкой (20.25).

Фактически, однако, оценивать е" по отдельности для
слабополярных кристаллов (е(0) — е(00) <1) и кристаллов
с выраженной полярностью (е(0) — е(0О) я 1) нет необхо- ,
димости, поскольку при © <Qi оценки для обоих этих
случаев совпадают. Действительно, выражение (21.15)

отличается от (21.8) лишь заменой матричных элементов
в подынтегральном выражении, при этом важно, что при
е<°) _ 6(°°) ~ 1 для | \ р справедливы те же оценки
(20.25), которые написаны для |А' |2. Это значит, что
для получения оценки величины е" достаточно исходить
из формулы (22.2), считая е(0) — е(оо) порядка единицы.

Имеются сильнополярные диэлектрики, где разность
е(0) _ g(°°) аномально велика, и в этом случае возникает
вопрос, как она входит в ответ. Рассмотрим вклады от
первого и второго слагаемых в выражение (20.15) для
Ajj'. Поскольку пропорционально (е(0) — е(°о))_1/2,
вклад от первого слагаемого также пропорционален этой
величине. Вклад же от второго слагаемого пропорциона¬
лен (е(0) — е(оо))-1.

Итак, в случае сильнополярных кристаллов, когда

е<°) - е(оо) > 1,

преобладает первое слагаемое в (20.15). Ограничившись
этим замечанием, далее приводим все оценки для случая

е<(» _ е<») «С 1.

Начнем с вычисления слагаемого ц(р). В сумме по ко¬
лебательным ветвям фактически фигурируют только аку¬
стические ветви а ж а': частоты Q /г] не могут превысить
частоту внешнего поля со, которая в силу условия (22.1)
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гораздо меньше предельной частоты ©/ Тг. Поэтому можно
пренебречь единицей по сравнению с равновесными
функциями распределения N&a, а для них воспользовать¬
ся приближенным выражением Nka — Tl%Qkа- В итоге

мы получаем из (21.9)

г|(р> = (е(0) — 8<°°>) X

т2 f 4яIл-' (*) I2 6 (°з - -Qÿ-)- (22-3)
J (2я)

X
а,а'

При анализе частотных и температурных зависи¬
мостей величины г" мы получим в ряде случаев разные
результаты для кристаллов без центра и с центром сим¬
метрии. В таких случаях мы будем в данной главе под
одним номером давать две формулы. Мы будем, более
этого специально не оговаривая, снабжать буквой «а» но¬
мер формулы, относящейся к кристаллам без центра
симметрии, а буквой «б» — номер формулы, относящейся
к кристаллам с центром симметрии.

Чтобы найти зависимость выражения (22.3) от час¬
тоты со, нужно учесть, что частоты акустических фоно-
нов суть линейные функции волнового вектора

= Vak, (22.4)

а скорости va от абсолютной величины к не зависят. Пе¬
реходя в интеграле (22.3) к безразмерной переменной
интегрирования kv/a и воспользовавшись оценками
(20.25), мы находим, что слагаемое т](р) Дает вклад в г",
по порядку величины равный

в"~ (22.5а)
ру

е"~я. (22.56)
ру 0

Вплоть до частот, соответствующих верхнему краю ра¬
диочастотного диапазона, эта величина даже при высо¬
ких температурах весьма мала, и ее трудно наблюдать
на опыте. Физическая причина малости заключается
в следующем. В интеграл (22.3) вносят вклад длинно¬
волновые фононы, частота которых не превышает а,

13 в, л, Гуревич
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Малость фазового объема, в котором могут происходить
процессы с участием таких фононов, и определяет ма¬

лость результирующего выражения.
Однако фазовый объем, а вместе с ним и величина

г]<р) быстро растет с увеличением частоты со, и при ча¬

стотах, удовлетворяющих неравенству со я Т/%, соответ¬
ствующий вклад может стать большим. Его частотная
зависимость в этом предельном случае и порядковые
оценки будут даны в § 25.

Физические представления, которые привели нас

к оценочной формуле (22.5), никак не использовали
предположения о кубической симметрии кристалла. Поэ¬
тому у кристаллов более низкой симметрии, где имеются

две или три различные величины т]|р) (соответствующие
двум или трем независимым компонентам тензора s ),

для каждой из них остается справедливой оценка (22.5).

Перейдем к анализу слагаемого т](п) (выражения
(21.10) для кубического и (21.14) для одноосных кристал¬
лов). Оценки этих выражений существенным образом за¬

висят от того, при каких значениях волнового вектора к
можно удовлетворить закону сохранения энергии

б) - (22.6)

который выражается аргументом б-функции в интеграле
(21.14). Разлагая функцию Планка Nьу по малой вели¬

чине %а/Т, мы можем переписать выражение для г)(п)
в виде

(П) = (8(0> _ е<»>) <*) I2 Х

3з 4

X Qf (1c) Nkj (Nk} +1) б (со +Q*j-Qky). (22.7)

Уравнение (22.6) описывает некоторую поверхность
в/е-пространстве. Ее можно назвать поверхностью сохра¬

нения. В (22.7) можно с учетом б-функции перейти к ин¬

тегрированию по этой поверхности:

И;п)= (е(°> — е(оо))
(к) I2

4Г
У
ITJ (2я)3 |±_ (Q _

дк ( 4j'

X
Q*j)

xQl(fe)yAi(yAj +l). (22.8)
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Здесь dS$y есть элемент площади поверхности сохра¬
нения.

В данном разделе мы рассмотрим случай низких тем-
i ператур, Т <0, когда в интегралах (22.7) или (22.8) иг¬

рают роль фононные частоты гораздо меньше предель¬
ной, так что суммировать фактически приходится по
акустическим колебательным ветвям а, а'.

Выясним сначала, можно ли удовлетворить соотноше¬
нию (22.6) при изотропном упругом спектре. Легко убе¬
диться, что можно, если взять в качестве ветви а' про¬
дольные фононы со скоростью распространения vh а в ка-
честве ветви а — поперечные фононы со скоростью vt.
В этом случае значение к, удовлетворяющее (22.6), есть
к — ю/(у( — у,).

При малых о это значение к дает в мнимую часть
диэлектрической проницаемости вклад порядка (22.5).

Так же, как и для процессов распада, малость этого
вклада определяется малостью соответствующего фазово¬
го объема. Такой вклад нас сейчас не будет интересовать.

Мы будем интересоваться, не может ли ситуацию
«исправить» анизотропия, т. е. не существует ли анизо¬
тропных кристаллов, где основной вклад в эффект вно¬

сят не к порядка м/у, а к порядка кт=T/Hv >ю/у. Этим
фононам соответствует значительно больший фазовый
объем, и, следовательно, их вкладу могла бы отвечать
гораздо большая мнимая часть диэлектрической прони¬
цаемости.

Рассмотрим с этой целью изочастотные поверхности
(поверхности постоянной частоты) В

Qa (к) =щ (22.9)

для анизотропных кристаллов. В соответствии со сказан¬
ным, нас будет интересовать форма изочастотных по¬
верхностей (22.9) для значений константы a>i поряд¬
ка Т/%.

Наряду с поверхностями (22.9), рассмотрим также
поверхности

йа (к) =Щ+СО, (22.10)
которые соответствуют изменению фононной частоты им

') О совокупности повергностей (22.9) при различных а мы
будем иногда говорить как об одной пэочастотной поверхности.
13*
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на малую величину со. Требуется выяснить, пересекают¬
ся ли поверхности (22.9) и (22.10). Если пересечение
имеет место, то 8-функция в (22.7) оказывается отлич¬
ной от нуля на некотором множестве точек в я"-простран¬
стве. В этом случае и может возникнуть интересная для
нас ситуация, когда в интеграл (22.7) вносят вклад фо-
ноны с энергией порядка тепловой.

Чтобы представить себе две принципиально различ¬
ные возможности, которые тут могут встретиться, обра¬
тимся к рис. 4. Здесь изображено несколько типичных

Рис. 4.

случаев сечения плоскостью изочастотных поверхностей
упругого спектра кристалла. Сплошными линиями по¬
казаны сечения поверхности (22.9), а пунктирными — се¬
чения поверхности (22.10).

Первая из возможностей показана на рис. 4, а: изо-
частотная поверхность состоит из отдельных частей, не
имеющих общих точек. В этом случае, как видно из ри¬
сунка, при достаточно малых значениях со и сравнитель¬
но больших значениях со i пересечение поверхностей
(22.9) и (22.10) отсутствует. Тепловые фононы не вносят
вклада в мнимую часть диэлектрической проницаемости,
и для нее остается справедливой оценка (22.5). Изотроп¬
ный фононный спектр относится именно к этому случаю
и изображен на рис. 4, а. С другой стороны, к этому
случаю может относиться и фононный спектр двухосных
кристаллов, группа симметрии которых не содержит осей
третьего или более высокого порядка.

Вторая возможность заключается в том, что две ка¬
кие-либо поверхности (22.9), соответствующие разным
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значениям номера ветви а, имеют общие точки — точки
контакта1). Соответствующий пример представлен на
рис. 4, б (фактически на рисунке изображено сечение
изочастотных поверхностей упругого спектра кубическо¬
го кристалла плоскостью, проходящей через оси третьего
и четвертого порядка). Как видно из рисунка, в этом
случае при сколь угодно малых значениях со поверх¬
ности (22.9) и (22.10) обязательно пересекутся друг
с другом. Пересечение может иметь различный характер.
Укажем, какие тут могут встретиться варианты, ограни¬
чиваясь пока, как сказано выше, рассмотрением длинно¬
волновых акустических колебаний, описываемых уравне¬
ниями теории упругости.

Стык изочастотных поверхностей заключается в том,
что поверхности Qa {к) = g>i и Qa> (k) = cat имеют кон¬

такт в изолированной точке2), причем при удалении от
нее на малое расстояние б/г вдоль одной из поверхностей
расстояния до другой поверхности растет с &к линейно.
Иными словами, поверхности Qa (к) = сох и Qa< (к) =%
имеют вблизи точки стыка вид конусов с общей верши¬
ной3) (точка С на рис. 4, б).

Наличие точек стыка у поверхностей постоянной час¬
тоты обязательно в направлении оси симметрии третьего
порядка, Сз. В этом можно убедиться непосредственно,
рассматривая дисперсионное уравнение теории упругости
в кристаллах ромбоэдрической системы. Однако проще
это сделать, используя методы теории групп.

') Важная роль контакта изочастотных поверхностей в кине¬
тике фононов в диэлектриках была впервые указана Херрингом
(С. Herring, 1954) применительно к поглощению звука в кристал¬
лах; соответствующие результаты изложены в § 36. На роль кон¬
такта непосредственно для явления диэлектрической релаксации
указали впервые В. Я. Балагуров, В. Г. Вакс и Б. И. Шкловский
(1970), построившие теорию диэлектрической релаксации в куби¬
ческих сегнетоэлектриках.

2) В силу центральной симметрии, которой обладают поверх¬
ности постоянной частоты, такие точки всегда встречаются парами.

3) Оптические свойства двухосных кристаллов характеризу¬
ются так называемой поверхностью волновых векторов, которая об¬
ладает особенностью такого же типа (см. Ландау Л. Д., Лиф-
шиц Е. М. Электродппампка сплошных сред,— М.: Гостехпздат,
1957, с. 409, Зоммерфелъд А. Оптнка,— М.: ИЛ, 1953, с. 205). На¬
личие такой особенности обусловливает известное явление кони¬
ческой рефракции света.
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Рассмотрим упругие колебания, распространяющиеся
вдоль оси третьего порядка (ось z) или под малыми
углами к ней. Не нарушая общности, мы можем считать,

что группа симметрии волнового вектора, направленного

вдоль оси третьего порядка, есть Сз® 1). Далее можно

представлять себе дело так, что имеется гамильтониан,

который определяет спектр упругих колебапий, когда

волновой вектор ориентирован вдоль оси Сз. Группа Сз„

имеет три неприводимых представления: два одномерных—
А\ и А 2 и двумерное, Е. По последнему преобразуются

векторы поляризации двух поперечных упругих колеба¬

ний, распространяющихся вдоль оси Сз. Соответственно,

частоты этих колебаний совпадают.
При малом отклонении волнового вектора от направ¬

ления Сз возникает малая добавка к гамильтониану вида
/ч

h8k, где б/г есть малый вектор в плоскости кх, ку, a h —
некоторый векторный оператор. Разделение фононных
ветвей может быть линейным по бк, если этот оператор

имеет отличные от нуля диагональные матричные эле¬

менты.
Для того чтобы это выяснить, нужно составить пря¬

мое произведение двумерных представлений Е, по кото¬

рым преобразуются х- и у-компоненты вектора, бкх и бку.
Имеем

ЕХЕ=А{ +А2 +Е.

Поскольку само представление Е содержится в этом

произведении, то вдоль осей третьего порядка обязатель¬
но имеется стык колебательных ветвей.

Оси третьего порядка могут быть в диэлектриках,
кристаллизующихся как в кубической, так и в ромбоэд¬
рической системе. В кубических кристаллах имеется че¬

тыре оси третьего порядка п, следовательно, восемь то¬

чек стыка изочастотных поверхностей.

') Это видно из того, что для всех классов ромбоэдрической
системы можно выбрать оси хну, перпендикулярные оси z, та¬
ким образом, чтобы остались отличными от нуля одни и те же

шесть модулей упругости (см. Ландау Л. Д., Лифшиц Е. М. Те¬
ория упругости.— М: Наука, 1965, с. 56). Значит, для всех крис¬
таллов ромбоэдрической системы остается одним и тем же закон
дисперсии упругих колебаний, выраженный через эти модули.
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В ромбоэдрических кристаллах имеются две точки
стыка, лежащие на оси третьего порядка, т. е. обуслов¬
ленные симметрией. Кроме них в ромбоэдрических крис¬
таллах, как можно показать, исследуя дисперсионное
уравнение для звуковых колебаний, имеется еще шесть
дополнительных точек стыка, положение которых опре¬
деляется уже не соображениями
симметрии, а соотношениями меж- I
ду модулями упругости (см. ни¬
же). Вблизи этих точек стыка
изочастотные поверхности имеют
вид эллиптических конусов. Эти
точки стыка попарно располо¬
жены в трех плоскостях, пере¬
ходящих друг в друга при пово¬
роте на 120° вокруг оси третье¬
го порядка. Сечение изочастот¬
ных поверхностей одной из таких
плоскостей схематически изобра¬
жено на рис. 5. Точки стыка, Рис. 5.
расположенные на оси Сз, обозна¬
чены на рисунке буквой С, а дополнительные точки
стыка — буквами С'.

Определим вклад точек стыка в г)(п). Найдем вклад
от одной такой точки, например, расположенной на оси
третьего порядка. Поскольку при удалении от точки сты¬
ка па малый угол й расщепление частот линейно, пишем

со = — Q,kj = vÿ-Q, (22.11)

где v\ — консташга размерности скорости, по порядку ве¬
личины равная v. Приравнивая нулю аргумент б-функ-
ции, находим угол

й=со/vik, (22.12)

т. е. при к порядка кт он действительно мал в силу не¬
равенства (22.1). Интегрирование по й в (22.7) сводится
к вычислению пптеграла

я л

j с/й Sin Й б (со -kvLй) j с/й йб (со- кг7ХЙ)= . (22.13)
О о 1

Здесь мы заменили sinй аргументом й< 1.
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Далее, в коэффициенте в (22.7) перед б-функцией мы
положим й=0 (т. е. будем считать, что вектор к направ¬
лен по оси z). Так можно поступать, если при этом соот¬

ветствующая компонента матричного элемента Ajy {к)

не обратится в нуль. Вопрос о том, когда эти компонен¬

ты отличны от нуля, мы, чтобы не прерывать изложения,
исследуем ниже. А сейчас, считая, что они не обращают¬
ся в нуль при D — 0, приведем оценку вклада от точки
стыка в е":

,.2т2

<22Л4а)
pv Гъ

(22.146)
pv Гг©

При Йсо<21 эти выражения гораздо больше распадных
вкладов (22.5).

Осталось исследовать поведение матричных элементов
Ajj- (к) в точке стыка изочастотных поверхностей, т. е.
в точке вырождения фононного спектра. Произведение

АР представляет собой с точностью до множителя га¬

мильтониан взаимодействия фононов с макроскопической
поляризацией решетки. Поляризация Р, а значит, и век¬

тор А инвариантны относительно обращения времени.
В этом случае, как известно '), правила отыскания ком¬

понент вектора Л,; имеющих отличные от нуля матрич¬
ные элементы, сводятся к следующему.

Нужно рассмотреть симметричную часть, [Е2], прямо¬
го произведения представления Е (по которому преобра¬
зуется вырожденное колебание) самого на себя. В нашем
случае, когда группа волнового вектора есть Сз„, это

прямое произведение распадается на следующие непри¬

водимые представления:
[ЕП =А\ +Е.

Представление Е двумерное; по нему преобразуются
х- и у-компоненты вектора. Следовательно, х- и у-компо-

ненты вектора Л имеют матричные элементы, отличные

') См. Ландау Л. Д., Лифшиц Е. М. Квантовая механика,— М.;
Наука, 1974, с. 442.
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от нуля. Представление А\ единичное; по нему преобра¬
зуется z-ÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿ вектора. Ее оператор, таким обра¬
зом, имеет только диагональные матричные элементы;
недиагональный же элемент для перехода между двумя
ортогональными поперечными колебаниями, который нас
и интересует, должен быть равен нулю. Таким образом,
точки стыка на оси С» дают вклад в поперечную часть
тензора &" и не дают в том же приближении вклада
в его продольную часть.

Вклад от дополнительных точек стыка, положение
которых не связано с осыо Сз, оценивается так же, как
и выше. Для расщепления частот по-прежнему справед¬
лива формула типа (22.11), где Ф теперь есть угол, от¬
считанный от направления дополнительного стыка. Ско¬
рость Hi теперь следует считать не константой, а функ¬
цией угла <р. Для вклада от дополнительных точек стыка
получается прежняя оценка (22.14). Поскольку, однако,
соображения симметрии теперь не требуют обращения
в нуль никаких матричных элементов вектора Л, вклад
от этих точек стыка в продольную и поперечную части
тензора е" оказывается одного порядка. Таким образом,
в ромбоэдрических кристаллах оценки продольной и по¬
перечной частей тензора в" даются формулой (22.14).
Та же самая оценка, очевидно, описывает и вклад от
восьми точек стыка в тензор е" кубических кристаллов.

Касание изочастотных поверхностей — это такая фор¬
ма контакта, когда поверхности Q (к) =% и Qp (к) = сох
имеют одну общую точку, причем при удалении от этой
точки на малое расстояние бJc вдоль одной из поверх¬
ностей расстояния до другой поверхности растет квадра¬
тично с бк. Точнее, сечепия поверхностей Qj (к) =сщ и

(к) — юх плоскостями, проходящими через ось сим¬
метрии, имеют вблизи точки касания вид парабол, касаю¬
щихся друг друга (точка касания обозначена К на
рис. 4, б).

Вообще говоря, касание происходит вдоль элементов
симметрии кристалла, а именно: осей четвертого или ше¬
стого порядка. В этом опять-таки легко убедиться, ис¬
пользуя методы теорпп групп. Рассмотрим, например,
ось четвертого порядка (ось z). Тогда группа волнового
вектора есть С4„. Эта группа имеет пять представлений —
четыре одномерных: А\ (единичное, по которому преобра-
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зуется z-ÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿ вектора), А2, В\, В2 и одно двумер¬
ное, Е, по которому преобразуются друг через друга х- и

(/-компоненты вектора (следовательно, и векторы поляри¬

зации двух поперечных колебаний с совпадающими час¬

тотами, распространяющихся вдоль оси четвертого поряд¬
ка). Имеем

ЕХЕ=А1+А2 +В1+В2;

т. е. прямое произведение представления Е самого на се¬

бя не содержит этого самого представления. Следова¬
тельно, линейный член в расщеплении фононных частот
отсутствует.

Свойства группы очень похожи на свойства груп¬
пы С4„; она имеет шесть представлений. Из них четыре
одномерных: А\ (по которому преобразуется z-ÿÿÿÿÿÿÿÿ¬

та вектора), А2, В\, В2 и два двумерных: Е\ (по которо¬
му преобразуются х- и у- компоненты вектора) и Е2. Мы
имеем

EiX Ei=А\ +А2 +Е2,

т. е. в этом произведении опять-таки отсутствует пред¬

ставление Е1, и, следовательно, расщепление частот по¬

лучается квадратичным и в этом случае.
я

Выясним, как ведут себя матричные элементы Л

в точке касания изочастотных поверхностей. Рассмотрим

для определенности случай оси четвертого порядка. По¬

перечным колебаниям, вырожденным в направлении этой

оси, соответствует двумерное представление Е группы

симметрии волнового вектора С4„. Составляя симметрич¬

ное произведение этого представления самого на себя,

имеем
[FJ] =Ai+Bi+B2.

Среди представлений, которые содержит в себе [Е21, есть

единичное представление Ai, по которому преобразуется
z-ÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿ вектора, но нет двумерного, по которому

преобразуются друг через друга х- и у-компоненты. От¬
сюда следует вывод, что на оси четвертого порядка обра¬

щаются в нуль как матричные элементы х- и у-компо-

нент оператора Л, так и интересующий нас неднагональ-
14z)

ныи матричный элемент А для перехода между двумя
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взаимно ортогональными поперечными колебательными
ветвями. Поэтому возникает вопрос, как ведут себя эти
величины при малых отклонениях вектора к от направ¬
ления kz. Недиагональные матричные элементы компо¬
нент А(к) и Av пропорциональны этому малому откло¬
нению, т. е. углу #. В то н?е время недиагональный мат¬
ричный элемент А(г) пропорционален й2.

Первое из этих утверждений проверяется немедленно,
если заметить, что представление, по которому преобра-—ч/ •\

зуются величины дА Idkfa, I=1, 2), совпадает с тем,
по которому преобразуются произведениявекторов поляри¬
зации двух вырожденных колебаний. Что же касается
второго, то величины dA(z)/dkx,v преобразуются по пред¬
ставлению Е. Но этого неприводимого представления нет
среди прямого произведения представления Е самого на
себя, по которому преобразуется произведение векторов
поляризации. Следовательно, линейный по О член в дан¬
ном случае должен отсутствовать.

В случае оси шестого порядка все исследование про¬
изводится в точности таким же образом с той лишь раз¬
ницей, что нужно рассмотреть представления группы
волнового вектора C@v с темп же самыми выводами отно¬
сительно свойств матричных элементов.

Оценпм вклад от одной точки касания в в". Для раз¬
ности фононных частот при малых отклонениях й от
оси z мы можем написать

со = = K2/cfl2j (22.15)

где v2 есть положительная величина размерности ско¬
рости, которая, вообще говоря, зависит от угла ф, а по
порядку величины равна v. Находя угол й из (22.15), мы
получаем

0 =Va>Iv2k.
Опять-таки при характерных к порядка кт из неравен¬
ства ка<Т следует й< 1. Поскольку, с другой стороны,
для поперечного по отношению к оси кристалла электри¬
ческого поля квадрат модуля недиагонального матрич¬
ного элемента А пропорционален О2, то величина rj(n)
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(22.7) оказывается пропорциональной интегралу

31

J do sinв026 (со -Ы$г)=щщъ-

С учетом приведенной оценки недиагональных матрич¬

ных элементов оператора Л мы приходим к выводу, что
И

вклад от точек касания в Sj, — поперечную часть тензо¬
ра 8" — имеет тот же порядок величины, что и вклад от
точек стыка. Вклад от точек касания в продольную часть

этого тензора, 8 ц оказывается, грубо говоря, в Йю/Г раз
меньше.

У изочастотных поверхностей могут быть и такие

точки контакта, наличие которых не вытекает с необхо¬

димостью из пространственной группы симметрии крис¬

талла, а является следствием определенных соотношений
между силовыми константами (в случае длинноволновых
акустических фононов — между модулями упругости).
В этом случае говорят, что имеет место случайный кон¬

такт изочастотных поверхностей.
Чтобы сформулировать результаты, касающиеся слу¬

чайного контакта, введем сначала понятие контакта ко¬

лебательных ветвей. Областями контакта колебательных
ветвей мы будем называть совокупность всех точек в к-
пространстве, где происходит контакт изочастотных по¬

верхностей при постоянной со 1, пробегающей все допусти¬

мые значения.
Как показало исследование, проделанное Херрингом

(С. Herring, 1937), внутри зоны Бриллюэна случайный

контакт колебательных ветвей возможен либо вдоль ли¬

ний, либо в изолированных точках fc-ÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿ. Если

же ограничиться приближением теории упругости, в ко¬

тором все изочастотные поверхности (22.9), соответствую¬

щие различным значениям сот, подобны, то случайный

контакт колебательных ветвей возможен только вдоль

прямых, проходящих через точку к — 0. Соответственно,

случайный контакт изочастотных поверхностей может

иметь место только в точках, лежащих на этих прямых.

При этом оказывается, что в кристаллах, лишенных
центра симметрии, линии контакта могут располагаться
в плоскостях симметрии, в кристаллах же с центром сим-
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метрии они, вообще говоря, могут располагаться произ¬
вольным образом1). При удалении от линий случайного
контакта на малую величину 8к расхождение колебатель¬
ных ветвей есть, вообще говоря, линейная функция от бк.
Это означает, что изочастотные поверхности имеют на
линиях контакта точки контакта типа стыка.

S)

Рис. 6.

Из сказанного следует вывод относительно частотпоп
зависимости е " для кристаллов низкой симметрии — двух¬
осных. Еслп в этпх кристаллах имеется случайный кон¬
такт колебательных ветвей, то оценка г" имеет вид
(22.14). В противном же случае справедлива оценка (22.5),
т. е. е" определяется одними только процессами с уча¬
стием фононов с частотами порядка со.

Из утверждения о невозможности контакта изочастот¬
ных поверхностей вдоль линий есть одно важное псклю-
челпе. Это — гексагональные кристаллы.

Форма изочастотных поверхностей, которую дает тео¬
рия упругости в таких кристаллах, схематически изобра¬
жена па рис. 6, а и б. Из рисунка видно, что, помимо ка¬
сания этпх поверхностей в точках, лежащих на оси сим¬
метрии, онп могут иметь также случайное пересечение
(рис. 6, б). Поскольку упругий спектр в гексагональных

') Выражение для упругой энергии кристалла может, вообщеговоря, обладать большей симметрией, чем сам кристалл. В част¬
ности, оно инвариантно относительно преобразования инверсии.
Поэтому случайные контакты упругих колебательных ветвей всег¬да обладают качественными особенностями, характерными длякристаллов с центром симметрии.
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кристаллах обладает цилиндрической симметрией, если
пересечение изочастотных поверхностей имеется, то оно
происходит вдоль окружностей. Наличие же или отсут¬
ствие пересечения зависит от того, удовлетворяют ли мо¬
дули упругости кристалла некоторому неравенству, и в
этом смысле является случайным.

Возникает вопрос, как этот результат соотносится с
общим выводом Херринга о том, что контакт изочастот-

- ных поверхностей вдоль линий должен отсутствовать.
Дело здесь в том уже отмечавшемся обстоятельстве, что
спектр упругих колебаний кристалла может обладать бо¬
лее высокой симметрией, чем сам кристалл. В данном
случае это цилиндрическая симметрия вместо гексаго¬
нальной, чем и объясняется необычное для кристалла
вырождение колебательного спектра.

Определим вклад в в" за счет описанного случайного
контакта изочастотных поверхностей в гексагональных
кристаллах. Анализ, аналогичный проделанному для слу¬
чая стыка, показывает, что отличны от нуля матричные

элементы АР и Ajy для переходов между пересе¬
кающимися ветвями J и j', в то время как А$ =0.
Таким образом, в нулевом приближении по й вклад име¬
ется только в поперечную часть тензора е".

При вычислении вклада нужно учесть, что поверхно¬
сти (22.9) и (22.10) пересекаются друг с другом по ок¬

ружности, которая отличается от линии контакта изоча¬

стотных поверхностей тем меньше, чем лучше выполня¬
ется неравенство со "С ооь Характерное значение g>i есть
Т/%; в наинизшем приближении по малому параметру
%а/Т мы можем считать, что эти линии совпадают. Тогда
поверхность сохранения, по которой производится инте¬

грирование в (22.8), есть поверхность кругового конуса

с вершиной в начале координат.
В интеграле (22.8) существенны к порядка кт. Вели¬

чина j dQka'/dk — dQkaldk | в знаменателе (22.8) имеет

порядок v. С учетом оценки (20.25) мы получаем

(22.16а)
рv h

(22.166)
рv ft Ь
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Обратим внимание на сходную структуру выражений
(22.5), (22.14) н (22.16). Суммарная степень частоты со,
температуры Т и дебаевской температуры 0 во всех вы¬
ражениях равна 4.

По смыслу вывода оценки (22.16) справедливы при
условии сотгг > 1. Оно выражает требование, чтобы раз¬
ность энергий начального и конечного состояний, между
которыми происходит переход, была бы велика по срав¬
нению с квантовой неопределенностью энергии фонона.
Однако оценки (22.16) должны остаться в силе и при
CDTjv я 1.

Действительно, с одной стороны, как показано в § 19,
при малых частотах г" пропорционально со. С другой
стороны, на границе области применимости теории, т. е.
при coTjr — 1, оценки (22.16) должны сохранять справед¬
ливость. Следовательно, соотношения (22.16) должны
сохранять силу при всех значениях со, удовлетворяющих
неравенству (22.1). Разумеется, при переходе от случая

cotw > 1 к случаю cot.y < 1 коэффициент в линейной за¬
висимости е"(со), не меняясь по порядку величины, мо¬
жет изменить свое численное значение.

Такие соображения позволяют получить и грубые
оценки низкочастотного (cotw < 1) вклада в диэлек¬
трическую релаксацию от точек касания и стыка.
Нужно учесть, что 1) при а>тя<1 е" пропорционально
со; 2) при соТи — 1 формула, справедливая в пределе вы¬
соких частот, должна давать правильный по порядку
величины результат. Эти соображения дают следующие„ -оценки для е в случае стыка и ej, в случае касания:

е'— (22.17а)
pv lnN

е" ~ (22.176)
ру Ш iN

Всюду в данном разделе мы использовали для опи¬
сания фононного спектра приближение теории упругости.
Возникает вопрос, всегда ли оно достаточно. На первый
взгляд на него следует ответить утвердительно, посколь¬
ку при ТО возбуждены только длинноволновые акус¬
тические ветви.
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Нужно, однако, помнить, что для нахождения точек
контакта мы пользовались соображениями симметрии.
Но, как уже отмечалось, в некоторых кристаллах выра¬
жение для плотности упругой энергии обладает большей
симметрией, чем сам кристалл. Это значит, что в ряде
кристаллов низкой симметрии стык или касание могут
исчезнуть при учете следующих приближений по ка по
сравнению с теорией упругости. Чтобы исследовать этот
вопрос, нужно рассмотреть представления группы волно¬
вого вектора, направленного вдоль соответствующей оси
симметрии, и выяснить, есть ли среди них двумерные
(или же такие одномерные, которые должны соответство¬
вать одной частоте в силу симметрии относительно обра¬
щения времени). Исследование, произведенное Херрин-
гом (1954), показывает, что отсутствие вырождения ко¬
лебательных ветвей вдоль осей симметрии имеет место
в кристаллических классах, перечисленных в следующей
табл. 3.

Таблица 3

Система
Классы, где отсутствует вырождение

вдоль осей симметрии

Кубическая

Гексагональная

Ромбоэдрическая
Тетрагональная

*) В классе Т. имеет ме
h

а касание отсутствует.

о, Th *), т
Dg, С6, C3h
D3' сз
Dv С,

сто стык вдоль осей третьего порядка,

В отношении кристаллов, принадлежащих к перечис¬
ленным классам, теория нуждается в уточнении. Рас¬
смотрим сначала кристаллы, где имеется ось третьего по¬
рядка. По теории упругости вдоль этой оси имеет место
стык колебательных ветвей. Фактически, однако, стыка
нет, а имеется расщепление ветвей, относительную ве¬

личину которого мы обозначим ка\ (где а\ порядка а).

Соответственно, разность запишется теперь
в виде следующей интерполяционной формулы:

w = Qfta— £W= (kQ + к2а{)t (22.18)
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откуда решение уравнения (22.18), Di, есть

Од =a/viк — ка\.
Положительное решение существует при условии

со >k?a\V\. (22.19)

Вместо интеграла (22.13) теперь при вычислении вы¬

ражения (22.7) возникает интеграл
Я

J d-Q sinÿ б [со — Vi (fof) -(- /с2я)],
о

который при со > k2a\V\ равен sin t&i/ /сы! и равен нулю

при обратном неравенстве. Условие, чтобы для к поряд¬

ка кт неравенство (22.19) выполнялось с достаточно боль¬

шим запасом, имеет вид

fcco >ТУ@. (22.20)

При этом с достаточной точностью Hi — a/vikrÿ- 1и для

е" получается старый результат (22.14а). Если же

%а <ТУв, (22.21)

то Hi обращается в нуль при

к =Уa/cijVx <С кт- (22.22)

Это значение к и определяет верхний предел в интеграле
по к в (22.7). Учитывая это, мы получаем следующую
оценку1) для случая (22.22):

елb/2c±l/2m

(22-23)

Обратим внимание, что суммарная степень со, Г и 0
в этом выражении тоже равна четырем.

Рассмотрим теперь кристаллы классов, перечисленных
в табл. 3, где имеются оси четвертого или шестого по¬
рядка. По теории упругости в таких кристаллах имеется
касание колебательных ветвей. Однако будем считать,

что в следующем приближении по ка имеет место рас-

') Все перечисленные в табл. 3 классы, кроме Т не имеют
центра симметрии, что учтено при выводе (22.23). В классе же
Г/, диэлектрическая релаксация определяется стыком вдоль осей
третьего порядка.

14 в. Л. Гуревич
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щепление, относительная величина которого будет обозна¬
чаться ка,2. Разность частот «почти вырожденных» коле¬
баний запишем в виде

Ю =Qfta' — йАа = V2 (&б2 +к2а2). (22.24)

Решение этого уравнения есть

62 =Y <o/kv2 — ка2.

Оно существует, если ю >кЪясц.
Условие того, чтобы при к порядка кт это неравенство

выполнялось с большим запасом, опять-таки имеет вид
(22.20). При этом для справедливо прежнее выраже¬
ние (22.14). Если же имеет место обратное неравенство
(22.21), то в интеграле (22.7) верхний предел при инте¬
грировании по к оказывается порядка величины (22.22).

Принимая это во внимание, получаем для Sj, оценку
(22.23).

Обсудим, во что перейдет выражение (22.16), описы¬

вающее вклад в диэлектрическую релаксацию за счет
случайного пересечения изочастотных поверхностей в гек¬

сагональных кристаллах, при учете высшего (по сравне¬

нию с теорией упругости) приближения по параметру ка.
В высших приближениях фононный спектр понижает
свою симметрию с цилиндрической до гексагональной.
При этом, в соответствии с результатами Херринга, исче¬
зает контакт изочастотных поверхностей вдоль окружно¬
стей и происходит снятие вырождения всюду, кроме,
может быть, отдельных точек изочастотной поверхности,
т. е. отдельных линий в fc-ÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿ. Принимая это

во внимание, приходим к выводу, что оценка (22.16)

вклада от случайного пересечения фононных ветвей в

гексагональных кристаллах справедлива, лпшь если ча¬

стота со ограничена снизу неравенством типа (22.20).

В обратном случае достаточно низких частот мы возвра¬
щаемся к формуле (22.14) для оценки коэффициента по¬
глощения.

Осталось еще указать, какими будут выражения для
е" для кристаллов низкой симметрии (двухосных). В от¬
сутствие случайного стыка изочастотных поверхностей
справедлива оценка (22.5), а в присутствии такового —
оценка (22,14).
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Мы разобрали основные случаи, которые могут встре¬
титься в теории диэлектрической релаксации при Т -С 0.
При конкретных расчетах мы считали решетку двухатом¬
ной, т. е. предполагали, что в элементарной ячейке име¬
ются два различных атома. Это позволило характеризо¬
вать собственную реакцию решетки на внешнее электри¬
ческое поле одним вектором го, пропорциональным
относительному смещению подрешеток. Если бы решетка
была многоатомной, то ее собственная реакция на внеш¬
нее поле описывалась бы s — 1векторами ют, характери¬
зующими относительное смещение различных подрешеток
друг относительно друга. Соответственно увеличилось бы
и число предельных фононных частот Q; и Q(, фигури¬
рующих в теории. Однако все это не должно привести
к изменению полученных результатов, коль скоро часто¬
та со остается гораздо меньше всех предельных частот.

Действительно, в выражении (20.10) будет в этом
случае фигурировать вместо одного вектора го линейная
комбинация из всех векторов wm. Каждый из них будет
пропорционален поляризуемости решетки Р, так что
взаимодействие электрического поля с фононами будет
по-прежнему описываться выражением типа (20.14).

Единственное отличие будет заключаться в определении

величины (я)г которая теперь будет выражаться
через сумму вида

2ядАуч'/дгОга
m

по всем векторам гот. Порядковая оценка (20.20) для
этой величины сохраняет силу.

Таким образом, результаты данного раздела остаются
в силе и применительно к многоатомным решеткам.

§ 23. Диэлектрическая релаксация, обусловленная
двухфононнымн процессами. Высокие температуры

В случае высоких температур

Г»0 (23.1)

мы можем пользоваться оценочным результатом (22.5)

для ц<р), так как этот результат вообще не зависит от
соотношения между 0 и Т, лишь бы к со было меньше

14*
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обеих этих величин. Выражения же для г|(п) в этом слу¬
чае должны измениться: во-первых, в (21.14) теперь при¬
ходится интегрировать по всем значениям к вплоть до
предельных, а во-вторых, суммировать нужно как по аку¬
стическим, так и по оптическим колебательным ветвям,
которые при этих температурах возбуждены.

Используя для функций Nkj приближенное выра¬
жение

Nkj = Т/Й-Qftj,

справедливое в этом температурном интервале, мы можем
записать выражение для тц в виде

„<» = -L (8Ш_
вПаТ2Г Л IЛ$ (*) |' х

яу J (АЛ)

X б (со +Qk} -Qky). (23.2)

Отсюда видно, что если аргумент ё-функции в (23.2) мо¬
жет при каких-то значениях к обращаться в нуль, т. е.
если двухфононные процессы разрешены законами сохра¬
нения, то соответствующий вклад в е" растет линейно с
температурой (В. С. Виноградов, 1962). Этот вывод до¬
пускает наглядное истолкование. Величина (23.2) опре¬
деляется процессами присоединения, а число фононов,
которые могут в них участвовать, при высоких темпера¬
турах пропорционально Т.

Дальнейшие рассуждения вполне аналогичны разви¬
тым в § 22 для случая Т <0. Если частота со удовлетво¬
ряет неравенству

Йсо <0, (23.3)

вид функции г|(п)(со) существенным образом зависит от
характера контакта фононных изочастотных поверхно¬
стей. Рассмотрим основные варианты, которые тут могут
встретиться, обращая главное внимание на отличие от
случая низких температур.

Стык изочастотных поверхностей, как
мы уже знаем, может возникнуть либо в силу симметрии
кристалла (вдоль осей третьего порядка), либо при слу¬
чайном контакте изочастотных поверхностей. Поскольку
нас сейчас интересует вклад в ц(п) от коротковолновой
части фопонного спектра (которой соответствует большая
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часть фазового объема в интеграле (23.2)), мы должны
в первом случае рассматривать только стык, обуслов¬
ленный истинной симметриейкристалла (а не симметрией
спектра длинноволновых акустических колебаний, как
в § 22). Вычисление вклада от точки стыка производится
так же, как и в § 22, с той лишь разницей, что интегри¬
ровать по к нужно вплоть до предельных значений по¬

рядка 1/а. Это дает оценку

(23.4)
ру Л

Частотная зависимость е " остается, таким образом,
такой же, как и при Т <0. Однако температурная зави¬
симость теперь иная и, главное, сами потери при высоких
температурах получаются гораздо больше, чем при низ¬
ких. По своей структуре это выражение похоже на фор¬
мулы § 22. В частности, суммарная степень со, Г и 0
равна четырем.

Переходим к анализу вклада от точек касания. Счита¬
ем, что наличие таких точек определяется пространствен¬
ной группой симметрии кристалла; тогда касание имеет
место при всех фононных частотах вплоть до предельной,
и интегрировать по к приходится вплоть до предельных
волновых векторов. С учетом зависимости матричных эле¬
ментов электрофононного потенциала от .малого угла D,
обсуждавшейся в § 22, мы получаем для Bj. ту нее са¬
мую оценку (23.4), что и для вклада от точек стыка.

В высокотемпературном случае наряду со вкладом в
е" от линий случайного контакта колеба¬
тельных ветвей нужно учитывать также и вклад от
возможных точек случайного контакта, кото¬
рые могут присутствовать в коротковолновой части спект¬
ра. Херринг установил, что по мере удаления от точки
контакта расщепление фононных частот может расти
либо линейно по всем направлениям (в кристаллах без
центра симметрии), либо квадратично вдоль какого-то
избранного направления и линейно по всем остальным
(в кристаллах с центром симметрии). Не исследуя подроб¬
но вклада от точек случайного контакта колебательных
ветвей, укажем только, что он пропорционален со3 в пер¬
вом случае и со5/2 во втором.
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Из сказанного можно сделать выводы относительно
частотной зависимости е " в кристаллах сравнительно
низкой симметрии, которая не обусловливает наличие

стыка или касания изочастотных поверхностей. При на¬

личии случайного стыка изочастотных поверхностей эта
зависимость имеет вид (23.4). Если же случайный стык
отсутствует, то е" 00 со3 в кристаллах без центра симмет¬
рии; в кристаллах же с центром симметрии эта зависи¬
мость либо имеет такой же вид, либо е" 00 со5/2.

Эти выводы, однако, вообще говоря, не относятся к
таким кристаллам, где касание или стык изочастотных
поверхностей хотя и отсутствует для коротковолновых
фононов, но имеет место в приближении теории упруго¬
сти. В этом случае, как мы видели в § 22, интеграл по к
обрезается на предельном значении порядка У (o/av;
как для «квазикасания», так и для «квазистыка» изо¬
частотных поверхностей это приводит к результа¬
ту (22.23).

Результаты, полученные в данном разделе, относятся
только к кристаллическим решеткам, принадлежащим
к так называемым симморфным пространственным груп¬
пам. Это такие пространственные группы, которые не со¬
держат винтовых осей или же плоскостей скольжения.
(Для того чтобы кристаллическая решетка содержала эти
элементы симметрии, она должна иметь по меньшей мере
два одинаковых атома в элементарной ячейке).

В симморфных пространственных группах линии, по
которым имеет место касание или стык изочастотных
поверхностей в я-пространстве, определяются точечной
группой симметрии кристалла. Это означает, в частности,
что на поверхности зоны Бриллюэна не возникает ника¬
кого дополнительного вырождения колебательных ветвей.
Это предположение существенно использовалось нами
при расчетах.

В решетках, принадлежащих к несимморфным про¬
странственным группам, это дополнительное вырождение
на поверхности зоны Бриллюэна может иметь место и
давать определенный вклад в диэлектрическую релакса¬
цию, отличный от того, что был изучен в настоящем раз¬
деле. Вопрос о том, какие тут могут встретиться возмож¬
ности, в настоящее время не исследован.
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§ 24. Низкочастотная диэлектрическая релаксация
в кристаллах без центра симметрии

Результаты, полученные в §§ 22, 23, описывают диэ¬
лектрическую релаксацию в кристаллах без центра сим¬
метрии только в области достаточно высоких частот. При
более низких частотах обычно преобладает другой меха¬
низм диэлектрической релаксации, который мы рассмот¬
рим в настоящем разделе. Чтобы описать этот механизм,
посмотрим на сам процесс диэлектрической релаксации с
несколько иной, чем выше, точки зрения.

Действие переменного электрического поля Е на ди¬
электрик приводит, как мы видели, к возникновению до¬

бавки к фононной частоте, зависящей от времени и, сле¬

довательно, изменяющейся с конечной скоростью. В ре¬

зультате функция распределения фононов оказывается
отличной от равновесной функции Планка, причем это

отличие тем больше, чем выше скорость изменения поля.

В диэлектрике все время протекают процессы, стремя¬
щиеся восстановить равновесную функцию распределения
и благодаря им энергия поля диссипирует в тепло. Мы
здесь хотим вычислить скорость диссипации энергии. Но
сначала получим некоторые интегральные соотношения,
которым должен удовлетворять вектор А' {к, /)•

Начнем с рассмотрения пироэлектрических диэлектри¬
ков, в которых вектор D0 в линейном соотношении (19.1)

"отличен от нуля. В пироэлектриках в переменном элект¬
рическом поле доля?на изменяться температура. Опреде¬
лим это изменение. Вводя величину

F=F-ED/4л,

где F(Т, D) — плотность свободной энергии диэлектри¬
ка, мы можем написать

clF = -SdT--ÿDdE. (24.1)

Отсюда

в»=-Ь*Шт' <24'2>

где, вычислив производную, следует положить Е — 0.
В линейном приближении по электрическому полю,
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таким образом,

F(T,E) =F(T, О)-±-ED0(T) (24.3)

С другой стороны, плотность свободной энергии систе¬
мы фононов следующим образом выражается через их
функцию распределения:

F (Т, D) =F(О, D)-T\dlk In(До+ l). (24.4)

Здесь No есть функция Планка от полной частоты фонопа
Q =Q +ДЯ, которую мы будем считать функцией элек¬
трического поля Е:

ДЯ =ЯME. (24.5)

Температурная зависимость спонтанной индукции

Па(Т) находится с помощью соотношенияЕ=4я X

X (dF/dD)T. Дифференцируя (24.4) по D с учетом
(19.1) и приравнивая производную нулю, мы получаем,
пренебрегая слабой зависимостью диэлектрической про¬
ницаемости &ц от температуры Т:

D0 (Т) = D0 (0) -4я J dlk%QN0M. (24.6)

Дифференцируя (24.3) по температуре, получаем плот¬
ность энтропии S:

S(T,E) =S(T>0) +±Ed-ÿ.
Чтобы найти изменение температуры при адиабати¬

ческом изменении электрического поля, разложим плот¬
ность энтропии S(T, 0) вблизи температуры Т, которую
имел диэлектрик до включения внешнего поля Е:

S(T +AT)=S(T)+-±-AT, (24.7)

где С есть удельная теплоемкость (при постоянном объе¬
ме и поле), a AT — приращение температуры. Считая это
приращение малым, получаем аз требования постоянства
энтропии при включении поля

А Г --_
С 4л дТ '

Вычисляя производную OD0/dT из (24.6), мы находим
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окончательно

ДГ =яjd£4QW0 (N0 + 1) ME. (24.8)

В непироэлектриках AT =0, и величина Л' (fc, j)
ъ них должна тождественно удовлетворять соотношению

j" dlkN0 (N0 + 1) A' j) Я2 = 0. (24.9)

Начнем с рассмотрения медленно меняющегося элек¬
трического поля, частота которого ю удовлетворяет нера¬
венству

<от«1, (24.10)

где т есть характерное время установления равновесия
по отношению к возмущению вида (24.5). При Т »0 это
есть, очевидно, время свободного пробега фононов (10.8).
При Т <0, как мы увидим, оно равно времени нормаль¬
ных процессов, т n-

Реакция фононной системы на нестационарное воз¬
мущение (24.5) описывается кинетическим уравнением,
решение которого ищем в виде N=No+AN, где AN есть
малая неравновесная добавка к функции распределения

No- Подставляя N в левую часть кинетического уравне¬
ния (6.1) и линеаризуя правую часть по AN, получаем
следующее уравнение:

QNг, дллг -•
ТГ +ТГ

--'ДЛТ. (24.il)

Если частота со удовлетворяет неравенству (24.10), то
членом д AN/dt можно пренебречь по сравнению с IAN,
равным по порядку величины AN/т. Тогда кинетическое
уравнение перепишется в виде

N0(N0+ 1)я(л'-я-я-я-)=?ДА. (24.12)

Здесь мы учли, что в силу соотношения (24.8) под дей¬
ствием электрического поля может, вообще говоря, изме¬
няться температура диэлектрика. Пользуясь выражением
(5.11) для удельной теплоемкости, можно представить ве¬

личину Т в виде

ДТ/Т =(М)Ё, (24.13)
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где символ « », примененный к некоторой функции

Ф (к, j), обозначает следующую операцию усреднения:

Кя.'я.Т'Г
Уравпение (24.12) применимо п к ненлроэлектрикам,
только в этом случае нужно полагать дТ/dt — 0.

С учетом (24.13) кинетическое уравнение (24.12) пере

пишется следующим образом:

N0 (N0 + 1) Ё(А!-{А!}) =Jy, (24.15)

где мы перешлн от функцпп ДА к функции у, согласно

AN=yNc(N0+l).

Такая запись левой части (24.15) позволяет убедить¬

ся, что она ортогональна функции Q'(к) — собственной

функции оператора J, соответствующей нулевому соб¬
ственному значению. Решение уравнения можно симво¬

лически записать в следующем виде:

у (к) =-f J-W0(No +1) (A'-<Л'»Ё. (24.16)

С помощью этого выражения можно определить скорость
диссипации плотности энергии электрического поля (см.

(11.22)]

™-гР|,гйя?ДЛ'=г.["Е*Л-
Подставляя сюда выражение для у (24.16) и выполняя

усреднение по периоду, получаем

TS =\ (я-)2j d\kQ (л;-<л;>» No (No + 1)X

X ?-га (л;-<л;>) No (No +1) E*Et. (24.17)

Сравнивая это выражение с формулой (19.7), находим

тензор диэлектрической релаксации

X N0 (N0 + 1)J-ÿ (A[-<л;>) No (No +1). (24.18)
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Симметричность этого тензора есть непосредственное

следствиеятого, что симметричен оператор /, а следова¬
тельно и /-1.

Получпм оценки тензора я. Будем считать, что раз¬
ность 8(0) — е(оо) <1, и воспользуемся для вектора Л'
оценкой (20.25а). При высоких температурах (Т >0) опе¬
ратор /"WoOVo + 1) можно заменить по порядку величи¬
ны временем свободного пробега т (10.8), откуда получа¬
ется оценка

(24Л9)

Поскольку при высоких температурах время свободного
пробега т обратно пропорционально Т, величина я при
Т >0 от температуры не зависит.

Чтобы получить оценки при низких температурах
(Г<0), заметим, что, поскольку вектор ' есть четная

.—ч

функция волнового вектора к, оператор J~N0(N0 + 1)

равен по порядку величины характерному времени нор¬
мальных процессов Тл- (а не времени процессов перебро¬
са Хи)•Отсюда

<24'20>

Поскольку t.y ~ Т~5, эта оценка дает я ~ 1/Т.
В высокочастотном случае

ют»1 (24.21)

удобно строить метод последовательных приближений
иначе, чем выше, и взять в качестве функции нулевого

приближения равновесную функцию Ао(О), в аргументе
которой фигурирует постоянная температура. Это есте¬
ственно с физической точки зрения: равновесное состоя¬
ние, а следовательно, и определенная температура уста¬
навливаются в системе фононов за время т, период же
изменения внешнего поля гораздо меньше т, и говорить
об изменении температуры за такой короткий промежу¬
ток времени не имеет смысла.

При ют >1 кинетическое уравнение можно решать
методом, последовательных приближений, разлагая реше-
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ние по малому параметру 1/сат. В наинизшем приближе¬
нии можно вообще отбросить оператор столкновений. Это
дает

AN =N0(N0 +1)~А'Е. (24.22)

Отсюда скорость диссипации плотности энергии внешнего
поля

h2
TS = dtbQA'iJSA'iE'iEi.

Сравнивая это выражение с (19.8), находим

Sil
4яК'
соТ т

(24.23)

(24.24)

В качестве оператора / сюда следует подставить выра¬
жение (9.6). Таким образом, чтобы вычислить диэлектри¬
ческие потери при сот >1, нет необходимости решать ин¬
тегральное уравнение. Выражение для потерь получается

в квадратурах. Тензор ец обратно пропорционален часто¬
те со. Его симметричность видна непосредственно.

При высоких температурах Т >0 по порядку величи¬
ны имеем

е"~
Ми2 ют '

(24.25)

в то время как при сот<1 е"= соя я axT/Mv2. Таким
образом, величина е" при низких частотах растет с ча¬
стотой, при со — 1/т достигает максимального значения,
равного по порядку величины

е;ах t/mv\ (24.26)

а затем убывает обратно пропорционально со.
Аналогичным образом ведет себя величина е" и при

низких температурах: Т <0. При высоких частотах спра¬
ведлива оценка

Т 1 г* 1
(24.27)

0 / м7 ют рй3? ют '

а максимальное значение, которого достигает е" при нйз-
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ких температурах, оказывается порядка
m \3 ггт cti4

' <24'28)

Собирая воедино полученные результаты, мы можем
описать их следующими интерполяционными формулами.
При высоких температурах (Т >0)

"
Т шг

(24.29)
М? 1+ (сот)2'

а при низких {I<0)

<24'30>

Эти интерполяционные формулы можно было бы по¬
лучить и иначе — непосредственно путем порядкового
анализа решений кинетического уравнения (24.11). На¬
метим соответствующий вывод; он окажется полезным,
в частности, при исследовании вклада рассеяния фононов
на дефектах в диэлектрическую релаксацию.

Мы можем написать по порядку величины:

Здесь величину 1/т(к, /) следует считать порядка пол¬
ной вероятности рассеяния фонона (к, /) за счет всех
возможных механизмов.

Подставляя выражение для AN в формулу (11.22) для

TS и сравнивая получившееся выражение с (19.8), мы
приходим к оценке

ИТ"1 .г /яг , я /2б" ~4лТ j dlk -fÿ-2N0 (A0+ 1) A . (24.31)

Во всех рассмотренных случаях эта формула дает пра¬
вильные по порядку величины выражения.

Нужно сделать одну существенную оговорку по пово¬
ду общего выражения (24.18), так же как и полученных
с его помощью оценочных формул (24.19) и (24.20). Все
они справедливы, если фононное время свободного про¬
бега при убывании к растет медленнее, чем к~3. В против¬
ном случае трехфононные процессы, которые мы учиты-
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вали при вычислении времени т, не обеспечивают конеч¬
ного значения коэффициента я, и приходится учитывать
другие факторы, приводящие к конечному выражению.
Этот вопрос будет проанализирован в § 38. При высоких
частотах (сот»1), как видно из формулы (24.24), длин¬
новолновые фоноиы вклада к е " не дают.

Обсудим в заключепне одно существенное обстоятель¬

ство. Электрофопонпын потенциал, как мы видели, про¬

порционален константе ангармонического взаимодействия

фононов. В итоге выражение (24.24) оказывается пропор¬

циональным четвертой степени константы фонон-фо-
нонного взаимодействия — квадрат константы входит в

виде А'2 и другой квадрат фигурирует в определении (9.6)

оператора столкновений J.
Естественно ожидать, что результат (24.24), справед¬

ливый при (от > 1, можно получить с помощью прямого

квантовомеханического расчета, строя теорию возмуще¬

ний по малому решеточному ангармонизму. Не останав¬

ливаясь на деталях, укажем основные этапы такого рас¬
чета и проследим, каким образом он позволяет получить

результат (24.24).

В качестве исходного следует взять выражение (21.2),
которое уже использовалось выше, только матричные

элементы оператора АЕ следует вычислять во втором
приближении теории возмущений. Эти сложные матрич¬
ные элементы описывают четырехквантовые процессы —
с участием кванта поля и трех фононов. Вероятность та¬
ких трехфононных процессов, хотя и содержит более
высокую степень решеточного энгармонизма по сравне¬
нию с двухфононными, тем не менее может при опреде¬
ленных условиях оказаться больше последней. Дело здесь
в тех жестких ограничениях, которые, как мы видели в
§§ 22, 23, налагают законы сохранения на вероятности
двухфононных процессов и от которых вероятности трех¬
фононных процессов свободны.

Рассмотрим четырехквантовые процессы типа 2 2
(фонон и квант поля сливаются и образуют два фонона).
Законы сохранения при этих процессах имеют вид

со +Q {к)]- Q (&') — Q {к — к') =0. (24.32)

Нас будут интересовать процессы такого типа для случая,
когда частота со достаточно мала — гораздо меньше ха-
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рактерных частот фононов й{k)l Q {к') и й(7с — k')t
которые мы будем считать порядка тепловых. Процесс
(24.32) является разрешенным. Чтобы в этом убедиться,
достаточно в первом приближении пренебречь частотой со
в соотношении (24.32). Тогда фононные частоты Q, остав¬
шиеся в этом соотношении, выражают просто законы со¬
хранения при трехфононных столкновениях, дающих,
например, вклад в обычный оператор фонон-фононных
столкновений.

Пусть в начальном состоянии, кроме кванта поля,
имеется фонон Дав конечном — фононы 2 и 3. Рассмот¬
рим в качестве промежуточного такое состояние, когда
квант поля поглотился, и имеется один только фонон 1.
Разница энергий начального и промежуточного состоя¬
ний, фигурирующая в знаменателе выражения для слож¬
ного матричного элемента, есть, таким образом, Йсо,
а квадрат матричного элемента, входящий в выражение
для вероятности перехода, обратно пропорционален со2.

Далее, в выражение для вероятности перехода должна
войти разность фононных чисел заполнения вида

N1W2+1)(А3+1)- {Ni + 1)А2Аз. (24.33)

Усредняя по равновесному состоянию кристалла, мы
должны каждое из чисел заполнения в этом выражении
заменить равновесной функцией Планка от аргумента
%Qi/T (i=l, 2, 3). Наконец, в выражении для вероятно¬
сти перехода фигурирует б-функция, аргумент которой
есть левая часть (24.32); приравнивая этот аргумент ну¬
лю, мы получаем закон сохранения энергии

со +Qi =й2+Йз.

С учетом этого соотношения выражение (24.33) оказыва¬
ется пропорциональным exp {Ua/T) — 1, что при й© <Т
переходит в йм/Т, т. е. дает первую степень со в числи¬
теле. После того, как мы выделили этот множитель, мож¬
но в аргументе 6-функции пренебречь малой частотой со,
и мы получаем зависимость е" ~ со-1, которая была най¬
дена выше путем решения кинетического уравнения.

Приведенные рассуждения относятся только к кри¬
сталлам без центра симметрии. В кристаллах же с цент¬
ром симметрии промежуточное состояние, в котором
квант поля поглотился и остается один только фонон 1,
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невозможно, так как отличны от нуля только матричные

элементы оператора Л для переходов с изменением номе¬

ра фононной ветви. В итоге в соответствующем энергети¬

ческом знаменателе оказывается разность энергии фояо-

нов двух различных ветвей, характерное значение кото¬

рой гораздо больше, чем %а. Соответственно, скорость

диэлектрической релаксации для кристаллов с центром

симметрии получается гораздо меньше.

Для кристаллов без центра симметрии выражение для

е", полученное в настоящем разделе, следует сопоставить

с выражениями, полученными в §§ 22, 23 для вклада от

двухфононных процессов. Этот последний растет с часто¬

той, тогда как выражения (24.25) или (24.27) с частотой

убывают. Поэтому для каждого из случаев, рассмотрен¬
ных в §§ 22, 23, легко указать такую (зависящую от тем¬

пературы Т), частоту, при которой оба вклада должны

стать одного порядка; при меньших частотах диэлектри¬

ческая релаксация определяется формулами настоящего

раздела.
Из всего сказанного следует один важный вывод: ско¬

рость диэлектрической релаксации в кристаллах без цент¬

ра симметрии гораздо выше, чем в кристаллах с центром

симметрии.

§ 25. Инфракрасное поглощение в полярных
диэлектриках

Частоты инфракрасного диапазона могут по-разному

соотноситься с величиной Т/%. Случай а <Т/%, 0/й был

подробно исследован в §§ 22—24. Здесь же мы рассмот¬

рим обратный предельный случай

и»Т/%. (25.1)

Начнем с вычисления распадного вклада в т) для ку¬

бических кристаллов. В силу законов сохранения энергии

и квазиимпульса частоты фононов, рождающихся кван¬

том поля, должны быть порядка со. Будем считать часто¬

ту со не слишком превышающей предельные фонопиые

частоты, чтобы законы сохранения разрешали двухфо-

нонный распад кванта %со.
В силу неравенства (25.1) функции распределения

Nki и Nky экспоненциально малы, и ими можно прене-
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бречь по сравнению с единицей. Это дает выражение,
не зависящее от температуры:

rjtp) =_1_ (8(0)
_

еСсо)) Тг 2j01лр (1с) I2X
33

X Qj (к) Qj< (к) б (со — Qkj — &ьу), (25.2)

так как оно определяется одними только спонтанными
процессами.

Зависимость (25.2) от частоты со при частотах поряд¬
ка предельной определяется деталями фононного спектра
и не может быть вычислена в общем виде. Однако ча¬
стотную зависимость можно найти для достаточно малых
по сравнению с предельной частот со. При

со <Q( (25.3)

в (25.2) дают вклад одни только акустические фононы.
Подставляя в (25.2) закон дисперсии акустических фо¬
нонов QSk) =vak, суммируя по акустическим ветвям а
и а' и переходя к безразмерной переменной интегрирова¬
ния kv/со, мы получаем следующую оценку:

(25.4а)
ро

е"~4я. (25.46)
р1>50а v

'
Таким образом, при %а <0 величина г)(р> (25.2) растет
как функция частоты со. При дальнейшем росте со эта ве¬
личина достигает максимума, а затем сравнительно резко
спадает, обращаясь в нуль, когда со становится больше
суммы двух любых фононных частот, соответствующих
любому (но одному и тому же для обеих частот) значе¬
нию к. При таких частотах, когда двухфононный вклад
в г)<р) тождественно равен нулю, эта величина может быть
отличной от нуля только за счет многофононных процес¬
сов, которые могут иметь место в высших приближениях
по фононному ангармонизму или же при ангармонизме
третьего порядка в высших приближениях теории возму¬
щений.

15 в. Л. Гуревич
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Перейдем к анализу процессов присоединения. Для
них должен выполняться закон сохранения

со -|- Qftj = (25.5)

Ему можно удовлетворить, только если частота и меньше

хотя бы некоторых фононных частот. А поскольку, с дру¬

гой стороны, рассматривается случай йсо >Т, то нас здесь

может интересовать только температурный интервал

т<е.
Рассмотрим выражение (21.10), описывающее вклад

от процессов присоединения. Выясним, когда это выраже¬

ние не содержит экспоненциальной малости (иначе бы

им можно было заведомо пренебречь по сравнению с т)(р>
(21.9)). Для этого частота Qftj, фигурирующая в законе

сохранения (25.5), доляша быть гораздо меньше двух дру¬

гих частот. Это означает, что колебательная ветвь j —я

акустическая и дальше мы будем обозначать ее а.

Функция Nьа не будет экспоненциально малой, если

к <TlUVa, (25.6)

где va — фазовая скорость фононов ветви а. Определим к
из закона сохранения (25.5) и посмотрим, при каких со

можно удовлетворить условию (25.6). Поскольку волно¬

вые- векторы к, удовлетворяющие условию (25.6), малы

по сравнению с предельным значением, то ветвь долж¬

на быть оптической, и зависимость Qp (к) можно пред¬
ставить в виде

Qftj' =Q0p +Qj'5 (к),

где Q0j' есть соответствующая предельная фононная ча¬

стота, a (к), в зависимости от симметрии кристалла,
есть либо линейная, либо квадратичная функция к. Если

это квадратичная функция, то она равна по порядку ве¬

личины Qj'' (к) ~ vak2. Поскольку закон дисперсии
акустических фононов линеен, то в уравнении (25.5) от¬

носительно к можно пренебречь малой квадратичной до¬
бавкой, и мы получаем

к = (Q03v — a)/va.

Если же добавка я2я линейна по к, то она равна по

порядку величины vk. В уравнении (25.5) она, в зависи-

§ 25. ИНФРАКРАСНОЕ ПОГЛОЩЕНИЕ В ДИЭЛЕКТРИКАХ 227

мости от своего знака, либо суммируется со слагаемым
vak, либо вычитается из него. В итоге получается

к =|Q0j« — иVv3%
где Кз есть величина порядка v.

Таким образом, условие (25.6) того, чтобы вклад от
процессов присоединения не был экспоненциально мал,
переписывается в виде |Q0j' — <в |яTlti. Но если в
интеграле (21.10) перейти от интегрирования но d3k к ин¬
тегрированию по поверхности сохранения dSay, то пло¬
щадь этой поверхности равна по порядку величины

к2 ~ (Q0j'-со)2М
Это дает следующую оценку сверху вклада от оптической
ветви /' в величину т](п):

(П) я(°oi' -(0)2 . (25.7)J я
В*,, Mv2 v '

Выражение это справедливо, пока частота со достаточно
близка к одной из предельных частот оптических фоно¬
нов Q0i' » так что |Q0j' — о) |яГ/%, иначе величина
т)(п> экспоненциально мала. Однако даже если это нера¬
венство выполнено, величина (25.7) пренебрежимо мала
по сравнению со вкладом от распадных процессов (25.4).
Общий вывод, таким образом, состоит в том, что в данном
частотном и температурном интервале вклад от процессов
распада всегда больше вклада от процессов присоединения.

Переходим к вычислению коэффициента инфракрас¬
ного поглощения в полярном диэлектрике. Представим
себе, что от границы кристалла распространяется инфра¬
красное электромагнитное излучение частоты со. Оно
должно поглощаться, т. е. плотность потока электромаг¬
нитной энергии GM, равная среднему (по времени) значе¬
нию вектора Пойнтинга, должна затухать в пространстве.
Еслп х есть направление распространения электромагнит¬
ной волны, то закон затухания можно записать в виде

G? (х) =Gÿ (0) ехр (-1».
Величина Ге называется коэффициентом поглощения
электромагнитного излучения.

Коэффициент поглощения в оптически изотропном
(кубическом) кристалле следующим образом выражается
15*
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через его диэлектрическую проницаемость е(со) '):

Ге =2-я- Im/e(со),; (25.8)

где следует взять значение корня, при котором его мни¬

мая часть получается положительной.
Чтобы исследовать инфракрасное поглощение в ди¬

электриках, нужно подставить сюда выражение (21.4)

для е(со)2). Рассмотрим, что это дает в различных слу¬

чаях.

Если со2<Ся2?, то можно отбросить слагаемые со2
как в числителе, так и в знаменателе (21.4). Анализируя
выражения, полученные в различных случаях в § 22 для

величины rj, мы видим, что она мала по меньшей мере

как T/Mv2, т. е. обычно не превышает одной сотой, а во

многих случаях оказывается гораздо меньше этой верхней
оценки. В наинизшем приближении по малому парамет¬
ру Л

Ге =
„(о) . о(°°)

==г— Ч
/>)

СО

с
(25.9)

Величина эта фактически является весьма малой. Если,
например, взять частоту со =3 •1012 с-1 и воспользовать¬
ся для г| оценкой (22.5), то Ге окажется порядка несколь¬
ких десятых см-1.

Однако поглощение заметно усиливается при прибли¬
жении к резонансной частоте я2(. К анализу этого усиле¬

ния мы сейчас и перейдем. Будем считать частоту со

сравнимой с я2;. Однако при этом разность я2? — со2 мы

будем считать положительной (т. е. рассматривать об¬
ласть прозрачности кристалла) и большой по сравнению

с r]£2t:
ця2?/(я2? -со2) <1. (25.10)

Выше мы отмечали, что определить детали зависимо¬
сти г](со) в этом частотном интервале в общем виде нель-

') См. Ландау Л. Д., Лифшиц Е. М. Электродинамика сплош¬
ных сред.— М.: Гостехиздат, 1957, с. 335.

2) Низкочастотный вклад в 1ше(со), рассчитанный в § 24 для
диэлектриков без центра симметрии, обычно оказывается малым
для частот инфракрасного диапазона, и мы его учитывать не
будем.

\
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зя. Легко, однако, дать порядковую оценку коэффициента
ц в этой области частот. При Т <0 она получается, если
в (25.4) положить %а> порядка 0, и имеет вид

г] at Q/Mv2. (25.11)

При Т >0 преобладает вклад от индуцированных пере¬
ходов, и

ц ея T/Mv2. (25.12)

Разлагая е(со) по малому параметру т)/(я2? — со2),
имеем

foci ~ л
е(0) -е(оо>

вИ= е( )-i-г+ iriQiQf — со2 ÿ"'ÿ(ÿ-oi2)2
Подставляя это выражение в (25.8) и ограничиваясь наи¬
низшим приближением по малому параметру Ime/Re е,
мы получаем окончательно

m Р(о) _ р(<») TlQl
г — ш ь 8

__
!_J_ оке с у-я) (Q2-и2)3'2 (Q2-со2)1/2 • К '

Таким образом, при приближении к частоте я24 со сторо¬
ны меньших частот коэффициент инфракрасного погло¬
щения растет как (я2< — со)_3/2.

Рассмотрим, наконец, выражение для диэлектрической
проницаемости е(со) полярного диэлектрика в самой обла¬
сти резонанса, где

|£2j — со|/г]я2( < 1.

В этой частотной области можно отбросить в числителе
выражения (21.4) малое мнимое слагаемое irj£2t. Как ве¬
щественное выражение, оставшееся в числителе, так и
функция г) (со) в знаменателе представляют собой в резо¬
нансной области частот достаточно плавные функции со,
которые мы можем заменить их значениями при со =я2г.
Это дает следующее выражение для диэлектрической про¬
ницаемости:

е (С01 =
_е'0) ~ е(°°} _ (8«» _ „(«л 1 "

()
1 m2/Q2 гг)0 \1_СЙ3/Й?)2+Т)*'

(25.14)
где цо = ri(£2i).
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Как при высоких, так и при низких температурах ве¬
личина г|о определяется в основном распадными процес¬
сами и для нее имеет место оценка (25.11) или (25.12).

Эти процессы в резонансном случае можно представлять
себе наглядно как распад поперечного оптического фоно-
на на два акустических.

§ 26. Влияние дефектов кристаллической решетки
на диэлектрическую релаксацию

Если в кристаллической решетке имеется значитель¬

ная концентрация дефектов, то они могут играть суще¬

ственную роль в диэлектрической релаксации. В настоя¬

щем разделе мы хотим рассмотреть вклад дефектов в

диэлектрическую релаксацию, связанный с тем, что они

представляют собой дополнительный источник рассеяния

фононов.
При самых низких частотах (сот<1) в кристаллах

без центра симметрии добавление дефектов должно умень¬

шать скорость релаксации. Действительно, как явствует

из формул (24.19) и (24.20), скорость релаксации пропор¬

циональна фононному времени свободного пробега, кото-

цое убывает при повышении концентрации дефектов.
Однако оценить влияние дефектов мы сможем только в

следующей главе, где будет подробно изучен вклад длин¬

новолновых фононов в кинетические коэффициенты.
При ют >1днссипативная часть диэлектрической про¬

ницаемости г" определяется выражением (24.24), где в

качестве оператора столкновения J нужно подставить

сумму операторов, описывающих рассеяние на фононах и

на дефектах. В этом случае вклады от разных механизмов

рассеяния в е" аддитивны- Вклад от рассеяния на дефек¬

тах мы получим, подставив в качестве оператора столкно¬
вений выражение (9.9) или (9.10). Порядковую оценку

яч

оператора / можно получить, полагая J/N0(N0+ 1) — / —
я 1/т, где т — время свободного пробега тепловых фоно¬

нов, обусловленное их рассеянием дефектами. При Т я0

основной вклад в е" дают фононы с частотами порядка

предельной. Соответственно, из (24.24) получается оценка

Г 1 - Г03 1 (26.1)я Mv2 а"" ру5Я3 шт

1
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или, с учетом (10.3),

(26.2)

При Т <© е " очень быстро убывает при уменьшении
температуры Т. Во-первых, уменьшается пропорциональ¬
но (Г/0)3 фазовый объем, эффективно дающий вклад в
интеграл (24.24), во-вторых, убывает вероятность рассея¬
ния 1/т; для акустических фононов, которые только и су¬
щественны при Т <0, она пропорциональна Q4. Посколь¬
ку основной вклад дают Q порядка Т/%, это дает
окончательно:

rji8

Mv2Qelia> » ' (26.3)

Если преобладает изотопическое рассеяние фононов,
отношение njn в (26-2) и (26.3) следует заменить на
Шум2.

Поскольку величина е", независимо от механизма рас¬
сеяния фононов, должна при сот <1убывать с уменьше¬
нием частоты, она как функция частоты должна дости¬
гать максимального значения при со я 1/т. Порядок вели¬
чины максимума не зависит от того, каким механизмом
определяется время свободного пробега тепловых фононов
т. Однако частота, при которой достигается максимум,
с ростом концентрации дефектов увеличивается.

При достаточно высоких частотах со в кристаллах как
без центра, так и с центром симметрии может играть за¬
метную роль еще один механизм диэлектрической релак¬
сации, связанный с дефектами решетки. Это — однофо-
нонные переходы (запрещенные в идеальной решетке
законами сохранения), т. е. процессы рождения внешним
полем акустических фононов в присутствии дефектов.

Мы не будем подробно обсуждать этот механизм, а
ограничимся указанием, что соответствующий вклад
быстро растет с со, причем характер роста определяется
характером корреляции в расположении заряженных де¬
фектов и наличием или отсутствием у дефектов центра
симметрии.



Глава IV

Поглощение звука

§ 27. Диссипация энергии упругих колебаний
и поглощение звука

в непьезоэлектрических диэлектриках

В данном разделе будет изложена феноменологичес¬
кая теория поглощения звука в непьезоэлектрических ди¬
электриках1). Коэффициент поглощения мы выразим че¬

рез кинетические коэффициенты, характеризующие про¬
цессы внутреннего трения и теплопроводности в диэлек¬
трике — коэффициенты вязкости и теплопроводности.

Начнем мы, однако, с анализа условий распростране¬
ния звука в пренебрежении диссипативными процессами
и вывода закона сохранения механической энергии упру¬

гой сплошной среды.
Деформация сплошной среды при распространении

в ней упругих колебаний является адиабатической2).
Соответственно, мы будем считать, что как в выражении

для квадратичного по деформации вклада в плотность
упругой внутренней энергии сплошной среды

(27.1)я — -~o~hnmnU'iiUmn,

так и в уравнениях движения
ди

Л ""я»
pUj- gr (27.2)

фигурируют адиабатические модули упругости Xi!mn. На
микроскопическом языке это означает следующее. Благо¬

даря решеточному ангармонизму энергия фононов зави¬

сит от деформации упругой среды 3). При распростране-

') Теория поглощения звука в пьезоэлектриках излагается

в § 39.
2) В справедливости этого утверждения мы удостоверимся

в §§ 30, 32.
3) Эта зависимость проанализирована в § 29.
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нии звука деформация в каждой точке зависит от вре¬
мени. Соответственно, зависит от времени и энергия фо-
нона. Если частота звука и гораздо меньше обратного
времени свободного пробега фононов т-1, то распределе¬
ние фононов в каждый момент почти успевает «подстро¬
иться» к новому значению фононной энергии, т. е. с дос¬
таточной точностью является равновесным.

Это равновесие, однако, является локальным, так как
вследствие адиабатичности деформации температура, его
характеризующая, меняется от точки к точке вместе с
деформацией. Вообще говоря, в сплошной среде происхо¬
дят процессы теплопроводности, стремящиеся выровнять
значение температуры в разных ее точках. Утверждение,
что деформация адиабатическая, означает, что она про¬
изводится хотя и медленно по сравнению со временем т,
но все же настолько быстро, что теплообмен между раз¬
ными участками кристалла в первом приближении не ус¬
певает произойти.

Введем специальное обозначение <?Г(,) для энергии
упругих колебаний, т. е. для механической энергии колеб¬
лющейся сплошной среды. Положим

#М = j>rE(s)(r). (27.3)

E<s> есть полная энергия упругих колебаний в единичном

объеме, равная сумме кинетической энергии ри2/2 и уп¬
ругой части внутренней энергии, U{>):

E(s) = -|-ри2 +Н(8). (27.4)

Вычислим производпую по времени от плотности ме-
ханической энергии

Ё<»>'=рии+U(s).

Производная dUM/dt в нашем приближении равна
dU/dt: функция U (2. 4) отличается от U{s) слагаемым
U0(S), которое остается постоянным в отсутствие дисси¬
пации и теплообмена между различными участками спло¬
шной среды. Далее,

dU = TdS +oflduih (27.5)

где Пц' есть термодинамически равновесное значение



234 ГЛ. IV. ПОГЛОЩЕНИЕ ЗВУКА

тензора упругих напряжений. Вычисляя с помощью этого

соотношения производную по времени при S =const, мы
получаем

=рщщ +а(ииц. (27.6)

Тензор деформации и« должен здесь определяться сим¬

метричным относительно перестановки значков i, Iвыра¬

жением (2.3). Нам, однако, будет удобно подставить в

(27.6) в качестве иа несимметричную величину du{/drt;

поскольку тензор о(и симметричен, в (27.6) автоматичес¬

ки войдет только симметричная часть тензора dujdrt.
Производя эту подстановку и группируя члены в правой

части, мы получаем

9E(s)
dt

_ / .. Ягг(0)\

= Wifui) + Ui |рмг j
Здесь второе слагаемое тождественно равно нулю в силу

уравнений движения теории упругости, которые в отсут¬

ствие диссипации имеют вид

рщ = dcr(iiYdrh
Окончательно мы получаем закон сохранения энергии
упругих колебаний в дифференциальной форме

dE(s)
dt

div G(s) 0, (27.7)

где G(s) —вектор плотности потокаэнергии упругих коле¬
баний с компонентами

/-<(s) _ _(о)-
trj — — Оц Ui.

.(0) •
(27.8)

До сих пор мы пренебрегали диссипативными процес¬
сами. Однако деформация сплошной среды, зависящая
от времени, должна обязательно сопровождаться процес¬
сами диссипации, благодаря которым энергия упругих
колебаний необратимым образом переходит в тепло.

Об одном из возможных источников диссипации уже
упоминалось. Это теплообмен между различными участ¬
ками тела, которые приобретают разную температуру в
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результате адиабатической деформации. Другой источ¬
ник — это процессы вязкости, или внутреннего трения.
Они обусловлены тем, что фононные частоты зависят от
деформации, а значит и от времени, если деформация ме¬
няется со временем. А поскольку равновесие может уста¬
новиться только за конечное время (порядка времени
свободного пробега фононов), функция распределения фо-
нонов только приближенно может считаться равновесной.
Фактически она отличается от равновесной, причем (при
прочих равных условиях) тем сильнее, чем больше ско¬
рость изменения деформации. Соответственно в системе
все время протекают процессы, стремящиеся восстановить
равновесие. Они называются процессами вязкости, или
внутреннего трения.

С неравновесной добавкой к фононной функции рас¬
пределения связана возникающая в диэлектрике добавка
к тензору упругих напряжений. Эта добавка должна быть
пропорциональна скорости изменения деформации:

! •
Пil — "ЛilmnUmn• (27.9)

Тензор r\umn называется тензором коэффициентов вяз¬
кости или внутреннего трения.

Полный тензор упругих напряжений Оц есть

Пп — +<Уц- (27.10)
Чтобы учесть вязкие потери, нужно это значение тензо¬
ра упругих напряжений подставить в уравнения теории
упругости:

рщ =я. (27.11)

Скорость диссипации энергии упругих колебаний за
счет процессов внутреннего трения получается непосред¬
ственно из уравнений движения (27.11). Запишем их в
явном виде

„7. _
1

ÿumn ,
m

® итп
рЩ — Ацтп jjr "Г1!UmnjjTgp,

умножим на Ui и просуммируем по я. В результате в ле¬
вой части мы получаем

в Ii 'Лpufj,
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т. е. производную по времени от плотности кинетической

энергии, а справа
• 1 * д

/ 'ÿilmnUnUmn Т] ilmnUnUmn -(- (UjOji).

Здесь первое слагаемое есть взятая с обратным знаком
производная по времени от плотности упругой энергии
(27.1). Перенося первое и третье слагаемые в левую
часть, мы получаем

—Ь div G(s) = — y\umnUuUmn, (27.12)

где плотность потока энергии G(s) теперь обозначает ве¬
личину

G[s) =- (27.13)

равную в нашем случае

G\ÿ = h,umnllillmn T|jlmnUiUmn- (2/ .14)

Первое слагаемое в левой части (27.12) описывает
скорость изменения плотности энергии упругих колеба¬
ний. Второе представляет собой дивергенцию плотности

потока энергии упругих колебаний, Gts). Кроме слагаемо¬

го (27.8) в выражение для G(b) теперь входит и вязкий
член.

Полную скорость диссипации упругой энергии полу¬

чаем, интегрируя (27.12) по d3r. Интеграл от div G(s)
преобразуется в поверхностный интеграл от потока уп¬
ругой энергии. Считая, что поток энергии через поверх¬
ность равен нулю, мы получаем

1 . .
= d3r4]iimnUilUmn- (27.15)

tdt

Взятое с обратным знаком, это выражение должно быть

равно Т9Р, т. е. оно описывает возрастание энтропии за
счет процессов внутреннего трения.

Получим теперь выражение, описывающее скорость
возрастания энтропии упругой сплошной среды в общем
случае, когда оно обусловлено не только вязкостью, а и
теплопроводностью.
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Вычислим скорость возрастания плотности энтропии спомощью (27.5):

<27-16>
Здесь мы воспользовались соотношением (27.5), причем
вместо U подставили разность Е — р»2/2, где Е естьполная энергия единицы объема сплошной среды. При¬мем во внимание закон сохранения полной энергии ди¬электрика, который в дифференциальной форме гласит

—я +div G =0. (27.17)

Здесь G есть полная плотность потока энергии, равная

G = G(s) + <?, (27.18)
где Q — плотность потока тепла.

Подставляя в (27.16) соотношения (27.17) и (27.18)
и преобразуя правую часть таким же образом, как и привыводе (27.12), мы получаем

S = — -jrUi — J — -ffar(Gi+(ТпЩ) +— оцЛц.

Первое слагаемое в правой части обращается в нуль всилу уравнений движения (27.11). Второе слагаемое сучетом (27.18) и (27.13) приводится к виду

— "Тя(Gl +ailWi) = ~~ ~Т div я =~ div "г" ~~
"Р" яТ'

С учетом соотношений (12.1) и (27.9) мы имеем

S+div -5. = r\ilmnunumn+ (27.19)

Интеграл по объему от второго слагаемого в левой частипреобразуется в поверхностный, который дает нуль, еслипоток тепла через поверхность равен нулю. В результатескорость возрастания энтропии системы

9> =JdsrS =Jd3r г]цтпицитп + xuÿJQ.
(27.20)
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Мы видим, что процессы вязкости и теплопроводности да¬
ют независимые вклады в скорость возрастания энтропии.

Сравнивая (27.20) с общим выражением (11.28), мы
делаем вывод, что следствием соотношений Онсагера в
данном случае является симметрия тензора коэффициен¬
тов вязкости относительно перестановки первой и вто¬
рой пары значков:

'Цитп Цшпг'Ь (27.21)

Скорость диссипации механической энергии связана со
скоростью возрастания энтропии соотношением (11.18),
которое в нашем случае дает

d$(s) f„n I ' * , 1 дТ дТ\ ,07 00ч

fa — J \J\ilmnUnUmn j, Mil Qr)' (я7.-я2)

Переходим к вычислению коэффициентов поглощения
монохроматической бегущей звуковой волны. Определим
коэффициент поглощения 7 как отношение механической
энергии звука, диссипирующей в единицу времени, к пол¬
ной механической энергии, запасенной звуковой волной

1 (27.23)

Ниже (см. § 30) мы сможем с помощью прямых оце¬
нок убедиться, что поглощение звука всегда столь мало,
что при любых частотах выполняется неравенство

7/(0 < 1. (27. 24)

При таком условии можно использовать для расчета пог¬
лощения метод последовательных приближений. В нуле¬
вом приближении волна считается незатухающей; вектор
упругого смещения изменяется в пространстве и во вре¬
мени как

B =K0cos(cof — qr). (27.25)

Коэффициент поглощения мы получаем, подставляя это
выражение в (27.22) и выполняя усреднение по периоду.
В соответствии с (27.22), коэффициент поглощения есть
сумма двух слагаемых

7 =Тч +Тх, (27.26)

причем первое описывает вклад в поглощение за счет
вязкости, а второе — за счет теплопроводности.
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Начнем с вычисления знаменателя в (27.23). Посколь¬
ку средние значения потенциальной и кинетической
энергий в любом гармоническом колебании, в том числе
и в звуковой волне, равны друг другу, мы можем вычис¬
лить энергию как удвоенное среднее по времени зна¬
чение кинетической энергии:

<Г(8) = Три2 =-i-Трсо2и2 (27.27)

(черта обозначает усреднение по периоду звука).
Подставляя (27. 25) в первый член (27. 22) и усред¬

няя по периоду, мы находим

rlilmnuilumn _ (О2
m п п я07 7q\

Уч — 3 7~„ 2 r\qhqmehem• (2 '-28)
J_p<d2bJ Py

Здесь v — a/q — фазовая скорость звука, е — и0/и0 — век¬

тор поляризации звука, индекс q у тензора означает про¬
екцию его по соответствующему индексу на направление
q. Таким образом, коэффициент 7„ пропорционален квад¬
рату частоты звука.

Чтобы рассчитать коэффициент 7„, определим измене¬

ние температуры А Т под влиянием адиабатической де¬
формации, создаваемой звуком. Для этого, воспользовав¬
шись выражением (2.7) для плотности свободной энер¬
гии, вычислим плотность энтропии деформированного ди-
электрика. Имеем

5 =-(gA = S0 +k(uLauumn. (27.29)

Чтобы найти AT, нужно правую часть (27.29) как функ-
цию Т +AT приравнять S0(T) — плотности энтропии в
отсутствие деформации. Разлагая по малой величине AT,
имеем

S0{T +AT) =S0(T) +ÿrAT,
где С — удельная теплоемкость. Отсюда

AT =--jj- (27.30)

Б выражениях такого типа мы иногда будем отбрасывать
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индекс Т у тензора Хцтп и тем самым пренебрегать раз¬
личием между адиабатическими и изотермическими моду¬
лями упругости, которое обычно мало.

Скорость возрастания энтропии вследствие процессов
теплопроводности есть, согласно (12. 4),

1 С* по д Д71 д ДТ /07 qa \ÿ = iZ' ( ]

Подставляя сюда А Т из (27.30) и выполняя усреднение
по периоду звука, получаем выражение для теплопровод-
постного вклада в коэффициент поглощения

ГХ(яГУт)2 (27.32)
О ру

где введено обозначение

х =Xuqiqi/q2.

Коэффициент у* (так же как и пропорционален ю2.
Он сложным образом зависит от углов. Для некоторых
направлений распространения и поляризации звука он
обращается в нуль. Так, он равен нулю для поперечного
звука, распространяющегося вдоль оси симметрии крис¬
талла. В общем же случае затухания звука характеризу¬
ется суммарным коэффициентом поглощения (27.26).

Чтобы определить закон убывания механической энер¬
гии, запасенной в звуковой волне, мы должны учесть,
что в следующем приближении по малому параметру 7/со
амплитуда и0 в (27.25) является величиной, медленно из¬

меняющейся со временем. Медленность означает, что ма¬
ло относительное изменение амплитуды за период коле¬
бания. Соответственно, мы должны считать зависящей от
времени также и механическую энергию (S'-s). Согласно
(27.23), эта величина изменяется со временем следующим
образом: j

я= (27.33)

откуда получается закон затухания

#<•>(*) -«Ч'ЧОЭе-т'. (27.34)

Фактически, однако, на эксперименте обычно наблю¬
дается не временное, а пространственное затухание зву-
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ковой интенсивности, поэтому задачу о поглощении зву¬
ка приходится ставить иначе. Будем характеризовать ло-

т— Is)
кальную интенсивность звука плотностью энергии t .
Мы хотим определить закон затухания этой величины в
пространстве при заданном ее значении «на входе в кри¬
сталл», т. е. на какой-то определенной поверхности кри¬
сталла. Для этого рассмотрим более общую задачу — по¬
лучим дифференциальное уравнение, описывающее закон
изменения плотности энергии в пространстве иво времени
с учетом диссипации, и найдем его стационарное решение.

Будем считать, что амплитуда и0 в (27. 25) есть мед¬
ленная функция как времени, так и координат. Послед¬
нее означает, что мало ее относительное изменение на
расстоянии порядка 2я/q. Соответственно, мы должны
считать медленными функциями г и t как плотность

энергии упругих колебаний E(s), так и плотность потока

энергии G(s). Эти две величины связаны уравнением, ко¬
торое проще всего получить, усредняя (27. 12) по перио¬

ду звука. Сохраняя для среднего значения Gw прежнее
обозначение, мы можем записать результат усреднения в
виде ')

~+ div G(s) =-yE(s). (27.35)

В выражении (27. 14) для G(s) достаточно удержать пер¬
вое слагаемое (27.8); вторым можно пренебречь в силу
неравенства у/а < 1.

Выразим G(:i> через плотность энергии Е(а). Подстав¬
ляя (27. 25) в (27. 8) (причем производными от медленно
меняющейся функциик0 (г, t) пренебрегаем) и усредняя,
получаем

(7; ~ ÿilmnUoiÿOmqn-

Компоненты вектора и0 связаны соотношением, вытека¬
ющим пз уравнений движения (27. 2):

рО) U()i hiimnqiqnWom*

1) Буквальное усреднение (27.12) даст соотношение (27.35)

с правой частью — Полный коэффициент затухания (27.26)
получится, если добавить в правой части (27.12) член, описыва¬
ющий диссипацию за счет теплопроводности.

16 в. Л. Гуревич
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Дифференцируя это соотношение по ср и умножая обе
его ласти на сйИо,/4, мы находим

2 2

2 dql г- »о ~ ~2
4 3(0 _

-ЗГлПРмво -9- яИтпЦпяОяОт'

Здесь справа стоит величина G(S , а слева где g —
— da/dq— групповая скорость звука. Мы получаем, та¬
ким образом, соотношение

Gls) = gE(s\ (27.36)

с учетом которого уравнение (27. 35) переписывается в
виде

ЗЕ(з) , я(з) _ ,,rr(s)
dt div gBs> =-yE' (27.37)

Левая часть этого уравнения представляет собой полное
изменение плотности энергии упругих колебаний (интен¬

сивности звука) в данной точке. С одной стороны, оно
E(S )

вследствие нестационар-
ности и изменения, обусловленного притоком энергии из
соседних точек сплошной среды. С другой стороны, оно
равно плотности энергии, поглощаемой в единицу време¬
ни, которая дается правой частью уравнения.

Подчеркнем, что в такой форме это уравнение имеет го¬
раздо более широкие пределы применимости, чем исход¬
ные уравнения теории упругости с диссипативными чле¬
нами в форме (27.9), из которых оно было выведено. Де¬
ло в том, что (как мы увидим ниже) выражение (27.9) для
диссипативной части тензора упругих напряжений спра¬
ведливо только при сот < 1. При сот я 1 это выражение
уже не имеет места, и для коэффициента поглощения уже
не имеет места формула (27.28), а он определяется одним
нз выражений, которые будут выведены в §§ 33—35. Од¬
нако еслп соответствующее выражение для коэффициента
поглощения высокочастотного звука нодставнть в правую
часть уравнения (27.37), то в остальном данное уравнение
сохраняет свою форму и для этого случая.

Рассмотрим с помощью уравнения (27.37) стационар¬
ную (dEÿ/dt = О) задачу о пространственном затухании
звуковой волны, которая возбуждается на границе упру¬
гой сплошной среды (плоскость х =0) и распространяет¬
ся вглубь. Если размеры образца в направлении осей у
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и z достаточно велики, то вдали от боковых границ кра¬
евыми эффектами можно пренебречь и считать, что ин¬
тенсивность звука Е(о) меняется только вдоль осп х. В
этом случае уравнение (27.37) приобретает внд

Его решение есть
E(s) (х) -Е(3) (0) е

(S) —Гэс

(27.38)

(27.39)
где

Г =y/gx. (27.40)

Величина Г называется пространственным коэффициен¬
том поглощения звука; 1/Г есть та длина, на которой
интенсивность звука E(s) (ж) убывает в е раз.

§ 28. Вывод общего выражения для диссипативной
части тензора упругих напряжении

Рассмотрим кристалл, подвергнутый однородной ста¬
тической упругой деформации. Однородная деформация
не нарушает симметрии кристаллической решетки отно¬
сительно трансляций. Соответственно, она не меняет клас¬
сификации колебательных состояний, которые по-преж¬
нему характеризуются волновым вектором к и номером
колебательной ветви /. Однако благодаря энгармонизму
межатомных сил частоты колебаний меняются вследствие
деформации.

Если деформация мала, т. е.

Iии\ «1, (28.1)

то изменение фононных частот AQj [к) в первом при¬
ближении пропорционально тензору деформации ий. Это
изменение записывают в виде (А. И. Ахиезер, 1938)

AQj (к) =Qj (к) т,циц, (28.2)

где безразмерный симметричный тензор та зависит как
от номера колебательной ветви /, так и от волнового век¬
тора к. Его мы будем называть тензором деформацион¬
ного потенциала колебаний решетки, а метод, основан¬
ный на применении соотношения (28.2) для описания
взаимодействия фононов с деформацией,— методом де¬
формационного потенциала.
16*
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Этот метод остается применимым, если деформация
нестационарна, однако изменяется со временем достаточ¬
но медленно, так что выполняется условие

Iйц/UuI<Q. (28.3)

Метод можно использовать и для пространственно-не¬
однородных деформаций, если только масштаб неодно¬
родности гораздо больше длины волны колебания ре¬
шетки: .

дии -1

дг. ии <1с. (28.4)

В этих случаях добавка AQj (к, г, t) к частоте коле¬

бания решетки зависит от пространственных координат г

и времени t.
По поводу зависимости величины A£2j {к, г, t) от г не¬

обходимо сделать одно существенное замечание. Выраже¬
ние типа (28.2), пропорциональное симметричному тензо¬
ру деформации ип, вообще говоря, имеет место только в
сопутствующей системе координат. В этой системе часто¬
та фонона не должна меняться при повороте участка
кристалла как целого (если, разумеется, размеры участка
намного превышают длину волны фонона). Смещение
сплошной среды и при повороте ее как целого на малый
угол есть

и = [б(рг], (28.5)

где 6<р — псевдовектор, направленный вдоль оси поворо¬
та и по абсолютной величине равный углу поворота. Это
значит, что поправка к частоте в сопутствующей системе
координат должна зависеть только от такой комбинации
производных dUi/drh которая обращается в нуль при под¬
становке выражения (28.5). Такая комбинация есть сим¬
метричный тензор

4.я1)
О 1 Я J. 1 Я г- I•

ди,
дг дг.

В линейном приближении, которым мы здесь ограничи¬
ваемся, он равен тензору деформации иа.

В лабораторной же системе координат при наличии
анизотропии фононный спектр (т. е. явный вид зависи¬
мости частоты фонона от к) изменяется при повороте
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кристалла как целого по той простой причине, что при
этом должны преобразовываться друг через друга компо¬
ненты вектора к. Поэтому поправка к частоте фонона в
лабораторной системе координат определялась бы также
и антисимметричной частью тензора dut/dri.

Порядок величины компонент тензора та легко нахо¬

дится из условия, что относительное изменение энергии
фонона под влиянием деформации должно быть порядка
йц. Отсюда следует, что они, вообще говоря, порядка еди¬
ницы (фактически они_обычно оказываются несколько

больше единицы). При ка<.1компоненты тензора дефор¬
мационного потенциала не зависят от абсолютной величи¬
ны волнового вектора к, а зависят только от его ориен¬
тации относительно кристаллографических осей.

Если выполнены условия (28.3) и (28.4), то движение
волновых пакетов (4.8) можно (в соответствии со сказан¬
ным в § 4) рассматривать как движение классических
частиц с функцией Гамильтона

Q (к, г, t) =Q (к) +AQ {к, г, f), (28.6)

причем производные по времени от к и г подчиняются
уравнениям Гамильтона:

: дй • дй

k=z--dF> =~дк'

Можно считать, таким образом, что добавка к фононному
спектру, обусловленная деформацией, играет роль неста¬
ционарного и неоднородного внешнего поля, влияющего
на движение фононных волновых пакетов.

В случае статической деформации измененной частоте
фонона

Q =я2(1+таиа) (28.7)

соответствует измененное значение равновесной функции
распределения

N0=п0(7Ш/Г). (28.8)

Деформация, возникающая при распределении звука,

нестационарна. Это значит, что функция распределения
фононов в поле звуковой волны неравновесна и должна
определяться путем решения кинетического уравнения
(6.1). Для случая звукового возмущения оно запишется

J
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в виде
37У , 3Q ON
dt die дг

dtt dN
дг дк

37V]
dt Jct" (28.9)

Условия его применимости (6.25) и (6.26) оказываются в
данном случае совпадающими с критериями (28.4) и
(28.3) применимости метода деформационного потен¬
циала.

Неравновесность фононов приводит к изменению тен¬
зора упругих напряжений в диэлектрике. Выясним, ка¬
кой вклад в тензор упругих напряжений дает изменение
фононной функции распределения N по сравнению с ра¬
вновесным значением.

Для расчета этого вклада воспользуемся следующим
приемом. Предположим, что диэлектрик, кроме реальной
деформации иц (г, я), подвергнут также и виртуальной
деформации 8ии (г, I). Последняя пусть изменяется от
нуля до своего конечного значения 6ии за малый проме¬
жуток времени St, за который реальная деформация не
успевает измениться заметным образом. Иными словами,
мы рассматриваем виртуальную деформацию при посто¬
янной реальной деформации. Пусть далее виртуальная
деформация удовлетворяет неравенствам (28.1), (28.3) п
(28.4), а в остальных отношениях произвольна.

Изменение энергии системы фононов в линейном по
Sun приближении запишется в виде

= J dsr ац]8ии. (28.10)

Фигурирующая в этом выражении величина а® и есть
вклад в тензор упругих напряжений, обусловленный фо-
нонамп. Мы выразим о','!0 через функцию распределения
фононов, после чего уже будет легко выделить ту часть
тензора напряжений, которая связана с неравновесностью
фононной системы.

Энергия фононной системы есть

<&»> = J d3r Jdg*ftQ3t, (28.11)

где 91 есть то значение фононной функции распределения,
которое она принимает после того, как произведена вир¬
туальная деформация, a TiQ определяется выражением

I
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вида (28.7), куда входит в виде слагаемого и член с вир¬
туальной деформацией.

Изменение фононной энергии S°UW, происходящее
в результате виртуальной деформации за время St, есть

б{ бt

8я(ф) = jdi ilm=Jdt J dsr J dlkri (Ш+Ш). (28.12)
о 0

Поскольку предполагается, что виртуальная деформация
удовлетворяет условию медленности (28.3), она непос¬
редственно не вызывает изменения числа фононов в дан¬
ном колебательном состоянии (к, j): фононные числа за¬
полнения суть адиабатические инварианты, которые, как
известно '), остаются неизменными под действием адиаба¬
тических, т. е. достаточно медленных с точки зрения не¬
равенства (28.3), возмущений.

Таким образом, изменение фононной функции распре¬

деления dSk/dt можно найти из кинетического уравнения

т 33t
~dt я дк дг дг дк

[—1 -L dt Jct
Слагаемое

Jdt j d3r j dlk %Q (28.13)
0

в правой части (28.12) равно нулю. Чтобы убедиться в

этом, найдем 99Xfdt из написанного кинетического уравне¬
ния и подставим в (28.13). Член

dlktiQ, 331

dt ст

как мы уже убедились в § 11, равен нулю, поскольку
в процессах фононных столкновений полная энергия фо¬
нонной системы не меняется. Разность

+д 3Q 331 . ...'х Зй 331— ft£2 -тт- я=--— -XJ-дк дг 1 дг дк

') См., например, Ландау Л. Д., Лифшиц Е. М. Механика.— М.:
Наука, 1973, с. 193.
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можно переписать в виде

U д (дО?Л , па (д&г
2 дг \dkÿjJr 2дк \ дг я

Интеграл по d3r от первого члена преобразуется в интег¬

рал по поверхности от нормальной компоненты плотно¬
сти потока энергии, переносимого фононами. Мы будем
полагать его равным нулю. При преобразовании второго
члена надо перейти от интегрирования по d3k в объеме
основной ячейки обратной решетки

J**я(14
к интегралу по поверхности, ограничивающей основную
ячейку. Повторяя рассуждения § 11, убеждаемся, что и
этот интеграл равен нулю.

При вычислении вклада от первого слагаемого в
(28.12) мы должны заменить истинной функцией рас¬
пределения фононов N, поскольку нас интересует изме¬
нение фононной энергии в первом приближении по 6ии.
Интегрируя по времени, получаем

= j dsr J d%ktQNmn8uu.

Отсюда для фононного вклада в тензор упругих напря¬
жений получается

= j d&ffiQmuN, (28.14)

где N есть решение кинетического уравнения (28.9).

С учетом (28.14) уравнение теории упругости можно
записать в виде

2

Р я яJdbnQmuN, (28.15)

где kulnn обозначает «нефононный» вклад в тензор моду¬
лей упругости, т. е. ту его часть, которая определяется
упругими свойствами диэлектрика при абсолютном нуле
температур.

Убедимся в сохранении суммарной энергии фононной
системы и упругой сплошной среды. Для этого умножим

кинетическое уравнение (28.9) на йЙ и проинтегрируем
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по dÿk. Интеграл от первого слагаемого запишется в виде

а
dt j%d-ÿNdU.

Сумму второго и третьего слагаемых можно предста¬
вить в виде

П д дй* ,Л , п э дО.

2 дк V дг N
2 дг \ дк

В этом выражении интеграл от первого члена преоб¬
разуется в поверхностный по границе основной ячейки
обратной решетки и оказывается равным нулю. Интеграл
от второго слагаемого есть div G(,1>), где

G(4>) = f dlk %&N.

Интеграл от члена с оператором столкновений дает нуль.
Таким образом, мы получаем

dUm
dt

где

' +divGÿ) = (28.16)

иш= j dlhh&N
отличается от выражения (11.1) заменой частоты Й на й.

Умножая (28.15) на щ и суммируя по я, получаем

—jf- + div G(s0) = — Jd\h%ÿN, (28.17)

где
E(s0) =4-pÿ +4- ÿmnUUumn (28.18)

есть плотность энергии сплошной среды с тензором мо-
1(0)

дулей упругости Ai;mn, а

G(s0) = — XÿmnUiUmn — uz j dlk%QmuN. (28.19)

Складывая (28.16) и (28.17), получаем закон сохра¬
нения энергии в дифференциальной форме

Щ + div G = 0. (28.20)

Для фигурирующих в этом уравнении плотности энергии
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Е и плотности потока энергии G имеют место следующие
выражения:

Е= -J- ри2 "1--2~ яilmnUiiUmn+ j dÿk%QN, (28.21)

Gi — A,HmiiUiUmn

— ui \ dÿkTiQmuN -f- j dW OilMi N. (28.22)
i//C|

Таким образом, суммарная энергия упругих колебанпй
и фононной системы сохраняется, в отличие от механи¬
ческой энергии упругих колебаний, диеоипирующей при
распространении звука.

Если частота звука ю достаточно мала, то за период
звукового колебания успевает установиться равновесная
функция распределения

No =п0(Ш/Я, (28.23)

где Т — Т +AT есть изменившееся под действием адиа¬
батической деформации значение температуры, так что
AT дается выражением (27.30). Соответствующее условие
на частоту со просто указать для высоких температур
(Т >0). В этом случае функция распределения N фор¬
мируется за время релаксации фононов т, и оно, очевид¬
но, должно иметь вид

шт«1- (28.24)

При низких температурах (Г<0) дело обстоит слож¬
нее: скорость релаксации в системе фононов определяется
двумя различными временами, тл- и хи, так что соответст¬
вующий критерий зависит от симметрии возмущения, вы¬
водящего систему фононов из равновесия. Если возмуще¬
ние таково, что оно не создает отличной от нуля дрейфо¬
вой скорости, то равновесное распределение (28.23)

устанавливается за время xN, а соответствующее ограничи¬
тельное условие на частоту должно, очевидно, иметь вид

ютк<1. (28.25)

Если же возмущение создает отличную от нуля дрей¬
фовую скорость, то за время xN может установиться
только равновесная функция вида (15.5), соответствую-
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щая состоянию неполного равновесия. Полное же равно¬
весие с V =0 устанавливается за время тя, так что в
этом случае в качестве условия того, что в нулевом при¬
ближении функции распределения имеет вид (28.23),
получается неравенство

юти <1. . (28.26)

Поскольку акустическое возмущение нестационарно,
фононная функция распределения должна отличаться от
равновесной функции (28.23) на неравновесную добавку,
AN, пропорциональную одному из малых параметров:
(28.24), (28.25) или (28.26), так что N=N0+AN. До¬
бавка AN п определяет диссипативную часть тензора на¬
пряжений

o'uÿldlbhQmuAN. (28.27)

Что же касается равновесной части N0 фононной
функции распределения, то ее мы определили таким
образом, что она содержит часть, зависящую от дефор¬
мации. В первом приближении по малым величинам
tiAQ/T и А Т/Т эту часть можно рассматривать как ад¬
дитивную добавку, равную

-я„(Ля+1)я+ЛГ0(АГ0+1)~-я. (28.28)

Она дает недиссипатнвный вклад в тензор упругих на¬
пряжений. Первое слагаемое приводит к появлению у
модулей упругости добавки, зависящей от температуры.
При учете ее модули h'u'mn заменяются изотермически¬
ми модулями

Ядтп = MzU--jr J (Ш)2N0 (N0 + 1) тпттп. (28.29)

С помощью прямых оценок можно убедиться, что отно¬
сительная величина температурной поправки к модулям
упругости — второго слагаемого в (28.29) — всегда есть
люлая величина. При высоких температурах {Т >0)
она пмеет порядок

TjMv2, (28.30)
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а при низких (Т<0) — порядок

(T/Mv2){T/Q)3. (28.31)

Если подставить в (28.14) вместо N второе слагаемое
в (28.28), пропорциональное AT, мы полупим вклад в
тензор упругих напряжений за спет изменения темпе¬
ратуры, описывающий тепловое расширение тела. Срав¬
нивая его с (2.8), полупаем выражение для коэффици¬
ента теплового расширения

hinpcinp = — J-Jdg* (Ш)2 muN0 {N0 -f 1). (28.32)

Если неравенство (28.24) или (28.25) заменяется на
обратное, т. е. если ют >1 при высоких температурах
или же ют»>1 при низких, то за период звукового ко¬
лебания состояние с определенной температурой, соот¬
ветствующей мгновенному знапению деформации, сфор¬
мироваться не успевает. При этих условиях фононную
функцию распределения естественно представлять в ви¬

де N=No(Q) +AN, где )Vo(Q) — равновесная функция
распределения, зависящая от невозмущенного знапения
температуры и от возмущенной фононной настоты (и,
следовательно, обращающая оператор столкновений в
нуль), a AN — малая добавка, характеризующая нерав¬
новесность.

§ 29. Связь между ангармонинескими коэффициентами
и деформационным потенциалом фононов

Введение деформационного потенциала есть, в мает¬
ности, способ описать трехфононные взаимодействия,
когда один из взаимодействующих фононов есть длин¬
новолновый, акустипеский, а два других принадлежат
к одной и той же колебательной ветви /. Соответствен¬
но, тензор деформационного потенциала должен быть
определенным образом связан с ангармонинескими ко¬
эффициентами ban, описывающими взаимодействие фо¬
нонов. Найдем связь этих велипин.

Для напала заметим, пто ангармонипеские силовые
константы должны удовлетворять тождеству

= 0. (29.1)
PVm

.
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Так же как и соотношение (1.5) для гармонинеских си¬
ловых констант, оно является следствием трансляционной
симметрии кристаллинеской решетки. Чтобы вывести
это тождество, рассмотрим смещение атомов решетки

АВпр = Rnp +AlR, (29.2)

где Rnp есть смещение за спет колебаний решетки
(3.22), a AXR есть слагаемое, не зависящее от номеров
п и р, т. е. описывающее нистую трансляцию. Подста¬
вим сумму (29.2) вместо велинины Rny в выражение
(6.3) для ангармонинеской энергии решетки. Поскольку
ангармонипеская энергия от AÿR зависеть не долж¬
на, то производная дяМд/дАя должна быть тождествен¬
но равна нулю при любых функциях Ящ. Это требова-

-г>пп'п"ние вместе с условием симметрии матрицы отно¬
сительно перестановки пар аргументов (п, у), («', у') и
{п'г, у") и дает тождество (29.1).

Определим изменение пастот колебаний в решетке,
подвергнутой однородной деформации ии. Будем теперь
спитать, пто смещение атомов решетки есть сумма двух
следующих слагаемых:

ARnp — Rnp AÿRnp- (29.3)

Здесь

A%Rnpi — иц {an)i

есть велипина, описывающая смещение атомов решетки
при однородной деформации, (an)i есть 1-я компонента
вектора ап. Подставим сумму (29.3) в выражение для
ангармонинеской энергии решетки и возьмем слагаемое,
линейное по Д2ЙЯ7, т. е. по деформации. Оно равно

— Щ1 2 (а"х)г 2 2
"l"2n3 Pi У2У3

При записи этого выражения уптено, пто представля¬
ет собой совокупность двух знанков — векторного индек¬
са iи номера атома в элементарной янейке, р\.

Выражением, записанным таким образом, пользо¬
ваться, однако, неудобно, так как велипина под знаком
первой суммы неогранипенно растет по мере удаления от
напала координат. Поэтому мы, воспользовавшись тож-
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деством (29.1), перепишем это выражение в виде

1 , . V я Т>п1™2™3 Т) Г)

~2Uil 2d {а"1~я"з)( 2d ВгР1УтУзИп2У2япзУз-
п1п2п3 р1V2V3

Поскольку коэффициенты ВУ1у2У3 достаточно быстро
спадают с увеличением разности |пх — щ |, ограничен¬
ность выражения под знаком суммы видна непосредст¬
венно.

Подставим в качестве Вп2у2 иRnsy3 выражение (3.22).

Для того чтобы вычислить поправки к фононно-
му спектру за счет деформации решетки, достаточно
сохранить в получившейся сумме только слагаемые, со-

держащие произведения операторов с и ст с одинако¬
выми индексами. Оно имеет вид

1 п
2 Uil~pr' 2 (a"i — а«з)г 2 2 2 [Nbj +4

v1?2?3 ki* Iя2 3
kj

X

X exp [ik ÿ an2 e«3)] Bip1y2y3ey2 {к, /) (fc> /) •

(29.4)

Рассмотрим поведение ангармонических коэффицич
ентов bajj {q, к, — к — q) при малых q с тем, чтобы
связать их с фононным деформационным потенциалом.
Воспользовавшись общей формулой (6.5), имеем

baniq, к, — к — q) — У Вп1п2п3 у
-°Т1Т2?3 Л

"1"2Л3 ПТ2Т3

*X еУ1 (q, а) еУз {к, /) е?3 (к +q, j) X

X exp [iq (аП1 — a„3) + ik (a„2 — a„3)]. (29.5)

Ограничиваясь наинизшим приближением по параметру
q/k <1, будем всюду, где это позволяет получить от¬
личный от нуля результат, полагать q =0. Однако, если
в (29.5) просто положить q =0, то, поскольку у длинно¬
волновых акустических фононов вектор поляризации не
зависит от р, мы в силу тождества (29.1) получим нуль
(как и должно быть на основании физических соображе¬
ний, приведенных в § 6). Поэтому разложим экспонен-
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ту в (29.5), ограничившись первым членом. Это дает

ba-3j{q,k, —k — q) =-ÿ-qlei(q, а) 2 (a"i~а«з)гх
»1»2"3

х 2 2 (к, 1) еУз {к, 7) exp [ik (а„2-а„3)].
р1v2v3

(29.6)

Выражение (29.6) пропорционально первой степени q
(напоминаем, что вектор e(q, а) зависит только от на¬
правления q).

Введем величину

~рт 2 (a/ii — а"з)i22 'Ряязev2 л х
«1"2"з Р1 Т2Т3

Хе*з(к, 7) exp [i/c (a„2 — а„3)],

не зависящую от q г). Через пее мы можем переписать
(29.6) следующим образом:

bajj (q, к, — к — q) — ieiffjSii- (29.7)

Чтобы сравнить выражения (29.4) и (29.6), мы дол¬
жны считать деформацию Uu в (29.4) слабонеоднород¬
ной, соответствующей акустическому колебанию с ма¬
лым волновым вектором q и частотой Считая, что
вектор смещения в таком приближении дается соответ¬
ствующими слагаемым в сумме (3.25), мы имеем для
тензора деформацпп

Щт =-j- {.etqm + emq{) ( 2PrQqa
~ ÿ=

= -J- (Wm + emqi) (p<?a — p,a) eiqr. (29.8)

Здесь амплитуды \iqa и p9a считаются не операторами,
а классическими величинами; соответственно, выраже¬
ние (29.8) описывает зависимость от времени тензора
деформации в некоторой точке кристалла. С учетом

') В силу соображений, аналогичных высказанным в § 28, этот
тензор, так же как и тензор гпц, следует считать симметричным,

I
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(29.8) выражение (29.4) перепишется следующим обра¬
зом:

4-w-fv)2 fa- fe' -к ~
57 [Nhi+4") =

Aj

ili t * Л _ _ "V m / т. л 1 IЛГ .. I _
1

4
(('ча (7пЛ Sim(&i jf) я I 2+~9" —

2в-Е-.К+4-)- (29-9>п
"Ти,в-

Aj

Обозначая коэффициент прн iVÿj -f- 1/2 в (29.9) через
Й ДО, мы находим, что ДО == u;mS9;m/2Q, откуда

= (29.10)

Принимая, наконец, во внимание (29.7), мы получаем

ЬаЦ (<?, к, — к — q) =2я4ег027тгн. (29.11)

Это и есть искомая связь между ангармоническими ко¬
эффициентами при малых q и деформационным потен¬

циалом.
Мы рассмотрели только диагональные по номеру

колебательной ветви / компоненты тензора деформаци¬
онного потенциала; наряду с ними можно ввести также
и недиагональные компоненты1). Они описывают пере¬
ходы между двумя колебательными ветвями, / и под
влиянием возмущения, созданного длинноволновым
акустическим фононом, и могут быть выражены через
ангармонические коэффициенты bajу (q, к, — к — q) с

помощью формул, аналогичных (29.11).

§ 30. Вычисление тензора коэффициентов вязкости
и коэффициента поглощения звука
в кристаллических диэлектриках

Получим общее выражение для тензора коэффициен¬
тов вязкости кристаллического диэлектрика и произве¬
дем его порядковые оценки в предельных случаях высо¬

ких и низких температур. Это позволит нам оценить

') В полной аналогии с недиагональными компонентами элект-
рофононного потенциала, введенными в главе III,
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вязкостный и теплопроводностный вклады в коэффициент
поглощения звука и сравнить эти вклады.

Будем считать, что в случае высоких температур
выполняется условие (28.24), а в случае низких темпе¬
ратур — условие (28.25) или же (28.26) (когда какое,
мы уточним ниже). Соответственно решение кинетическо¬
го уравнения ищем в виде

N=N0+AN, (30.1)

где N0 определяется выражением (28.23).
В левую часть уравнения (28.9) подставим главную

часть N0 фононной функции распределения. Тогда в наи¬
низшем порядке по HAQ/T мы получаем

яQ +яТ =-Щ-N0 (N0+1) [mnuu--f), (30.2)

причем, согласно (27.30),

т =—-ÿ-lumnauUmn- (30.3)

Чтобы вычислить разность второго и третьего членов в
левой части (28.9), заметим, что при Т — const она бы
тождественно обратилась в нуль, так как равновесная
функция распределения зависела бы только от перемен¬
ной частоты Q. Соответственно, когда Т зависит от г,
только эту зависимость и нужно учитывать при вычис¬
лении разности, которая оказывается равной

-f-VArp-/V0(/V0+ l), (30.4)

где AT опять-таки определяется выражением (27.30).
Воспользовавшись соотношением (28.32) и выраже¬

нием (5.11) для удельной теплоемкости диэлектрика,
можно переписать (27.30) в следующем виде:

яг = {ти)ии, (30.5)

где операция усреднения «. ..» определяется выражени¬
ем (24.14).

17 в. Л. Гуревич
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Линеаризуя по AN оператор столкновений, получаем

кинетическое уравнение в следующем виде:

Щ- N0 (N0 + 1) Muuu-g#0 (#0+1)gyT=Jy, (30.6)

где мы ввели обозначение

Ми =ти — «тал» (30.7)

и перешли, как и выше, от функции AN к функции
y =AN/N0(N0+i). *

Как обычно, убеждаемся сначала, что левая часть

уравнения (30.6) ортогональна функции (к) соб¬

ственной функции оператора J, соответствующей нуле¬

вому собственному значению. Ортогональность второго

слагаемого видна сразу же, если учесть, что оно

нечетная функция к, в то время как Oj (к) — четная
функция. Ортогональность первого слагаемого является
следствием тождества «М«» =0.

Мы здесь рассмотрим случай, когда концентрация
дефектов в кристалле мала, так что основной механизм

релаксации — это фонон-фононные столкновения1). Как
было показано в § 9, оператор фонон-фононных столк¬

новений J сохраняет четность фукции у (к), на которую

он действует. Это позволяет разделить уравнение (30.6)

на два уравнения:
одно для нечетной части у~ {к):

-gNo М,+1)-g- VT = Jу- (к), (30.8)

а другое — для четной части 2)

g#0 (#0 + 1) Мийи = Jy+ (к). (30.9)

Уравнение (30.8) было изучено в главе II. Б задаче
о поглощении звука оно возникло в связи с неравновес-
ностыо, создаваемой переменными градиентами темпе¬

ратуры, сопровождающими распространение звуковой

волны в кристалле. Поскольку здесь оно описывает про¬
цесс теплопроводности, обусловленный нестационарным

') Влияние рассеяния фононов дефектами на коэффициент вяз¬
кости кристалла будет рассмотрено в § 38.

2) Очевидно, тензор ти, а значит и Ми, есть четная функция 1с.
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и пространственно-неоднородным градиентом темпера¬
туры, нужно выяснить, не возникают ли дополнитель¬
ные ограничения на пределы его применимости. При
решении мы подставляли в левую часть кинетического
уравнения равновесную функцию N0 и пренебрегали
членами, содержащими пространственную и временную
производную от неравновесной добавки AN по сравне¬
нию с членом в правой части, IAN. Условия, когда та¬
кое пренебрежение возможно, легко указать при высо¬
ких температурах Т "> 0, когда IAN есть по порядку
величины AN/x, а члены с пространственными и времен¬
ной производными равны по порядку величины соДN.
В этом случае соответствующие условия сводятся к нера¬
венству (28.24). Вопрос о том, как выглядит аналогичное
условие при низких температурах, когда скорость фонон-
ной релаксации характеризуется двумя разными време¬
нами, будет разобран в § 32.

Далее, формула (27.30) для А Г, а значит, и получен¬
ное с ее помощью значение NТ основаны на предположе¬
нии об адиабатичности деформации. Выясним условия
его справедливости. В общем случае распределение тем¬
пературы AT находится из уравнения теплопроводности

CAT + TXÿLavUmn-Knjgg- = 0, (30.10)

которое п дает соотношение (27.30), если в нем пренеб¬
речь последним членом. Его отношение к первому слага¬
емому есть y.q2/Ca. При высоких температурах по порядку
величины х я Cv2г, так что это отношение порядка о)т,
а условие его малости есть уже сформулированное нера¬
венство (28.24). Как обстоит дело при низких температу¬
рах, мы опять-таки увидим в § 32.

Обратимся к решению уравнения (30.9) для функции
У+ (к). Как п в § 12, определим температуру неравновес-
пои фопопиой системы из того условия, чтобы вклад от
перавповеспой добавки к функции распределения AN
в плотность энергии был бы равен нулю

J* dlbtQ AN = О?

Решение уравпепия (30.9), удовлетворяющее этому
17»
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условию, можно записать в следующем виде:

у+ (к) = jr (N0 +1) Мийи, (30.11)

откуда для тензора коэффициентов вязкости получаем

Чип* = j dtkQMuN0 (N0 +1) J-'QMmnNo (N0 + 1).

(30.12)

Симметрия этого тензора относительно перестановки пер¬
вой п второй пары значков следует непосредственно из

симметричности оператора
В случае высоких температур Т >0 оператор

J~lN0(N0+ 1) равен по порядку величины т, откуда полу¬
чается следующая оценка:

т] ~ ТСх ~ п% (30.13)

Это выражение от температуры не зависит. Такому
поведению можно дать следующее физическое объясне¬
ние. Коэффициент внутреннего трения пропорционален
как полной энергии фононов, так и их времени свободно¬
го пробега т. Энергия фононов пропорциональна Т (так

как их равновесная функция распределения N0=T]hQ)
а время свободного пробега (10.8) обратно пропорциональ¬
но Т. Их произведение не зависит от Т.

При низких температурах Т <0 мы можем оставить
в правой части уравнения (30.9) только оператор нор¬

мальных процессов JN и пренебречь оператором Jv. В от¬
личие от уравнения (13.2), уравнение (30.9) в этом случае
имеет решение, поскольку левая и правая его части суть
четные функции к; умножая его на к и интегрируя по
d-'k, мы получаем слева и справа нуль. По этой причине

-—.

оператор J~1Nq{Nq + 1) в (30.12) равен по порядку вели¬
чины хя. Отсюда

1] ~ TCxn — п% (30.14)

т. .е. коэффициент вязкости обратно пропорционален Т.
Температурная зависимость этого выражения также

допускает наглядное истолкование. Полная энергия фо-
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ноннои системы при низких температурах пропорциональ¬
на Т4, тогда как xN ~ Г-5; их произведение, следователь¬
но, пропорционально Т~х.

С помощью (30.13) и (30.14) легко оценить 1хоэффи-
циент поглощения звука (А. И- Ахиезер, 1938). С уче¬
том (27.28) по порядку величины при Т >©

— (30.15)
© Mv2 V '

а при Г<0

7ч Т (т\* Т4 /ЧП-IPN—L ~ =« -Н" COTTiv — -=5-0 ЮТЧУ- (30.16)
© Mv2 V 0 J pvW V

При выводе выражений для ц использовалось нера¬
венство (28.24) (при Т >0) или (28.25) (при Т <0). Мы
видим (с учетом этих неравенств), что отношение со

мало как при высоких, так и в особенности при низких
температурах. Тем самым мы оправдали использование
метода последовательных приближений при выводе выра¬
жения (27.28) для у,,.

Оценки отношения ух/са получаются аналогичным об¬
разом, только с использованием (27.32). При высоких
температурах, когда теплопроводность по порядку вели¬
чины определяется выражением (12.15), для отношения
Y*/co тоже оказывается справедливой оценка (30.15). Это
естественно, поскольку при высоких температурах все
релаксационные процессы характеризуются одним време¬
нем свободного пробега т.

При низких температурах, воспользовавшись оценкой
(13.21), мы получаем

я-!?(-!г)1"""' <30Л7>

причем условие применимости этой формулы есть нера¬
венство (28.26) '). Если оно выполнено, ях/ю < 1, и при¬
менимость метода последовательных приближений для
расчета также оказывается обоснованной. Поскольку,

') Если, наряду с процессами переброса, заметную роль игра¬
ет также и рассеяпие фононов дефектами, то в оценочной формуле
(30.17) время Ти следует заменить временем тх, введеппым в § 14.
Оценка (30.17) остается справедливой, пока тх»тя.
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с другой стороны, Тг/ >тit, при низких температурах дол¬
жно быть

Yx > y4, (30.18)

т. е. процессы теплопроводности дают более существен¬
ный вклад в поглощение звука, чем процессы вязкости.

Из сказанного следует вывод, что в тех кристаллогра¬
фических направлениях, где существует разделение зву¬

ковых колебаний на продольные и поперечные, продоль¬
ный звук при Т <0 и о)тг/ < 1поглощается существенно
сильнее поперечного.

§ 31. Особенности распространения звука
в кристаллах при юти» 1

Уравнения фононной гидродинамики, выведенные в

главе II, справедливы в пренебрежении тепловым расши¬
рением тела. При учете теплового расширения возникают
новые эффекты. Так, температурная волна (волна второ¬
го звука) сопровождается волной деформации. Наоборот,
при распространении волны деформации, т. е. обыч¬
ного звука, возникает температурная волна. Ее наличие,
благодаря процессам теплопроводности, приводит, как

мы видели, к специфическому теплопроводностному по¬

глощению звука. В главе II была построена теория про¬
странственной и временной дисперсии теплопроводности,

•
причем мы видели, что, например, временная дисперсия

начинает играть роль при частотах со ~ тя1. Очевидно,
при таких частотах должна измениться частотная зависи¬
мость теплопроводностного коэффициента поглощения
обычного звука.

Получим систему уравнений, с помощью которых
можно было бы рассматривать эффекты такого типа1).

В настоящем разделе мы исследуем эти уравнения без
диссипативных членов, учитывающих влияние нормаль¬
ных процессов, а примем во внимание только диссипа¬
цию, обусловленную процессами переброса. Диссипация
за счет нормальных процессов будет учтена в § 32.

') В §§ 31, 32 излагаются результаты, полученные В. JI. Гу-
ревнчем в A. JI. Эфросом (1966).
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Интересующая нас система включает уравнение, вы¬
ражающее закон сохранения энергии:

4ÿ+div<?=0 (31.1)

и уравнение, описывающее перенос и диссипацию квази¬
импульса, обусловленную процессами переброса:

dlL+-S-g- +DuР,=0. (31.2)
i

К ним необходимо добавить уравнения движения упру¬
гой сплошной среды

д tlj dail
P17=«V' ( 1

Совокупность термодинамических переменных, опи¬
сывающих рассматриваемое состояние неполного равно¬
весия, теперь включает, помимо температуры Т и дрей¬
фовой скорости V, также и тензор деформации иа. Ука¬
жем, как следует дополнить термодинамическое описание
(по сравнению с состоянием неполного равновесия неде-
формпрованной среды, рассмотренным в § 15), чтобы
учесть это.

Дифференциал плотности свободной энергии запишет¬
ся в виде

dF =-S dT +V dP +aÿduu. (31.4)

Отсюда тензор упругих напряжений в отсутствие дис¬
сипации

Выражение для плотности свободной энергни дефор¬
мированного тела имеет вид

Fo(T, V) ÿHmnUilUmn MimnOCijWmnA2'. (31.6)

Свободную энергию в отсутствие деформации теперь сле¬
дует считать функцией Т и дрейфовой скорости V =
=$- Р (см. (15.25)). Перекрестные члены, содержащие
произведение дрейфовой скорости и тензора деформации,
в (31.6) отсутствуют: плотность свободной энергии долж¬
на быть инвариантна относительно обращения времени,
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тогда как такие члены при обращении времени измени¬
ли бы знак.

Вычисляя Ои\ согласно (31.5) и (31.6), мы получаем
известное выражение

„(о) = 1(Т) _ят> „ А тЦтпШтп •

Подставляя его в (31.3), получаем обычные уравнения
теории упругости при учете теплового расширения

,(Т) дитп л(Т) дТ
(ол п\

Р „ о — ÿilmn 'яЦтпятп
* • V01-'/

dt ori 011

Чтобы вычислить производную dUJdt, фигурирующую
в уравнении (31.1), воспользуемся выражением для dU,
которое получается дописыванием слагаемого offdu-u
к (15.11):

dU = Т dS +V dP + dun. (31.8)

Ограничиваясь линейным приближением по амплитуде
звука, мы при вычислении производной по времени от¬

брасываем слагаемые VP и aÿ'uu как величины
второго порядка и получаем

dU _ т QS
dt dt

Плотность энтропии S получается дифференцировани¬
ем выражения (31.6):

5 = ~(тг)р.««= (г' V) + ÿn0LilUmn- (3L9)

Отсюда

dS _ 9S0 .(Т) ' _ п дТ . л (Г)---02--Г ЛцтпаИитп — я Г лilmnailumn

(член с dV/dt здесь писать не надо, так как разложение

S0 по степеням V начинается с квадратичного члена).

В итоге из (31.1) получается следующее уравнение:

СяГ + ТХятпаийтп + div Q = о (31.10)

(С теперь обозначает удельную теплоемкость при посто¬
янной деформации и V = 0).
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Если положить Q = — куТ, то уравнения (31.7) и
(31.10) образуют вместе с этим соотношением замкнутую
систему, рассмотренную в § 30. Однако в общем случае
такая связь между Q и \jT не имеет места, а (в пренеб¬
режении диссипацией, обусловленной нормальными про¬
цессами) заменяется дифференциальным уравнением (31.2)

и соотношениями (15.12) и (13.19). Они, как мы видели
в § 16, описывают дисперсию теплопроводности. Мы сей¬
час с помощью этой системы уравнений рассмотрим свя¬
занные колебания второго звука и обычного звука (кото¬

рый мы иногда будем называть просто первым звуком).
Рассмотрим случай простейшей геометрии: звуковые

колебания распространяются вдоль оси симметрии третье¬
го или более высокого порядка (ось х). Первый звук бу¬
дем считать продольным: поперечный звук не вызывает

периодических изменений температуры, поэтому он не
взаимодействует со вторым звуком.

Будем считать, что со > 1/тц- и пренебрежем вообще
диссппативнымп процессами, т. е. не будем учитывать
затухания звука. Тогда полная система уравнений задачи
состоит, соответственно, из уравненпя теории упругости,
уравнений, выражающих законы сохранения энергии и
квазппмпульса и соотношения, связывающего Р и V:

д\
=я)дяи ьт

v «л dx2 дх

Ся+ТХ<т>ая+Т8я=0, (31.11)

Р =ру.

Здесь мы опустили индексы х у фигурирующих в задаче
тензоров и ввели обозначение

Х(Т)сс — hxxmnÿinn-

Считая переменные величины пропорциональпымп
ехр [г(<7д: — шя)] , полагая со =Wq и приравнивая опреде¬
литель системы пулю, получаем дисперсионное уравнение

Иг I

V р ' »&• 1
Р С ) 1 pvC
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В силу общего соотношения (2.10)

Xm+ÿ(jtma)' =b, (31.12)

где X =Ххххх есть соответствующий адиабатический модуль
упругости. С учетом (31.12), дисперсионное уравнение
перепишется так1):

И"-И'-(А+(я)+я_0. (31.13)

Если пренебречь тепловым расширением, т. е. считать,
что Хт =X, то, как видно из дисперсионного уравнения,
обычный и второй звуки не взаимодействуют.

Уравнение (31.13) можно переписать в следующем
более компактном виде:

W4-W2 (у2 +w\i) + (у2 -2у Aw) wh = 0. (31.14)

Здесь у =УЯ/р, h>ii =S )/Т/рС — соответственно, скоро¬
сти первого и второго звуков в пренебрежении их взаимо¬
действием,

Aw2 =щ0(Т)а)2 (31.15)

— разность квадратов адиабатической и изотермической
скоростей первого звука. Поскольку обычно в твердых те¬
лах эта разность мала по сравнению с самими скоростя¬
ми, ее можно переписать в виде

Aw2 =2v Aw,

где Aw — разность между первыми степенями этих ско¬
ростей.

Если скорости первого и второго звуков различаются
достаточно сильно, так что имеет место неравенство

ДяЬ«1. (31.16)

') Дисперсионное уравнение типа (31.13) было впервые по¬
лучено JI. Д. Ландау (1941) при изучении взаимодействия перво¬
го и второго звука в гелии II. Ландау рассмотрел более общий
случай по сравнению с изученным здесь: уравнение (31.13) полу¬
чено в первом приближении по параметру р/р, который в твердых
телах практически всегда мал, в то время как соответствующее
уравнение для гелия II выведено без этого предположения.
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то можно получить приближенное решение дисперсион¬
ного уравнения (31.13) и тем самым определить поправ¬
ки к скоростям первого и второго звуков, обусловленные
их взаимодействием. Эти скорости, которые мы обозна¬
чим, соответственно, Wi и Wu, равны

„ Дге2гг?т „ „ Дw2u>hWl =v2 + -а- Wh = wh--я (31.17)
V — j V — цфj;

Поскольку разность Дгу2 положительна, скорость обыч¬
ного звука при сотн >1оказывается меньше, чем при

юти <1, если только v2 <wh. При v2 >•wh соотноше¬
ние между высокочастотной и низкочастотной скоростями
обратное.

Физическая причина такого поведения скорости звука

заключается в следующем. При ютп<1 деформация,
создаваемая звуковой волной, является в первом прибли¬
жении адиабатической, и при распространении звука в
диэлектрике возникает распределение температуры, за¬
висимость которого от пространственных координат и от

времени повторяет зависимость деформации. Благодаря
явлению теплового расширения возникает добавочная
жесткость диэлектрика. Формально она проявляется в

том, что в уравнениях теории упругости вместо изотер¬
мических модулей фигурируют адиабатические. Соответ¬
ственно, адиабатическая скорость звука оказывается
больше изотермической.

При юти >1 в диэлектрике, как мы видели, может
происходить обратимый перенос тепла. При v <wu он в
значительной мере выравнивает температуру между раз¬
ными участками кристалла. Это уменьшает дополнитель¬
ную жесткость, так что скорость звука Wi оказывается
меньше адиабатической скорости v.

При юта »1и v >Wu переменная составляющая тем¬
пературы смещена по фазе на я по сравнению с распре¬
делением температуры при ЮТ17 <1, обусловливающим
отличие адиабатических модулей от изотермических. Со¬
ответственно, скорость первого звука оказывается в этом
случае больше адиабатической скорости.

Аналогичным образом можно объяснить и изменение
скорости распространения температурной волны II зву¬
ка — за счет ее взаимодействия с деформацией.
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§ 32. Дисперсия коэффициента поглощения звука

Для того чтобы определить поглощение, нужно допол¬
нить систему связанных уравнений фононной гидродина¬
мики и теории упругости § 31 диссипативными членами.
Для учета диссипации, связанной с нормальными процес¬
сами, во-первых, нужно заменить соотношение Q = TSV
уравнением (16.6), во-вторых, нужно добавить диссппа-
тпвные члены к тензорам Fu и аи:

, dV ,
Fil — "ÿilmn~KZ Ь 1яЦтпЦтп.1 (32.1)

п

0V
О и — T\ilmnUmn + lÿilmn * • (32.2)

n

Здесь тр|тп — обычный тензор коэффициентов вязкости,
определенный в § 27. Тензор Чцтп был определен в § 16.
Тензоры р, и ц' описывают «перекрестную» вязкость.

Дадим макроскопический вывод закона возрастания
энтропии для рассматриваемой системы. Получив его, мы
сможем, в частности, установить симметрию тензоров ки¬
нетических коэффициентов р. и р.'. При выводе придется
пользоваться термодинамическими соотношениями, кото¬
рые являются комбинацией соотношений фононной гид¬
родинамики (§ 15) и теории упругости С§ 27).

Дифференциал плотности внутренней энергии имеет
теперь вид (31.8). Вычислим с помощью этого выражения
производную по времени от энтропии

5? =J("jr U —4jr Оц'йи--у- Fp)d3r. (32.3)

Преобразуем это выражение, комбинируя те приемы,
которые уже использовались в § 16 при выводе (16.9)

или (16.11) и в § 27 при выводе (27.20). Ниже мы кратко
опишем соответствующие преобразования.

Плотность внутренней энергии U следует представить
в виде разности плотностей полной энергии Е и кинети¬

ческой энергии ри2/2. Величина Е = — div G, где для
G остается справедливым соотношение (27.18). Член
(1/T)div(? преобразуется путем интегрирования по ча¬
стям к виду div (Q/T) -f QyT/T2. Интеграл от первого
слагаемого преобразуется в поверхностный, который в
отсутствие потока тепла через поверхность считается рав-
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ным нулю; во второе слагаемое мы можем подставить
выражение (16.6) для <?, даваемое линейной теорией.

Для G(s) остается справедливой общая формула
(27.13), куда в качестве Оц нужно подставить выражение

(32.2). Вместо Р следует подставить правую часть (16.8),
причем в качестве Fц нужно использовать выражение
(32.1).

В итоге мы получаем

9> )*r \r±i(Ql-TSVt)%-+±.F\>d-b-+
. (32.4)+52xÿ1FjF; -f- -i- а'цйц

Выбирая в качестве величин ха в соотношениях (11.25)

переменные Qi — TSV{, Fu, Vx и Оцг мы должны
приписать роль обобщенных сил Ха величинам

— дТ~11дг1, — TÿdVjdri, — SÿnJi'Vi и — Т~хиц. Коэф¬
фициенты в линейных соотношениях, связывающих эти
две группы величин, должны удовлетворять, помимо
(12.2), (16.10) и (27.21), еще и соотношению

(lilmn = ЦтпП" (32.5)

Оно показывает, что из двух тензоров, описывающих пе¬
рекрестную вязкость, независим только один.

Выражение (32.4) для 9" полезно переписать также
и в ином виде, удобном для непосредственного расчета
дпссппации энергии. Для этого подставим в (32.4) выра-
жепие (16.6) для Q и выражения (32.1) и (32.2) для
Fи и cri( и примем во внимание соотношенпе (32.5).
В результате мы получим

у = \d*r f-Ly.IJI._£L+_Lv.I дЛдЬ} +J я у2 Ьll dri дгг
я Т ш дг

i дгп

1 * dVm 1 * -
я

I 2' H'ilwiпЦН Qr ~l 7fT "Пilmnÿilÿmn ~~Ь V \УI
'n

(32.G)
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Выпишем полную систему связанных линейных урав¬
нений фононной гидродинамики и теории упругости

дЛ
dt

дТ

дг, 'V/imn
d2V,m

дг, дг,
п

' Pmnii
ди„

дг, TSÿVi= о,

дТ

dt TkumnauUmn +div Q = 0,

_ л (Г) Z>umn
9—г -Л'Игпп -J—

Ql — TSVi — %im -яГ
PI~ tylmVmi

л(Г) дТ ,
' P'ilmnÿmn Г

(32.7)

t)V
I ÿ 77171 | 771

-t- iJiiTTir. -h fiiiTTin -ÿrÿ:
m

n

Дадим порядковую оценку коэффициентов перекрест¬
ной вязкости Цат*. Для этого нужно решить кинетиче¬
ское уравнение ф+ =— JNy, где ф+ определяется форму¬
лой (17.10), и решение подставить в выраясение (28.27),
с помощью которого можно вычислить тензор аи> если
известна неравновесная добавка к фопонной функции
распределения. Это дает

\ЬЦтп =-у j dlkN0 (N0 +1)Miÿ X

X JN Smnna-$r)N0(N0 + i). (32.8)

Порядковая оценка, которая получается, если опера¬
тор N0(No +l) заменить по порядку величины вре¬
менем релаксации для нормальных процессов, имеет вид

\з

9~ л ТTjy ~ rihMi?
(32.9)

Таким образом, при низких температурах (Т <в), когда
только и могут иметь смысл уравнения фононной гидро¬
динамики, тензоры I] и [I оказываются одного порядка.

Выше (§ 27) было показано, что полный коэффици¬
ент поглощения звука f есть сумма вязкостного коэф¬
фициента поглощения, f4, и теплопроводностного, fx,
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причем оба они пропорциональны со2. При этом при низ¬

ких температурах следствием соотношения rN<ти явля¬
ется неравенство f ,, fx (предполагается, естественно,что

звук имеет такое направление распространения и поля¬

ризацию, что коэффициент fx отличен от нуля).
Однако проделанный расчет коэффициента fx приме¬

ним, лишь пока со<Ти\ т. е. при столь низких частотах

со, когда еще не началась временная дисперсия теплопро¬
водности. В настоящем разделе с помощью системы урав¬
нений (32.7) мы вычислим коэффициент поглощения в

значительно более широкой области частот, ограниченной
сверху лишь условием со <С

Рассмотрим, как и выше (§ 31), продольный звук, рас¬
пространяющийся вдоль оси симметрии кристалла поряд¬
ка не ниже третьего (ось х). Начнем с анализа теплопро¬

водностного поглощения, т. е. поглощения, обусловлен¬
ного процессами переброса (или вообще процессами, не

сохраняющими квазиимпульс).
Отбросим в исходной системе уравнений (32.7) слагае¬

мые, пропорциональные кинетическим коэффициентамv,
р., % и р. Решение оставшейся системы ищем в виде пло¬
ской волны, в которой все переменные величины пропор¬
циональны exp[i(<pc — ot)]. Приравнивая нулю определи¬
тель соответствующей системы алгебраических уравнений,
получаем дисперсионное уравнение

7 , ,4 , "V я ДЛ1!?4 ,оо„т
(СО2 -V q ) (ясо2 -1+ ,/mTJ =T+TTHV <32Л°)

где Тх определяется соотношением (16.4).

В первом приближении по малому параметру, пропор¬
циональному правой части (32.10), решение этого урав¬
нения есть

Ц7?т (l— W fr/y2) С02тЛ
Wj = У +Дш 41 I (32.11)

г2 1+(1-wfj/r2)2
2Aw шп а'гк / qо 4 о\

" V2 1+ (1— Щг/?у со2<
{6 Ля>

Частотной зависимости этих выражений можно дать
следующее физическое объяснение. При со < 1/тх диспер¬
сия теплопроводности роли не играет, п формула (32.12)
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переходит в уже известное выражение (27.32). Поправ¬
ка к скорости звука v оказывается порядка co2t2Aw.

При о)Тх— 1 эта поправка становится порядка Aw,
а коэффициент fx перестает расти с частотой пропорцио¬
нально со2. При о)Тх> 1, разлагая х(со) (16.3) по степеням
малого параметра 1/соТх, мы получаем

як
И

IX ,
=--Ьал: 1 «чг

Веществепная часть теплопроводности убывает с ростом
частоты обратно пропорционально со2; соответственно,
коэффициент fx перестает зависеть от ю. Скорость звука
при этом стремптся к предельному значению (31.17).

При дальнейшем возрастании частоты со начинает иг¬
рать роль релаксация, обусловленная нормальными про¬
цессами. Она описывается членами в системе (32.7), ко¬
торые мы отбросили при вычислении выражений (32.11)
н (32.12) и которые нам теперь предстоит учесть. Все эти
члены дают вклад в коэффициент поглощения, пропор¬
циональный времени tw; для этого вклада мы введем обо¬
значение fN. Он пропорционален со2 при всех частотах,
которые много меньше тД1. Это значит, что при доста¬
точно высоких частотах роль коэффициента fN становит¬
ся преобладающей, поскольку при сотх >1 коэффициент
fx перестает расти с частотой.

Для вычисления fN удобно воспользоваться выраже¬
нием (32.6), которое для продольного звука, распростра¬
няющегося вдоль оси х, запишется в виде (тензорный
значок х у всех величин опускаем)

9>i-fd'r\JL
L т1 г

дТ

дх
2 . V

-f- -у
дУ \2

дх1+2
р ди дУ

Т дх дх

JL
Т

ди
дх х

V2

+

(32.13)

Квадратичная форма, составленная из величин dV/dx и
ди/дх, должна, очевидно, удовлетворять условию суще¬
ственной положительности, которое требует выполнения
следующих неравенств:

v>0, 1]>0, -j/vr]>|i. (32.14)
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Вклад в коэффициент fN дают первые четыре слага¬

емых в подынтегральпом выражении; пятое определяет
коэффициент fx, уже вычисленный. В соответствии со

сказанным, нам достаточно при вычислении fN рассмот¬

реть случай сотх > 1. Для расчета используем метод по¬

следовательных приближений, развитый в § 27. Считаем
в нулевом приближении волну не затухающей и имею¬

щей вид (27.25). Зависимость дрейфовой скорости V и

переменной добавки к температуре АГ от упругого сме¬

щения определяется из второго и третьего уравнений си¬

стемы (31.11) и имеет вид

т/ 1iw\i Хяа . , ., /оп
,

"= (°—-5—2 —?— ио sin (Ях — ®*)» (32.15)
(О — WjjQ Л

AT =
Ш

2
tiÿaquo sin (qx — at). (32.16)

О) — U)jj-q °
Подставляя (32.15) и (32.16) в (32.13), усредняя по пе¬

риоду п поделнв на Уpit0co2/2, мы получаем

V
4 Аw2 (о2 , "'и Aw2 Ссо2 .

2T~cJ ' V(v2~w2n)2 v2 TS2 '

I о *4i Xÿ ÿCC (О
| T]C0 /30+ 2il"2-Г-?--2"!--%• (32.17)

V — IfJJ
A py' py

Воспользовавшись порядковыми оценками коэффици¬
ентов %, v, ц и ц, которые даются, соответственно, форму¬
лами (17.24), (17.19), (32.9) и (30.14), мы получаем для

коэффициента поглощения fN оценку

(32'18)

совпадающую с (30.16). Чтобы сравнить коэффициенты
fN и fx, запишем порядковую оценку для последнего

Г ( т у (02ти
я

г4 "Ч
Ы~ Tfv2 \ е J 1+ («Т-Д2

~ p7i3y5 1+(®ч.)2
я (

.
' )

Здесь мы учли, что отношение Aw/v равно по порядку
величины (28.31), а скорость II звука irn порядка v.
18 в. Л. Гуревич
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О

Выражения (32.18) и (32.19) сравниваются по порядку
величины при частоте

со ~1//я. (32.20)

При меньших частотах в суммарном коэффициенте пог¬
лощения 1= преобладает первое слагаемое, а при

больших — второе, и ко¬
эффициент поглощения
с увеличением частоты
снова начинает возра¬
стать пропорционально
со2. Такое возрастание
продолжается вплоть до
частот порядка 1/tn,
при которых макроско¬
пическая теория теряет
применимость.

Зависимость коэффи¬
циента поглощения от__
частоты во всем рас-

ш смотренном частотном
интервале схематически
изображена на рис. 7.
Частотная зависимость

суммарного коэффициента поглощения показана сплош¬
ной кривой. Пунктирные кривые 1ж 2 представляют, со¬
ответственно, вклады коэффициентов у* и yN. На рисунке
видно, что первый вклад преобладает в области низких
частот, а второй — в области высоких.

§ 33. Поглощение высокочастотного звука в кристаллах

Переходим к рассмотрению поглощения высокочастот¬
ного звука, частота которого со удовлетворяет нера¬
венству

сот >1. (33.1)

Под т при Т <0 мы будем понимать время Тк-.
Неравенство (33.1) означает, что энергия звукового

кванта 7г. со существенно превышает квантовую неопреде¬
ленность %/х энергии тепловых фононов. Тогда поглоще¬
ние звука можно рассматривать как последовательность
элементарных актов поглощения ультразвуковых квантов

Рпс. 7.
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фонолами достаточно большой частоты. В каждом эле¬
ментарном акте выполняются законы сохранения энергии
и квазиимпульса фононов

соа (q) +Q, (к) =Qy (к +q)= Qy (/с')- (33-2)

Индекс а (который мы часто будем опускать) обозначает
номер акустической ветви, поглощение фононов которой
мы изучаем.

Мы будем все же считать поглощаемый звук доста¬
точно длинноволновым, так что для характерных значе¬
ний к выполняется неравенство

q<к. (33.3)

(При Т я 0 оно позволяет, в частности, пренебречь вкла¬
дом от процессов переброса в поглощение, малым по па¬
раметру q/k.)

В первую очередь нас будут интересовать случаи, ког¬
да коэффициент поглощения достаточно велик. Для этого,
очевидно, основную роль в поглощении должны играть
тепловые фононы, у которых при Т <0 волновой вектор
к порядка кт =T/%v, а при Т >0 порядка предельного
волнового вектора ко '). Соответственно, в первом случае
неравенство (33.3) можно переписать в виде

Йсо <Т, (33.4а)

а во втором случае — в виде

Па <0. (33.46)

Эти неравенства имеют наглядный физический смысл:
энергия звукового кванта доляша быть гораздо меньше
энергнн тепловых фононов.

Кроме процессов (33.2) возможны также процессы
пного типа, в которых длинноволновый фонон (q, а) рас¬
падается на два длинноволновых же фонона. Для распад-
ных процессов законы сохранения энергии и квазиим¬
пульса дают

®a(q)=Qa-(k) +aa'-(q-k). (33.5)
Вклад распадных процессов в поглощение будет исследо-

, „ 1 -х-------j ----- гтн } ххун х \j ие|.шьенст.в\
(oa.lj удовлетворить на опыте трудно, так как оно требует весьшвысоких ультразвуковых частот.
18*

t
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ван в § 34'). Здесь же мы ограничимся замечанием, что

распадные процессы должны давать заведомо меньше по

сравнению с процессами присоединения (33.2) (если, ра¬
зумеется, последние разрешены законами сохранения).
Действительно, частоты всех фононов, участвующих в

распадном процессе, малы. Поэтому мала и соответствую¬

щая вероятность: во-первых, как явствует из формул
(6.13) и (6.15), она пропорциональна произведению всех
трех акустических фононных частот, фигурирующих в
(33.5). Во-вторых, при вычислении полной вероятности
поглощения фонона (q, а) надо проинтегрировать по всем
волновым векторам к фононов, образующихся при рас¬
паде. Величина объема в /г-пространстве (фазового объ¬
ема), по которому производится интегрирование, также
мала: она имеет порядок q3.

В качестве исходного выражения для расчета главно¬
го вклада в поглощение от процессов присоединения
(33.2) воспользуемся (27.23). Обозначим через N{3) =
=<l?(s)//ico число акустических квантов в объеме Т. Зву¬
ковая механическая энергия, поглощаемая в единицу
времени, равна

я<•> = йсо [я]ст= Йсо2J (q, к, -к')X

У

X [N' (N+ 1) (A(s) +1)-(N' + 1) AiV(s)] 6 (со +Q-Q').
(33.6)

Сохраним в кадратных скобках только член, пропорцио¬
нальный большому числу А(3>. В первом приближении по

малому параметру ft со/Т он запишется в виде

A(s) (N' — N) = — N(S)N0 (N0 -f- 1)y-.

Подставляя это выражение в (33.6) и поделив то, что
получилось, на энергию звука в объеме У,равную ftco)V(s),
мы получим для коэффициента поглощения

Y = у-Jdtk 2$aiyN0 {N0 +1) 6 (со +Q-Q'). (33.7)

') Оценки (34.31) и (34.32), проделанные в § 34 для изотроп¬
ного фононного спектра, фактически сохраняют смысл для любого
спектра, допускающего распад фонона на два фонона.

t
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Поглощение получается отличным от нуля, если обра¬
щается в нуль аргумент 6-функции, т. е. если выполня¬
ется закон сохранения (33.2). Если закон сохранения вы¬
полняется при j — j', т. е. в пределах одной ветви тепло¬
вых фононов, то такие переходы дают больший вклад в
поглощение, чем переходы с j ¥=j', т. е. между различны¬
ми ветвями1), поэтому в настоящем разделе мы рассмот¬
рим случай j — j'.

Аргумент 6-функции в интеграле (33.7) при j=j'
равеп

со (q) +Qj (к) — Qj (к') =

= to (q) +Qj (к) — Qj (к +q) = vaq — gjq.

Здесь мы разложили Qj (к +q) по малому вектору q]
va — это фазовая скорость акустической ветви a, gj —
=dQj/ÿÿ — групповая скорость фононов ветви /. Обозна¬
чая через 0 угол между векторами q и gj, мы можем
переписать (33.7) как

dh%jjN0 (N0 +1) 6 (l-Ц- cos б). (33.8)

Здесь интеграл отличен от нуля, если хотя бы для
некоторых ветвей j и направлений волнового вектора к
выполняется неравенство

gj> Va. (33.9)

Считая, что оно выполнено, мы можем немедленно оп¬
ределить частотную зависимость q. Достаточно заметить,
что на основании (6.17) вместе с (6.11)— (6.13) можно
написать

Vajj =qa$w (к), (33 10)

где Р(1) не зависит от абсолютной величины вектора q, а
зависит только от его направления. Тогда из (33.8) и
(33.10) явствует, что при условии (33.1) коэффициент q
есть линейная функция со при любых температурах.

) В справедливости этого утверждения мы сможем убедить¬
ся, сравнив результаты (33.11) и (33.13), которые мы сейчас по¬
лучим, с оценками (35.9) — (35.14) коэффициента поглощения зву¬
ка за счет переходов с / ф j'.
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При высоких температурах {Т >0) в интеграл (.33.8)

дают основной вклад значения к порядка предельных1).
При таких к справедлива оценка, полученная с помощью
(6.11): р(1) а?> и коэффициент поглощения

/по ,м\(ЗЗЛ1)
рh и

Чтобы найти температурную зависимость коэффици¬
ента к при Т <0, учтем, что при к<а-1 функция ра) (к)
имеет, согласно (6.13), следующий вид:

Р(1) (к) ~ (ак)2 pt0). (33.12)

Здесь я)<0) ÿ%v/pa3 зависит только от ориентации векто¬
ров & и q относительно кристаллографических осей и их
взаимной ориентации. Подставляя (33.12) в (33.8), мы
приходим к оценке, справедливой при Г<02):

(33.13)

Таким образом, при низких температурах коэффициент
поглощения пропорционален Г4.

Заметим, что и при высоких, и при низких температу¬
рах коэффициент 7 удовлетворяет неравенству

7/ш < 1. (33.14)

Действительно, при_ Т >0 отношение 7/ю есть параметр
ангармонизма T/Mv2\ при Т <0 7/со равно этому малому
параметру, умноженному на малую же величину (Г/0)3.

§ 34. Поглощение продольного звука
в упруго изотропной среде

Вопрос о поглощении продольного звука в упруго изо¬
тропной среде представляет принципиальный интерес с
точки зрения теории кинетических явлений. Это есть

') В принципе в интеграл (33.8) при Т я0 могли бы давать
вклад как акустические, так и оптические ветви. Однако обычно
групповая скорость оптических фононов бывает меньше, чем у
акустических, так что неравенство (33.9) для оптических ветвей
не выполняется.

2) Этот результат принадлежит JI. Д. Ландау и Ю. Б. Румеру
(1937). Ими же был сделан вывод о линейной зависимости коэф¬
фициента поглощения 7 от частоты со и температуры Т при Т О.

г
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простейшая ситуация, в которой видно, что для анализа
поведения коэффициента поглощения может оказаться
неприменимой теория возмущений, несмотря на малость
параметра решеточного ангармонизма.

Кристаллические диэлектрики, вообще говоря, обла¬
дают заметной упругой анизотропией. В упруго анизот¬
ропных телах звуковые колебания строго продольны или
поперечны лишь вдоль некоторых избранных направле¬
ний распространения (например, вдоль осей симметрии
третьего, четвертого или шестого порядка). В остальных
направлениях их можно рассматривать как продольные
или поперечные лишь приближенно. Известны, однако,
случаи, когда упругая анизотропия кристаллов невелика,
и такое приближение является довольно хорошим. К та¬
ким кристаллам результаты данного раздела могут быть
применимы непосредственно (критерий малости анизот¬
ропии будет указан ниже).

В какой мере полученные результаты применимы к

кристаллам с заметной анизотропией, мы обсудим в § 35.
В конце настоящего раздела мы увидим, что целый

ряд результатов оказывается непосредственно примени¬
мым для описания поглощения звука в гелии IIв фонон-
ной области температур.

Начнем с того, что поясним, каким образом видна не¬
обходимость учитывать при определенных обстоятельствах
высшие приближения теории возмущений, несмотря на
малость решеточного ангармонизма.

Попробуем применить формулу (33.8) для расчета
коэффициента поглощения продольного звука при Т <0.
В изотропном случае частоты продольных и поперечных
тепловых акустических колебаний я2а! и 0о( не зависят
от направления волнового вектора к. В приближении тео¬
рии упругости

00г =Vik, Qat — vtk.
Рассматривая поглощение продольного звука с часто¬

той ю = vtq, мы заключаем, что закону сохранения энер¬
гии и квазиимпульса фононов

! со'(<?) -f- Q (к) — Q(k +q) (34.1)

можно удовлетворить, если все три фонона, участвующих
в столкновении, продольные акустические, а их волновые
векторы строго параллельны, т. е. угол 0 в точности ра-

t
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\

вен нулю. Это значит, что равен пулю фазовый объем,
соответствующий данному процессу, т. е. выражение
(33.8) не имеет определенного смысла.

Однако выражение для коэффициента поглощения по¬
лучается определенным, если в изотропном законе дис¬
персии продольных фононов кроме линейного члена при¬
сутствует, например, также кубическая добавка

Qai =vl{k +ак3), (34.2)

где а — постоянный коэффициент. Соответственно, груп¬
повая скорость продольного звука оказывается завися¬
щей от к:

*{к) =%=М1+За**) 4-
т. е. имеет место, как говорят, дисперсия спорости звука.
Дисперсию мы будем считать малой, так что во всей су¬
щественной области к

ак2 < 1. (34.3)

Аргумент б-функции в (38.8) в данном случае равен
1— (1+3a7c2)cos 8. Может ли эта разность при некотором
значении угла 0 обратиться в нуль, зависит от знака
константы ос.

Если а >0, эта разность обращается в нуль при

cos0 =--—г, (34.4)
1+ Зак2 v '

т. е. трехфононные столкновения оказываются разрешен¬
ными. Такой тип фононного закона дисперсии называет¬
ся распадным, так как при этом оказываются разрешен¬
ными распады фонона на фононы меньшей частоты (это

видно, если прочитать равенство (34.1) справа налево).

Разность gi(k) —gi{0) в данном случае положительна. Мы
будем называть подобную ситуацию случаем положитель¬
ной дисперсии скорости звука.

Имея целью получить точное выражение для коэффи¬
циента поглощения звука (а не порядковую оценку, как
в § 33), выразим коэффициент $ац (</, к, — к —q) через
тензор деформационного потенциала тп( продольных фо¬
нонов. Последний в случае изотропной сплошной среды
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должен, очевидно, иметь следующую общую форму:

тпи =m1-J2-1+тпг8ц. (34.5)
/с

Подставляя (34.5) в (29.11), получаем для ангармониче¬

ского коэффициента Ъщ, отвечающего переходу (34.1) с

участием трех продольных акустических фононов, вы¬

ражение
bm(q,k, — к — q) =2imqQ2, (34.6)

где пг =mi +m2 '). Отсюда, согласно (6.17),

о / 1 7 \
nm2liQ2q2 ято2й02(о

рш (q, к, к q) =

Подставляя (34.4) в (33.8), мы имеем

оо 2Я

7 = ГУ"2 f dkPVN,(N0 + 1) f dq> х
Sn Tpvj J J

r L о 0

я

X |c/0 sin 0 6(co — qgt cos 0). (34.7)
о

Интегрирование по азимутальному углу cp дает мно-

нгатель 2я, поскольку подынтегральное выражение от ф

не зависит. Интеграл от б-функции равен

Я

|б [1— (1+ За/с2) cos 0] sin 0 с/0 =--—т-
J 1 4 ' 1+Зак
о

В силу неравенства (34-3) это выражение можно с до¬

статочной точностью считать равным 1. При вычислении
интеграла по к мы также пренебрежем дисперсионной по¬

правкой — вторым слагаемым в (34.2). Тогда интегриро¬

вание даст
оо оо оо

\ dkk2Q2N0 (N0 +i)=~ f /еЧ\2 =4S f dz —
J Tiv3, J (ez -1 2 tfv3 J ez-\
0 '0*0

') В (34.6) мы пренебрегли небольшой пепараллельностыо фо-

нонных волновых векторов.
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Интеграл по z равен л4/15, так что в итоге

У :
л3тга>Т*
15Й3ргг5

(34.8)

По своей зависимости от а и Г, так же как и по порядку
величины, это выражение совпадает с оценкой (33.13).
Это естественно: учет малой положительной дисперсии
скорости звука потребовался только для того, чтобы «сра¬
ботала» 6-функция. Затем мы положили ос =0, после чего
зависимости фононного спектра и взаимодействия от вол¬
новых векторов получаются такими же, как и при выво¬
де (33.13). Существенно, что выражение (34.8) при а О
стремится к пределу, отличному от нуля.

Если же а<0, то аргумент б-функции ни при каких
значениях 0 в нуль не обращается и, следовательно, вы¬
ражение (33.8) дает к =0. Таким образом, получается фи¬
зически бессмысленный результат, согласно которому
коэффициент f существенным образом зависит от знака
бесконечно малой нелинейной по к добавки к закону дис¬
персии продольных акустических фононов. Такой ре¬
зультат получился потому, что использование наинизше¬
го приближения теории возмущений оказывается необо¬
снованным при достаточно малых значениях ос.

Чтобы убедиться в этом, рассчитаем коэффициент по¬
глощения иным способом, выразив его через неравновес¬
ную функцию распределения фононов, удовлетворяющую
кинетическому уравнению. Скорость диссипации механи¬
ческой энергии ТЗ? выраящется через неравновесную до¬
бавку AN к функции распределения фононов по формуле
(11.22).

В соответствии со сказанным в конце § 28, ищем не¬
равновесную функцию распределения в виде N=Noi£l) ++АN.

Считая возмущение малым, ограничиваемся линейным
по AQ приближением и используем для вычисления AN
линеаризованное кинетическое уравнение. Поскольку опе¬
ратор столкновений при действии на No(ii) дает нуль,
а результат, отличный от нуля, получается только при
действии на AN, в выражении для самого оператора /
следует пренебречь величинами AQ по сравнению с не¬
возмущенными фононными частотамн Q.
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Мы увидим что, продольный звук сильнее всего воз¬

мущает функцию распределения продольных фононов; ее

мы и будем вычислять.
Считаем, что величины AQ и AN пропорциональны

exp[i(# - — со*)]. Линеаризованное кинетическое уравне¬

ние, определяющее AN, запишется в виде

-г(со-?||)дАГ +-я@)=-/ЛЛС (34.9)

Здесь Q определяется формулой (34.2), a AQ — выраже¬

нием (28.2). Вводя групповую скорость g =dQ/dJe, пере¬

писываем это уравнение в виде

-i(со -qg) AN+TAN =-шЦ?N0 (N0+1).

Подставим выражение для AN в комплексном виде в

формулу (11.22) и произведем усреднение по периоду зву¬

ка. Мы получим, что скорость диссипации механической
энергии есть

gn =-Т9--УхJъ щ™ ; IАХ. (34.10)

Таким образом, задача свелась к решению уравнения
(34.9) для AN и последующему вычислению интеграла
(34.10).

Чтобы представить себе характер решения кинетиче¬

ского уравнения, рассмотрим его левую часть. Выраже¬

ние в скобках в левой части уравнения (34.9) есть

vtq[\ — cos 0(1+За/с2)]. Модуль этого выражения имеет

минимум при 0 =0, если а<0. Если же ос >0, то это вы¬

ражение обращается в нуль при1)

cos 0 =1/(1+Зак2), (34.11)

т. е., с учетом малости члена ак2, при 0=]я6ак -С 1.

В пренебрежении фонон-фононными столкновениями ре¬

шение кинетического уравнения имеет острый максимум

') Обратим внимание на то, что при а >0 условие (34.11)
максимума фононной функции распределения и условие (34.4) об¬
ращения в нуль аргумента б-функции, выражающей законы со¬

хранения огтсргии и квазиимпульса фононов, совпадают. Как мы
увидим ниже, это есть следствие того, что поглощение в данном

случае можно вычислять пклассическими,иквантовыми методами.
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при 0 =0 в первом случае и особенность при 0 =Кба к —
во втором. Столкновения, как мы убедимся, устраняют
особенность. Однако, если они происходят достаточно ред¬
ко, решение кинетического уравнения в обоих случаях
сохраняет острый максимум в области малых 0. Нас бу¬
дет интересовать поведение функции распределения вбли¬
зи максимума, поскольку именно эта область, как мы
увидим, определяет скорость диссипации механической
энергии и, тем самым, коэффициент поглощения звука.

Начнем с замечания, что коль скоро нас интересует
поведение функции АN вблизи максимума, то результат
действия оператора столкновений на нее может быть вы¬
числен уже не по порядку величины, а точно. Рассмот¬
рим линеаризованный оператор столкновений (9.2). Это
интегральный оператор, представляющий сумму шести
слагаемых. Два из них содержат в качестве множителя
величину AN, выносящуюся за знак интеграла (так на¬
зываемый внеинтегральный член), в то время как четыре
остальных содержат величины AN', AN" и AN'", которые
интегрируются (интегральные члены). Очевидно, первые
слагаемые дают гораздо больший вклад, так как в них
входит значение функции AN вблизи максимума, в то
время как в остальные входит некоторое среднее значе¬
ние от AN по всему интервалу углов.

Мы приходим, таким образом, к следующему выводу.
Пусть неравновесная добавка к функции распределения
есть функция к, имеющая острый максимум, и нас инте¬
ресует область ее значений вблизи максимума. Тогда в ли¬
неаризованном операторе столкновений можно сохранить
внеинтегральный член и отбросить интегральные члены
(параметр, по которому это можно сделать, есть 1/сот).
Соответствующий оператор столкновений запишется:

7AN = AN, (34.12)

Т(к) = f {2 fW (К-N"0) б (Q" — Q — Q') +

+4-2 Рi'i'iW +<+1)8 (Q — Я' — яГ)|. (34.13)
У" J

Время (34.13) называется временем релаксации фо-
нонов. Мы считали здесь, что оно определяется фонон-
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фононными столкновениями. Однако его легко написать

и для случая 1?омбинированного фонон-фононного и фо-

ион-дефектного рассеяния — только в этом случае обрат¬

ное время релаксации следует определить как сумму

внеинтегральных членов операторов (9.2) и (9.9). Для

времени релаксации должны быть, очевидно, справедли¬

вы оценки § 10 (полученные для времени свободного про¬

бега), и мы сохраним для него обозначение т.

Записывая оператор столкновений в виде (34.12), мы

легко находим решение кинетического уравнения (34.9):

AN=-ш N0 (N0 + 1)—-1
я (34.14)

1 — г (со — qg) +г

Подставляя (34.14) в (34.10), находим скорость диссипа¬

ции механической энергии:

8=-Г J 0 ' ] dk ZcW0 (N0+1) X

0

Л

X ( d0sin0-ÿ-T7-7--2T12-zy (34.15)
J v?q [1— cos 0 (l+3a& )] +T 2

о 1

(здесь мы проинтегрировали no азимутальному углу, от

• которого подынтегральное выражение не зависит).

В интеграле по 0 удобпо произвести замену перемен¬

ной интегрирования dt, = —d cos 0 =sin 0 dQ. При сот > 1

последний множитель в подынтегральном выражении
имеет острый максимум вблизи 0 =0, так что значение
иптеграла определяется областью малых 0. Прочие же
множители суть плавные функции 0, так что их можно
вынести за знак интеграла при 0 =0. Учитывая малость
дисперсии скорости звука, всюду, кроме зпаменатоля
подынтегрального выражения, положим g = vt. В итоге
(34.15) перепишется в виде

со

<U т2Л2о)4ы2 С

J k kiN°{N° +1}x
0

x f_ЦЧ_
_J vfg2 [1-С (l+3ak2)]2+T-2 "
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Разделив это выражение на звуковую энергию p(o2ulT/2
и проинтегрировав по я, мы получаем для коэффициента
поглощения

? =
ттг2(0Г4

4я2ру'Л3 .fÿ(7=l?{arctg[2сот(чг) +(*z-i)2

+агся[3а(Х)г22сот(|_г)]}. (34.16)

Анализ этого выражения начнем со случая низких
частот: ют<1. Строго говоря, при низких частотах оно
неприменимо: его вывод использовал представление для
оператора столкновений с помощью времени релаксации,
которое имеет место только при ют>1. Однако при
ют <1 (34.16) должно давать результат, правильный попорядку величины, так как при низких частотах прибли¬
жение времени релаксации имеет смысл порядковой оцен¬ки (поскольку время т при ТО оказывается порядкатя). Если время т(/с)возрастает при уменьшении к неслишком быстро, основной вклад в интеграл дают z по¬рядка единицы, и мы получаем оценку

у ся.
(о2T4in
pvÿW3 '

совпадающую с (30.16).
При ют»1выражение (34.16) должно давать точныйрезультат. Анализируя это выражение, нужно учесть, чтов интеграле по z существенны z порядка единицы (точ¬

нее, порядка нескольких единиц).
Возможны следующие случаи:
а) Дисперсия скорости фононов положительна (а>0)

и достаточно велика, чтобы выполнялось неравенство

а/стСот>-1. (34.17)
Здесь кт=T/Hvi] х =х(кт). (Разумеется, в то же времяона должна считаться достаточно малой, чтобы при к —— кт имело место неравенство (34.3).) Оба арктангенса
в квадратных скобках в (34.16) равны я/2, так что для
Ч получается выражение (34.8), выведенное выше с по¬мощью квантовомеханического расчета.

Г
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Обсудим, почему один и тот же результат оказалось
возможным получить как классическим, так и квантово-
механическим методом. Применимость классического
подхода, основанного на кинетическом уравнении, опре¬
деляется условиями (28.3) и (28.4). Для акустического
возмущения оба они означают неравенство ю <Т/%.

Пределы применимости квантовомеханического подхо¬
да, использующего представления о столкновениях с уча¬
стием ультразвукового кванта частоты ю, сводятся к тре¬
бованию, чтобы эта частота была больше неопределенно¬
сти частоты теплового фонона ю > 1/т.

Таким образом, для ультразвуковых частот, удовлетво¬
ряющих условию

1/т<ю < Т/%,

область применимости обоих подходов перекрывается, и

они, естественно, дают одинаковый результат (34.8).

Важно, однако, что классический подход позволяет

получить не только сам результат, а и пределы его при¬

менимости в виде неравенства (34.17), налагающего огра¬

ничение снизу на величину а. Если параметр а настоль¬
ко мал, что это неравенство нарушается, наинизшее при¬

ближение теории возмущений, использованное при

выводе (34.8), оказывается недостаточным. Какое выраже¬
ние для ч получается при этом, мы выясним, рассмотрев
следующий предельный случай.

б) Дисперсия скорости звука мала:

|а|/сгют<с1; (34.18)

знак ее может быть произвольным. В квадратных скоб¬
ках в (34.16) следует удержать лишь первое слагаемое,
равное с принятой точностью я/2. Второе слагаемое в
силу неравенства (34.18) мало, и мы пренебрегаем. В ре¬
зультате, естественно, получается коэффициент поглоще¬
ния, равный половине величины (34.8) (S. Simons, 1964):

nVcoT4 /0. .п.<3419>

Этому результату можно дать следующее физическое
истолкование. На поглощение оказывают конкурирующее
действие два фактора — дисперсия и затухание фононов.

I
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Неравенство (34.17) означает, что затуханием можно пре¬

небречь и учитывать действие одной только дисперсии.
В случае же (34.18) пренебрегаем наоборот дисперсией,
т. е. считаем закон дисперсии линейным. Законы сохра¬

нения энергии и квазиимпульса дают в этом случае

cos 0 =1. Это значит, что разрешены столкновения фоно-
нов, распространяющпхся строго параллельно. Однако,
как уже говорилось, фазовый объем, соответствующий
таким процессам, равен нулю. Формально это проявляет¬
ся в том, что значение 0 =0, при котором аргумент 8-
функции в (33.8) обращается в нуль, соответствует гра¬

нице области интегрирования по углам. Именно это мы

и имели в виду, когда говорили, что получающееся
выражение не имеет определенного математического
смысла.

Чтобы получить математически осмысленное выраже¬
ние, нужно учесть размытие фононного спектра вследст¬
вие столкновений. Размытие приводит к тому, что фонон-
ные столкновения могут происходить в конечном фазовом
объеме, который стремится к нулю вместе с 1/т. Расчет
коэффициента поглощения мы производим в наинизшем
приближении по малому параметру 1/сот. Чтобы полу¬

чить это наинизшее приближение, в формуле, выведен¬
ной при конечных т, совершим предельный переход
т -*я Такой переход дает правило раскрытия интег¬

ральных выражений типа (34.7), где 6-функция обраща¬
ется в нуль на границе интервала интегрирования. Пра¬
вило, как мы видели, заключается в том, что ответ равен
половине множителя при 6-функции, так что поглощение
получается вдвое меньше, чем в случае а).

Выясним физический смысл времени т в критерии
(34.18). Для этого укажем, какие физические процессы
могут давать вклад в величину (34.13). Это любые про¬
цессы, в которых участвуют не только продольные
фононы, например, развал продольного фонона на два
поперечных или же на продольный и поперечный, или же
присоединение продольного к поперечному с образованием
продольного — все они разрешены законами сохранения
энергии и квазиимпульса1), если волновые векторы вза-

') В том, что эти три процесса разрешены, мы убедимся в кон¬
це настоящего раздела.
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пмодействующих фононов одного порядка. Формула
(34.19) справедлива, если вклад таких процессов в (34.13)

является преобладающим по сравнению с вкладом про¬
цессов с участием одних только продольных фононов1).

Если же это не так и преобладают процессы с участи¬
ем одних только продольных фононов, то простая теория,
лежащая в основе вывода формулы (34.19), неприменима.
В этом случае полное решение задачи требует примене¬
ния методов квантовой теории поля и потому не может
быть изложено в этой книге. Ограничимся лишь указа¬
нием, что в такой ситуации само ангармоническое взаи¬
модействие фононов создает «наведепную» отрицатель¬
ную дисперсию. Эта дисперсия велика по сравнению с
затуханием, и ее наличие, вообще говоря, должно обеспе¬
чить применимость квантовомеханической теории возму¬
щений для описания фонон-фононных столкновений да¬
же и в том случае, если «затравочная» дисперсия мала
пли же вообще равна нулю 2).

Переходим к изучению последнего предельного случая.
в) Дисперсия скорости звука отрицательна (а<0) п

велика:

|а|/с2сот>1. (34.20)
Пользуясь приближенным выражением для арктап-

генса при больших значениях аргумента arctgх =л/2 —
1/х и пренебрегая членом порядка 1/сот по сравнению с

1/|а |к\сот получаем
оо

7 =
12л>fft I a I J dZ

т (е" — I)2'
(34.21)

пли по порядку величины
2 2

Y — зГ У, (34-22)
pvftnN |а |

В этой оценке фигурирует время свободного пробега

') Например, благодаря большим значеппям коэффициентов
PJi'i*» соответствующих переходам с участием поперечных фонопов.

2) Поскольку выражение (34.8) при условии (34.17) может
быть получено непосредственно по теории возмущений, в крите¬
рий (34.17) входит полное время т, куда дают вклад все возможные
процессы, в том числе и те, в которых участвуют одни только
продольные фононы.

19 в. л. Гуревич
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фононов гя при значении аргумента к, равном нескольким
ктя Поскольку Тя пропорционально Т~5, коэффициент пог¬

лощения пропорционален Т7 и не зависит от со. Он обрат¬
но пропорционален |а|; таким образом, пока справедливо
(34.20), поглощение тем больше, чем меньше loci.

Обратим внимание, что коэффициент поглощения
(34.21) обратно пропорционален т, т. е. пропорционален
вероятности фонон-фононных столкновений. Это застав¬
ляет думать, что в случае (34.20) кинетическое уравне¬
ние (34.9) можно решать методом итераций по малому

параметру 1/|а \ к\а>т.
Действительно, выражение (34.21) получается, если

подставить в (34.10) первую итерацию:

ANW=ÿgrÿr NoWo +l)

и выразить оператор столкновений, согласно (34.12), че¬
рез время релаксации т.

Выраясение (34.21) пропорционально четвертой степе¬
ни коэффициента фононного ангармонизма — квадрат

коэффициента энгармонизма входит в виде те2, а другой
квадрат фигурирует в определении (34.13) обратного вре¬

мени релаксации 1/т. Это наводит на мысль, что резуль¬
тат (34.21) может быть получен и с помощью прямого
квантовомеханического расчета — путем разложения по

фонон-фононному взаимодействию. Не останавливаясьна
деталях, укажем основные этапы такого расчета1).

При отрицательной дисперсии скорости звука спектр
нераспадный, и трехфононные процессы с участием фо-
нонов одной только продольной ветви запрещены. Одна¬
ко, вообще говоря, оказываются разрешенными четырех-
фононные столкновения типа 2 2 (два фонона сливают¬
ся и образуют два других). Законы сохранения при этих
процессах дают

со {q) +Q (к) -Q (к') -Q (к +q-к')= 0, (34.23)

и процесс оказывается заведомо разрешенным при опре¬
деленных значениях волновых векторов к и к' если, на¬
пример, фонон к — продольный, а хоть один из фононов,
к' или к -J- q — к', — поперечный.

') Именно таким образом подобный результат п получил впер¬
вые И. Я. Померанчук (1942). .
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В этом проще всего убедиться следующим образом.
Учитывая малость волнового вектора q, посмотрим, что
дает соотношение (34.23) при q =0. Тогда (34.23) пре¬
вратится в равенство, выражающее законы сохранения
при распаде продольного фонона на продольный и попе¬
речный или же на два поперечных. Такие процессы, как
указывалось выше, разрешены. При этом угол между век¬
торами к и к' отличен от нуля и определяется отноше¬
ниями vjvi и к'/к (см. ниже).

Если теперь считать волповой вектор q в (34.23) от¬
личным от нуля, но достаточно малым, то этот угол так¬
же должен измениться на малую величину, т. е. процесс
по-прежнему останется разрешенным.

Нас, таким образом, будут интересовать четырехфо-
нонпые процессы, где в начальном состоянии имеются
два продольных фонона, q и к, которые мы будем обоз¬
начать, соответственно, 1и 2. Такие процессы могут про¬
исходить либо за счет четверного ангармонизма (член

CU\ (6.29) в разложении ангармонической энергии), либо
за счет тройного ангармонизма (член (6.3)) во втором
приближении теории возмущений. Если переход за счет
°иъ идет через промежуточное состояние, в котором име¬
ется поперечный фонон, то и тот, и другой члены дают
вероятности перехода одного порядка. Покажем, как в
этом можно убедиться.

Амплитуда перехода за счет четверного апгармониз-
ма пропорциональна ангармоническому коэффициенту
bjihhhCHi к2, к3, к,). По порядку величины он равен
(см. оценку (6.32) и следующие за пей рассуждепия)

16(1, 2, 3, 4)1 ÿv2k,k2kzlu. (34.24)

Ее нужно сравнить с амплитудой перехода за счет трой¬
ного энгармонизма во втором приблюкении теории воз¬
мущений.

яВычисляя последнюю по обычным правилам кванто¬
вой механики1), например, для такого процесса, когда в
начальном состоянии имеются фонопы 1 и 2, а в конеч¬
ном какие-то фопоны 3 и 4, мы находим, что она про-

') См., например, JIandaij Л. Д.у Лифшиц Е. М. Квантовая ме¬ханика.— М.: Наука, 1974, с. 170.
19*
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порциональна величине

26(1, 2, /) 6 (/, 3, 4)

(Qj Q, Q2) Qj'
(31.25)

где суммирование нроизводится по всем промежуточным
однофононным состояниям таким, что волновой вектор
промежуточного фонона равен к 4 ?• Поскольку трех-
фононные процессы с участием фононов 1и 2 запреще¬
ны, знаменатель в этом выражении в нуль не обращается.

Если фонон Qj (к +q)в промежуточном состоянии по¬
перечный, то знаменатель равен по порядку величины

v2k2. Пользуясь для ангармонических коэффициентов
третьего порядка оценкой (6.13), мы приходим к выводу,
что амплитуды (34.24) и (34.25) одного порядка.

Однако амплитуда (34.25) оказывается намного боль¬
ше, если фонон / в промежуточном состоянии продоль¬
ный. В этом случае разность

Qj — Q2 — (& +Я) — (к) — м (?) (34.26)

при малой отрицательной дисперсии скорости звука от¬
лична от нуля, но мала. Соответственно, вклад от подоб¬
ных переходов оказывается основным — по сравнению с
ним пренебрежимо малы как вклад от °11\, так и вклад
от второго приближения за счет °U3 через промежуточное
состояние с поперечным фононом.

Разлагая (34.26) по малому волновому вектору q , мы
получаем знакомое выражение qg — со. Значит, в выра¬
жении для вероятности соответствующего перехода воз¬
никает малый знаменатель (qg — со)2. Далее, в выражении
для вероятности фигурирует произведение

Ihit (?) — & — ?) biaaя (— к — q, к1л к +q — к±) |2 X

_1_
(о (q) Q, (к) Qa (fej) Qa. (к — к± +q) '

X

где Iиндицирует продольную акустическую ветвь, а из
индексов а и а' по крайней мере один отвечает попереч¬
ной акустической ветви. Здесь множитель |Ъщ |2/<% про¬
порционален со. Во всех остальных множителях можно
пренебречь малым волновым вектором ?. В вероятно¬
сти перехода фигурирует еще выражение типа (24.33)
(N2 + i)NzNi— N2W3+DW4+ 1), которое, как мы видели
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в § 24, пропорционально Тш/Т. После выделепия этого

множителя можно с принятой точностью положить q — О

и в аргументе б-функции, также входящей в выражение
для вероятности перехода.

Интегрируя по к и кг,мы получаем выражение для

коэффициента q, которое (в соответствии с (34.21)) не

зависит от ю и обратно пропорционально т.
Осталось еще вычислить ту часть коэффициента погло¬

щения продольного акустического фонона, которая обус¬

ловлена процессами распада па два фонона (Г. Слоним¬
ский, 1937). В § 33 мы отмечали, что, вообще говоря,

распадный вклад в затухание длинноволновых фононов
мал по сравнению с прочими из-за малости как взаимо¬

действия, так и фазового объема, в который могут проис¬

ходить распадные переходы. Мы видели, однако, что про¬
чие вклады в поглощение длинноволновых продольных
фононов могут быть малы по своим причинам, так что

распадный вклад может оказаться сопоставимым с ними.
Убедимся сначала, что законы сохранеппя энергии и

квазиимпульса допускают распад продольного акустиче¬
ского фопоиа па продольный и поперечный пли же па
два поперечных. Для первого пз этих процессов мы
имеем

со (?l = (/с) 4 С2я! (? — к), (34.27)

или

vLq =vtk 4 Vl\q—k\.

Перенося первое слагаемое в правой части палево и воз¬
водя в квадрат, мы находим, что

Таким образом, процесс возможен, если длина волнового
вектора поперечного фонона, который образуется в ре¬
зультате распадного перехода, удовлетворяет неравенству

*«т+!4 (34-28)

Это п есть условие малости фазового объема, о котором
говорилось выше.
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Аналогичное условие для распада продольного фонона
на два поперечных имеет вид

vi Л Я , Л Я

t
Л--1]-§-<&< _L +iJ-5L. (34.29)

Звуковая энергия, поглощаемая в единицу времени за
счет процессов распада, равна

я(•> =Л-П(0яJdg»Pfaa'(— в, k,q — k)X

X [(A(s) +1)NN'-A(s) (А +1)(А' + 1)] б (ш-Q -Q')>

где Q =Q{k), Q' = Q (<?—/с); суммирование по а и а' про¬

изводится по всем акустическим ветвям, которые могут

участвовать в распадном переходе. Пренебрегая единицей
по сравнению с большим числом A(s), мы получаем

У =4" j* 2 (— 1> Ч — к)X

Х(А +А' +1)б(© — Q — Q'). (34.30)

Для оценки интеграла воспользуемся соотношением,
справедливым по порядку величины (ср. с (33.10) и с
(33.12))

$iaa'2£ÿqk\q — k\,

и учтем, что в силу (34.28) и (34.29) верхний предел в
интеграле по к имеет порядок q.

Выделим далее два предельных случая низких н вы¬

соких звуковых частот. При со <Т/ % во всей области ин¬

тегрирования можно полагать А =T/hQ > 1. Это дает для

коэффициента поглощения

(34.31)

При со Т/Ъ. основной вклад в интеграл дают по-преж¬

нему характерные значения к порядка q. При таких к
можно пренебречь в подынтегральном выражении сла¬

гаемыми А и А' по сравнению с единицей. Это дает

у ~ (34.32)
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Отметим еще, что процессы присоединения вида

со (q) -ф Qai (к) =Qai {к -ф q), (34.33)

запрещенные при q< к, оказываются разрешенными при
q порядка к. Вклад этих процессов в поглощение также
определяется формулой типа (34.31). Чтобы в этом убе¬
диться, достаточно заметить, что из (34.33) получается
выражение для косинуса угла между векторами q и к:

/»ч vt 1 Л v"icos(q,k)= — -— я1- — Jc_
Я

откуда вытекает ограничение сверху на возможные зна¬
чения к:

/с<,
2 , q. (34.34)

1-Vi
Иными словами, в данном случае, так же как и для про¬
цессов распада, максимальное возможное значение к ока¬
зывается порядка q.

Обратим внимание на общую закономерность, прояв¬
ляющуюся в выражениях для коэффициента поглощения
звука при Т <0, обусловленного трехфононными про¬
цессами, таких, как (33.13), (34.31) или (34.32). Сумма
показателей со и Г во всех этих выражениях равна пяти
(С. Herring, 1954).

Похожая закономерность имеет место н при Т >0.
В этом случае коэффициент у пропорционален Т и сум¬
ма показателей со, Т и 0 также равна пятп, как впдно
из (33.11).

В заключение отметим, что изложенную теорию мож¬
но непосредственно применить для расчета коэффициента
поглощения высокочастотного звука в Не II. Фононный
спектр в гелии при нормальном давлении является рас-
падным, и поглощение должно определяться трехфонон¬
ными процессами. Для коэффициента поглощения дол¬
жно быть справедливо выражение типа (34.7), с тем, од¬
нако, отлпчпем, что в качестве fi(«jr, к, — к — q) в пего
следует подставить величину (8.26), т. е. заменить в нем
тп2 на (1+и)2.

Закон дисперспп фоионов в гелии мы записываем
в виде Q =vlc[\ +я(&)]я Соответственно, в качестве



296 ГЛ. XV. ПОГЛОЩЕНИЕ ЗВУКА

групповой скорости мы должны подставить

g(k) =v[l+-ÿ(kl)\=v[l+b(k)],

и в наннизшем приближении по малой величине Ь(/с) мы

получаем выражение, аналогичное (34.8):

«'(l+y'T4, (34.35)
15Й.3ру5

если, разумеется, спектр остается распадным вполоть до

к порядка /сг = T/hvv).
В силу, изложенных соображений условия справед¬

ливости этого выражения, наряду с положительностью
функции Ь, включают также и требование, чтобы диспер¬

сионная поправка к частоте тепловых фононов была бы

больше коэффициента их поглощения. Величина, обрат¬

ная их коэффициенту поглощения, представляет собой
длину свободного пробега тепловых фононов нтц2). По
порядку величины

p1i4L>5
- (34.3G)
(1+ч) Т

п условие применимости формулы (34.35) запишется в виде

Пг»й/т„ (34.37)

где Ьг =Ь{кт).
Для случая, когда Г|Ьг| я ft/ÿÿ, теория поглощения

звука в гелии II до настоящего времени отсутствует.

§ 35. Поглощение продольного звука в анизотропных
диэлектриках. Длина свободного пробега

продольных акустических фононов

Обсудпм, как на результатах, полученных в § 34,
должна сказаться анизотропия фононного спектра в кри¬
сталлах. Прежде всего изменится сама постановка зада-

') Количественное совпадение между этой формулой и дан¬
ными опыта по поглощению звука в гелии IIи дало повод Марису
и Мессн (Н. J. Maris, W. Е. Massey, 1970) предположить, что фонон-
ный спектр в гелии II является распадным. Справедливость этого
предположения была впоследствии подтверждена и другими экспе¬
риментальными данными.

2) Смысл этого обозначения разъяснится в § 42.
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чн: в анизотропном кристалле акустические колебания не
являются, вообще говоря, чисто продольными или попе¬
речными. Тем не менее, и в анпзотропых кристаллах
обычно имеется одна звуковая ветвь, у которой в любом
заданном направлении групповая скорость g больше, чем
у колебаний двух других ветвей. Вектор поляризации
такой ветви обычно составляет небольшой угол с векто¬
ром к, поэтому ее мы будем называть квазипродольной.
Две другие ветви будут называться кваз-ппоперечнымп !).

Вдоль направлений высокой симметрии кристалла (оси

третьего, четвертого и шестого порядков) квазипродоль¬
ные п квазипоперечпые ветви становятся чисто продоль¬
ными или поперечными.

Укажем прежде всего, когда поглощенне квазипро¬
дольного звука с волновым вектором q можно рассматри¬
вать как непосредственное поглощение акустических
квантов коротковолновыми (к > q) тепловыми фононами
с частотой Q (1с). Как было показано в § 34, соответст¬
вующий критерий определяется знаком и величиной раз¬
ности

бы = — vq +gq cos (g, q). (35.1)

Будем считать волновой вектор q столь малым по абсо¬
лютной величине, чтобы дисперсией скорости звука мож¬
но было пренебречь. Иными словами, будем считать фа¬
зовую скорость v зависящей только от направления век¬
тора q.

Рассмотрим величину (35.1) при некотором фиксиро¬
ванном направлении вектора q. Проведем сначала рас¬
суждение для достаточно низких температур, когда ха-.
рактерные значения волновых векторов к тепловых фо¬
нонов малы, и можно' в первом приближении считать,
что групповая скорость g зависит только от направления,
но не от абсолютной величины вектора к. В этом случае
б© яобращается в нуль, когда векторы q и к параллельны.
Действительно, по теореме об однородной функции
Q (к) =kg(к). Умножая обе стороны равенства на отно¬
шение q/k, мы получаем слева ©(q), а справа qg(k).

При фиксированном q величина б© зависит от на¬
правления 1с. Обозначим через 6мт максимальное значе-

') Однако там, где это не может привести к недоразумениям,
мы их будем называть просто продольными или поперечными.
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нне этой разности. Если бш >0, и бштт > 1, то погло¬
щение звука можно рассматривать как процесс прямого
поглощения акустических квантов, что дает для коэффи¬
циента у выражение (33.8) и оценку (33.13). Более ти¬
пичен, по-видимому, случай бсот =0. В этом случае (или

вообще при |бшт|т<1) работают соображения § 34,
и оценка (33.13) сохраняет силу.

При больших к начинает играть роль зависимость
скорости g от абсолютной величины вектора к. В этой си¬
туации возникает новая возможность: для характерных
значений к 6©т<0. Если при этом |бшт|т>1, то кине¬
тическое уравнение можно решать методом итераций по
обратным степеням этого большого параметра. Поскольку
волновые векторы к считаются гораздо меньше предель¬
ных, типичен случай, когда при параллельных векторах
к и q фазовая скорость и проекция групповой скорости
на направление q различаются не слишком сильно. При
этом фононная функция распределения имеет достаточно
острый максимум при малых значениях угла между век¬
торами к и q, что позволяет ввести время релаксации т.
Подставляя выражение

= 1) (35.2)

для фононной функции распределения в (34.10), нахо¬
дим, что скорость диссипации звуковой энергии

оо

ÿ§dkkÿdo\AQ\*N0(N0 + l)Ml.
(бсо)2т

(35.3)

Основной вклад в интеграл дает окрестность того направ¬
ление хт в fc-ÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿ, где величина — бсо достигает
минимального значения — бшт. Соответственно, 1/(бсо)2

есть наиболее быстро меняющийся множитель в подын¬
тегральном выражении; все прочие множители можно
вынести за знак интеграла по do, взявши их значения
при х =хт.

Чтобы оценить оставшийся интеграл

do

I(бш)2'
(35.4)

направим полярную ось вдоль хт. Разлагая бш вблизи
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значения бшт по степеням малого параметра 1— cos 0 с

точностью до его первой степени, убеждаемся, что в ин¬
теграл дает основной вклад область значений cos 0, где
относительное изменение бш порядка единицы. Размеры
этой области A cos 0 — |бшт|/ш, так что интеграл (35.4)

оказывается равным по порядку величины 1/|бшт|ш.

Учитывая, что в интеграле по к существенны к по¬

рядка кт, и поделив Ж на энергию звука ТраяиЦ2, мы
приходим к оценке

у ~ ,Уу4 -. (35.5)7 Phv I бгт |%

Здесь мы ввели величину 8vm, согласно определению:

бгт =бшт/д, (35.6,

m есть значение деформационного потенциала, соответст¬
вующее направлению хт в Л:-пространстве. Обратим вни¬
мание на определенное сходство выражений (35.5) и
(34.21).

Оценка (35.5) сохраняет силу и для тех направлений,
для которых величина 1бшт| оказывается порядка ю,
только |бгт| в ней надо заменить на v.

Как мы увидим в §§ 36, 37, вопрос о вычислении ко¬
эффициента поглощения коротковолнового звука при
Т >0 представляет значительный интерес с точки зрения
теории таких кинетических явлений, как теплопровод¬
ность и вязкость диэлектриков. Дело в том, что в тео¬
рии бывает очень важно знать, чему равно время сво¬
бодного пробега продольных акустических фононов с ча¬
стотой гораздо меньше предельной. По порядку величи¬
ны оно равно l/y.

Чтобы вычислить Y ПРИ Т >Q, рассмотрим снова
величину бш, определенную формулой (35.1). Основной
вклад в поглощение дают фононы с частотами порядка
предельной. Обычно этот частотный интервал характери¬
зуется сильной дисперсией скорости, так что групповую
скорость'1 g, а следовательно, и величину бш нужно счи¬
тать зависящими и от направления, и от абсолютной ве¬
личины вектора к. Для максимального значения этой
величины при характерных зпачениях к мы сохраним
обозначение бшт.
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Если при даидом q бсо„» >0, то разрешены трехфо-
нонные процессы с участием ультразвукового кванта,
и для коэффициента поглощения справедлива оценка
(33.11). Для кристаллических диэлектриков, однако, бо¬
лее типичен случай, когда дисперсия скорости звука от¬
рицательна п 6(От <0. При этом коэффициент поглоще¬
ния вычисляется по формуле (35.3), где, однако, верхний

предел в интеграле по к следует считать порядка 1/а,
а для функций Nq можно воспользоваться приближением
Nq — T/fiQ. В результате вместо (35.5) получается оценка

3,frQ3 . (35.7)7 pftV|6om|T
Поскольку при высоких температурах время т обрат¬

но пропорционально Т, коэффициент поглощения про¬

порционален Т2. От частоты ультразвука он не зависит.
Мы, таким образом, рассмотрели поглощение продоль¬

ного звука тепловыми фононами, принадлежащими к
продольной же ветви. Если величина бсот отрицательна
при характерных значениях вектора к и при этом доста¬
точно велика по абсолютной величине, то может оказать¬
ся, что соответствующий вклад в поглощенне относитель¬
но мал. Основными в этой ситуации могут оказаться про¬
цессы поглощения звукового кванта тепловым фононом
ветви j с образованием теплового фоиона другой вет¬
ви f .

Вообще говоря, разность между частотами Qj [к) и
Qj' (lc +q) отнюдь не мала. Это значит, что при к поряд¬
ка теплового и q<k закону сохранения (33.2) в общем
случае удовлетворить нельзя. Исключение могут соста¬
вить лишь окрестности линий контакта колебательных вет¬
вей в к -пространстве, вдоль которых £lj (1с) =Qy(lc).
Нам, таким образом, предстоит выяснить, как влияет
контакт изочастотных поверхностей на поглощение
звука П.

Этот вопрос исследуется по существу такими же ме¬
тодами, как и влияние контакта на диэлектрическую ре¬
лаксацию (§§ 23, 24). Поэтому мы изложим соответст¬
вующую теорию достаточно кратко, сосредоточив основ-

') Излагаемые ниже результаты принадлежат Херрингу
(С, Herring, 1954),
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У

ное внимание на отличиях от диэлектрической релак¬
сации.

В качестве исходного возьмем выражение (33.7) для
коэффициента поглощения:

=h-f, f 7Яг Pw (<Ь *. -к-Я) No (No +1)х
1 У (2я) k

X б [со +Qy (к) — Qj'(fc-fg)], (35.8)

где индекс Iобозначает принадлежность к квазипродоль¬
ной акустической ветви. Начнем с оценки вклада в f от
точек касания изочастотных поверхностей в случае
Т <0. Тогда фононы j и j' — это поперечные акустиче¬
ские фононы tut'. Вычислим вклад в "f от какой-нибудь
одной точки касания поперечных акустических ветвей,
которая, как мы знаем, лежит на оси симметрии четвер¬
того или шестого порядка (ось z).

Как и при расчете диэлектрической релаксации, вин-
теграл (35.8) дают вклад малые углы й (порядка

]/"со/икт >С l). Соответственно, в аргументе выражения пе¬

ред 6-функцпей мы положим й— 0 (вопрос, когда прп
й=0 оно остается конечным, мы исследуем ниже). Аргу¬
мент же б-функции мы разложим по малому волновому
вектору q и по малому углу й:

со -f Q, (к) — Qf (к +q) — viq — gi>q -f-
+Qt (к) — Qr (к) txviq— gt>q — v2ktf.

Здесь мы воспользовались выражением (22.15) для рас¬
щепления частот поперечных акустических колебаний
вблизи точки касания. Поскольку фазовая скорость про¬
дольных фононов Vi предполагается больше групповой
скорости поперечных фононов gy, аргумент б-функции
прп некотором значении й обращается в нуль, и итегри-
рование по й дает

я

d$ sinйб [(у{ — gv) q — 1>а7й21 =

SI

I' 2

Воспользуемся порядковой оценкой, справедливой при
q<k< а~1:

Рш'(®, k,— k — q)~qk2-ÿ,
г
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и учтем, что в интеграле (35.8) существенны к порядка
кт. Это дает оценку

,.2m3

(35.9)
о)2Г3

ph2i/5
Таким образом, коэффициент поглощения оказывается
пропорциональным со22'3.

При Т >0 в интеграле (35.8) основной вклад дают
предельные значения /с, что приводит к оценке

0)2TQ2
/ог лп\У ы—FT- (35.10)

ро

Осталось выяснить, обращается ли в нуль ангармониче¬
ский коэффициент &Ki' (2> к, — к — q) (квадрату модуля
которого пропорционален коэффициент $iw) в точке ка¬
сания изочастотных поверхностей, т. е. при условии, что
вектор к параллелен оси симметрии. Ответ на этот во¬
прос зависит от ориентации волнового вектора звука q-
Если вектор q параллелен оси симметрии, то матричный
элемент для перехода между двумя поперечными ветвя¬
ми обращается в нуль. Действительно, когда вектор q
параллелен оси z, длинноволновое звуковое колебание
строго продольно. Единственная отличная от нуля ком¬
понента тензора деформации есть uzz. Она преобразуется
по единичному представлению группы волнового вектора
к, и матричный элемент от нее для перехода между ор¬
тогональными состояниями поперечных фононов ра¬
вен нулю.

Если же волновой вектор q отклоняется от оси сим¬
метрии на угол { , то отличны от нуля и другие компо¬
ненты тензора деформации, так что соответствующий
матричный элемент уже будет отличен от нуля. При ма¬
лых ÿQq он должен быть пропорционален (ср. анало¬
гичные рассуждения, касающиеся угловой зависимости
z-ÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿ электрофононного потенциала, см. § 22)1).

') Он также получается отличным от нуля, если учесть, что
волновые векторы тепловых фононов, участвующих в поглощении
звука, имеют малую поперечную часть порядка Удк, чему соот¬
ветствуют #2 ~ д/к. Учет таких членов также может дать отлич¬
ный от нуля коэффициент поглощения; однако он приобретает до¬
полнительную малость по сравнению с оценками (35.9) пли (35.10)
по параметру ( tiсо/Г) 2 в первом случае или же по параметру

А ы/0)2 — во втором.
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Соответственно, коэффициент поглощения звука, распро¬
страняющегося в тетрагональном пли гексагональном
кристалле под малым углом Од к оси, определяется по

порядку величины (в наинизшем приближении по %а/Т
или Й-м/0) выражением (35.9) пли (35.10), которое над¬

лежит домножить на Од- Что же касается линий случай¬

ного пересечення в гексагопальных кристаллах, то оно
(если имеется) дает в коэффициент поглощения вклад

(35.9) или (35.10), домноженный при малых на о|.
В кубических кристаллах коэффициент поглощения

продольного звука, распространяющегося вдоль оси чет¬

вертого порядка, в нуль не обращается: его поглощение

определяется точками касания, расположенными вдоль

двух других осей четвертого порядка, перпендикулярных
данной. Оценки (35.9) или (35.10) остаются для них

справедливыми всегда.
Вклад от точек стыка изочастотных поверхностей в

поглощение звука вычисляется аналогичным образом (см.

также § 22). Приведем окончательные выражения для

коэффициента поглощения, справедливые по порядку ве¬

личины. При Т >0
О)37'0 /0г ,,,,

7я —г=Г> (35.11)
рhv

в то время как при Т <0

(35-12)
phv

Выражения (35.11) и (35.12) справедливы как для

ромбоэдрических кристаллов, так и для кристаллов более

низкой симметрии, где имеется случайный стык изоча¬

стотных поверхностей.
Для поглощения звука можно повторить все рассуж¬

дения, приведенные в конце § 22 относительно диэлект¬

рической релаксации в кристаллических классах, пере¬

численных в табл. 3. Оценки (35.9) и (35.12) остаются
справедливыми для них при частотах звука, удовлетво¬
ряющих неравенству % со >Т2/0. При Тг о <Г2/0 нужно
учесть, что контакт изочастотных поверхностей в высших

приближениях по ка<1 отсутствует. Производя выклад¬

ки, идея которых изложена в конце § 22, мы получаем

следующую формулу, которая при Йш <С Г2/0 приходит
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на смену выражению (35.9):

у —
ц3Тв
pfty5 (35.13)

Аналогичным образом, вместо (35.12) мы теперь имеем
<о7/2ге1/2

,ок ...Т--ЦШ?-- (35.W)
Все формулы данного раздела для коэффициента по¬глощения, полученные в наинизшем приближении по ре¬шеточному ангармонизму, следуют закономерности, под¬меченной в § 34: сумма показателей при со п Т (прнТ «0) пли при со, Г и 0 (при Т »0) равна пяти.
§ 36. Роль длинноволновых продольных фононов

в теплопроводности
Оценим вклад длинноволновых продольных акустиче¬ских фононов в теплопроводность. В ряде случаев их вре¬мя свободного пробега тШ быстро растет с уменьшени¬

ем абсолютной величины вектора к. В итоге можетоказаться, что именно их вклад, а не вклад тепловыхфононов определяет теплопроводность.
Для анализа этого вопроса нужно прежде всего знатьзависимость тШ при малых к. Эта зависимость былавычислена в §§ 33—35: коэффициент затухания коротко¬волнового звука представляет собой, очевидно, не чтоиное, как обратное время свободного пробега длинновол¬новых фононов J).
Рассмотрим температуры больше или порядка дебаев-ской, когда нормальные процессы и процессы перебросапроисходят, грубо говоря, одинаково часто. Согласно(12.18), в этом случае можно написать следующую поряд¬ковую оценку для теплопроводности:

k0 h0
м ~ v2 [ dkkH (к)= v f dkkH (к). (36.1)

О

') Об акустических колебаниях, принадлежащих к частотномуинтервалу )/т«ш<Г/Й, ©/ft, мы говорили в одних случаяхкак о длинноволновых фононах, а в других — как о коротковолно¬вом звуке. В первом случае этот термин имеет целью подчеркнуть,что частота со гораздо меньше частот тепловых фононов, а вовтором — то, что со гораздо больше обратного времени свободногопробега тепловых фононов.
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В § 12 мы установили, что при Т">& время т(.к),

обусловленное трехфононнымп столкновениями, обратно

пропорционально Т. Этот вывод находится также в согла¬

сии с формулами (33.11), (34.31), (35.7), (35.10) п (35.11).

Таким образом, еслп теплопроводность ограничивается

одними только трехфононнымп процессами, пмеет место

зависимость
к ~ ИТ. (36.2)

Если же т{к) продольных фононов при малых к растет

как к~3 или быстрее, то только трехфононные процессы

не обеспечивают конечной теплопроводности, так как ин¬

теграл (36.1) расходится на нижнем пределе.

Что же касается поперечных длинноволновых фоно¬

нов, то для них неравенство (33.9) обычно выполняется

и, согласно (33.11), для них тШ oÿl/Tk. Следовательно,

их вклад в теплопроводность всегда определяется одними

только трехфононнымп процессами.
Если бы закон дисперсии продольных фононов был

изотропным и удовлетворял (для существенных значений

к) условиям 6сот<0, 1б(0т1т>1, то, согласно (34.31),

трехфононные процессы далп бы следующий вклад во

время свободного пробега:
х™(к) mpv/TW. (36.3)

Эта формула становится несколько более наглядной, если

ее записать для длины свободного пробега

Z<3) =10(ак)-\ (36.4)

где

__
10 ~ г- а. (36.5)

При подстановке (36.3) в (36.1) получаем расходящееся

выражение. Следовательно, в этом случае одни только

трехфононные процессы не обеспечивают конечной теп¬

лопроводности.
На самом деле, разумеется, определяющую роль в

данной задаче играют детали фононного закона диспер¬

сии такие,- как его анизотропия, а также величина и знак

дисперсии скорости звука. С этой точки зрения все ди¬

электрики можно грубо разделить на несколько типов,

в зависимости от показателя d, фигурирующего в законе

/<3) =10/(акУ, . (36,6)

20 в. Л. Гуревич
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определяющем зависимость от к длины свободного пробе¬
га продольных акустических фононов за счет трехфонон-
ных столкновений1).

К типу 1 относятся кристаллы, у которых разность
(35.1) либо положительна, либо хоть и отрицательна, но

столь мала, что 1бш1тя1. В этом случае <2=1, интеграл
(36.1) сходится и зависимость (36.2) можно считать обо¬
снованной. Ко всем прочим типам относятся диэлектри¬
ки, у которых разность бсо отрицательна и такова, что

Iбсо Iт > 1. (36.7)

У диэлектриков типа 2 фононный спектр имеет точки ка¬

сания, так что, согласно (35.10), <2 =2. В этом случае
для кубических кристаллов интеграл (36.1) также схо¬
дится, и зависимость (36.2) по-прежнему имеет место
(С. Herring, 1954).

С этой точки зрения сложнее дело обстоит с одноос¬
ными кристаллами •— тетрагональной и гексагональной
симметрии. Как показано в § 35, точка касания изоча-
стотных поверхностей определяет по порядку величины
следующую зависимость длины свободного пробега от ве¬
личины и направления волнового вектора к:

1Ш= (36.8)

где г> — угол между вектором к и осью кристалла. Для
того чтобы исследовать, как такая зависимость сказыва¬
ется на теплопроводности в различных направлениях,
следует исходить из оценочных формул для продольной
и поперечной компонент тензора х, учитывающих анизо¬
тропию теплопроводности (ср. (12.13)):

Г d3k 2 /1 \
X ~ Г d3k

J (2я)3
glТ (к), (36.9)

где ось х направлена произвольным образом в плоскости,
перпендикулярной оси кристалла (ось z).

') Грубость такого деления связана в первую очередь с тем,
что в одном кристалле у продольных фононов, распространяющих¬
ся в разных направлениях, длина свободного пробега может по-
разному зависеть от к. В этом случае, вообще говоря, преобладаю¬
щий вклад' в теплопроводность должны давать те фононы, у ко¬
торых длина свободного пробега при уменьшении /с возрастает
наиболее резко. Соответственно, они в первую очередь и будут оп¬
ределять принадлежность диэлектрика к определенному типу,
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Направляя полярную ось вдоль оси z, мы видим, что
интеграл по углу О в выражении для щ расходится как
J sinяв1 йй/й4, т. е. квадратично. В то же время интеграл
по углам в выражении для хх ведет себя как

Jsin3 йdft

О4

т. е. расходится всего лишь логарифмически. Расходи¬
мость устраняется учетом четырехфононных процессов
(см. ниже). Таким образом, в этих кристаллах доляота
наблюдаться заметная анизотропия температурной зави¬
симости теплопроводности.

К диэлектрикам типа 3 следует причислить те кри¬
сталлы, у которых фоноиный спектр имеет точки стыка,
так что

Z<3> =10(акУ3. (36.10)

Интеграл (36.1) в этом случае имеет слабую (логарифми¬
ческую) расходимость. Чтобы устранить ее, приходится
учитывать четырехфононные процессы. Вероятность пос¬
ледних, хотя_п_содержит более высокую степень малого
параметра T/Mv2, но зато, согласно (35.7), не зависпт от
к. Чтобы найти температурную зависимость теплопро¬
водности, нужно подставить в (36.1) полную длину сво¬
бодного пробега I, которая определяется суммарной ве¬
роятностью рассеяния

Т =я+я-(ЗО.Ы)

Здесь Z(4) есть величина, обратная y/v, где f дается выра¬
жением (35.7). Мы представим эту величину в виде

1 f
Z<4> I,'

(36.12)

где / — безразмерный малый параметр

_Т

__
~v

Mv2 1 ба1-ЯЯгЬ (36.13)

В общем случае

'-7TW- (3">

20»
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В интересующем нас сейчас случае d=3:

ljc2dk l„v , i l„v
VIf +Cakf «4hl7 (36.15)

Теория, таким образом, дает в этом случае слабую — ло¬

гарифмическую — зависимость от температуры произведе¬
ния у.Т, которую едва ли возможно наблюдать на опыте.
Логарифмическая зависимость такого же типа получает¬
ся и для поперечной компоненты теплопроводности в

кристаллах гексагональной и тетрагональной симметрии.
К диэлектрикам типа 4 относятся кристаллы низкой сим¬

метрии, где d — 4. Подставляя для этого случая выраже¬
ние (36.14) в (36.1) и распространяя интегрирование до

бесконечности ввиду быстрого убывания подынтеграль¬
ного выражения при больших к, мы пмеем

со

X ~ l0O J / +(«*)4 ?/
7 - (Mv2 |Ц

3,-1/1 °V Т
lov m |

v

1/4
(36.16)

Таким образом, в этом случае х 00 T~5/i (И. Я. Помераи-
чук, 1942). Нужно, однако, заметить, что на эксперимен¬
те эту зависимость весьма трудно отличить от зависимо¬
сти х 00 Г-1, так как обычно даже при температурах,
близких к температуре плавления, неравенство Т >0 —
условие применимости выражений (36.12) и (36.13), ле¬
жащих в основе данного расчета, выполняется с не очень
большим запасом.

Обратим внимание на одну особенность интеграла
(36.16). Основной вклад в него дают отнюдь не значения
к порядка предельных, как это было в случаях меньших
d, а значения порядка

/I/4 ( т v \ 1/4 1кщ —я

Afv2 I — ?
а

(36.17)

прп котором подынтегральное выражение достигает мак¬
симума. Таким образом, в этом случае основной поток
тепла переносится фононамп со сравнительно большими
длпнамп волн.

Выражение (36.16) применимо, если длина свободно¬
го пробега (36.14) при к — кт меньше характерных раз-

§ 36. роль длинноволновых продольных фононов зоэ

меров образца. В противном случае длина I, а следова¬
тельно н теплопроводность х, должна ограничиваться
размерами образца. Такое ограничение должно иметь ме¬
сто либо вследствие того, что стенки образца шероховаты,
и потому фононы на них рассеиваются диффузно, либо
вследствие того, что при зеркальном отражении продоль¬
ные волны с вероятностью порядка единицы превраща¬
ются в поперечные, у которых длина свободного пробега
мала.

Следует заметить, что теория теплопроводности при
Т <0, изложенная в §§ 13, 14, также применима, лишь
если длины свободного пробега всех фононов, вносящих
существенный вклад в перенос тепла, меньше размеров
образца. В противном случае теплопроводность будет за¬
висеть от этих размеров ').

Отметим, что, хотя основную роль в переносе тепла
в диэлектриках типа 4 играют сравнительно длинновол¬
новые фононы, выражение для их теплопроводности ока¬
зывается чувствительным к механизму рассеяния корот¬
коволновых тепловых фононов (Р. Н. Гуржи, А. О. Мак¬
симов, 1977). Если последние рассеиваются, главным об¬
разом па дефектах, то вместо (36.11) мы должны писать

i/l= 1/Z(3> +W*d). (36.18)

Здесь 2(p<i) определяется, так же как и l(i), как величина,
обратная f/v, с той лишь разницей, что фигурирующее в
выражении (35.7) прп Т>0 (или (35.5) прп Г<0) вре¬
мя т следует понимать как характерное время рассеяния
тепловых фонопов дефектами2). Последнее, как мы зна¬

ем, имеет порядок (n/nd)a/v при Т »0 и (rc/izd)(a/i;)(0/T)4
при Т <0. Для длины свободного пробега I(к) при про¬
извольных к по-прежнему применимо соотношение
(36.14), только в качестве / в него следует подставить

/ =1ГГбГТ при г>0> (36Л9)
I m I

') Анализ этой зависимости имеется в работах: Herring С,—
Physical Review, 1954, v. 95, p. 954; Гуржи P. H., Максимов А. О.—
Физика инзкпх температур, 1977, т. 3, с. 357.

2) Величину р/Дг"*) = 1/т'з"г) можно было бы также вычислять
непосредственно по теории возмущений во втором приближении
как вероятность комбинированного фонон-примесного рассеяния.
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'=тр5у(у)' п'я г«®- <36-20>

При Т >0 для диэлектриков типов 3 и 4 это дает
температурный ход теплопроводности х ool/T.

§ 37. Теплопроводность в условиях комбинированного
фонон-примесного рассеяния фононов

Влияние па теплопроводность рассеяния фононов
атомами примеси (точнее, вообще любыми точечными де¬
фектами) обсуждалось в § 14. Температуру мы считали
низкой а вероятность рассеяния— малой по

сравнению с вероятностью нормальных процессов.
В настоящем разделе мы исследуем обратный случай,

когда при характерных фононных частотах примесное
рассеяние играет по меньшей мере столь же существен¬
ную роль, как и рассеяние, обусловленное решеточным
ангармонизмом. Обсудим, какие частоты следует считать
характерными с этой точки зрения.

Мы видели, что длина свободного пробега фононов,
обусловленная их рассеянием дефектами решетки, резко
убывает с ростом частоты фонона. Поэтому при доста¬
точной концентрации дефектов самые коротковолновые
фононы не грают роли в переносе тепла.

С другой стороны, на рассеяние длинноволновых фо¬
нонов дефекты не оказывают практически никакого влия¬
ния. Однако вклад длинноволновых фононов в теплопро¬
водность обычно тоже бывает мал из-за малой плотности
фононных состояний в длинноволновой области в сочета¬
нии с достаточно интенсивным их рассеянием за счет
взаимодействия с тепловыми фононами.

Основной вклад в теплопроводность принадлежит, сле¬
довательно, некоторым средним длинам волн, для кото¬
рых интенсивность фононного и примесного рассеяния
оказывается, грубо говоря, одинаковой. Теперь, когда
частотная зависимость длины свободного пробега длинно¬
волновых фононов, обусловленная решеточным ангармо¬
низмом, детально исследована, мы можем выяснить роль
рассеяния на дефектах в теплопроводности.

Как показано в §§ 7, 10, длина свободного пробега
акустических фононов, обусловленная их рассеяние на

§ 37. КОМБИНИРОВАННОЕ РАССЕЯНИЕ ФОНОНОВ 311

точечных дефектах, равна

1(">Ш= ld(ak)-4, (37.1)

где в случае рассеяния атомами примеси

7 п ~
//7 - С1,

а

а в случае изотопического рассеяния

М2 -L
АЛ/2

Для теплопроводности мы будем по-прежнему пользо¬
ваться выражением (см. (12.18))

км
х ~ v J г (к) кЧк. (37.2)

о

Здесь км есть максимальное значение волнового вектора
фононов, возбужденных при данной температуре; оно

равно к0 при Гя0п равно кт=T/hv при Т яС 0. 1{к) есть
полная длина свободного пробега фононов, обусловлен¬
ная всеми процессами, так что

W) = jÿ) +W(ky (37,3)

где 1(р) есть длина свободного пробега, обусловленная
столкновениями с участием фононов.

Начнем с рассмотрения диэлектриков типа 1. Для них

lÿv) — цы(к) = li/ak, (37.4)

где l\ = 1о при Т >0 и 1\ =10(®/Т)3 при Т <0.
Подставляя (37.4) в (37.2), получаем

км
1

v Г /с dk

* ~ 1
« I1+(Шw3'

Подынтегральное выражение имеет максимум при к, рав¬
ном кт, которое по порядку величины есть

km=~a-4Uli)I/s. (37.5)

Излагаемая ниже теория справедлива, если эта величина
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заметно меньше, чем верхний предел интеграла в (37.2):

кп км. (37.6)

При любых Т это неравенство переписывается в виде

nd>nT/Ilv2. (37.7)

Ввиду быстрой сходимости интеграла при условии
(37.6) верхний предел можно заменить бесконечностью,
и тогда по порядку величины

—3/1/3/2/3у. cava

При Т> 0 отсюда имеем 1)

(Wv
Т

З/1/3/v:

X ~
1/3

П \2/3 V

в то время как при Т <0

(Ж/С1/3

тх ~ / П \2/3 0 v

И

(37.8)

(37.9)

Таким образом, для диэлектриков типа 1 (если выпол¬
нено условие (37.6)) теплопроводность пропорциональна
концентрации дефектов в степени — 2/3. Температурная
зависимость теплопроводности при Т >0 слабая: х ~
~ Т~уз. При Т <0 теплопроводность х ~ Т~ш.

Возникает вопрос, в какой мере обосновано исходное
выражение (37.2) для теплопроводности. Ведь, согласно
ему, в теплопроводность, наряду с рассеянием на при¬
месях, вносят вклад и фонон-фононные нормальные столк¬
новения. Между тем, мы видели в § 13, что нормальные
столкновения сами по себе конечной теплопроводности
не обеспечивают, так как они происходят с сохранением
квазиимпульса фононов.

В рассматриваемом случае комбинированного рассея¬
ния нормальные столкновения играют существенную роль
для фононов с к <кт. В процессе таких столкновений фо-

') Для определенности мы всюду пишем оценки теплопровод-
постп для случая рассеяния фононов атомами примеси. В случае
изотопического рассеяния отношение nlnd надо всюду заменить па

мг!ш2.
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ноны с к <кт отдают свой квазнимпульс «основной мас¬

се» фононов с к ш кТ>кт. Те же, в свою очередь, на¬

столько интенсивно теряют его при рассеянии на дефек¬
тах (которое как раз для коротких волн весьма эффек¬
тивно), что их функция распределения может считаться
почти равновесной. В итоге квазиимпульс «выводится»
из фононнон системы, так что нормальные процессы в со¬

четании с рассеянием на дефектах ограничивают тепло¬

проводность.
Расчет теплопроводности диэлектриков типа 2 произ¬

водится аналогичным образом, с той лишь разницей, что

в качестве Z(p) следует воспользоваться выражением

Z(p> =h/ÿ2. (37.10)

При Т »0 по-прежнему l2 — Z0, в то время как при Т <0

12 =10{&/Т)2. (37.11)

Мы имеем теперь
,!м

, V Г dk
x~Z2=y -- г•

а J 1+(Ша к~

Подынтегральная функция изменяется монотонно; в ин¬

теграле существенны к я a~4ld/l2)l/2. Условие (37.6) при¬
нимает в данном случае вид (37.7). Для х получается

оценка
*с*уа_3|/у2, (37.12)

которая в предельпых случаях высоких и низких темпе¬
ратур дает

v IМи2]1/2 / п\i/а ,гр — р.,

v (мР\ 1/2 0 / п \ т/2 п
*я=5 -7- 7" Ы (Г<С0),

(37.13)

т. е. в первом случае х ~ 71_1/2, а во втором х ~ Т3/2.
Случаи диэлектриков типа 3 и 4 характерны тем,

что в Z<p) следует учитывать вклад от процессов второго
порядка

1/Z(p> = 1/Z(3) + f/k.
Здесь в кристаллах со сравнительно небольшой концент-
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рацией дефектов / дается при Т >0 выражением (36.13),
в то время как при Т <0 мы имеем из (35.5):

'=1ÿ(r)'rsb- <37Л/*>
m I

В кристаллах же со значительной концентрацией дефек¬
тов имеют место выражения (36.19) или (36.20). Разли¬
чие между этими двумя типами диэлектриков заключа¬
ется в том, что при d — 4 трехфононными процессами
в первом порядке теории возмущений можно заведомо
пренебречь при условии (37.7), а при d — 3 возможность
такого пренебрежения требует чуть более жесткого нера¬
венства

Id (ШI5Vm I V/3
п Т

которое в этом случае будет считаться выполненным.
При этом в интеграле (37.2) существенны к порядка

Kÿh-HfUlo)I/4.
Теплопроводность прн любом соотношении между Г и 0
есть по порядку величины (Р. Н. Гуржи, А. О. Макси¬
мов, 1977)

- /1/473/4
(37Л5)

Если / определяется выражением (36.13), мы получаем
отсюда

»4(?Г(Г(яР
Полученные оценки, очевидно, предполагают выпол¬

нение неравенства
l(km)/L«1, (37.17)

которое означает, что длина свободного пробега фононов
с волновыми векторами порядка ltm гораздо меньше ха¬
рактерных размеров образца. В случае же обратного не¬
равенства нижний предел в интеграле (37.2) следует за¬
менить на величину kL, определяемую из условия

Z(d)(/cJ=L. (37.18)
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С учетом (37.1) это условие дает

kL =a~4UL)ut. (37.19)

В интеграл (37.2) при этом дают основной вклад значе¬

ния к вблизи нижнего предела, и для теплопроводности
получается оценка (И. Я. Померанчук, 1942)

х ~ уЙ/4Ь1/4а"*. (37.20)

Таким образом, рассеяние фононов дефектами, само по
себе не приводящее к конечной теплопроводности, в со¬
четании с рассеянием на границах образца дает конеч¬
ную теплопроводность, пропорциональную LUil).

Поскольку в диэлектриках типа 4 длина свободного

пробега фононов за счет трехфононных процессов также

обратно пропорциональна /с4, то их теплопроводность при

нарушении неравенства (37.17) тоже оказывается зави¬

сящей от размеров образца по закону Ll/i. Оценки (37.19)

и (37.20) остаются в силе и для тогоя случая, если вели¬

чину Z(d> в них заменить на (Mv2/T)a. Это дает для теп-

лопроводпостп (И. Я. Померанчук, 1942)

{я)'"' <37-21>

т. е. она растет при понижении температуры как Т~ъп.

§ 38. Коэффициенты диэлектрической релаксации
и вязкости в кристаллах с дефектами

Дефекты решетки должны, естественно, оказывать

влияние не только на теплопроводность, а и на другие

кинетические явления такие, как диэлектрическая ре¬

лаксация и вязкость. Последние, однако, существуют при

конечных частотах о), в то время как теплопроводность

явление статическое. Однако при достаточно низких час¬

тотах это различие не играет роли и, согласно (24.18)

н (30.12), мы имеем по порядку величины для коэффи-

') Весьма сложная картина поведения теплопроводности воз¬

никает, когда рассеяние фононов на границах сочетается с комби¬

нированным фонон-примесным рассеянием. Анализ различных
случаев, которые тут могут встретиться, см. в цитированной ра¬
боте Гуржц и Максимова.
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циентов диэлектрической релаксации я (в кристаллах
без центра симметрии) и коэффициентов вязкости тр.

я ~L Г dkkH (к) А'2, (38.1)
V J

О

км
Т

' (38.2)т] ~ — dkkH (к) т2.

Поскольку порядковые оценки электрофононного по-
тенцнала А (к) и деформационного потенциала mit{k) не
зависят от величины вектора к, интегралы (38.1) и (38.2)

зависят по порядку величины от температуры и концент¬
рации дефектов в диэлектрике таким же образом, как
уже знакомый интеграл, входивший в выражение (37.2)
для теплопроводности. Поэтому нет необходимости произ¬
водить оценки заново, а достаточно указать порядковые
соотношения, справедливые при достаточно низких час¬
тотах:

я/х с* T/pv*, (38.3)

ц/ия Г/у2, (38.4)

куда следует подставить оценки теплопроводности, полу¬
ченные в § 37.

Осталось выяснить, какие частоты следует считать
достаточно низкими. Очевидно, это частоты, удовлетво¬
ряющие условию

сот(кт) «1. (38.5)

Для диэлектриков типа 1 и 2 отсюда получаются, соот¬
ветственно, следующие условия:

© (38.6)

со< vldlÿ\ (38.7)

Для диэлектриков типов 3 н 4 аналогичное условие име¬
ет вид

4Ф С\

(38.8)я fT 0
м

mV % '

Поскольку у диэлектриков типа 4 зависимость длины
свободного пробега от к, обусловленная трехфононными

столкновениями, имеет такой же вид, как и при рассея¬
нии фононов дефектами, в таких диэлектриках порядко¬
вые соотношения (38.3) и (38.4) сохраняют справедли¬

вость и при условиях чисто фононпого рассеяния при

Т>в.
Разумеется, п в диэлектриках типа 4 эти соотноше¬

ния не нмеют места при Т <0, поскольку в условиях
чисто фононного рассеяния теплопроводность в этом тем¬

пературном интервале определяется процессами пере¬
броса, а коэффициенты ц и я — нормальными процесса¬
ми. Оценки, аналогичные проделанным, дают, что при

кт> km — fUia~l эти коэффициенты пропорциональны Т~2.
Интересен вопрос, как ведут себя кинетические коэф¬

фициенты в промежуточной области частот:

Г"1(й:т) < со <х~Чкм). (38.9)

Начнем с рассмотрения коэффициентов диэлектрической
релаксации. Поскольку в этом частотном интервале долж¬
на играль роль временная дисперсия этих коэффициентов,
соответствующие результаты удобнее формулировать не¬

посредственно для мнимой части диэлектрической прони¬
цаемости е".

Обратимся к выражению (24.31) для е". Основной
вклад в него дают значения к, при которых выполняется
условие ютШ<1. Действительно, при уменьшении к,
когда это условие заменяется на обратное, подынтеграль¬
ное выражение быстро убывает из-за большого слагаемого
(ют)2 в знаменателе. Таким образом, для того чтобы оце¬
нить е"(ю), достаточно в (24.31) интегрировать от ниж¬
него предела ка, определяемого из условия ют(ftj=1,
которое дает

а \ v
а

Ввиду быстрого убывания подынтегрального выраже¬
ния в интеграл (24.31) основной вклад вносит область
вблизи нижнего предела, и

s" s* (юld/v)3/4T/Mv2). (38.10)

Таким образом, при интенсивном рассеянии на дефектах
дпссппатнвпая часть диэлектрической проницаемости
пропорциональна ю3/4. Зависимость эта универсальна в

1
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том смысле, что она относится к диэлектрикам всех ти¬
пов. Однако у диэлектриков разных типов различаются
пределы применимости выражения (38.10): в каждом
случае конкретная форма условий (38.9) имеет свой вид.
Кроме того, при Т <0 частота со, при которой справед¬
ливо выражение (38.10), доляша, разумеется, удовлетво¬
рять условию

кш я /ст. (38.11)

Как уже отмечалось, в совершенных диэлектриках
типа 4 зависимость llp)Uc) имеет такой же характер, как
и при рассеянии на дефектах. В диэлектриках типа 4,
лишенных дефектов, в соответствующем частотном ин¬
тервале должна с учетом выраягения (36.4) иметь место
зависимость

«•-(vT(»)"•• <38-12»

Переходим к изучению коэффициентов вязкости в
промежуточной частотной области. Ситуация здесь похо¬
жа на рассмотренную выше. Коэффициенты вязкости не
зависят от © при выполнении одного из условий (38.6)—
(38.8). Если соответствующее неравенство заменяется на
обратное, то для оценки ц нужно воспользоваться выра¬
жением (38.2), где нижний предел заменить на кш. Это
дает (Р. В. Miller, 1965)

Т
*1я=5

а

'«Л3'* -1/4
© (38.13)

В этом случае имеет место слабая дисперсия коэффици¬
ента вязкости, и коэффициент поглощения звука f, со¬
гласно (27.28), следующим образом зависит от а:

а7/4 (38.14)

Дисперсия теплопроводности оценивается таким яге
образом, так что учет теплопроводностного вклада в по¬
глощение звука не меняет зависимости (38.14).

В полной аналогии со сказанным выше относительно
диэлектрической релаксации зависимость (38.14) должна
иметь место для диэлектриков типа 4 в определенном
частотном интервале и в отсутствие рассеяния фононов

Г

§ 59. Релаксация в пъезодигшектрпках 319

дефектами решетки. Соответствующая порядковая оцен¬
ка ц имеет вид

! 11~ ("у")37*""1'4= Ля)3/4(,)~1/4' <38-'5>

а для коэффициента поглощения звука опять-таки полу¬

чается зависимость вида (38.14).

§ 39. Поглощение звука и диэлектрическая релаксация
в пьезоднэлектрпках

Изложенная в § 27 теория поглощеппя звука, вообще
говоря, неприменима к кристаллам с симметрией, допус¬
кающей наличие пьезоэлектрических свойств. В таких
кристаллах упругая деформация создает переменное
электрическое поле, пропорциональное деформации. И на-
оборот, помещая их в переменное поле, мы неизбежно
создаем в них упругие напряжения. Поэтому диэлектри¬
ческая и упругая релаксация при наличии сильной пье¬
зоэлектрической связи должны рассматриваться со¬
вместно.

На первый взгляд возникает впечатлепие, что в та-
кпх кристаллах могли бы оказаться связанными пе толь¬
ко упругие и электрические явления, а также упругие
п тепловые и электрические и тепловые. Дело в том, что
симметрия этих кристаллов допускает отличие от нуля
кинетических коэффициентов, которые могут быть тензо¬
рами третьего ранга. Такие кинетические коэффициенты
могли бы, в частпостп, описывать связь теплопровод¬
ности п виутрепнего трепия. Наличие такой связи озна¬
чало бы, что выражение (12.1) для плотности потока
тепла следовало бы еще дополнить слагаемыми, пропор¬

циональным Uu — скорости пзменения деформации. И на¬
оборот, к выражению (27.9) для тензора упругих напря¬
жений могло бы добавиться слагаемое, пропорциональ¬
ное V?1.

Кроме того, в выражеппях для плотности потока теп¬
ла п диссппативной части тензора упругих напряжений
могли бы появиться дополнительные слагаемые, пропор¬

циональные Е— скорости изменения электрического



320 ГЛ. IV. ПОГЛОЩЕНИЕ ЗВУКА

поля. Соответственно, в выражении для вектора электри¬

ческой индукции могли бы присутствовать члены, пропор¬

циональные Uu и VТ, кроме введенных в § 19 членов,

пропорциональных Е.
Рассмотрим, например, слагаемое, описывающее воз¬

никновение потока тепла за счет конечной скорости из¬

менения деформации
== CilrtiU'lm•

(39.1)

И левая, и правая части (39.1) изменяют знак при заме¬

не t -»— t, т. е. оно оказывается инвариантным относи¬
тельно обращения времени. В то же время соотношения,

характеризующие необратимые процессы, приводящие
к диссипации механической энергии, неинвариантны от¬

носительно обращения времени. Иными словами, добавка
(39.1) является недиссипативной И. Ее включение, на¬

пример, в систему уравнений, описывающих распростра¬
нение упругих колебаний в диэлектрике, должно приве¬

сти к изменению частот колебаний, но не к их затуха¬

нию. Этим ничтожным изменением частот мы будем пре¬

небрегать, т. е. мы будем отбрасывать поправки типа

(39.1) 2). По тем же самым соображениям мы будем от¬

брасывать добавку к тензору упругих напряжений, про¬

порциональную V21, добавку к плотности потока тепла,

пропорциональную Е, и добавку к вектору электриче¬

ской индукции, пропорциональную V Т.
В итоге оказывается, что уравнение переноса тепла

сохраняет прежний вид (12.1), в соотношениях же для

диссипатнвных частей электрической индукции D' и тен¬

зора упругих напряжений о' следует добавить слагаемые,

') Сравни руссуждения в конце § И.
2) Малость этой поправки видна из следующих соображений.

Во-первых, она должна быть пропорциональна квадрату малой

константы решеточного, энгармонизма: одна степень этой конс¬

танты обусловливает зависимость AQt от п/т, отсутствующую в

гармоническом приближении; другая фигурирует в выражении для

коэффициента теплового расширения диэлектрика, вместе с кото¬

рым входит в уравнения теории упругости переменная часть тем¬

пературы, создаваемая потоком тепла (39.1). Во-вторых, она долж¬
на содержать отношение частоты <в изменения величины щт к

характерной частоте тепловых фононов.

§ 39. РЕЛАКСАЦИЯ В ПЬЕЗОДИЭЛЕКТРИКАХ ?21

пропорциональные, соответственно, иц и Е. Это дает

= tym,ilEm rplmrt Umn,
(°у-2)

Di — ZilEi 4ля| Wjm.

Здесь тензор был введен в § 19; rp;mn есть тензор ко¬
эффициентов вязкости, определенный в § 27.

Тензоры фг> im игр 1т не независимы. Они связаны
соотношениями Онсагера. Чтобы получить их, запишем
выражение для скорости возрастания энтропии диэлект¬
рика, которое в данном случае есть сумма (19.6) и ипте-
грала по объему от Т~1ациц (см. §! 27):

& = \d*r±a'.luil+±-\d*r±ED. (39.3)

Далее выберем обобщенные координаты ха и соответст¬
вующие им обобщенные снлы Ха таким образом, чтобы
выражение (39.3) приняло вид (11.27). Возьмем в каче¬

стве ха величины — а'ц/Т и — я;/4лГ, а в качестве Ха —
величины Di и иа. Чтобы придать системе уравнений
(39.2) форму (11.25), перепишем эту систему в следую¬
щем виде:

Р' — р(0)_1?- ДО)-1Г) _1_ Аттс'®)-1,!/ 1,1 °im ътпРп1 Dl ~~г 4Я8 in ypn,lm"'im'

Здесь мы разрешили второе из уравнений (39.2) относи¬
тельно величины Е'=е(0)-|79', причем ограничились наи¬
низшим приближением по малому параметру D'/D; в дис¬
сипатнвных членах, которые уже малы по этому пара-

• *метру, мы положили D=е(0)-17?. В результате как след¬
ствие общих соотношений (11.26) получается следующая
связь между тензорами фиф':

У'г.ш =Фм«-
С учетом этой связи соотношения (39.2) примут вид

Gjl = фт,цЕт l]ilmnumni
(39.4)

Di — [Е[ 4лф,|[т1'1т-
21 В. Л. Гуревич
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Подставляя (39.4) в (39.3), находим в квадратичном при¬

ближении скорость возрастания энтропии

SP — ~jT d3l яЧi IUmn ~Ь яцЕ\Ё\ "Ь 2ф{, UlmJ•

(39.5)

Тензор третьего ранга tm можно назвать тензором пье¬

зоэлектрической вязкости. Он обладает такой же симмет¬

рией, как и тензор пьезоэлектрических модулей.

Зная выражение (39.5) для легко найти, напри¬

мер, коэффициент поглощения звука в пьезодиэлектри-

ках. Ограничиваясь наинизшим приближением по пара¬

метру
f/co -с 1, (39.6)

решим сначала систему уравнений теории упругости и

электродинамики (2.17)—(2.19), описывающих распрост¬

ранение звука в пьезоэлектрике, с отброшенными дисси-

пативными членами, а затем подставим полученное ре¬

шение в выражение

у == 2Тд>I
для коэффициента поглощения. Производя усреднение

по периоду звука, получаем

1 / я'1 I 'Рп I2 Фп

V = ( Л ilmnQiQmÿlÿn ~Ь |ц |2 ~Ь

(39.7)

Отношение амплитуды электростатического потенциала

в звуковой волне сро к амплитуде -вектора упругого сме¬

щения по, согласно второму уравнению (2.21), равно

фо/W-O 4лф<, lmQiQlOmlSabQaQb.

Если поляризация и направление волнового вектора зву¬

ка таковы, что его распространение сопровождается по¬

явлением переменной добавки к температуре, то полный

коэффициент поглощения есть сумма выражения (39.7)

и выражения (27.32), которое определяет вклад в погло¬

щение за счет процессов теплопроводности.
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-попы вычислить тензор пьезоэлектрической вязкости
\J)i, im, надо подставить в выражение (28.14) для фонон-
ного вклада в тензор упругих напряжений добавку
к функции распределения (24.16), обусловленную пере¬
менным электрическим полем. Это дает

фг,1т =

=4?- JdtkQMlmN0 (N0+ 1) J-'QN,(Nо + 1) (A!-<Ai>).
(39.8)

Поскольку оператор J~] — симметричный, это выражение
можно переписать также в виде

Ф»,1т =

= JdlkQ (Л!-«Л!»N0 (N0 + 1) J->QMimN0 (N0 + 1).

(39.9)
Если записать третий член в подынтегральном выра¬

жении (39.5) в виде полусуммы слагаемых (39.8) и (39.9),
то все выражение можно представить в виде

я j>r f dikя [ми'ин+ (л;-«л'(»] х

X N0{N0-1-1)J-'Q [MmnUmn +Еп(л;-«л;»] iV0(A0+l).
(39.10)

Поскольку оператор У-1 существенно положителен, выра¬
жение (39.5) также положительно, как и должно быть.

Оценки тензора пьезоэлектрической вязкости получа¬
ются стандартным образом и (если считать, что трехфо-
нонные процессы обеспечивают сходимость интеграла поdzk) дают

при Г»0и
я M1/2v а3'2

• я г1M1/2Z*h3 ~9X'W я

при Т <0. Если подставить сюда оценки для соответ-
21*
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ствующих времен релаксации, мы получим

я) (Г>0), (39.11)
ах/

(Г<©)- (39.12)

На основании этих оценок н оценок коэффициента ц (см.

§ .24) можно заключить, что коэффициент поглощения

низкочастотного звука в пьезоэлектрических диэлектри¬

ках также зависит от температуры и имеет тот же поря¬

док величины, что и в непьезоэлектриках. Однако его

угловая зависимость выглядит, вообще говоря, более

сложным образом.
Обсудим особенности диэлектрической релаксацци в

пьезоэлектрпках. Типичная постановка эксперимента, за¬

ключается в том, что пьезоэлектрпк помещается в одно¬

родное или же слабонеоднородное переменное электриче¬

ское поле и измеряется мнимая часть его диэлектриче¬

ской проницаемости. Последняя же определяется как

коэффициент, фигурирующий в линейном соотношении,

связывающем Е и ТУ — дпссппатпвную часть электро¬

статической индукции.
Чтобы вычислить этот коэффициент, нужно из урав¬

нений (39.4) исключить производную отч тензора дефор-
•

мацнп и,ц. Для этого нужпо воспользоваться уравнения¬

ми теории упругости (в которых, как указывалось выше,

мощно отбросить диссипативные члены) пли, в, случае

простейшей геометрии, задать граничные условия для

тензора напряжений оа па поверхности диэлектрика. По¬

следние, естественно, формулируются по-разному,,в зави¬

симости от того, является ли поверхность свободной или

находится в контакте с другими теламн. Таким образом,

скорость диэлектрической релаксации в пьезоэлектрике

зависит, в частности, от граничных условий, которым

удовлетворяют упругне напряжения.
Тем не менее, еслн переменное электрическое поле

остается однородным в пределах диэлектрика, при сот.у <
< 1 можно получить общие заключения о характере час¬

тотной и температурной зависимости диэлектрических
по'терь, анализируя выражений для' коэффициентов '%и,

•> »• '
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трапп и ф\ im- Порядковые оценки для потерь получаются
такими же, как п для непьезоэлектриков.

Еслп же поле неоднородно, то в пироэлектрических
кристаллах оно создает переменные градиенты темпера¬
туры, так что возникают потерн за счет теплопровод¬
ности. В совершенных кристаллах при достаточно низ¬
ких частотах со они могут оказаться гораздо больше всех
прочих потерь, так как экспоненциально растут при по¬
нижении температуры.

§ 40. Электроакустическое эхо

До сих пор мы изучали такие явления, когда отклик
диэлектрика на внешнее воздействие следовал непосред¬
ственно за этим воздействием п при его выключении за¬
тухал за сравнительно короткое время. Существует, од¬
нако, обширный класс явлений, когда отклик макроско¬
пической системы на воздействие наблюдается не сразу,
а по пстеченип некоторого времени, в течение которого
система ведет себя макроскопически как невозмущенная.

Внешнее воздействие в этом случае может представ¬
лять собой, например, серию из двух (илн большего
числа) импульсов высокочастотного электрического поля.
Непосредственно после каждого импульса наблюдается
быстро затухающее последействие, о котором говорилось
выше. Однако через время порядка промежутка
между импульсами в диэлектрике возникает от¬
клик (например, опять-таки в виде импульса высокочас¬
тотного поля), который может быть зарегистрирован.

Явления такого типа получили название эхо1). В ди¬
электрике эхо обычно связано с генерацией высокоча¬
стотным электрическим полем акустических колебаний;
потому оно получило название электроакустического эха.

Опишем простейший механизм возникновения элек¬
троакустического эха в диэлектриках 2). Рассмотрим со-

') Впервые эхо обнарулшл п объяснил Хап (Е. L. Ilahn, 1950)па системе ядерных сппнов. Электроакустическое эхо было откры¬
то экспериментально С. Н. Поповым п Н. II. Краиник и А. Р. Кес-селем, И. А. Сафпным н А. М. Гольдманом (1970).

2) Излагаемые теоретические соображения были сформулиро¬ваны впервые Кегелем и Голдом (W. II. Kegel, R. W. Gold, 1963)применительно к эху на плазменных волнах.

L
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вокупность большого числа макроскопических частиц
диэлектрика, слабо связанных друг с другом. Речь здесь
может идти о диэлектрическом порошке; значительное
число опытов по наблюдению акустоэлектрпческого эха
и было поставлено на порошках. Каждая частица пред¬
ставляет собой акустический резонатор, в котором име¬
ется некоторый дискретный набор собственных колеба¬
ний. Собственные частоты будем обозначать йх, где X
означает совокупность двух чисел — номера частицы ди¬
электрика и номера колебательной моды этой частицы.

Пусть в момент t =О начал действовать импульс внеш¬
него электрического поля с частотой и. Предположим,
что при t < О акустические колебания в частицах не были
возбуждены '). Если импульс имеет конечную продолжи¬
тельность ti, в нем присутствуют компоненты Фурье в
интервале Асо порядка 1/С вблизи центральной частоты
ю. Импульс поля возбуждает акустические колебания с
частотами Й;., лежащими в интервале Асо. Упругие сме¬
щения в этих колебаниях изменяются со временем по
закону

Ren(;®)exp(— гЙ>„я). (40.1)

В этом выражении величины щ.= р(0) ехр (— гй>я) игра¬

ют роль нормальных координат, описывающих колебатель¬
ные состояния X. Они аналогичны величинам вве¬
денным в § 3. Только там они множились на функции
координат, имеющие вид плоских волн, а здесь, чтобы
получить выражение для упругих смещений, их надо

множить на некоторые координатные функции Ф(М(г),
зависиящие от формы диэлектрической частицы и номера
собственного колебания, так что зависимость упругого
смещения от координат и времени дается выражением
и(г, я) — Re [I(я) Ф№) (г). Сказанное означает, что в отно¬
шении реакции на внешнее поле совокупность диэлектри¬
ческих частиц ведет себя в первом приближении как
снстема невзаимодействующих гармонических осцилля¬
торов.

') В наших рассуждениях мы пренебрегаем слабыми тепло¬
выми флуктуацпями, всегда существующими при конечых темпе¬
ратурах.
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Мы считаем, что отклик этой системы на внешнее
возмущение указанного вида, который может наблюдать¬
ся, скажем, в виде сигнала высокочастотного электриче¬
ского поля1), пропорционален сумме

Ж (я) =Re.2M-i0) ехр (— iQ\t). (40.2)

Рассмотрим поведение этой величины как функции t.
Частоты возбужденных колебаний Йх немного разли¬

чаются. Это различие мы опишем следующим образом.
Перепишем выражение (40.2) в виде 2)

Ж (t) =Re е~ш2 p(x0)e~i<PX(1).
Я»

Иными словами, отличие ДЙх данной частоты йх от сред¬
ней частоты © будем описывать, вводя медленно изме¬
няющуюся со временем фазу колебания

фх(я) =ДЙ).я, АЙх =йх — и.

Небольшое различие в частотах приводит к тому, что
фазы фх, фиксированные моментом включения импульса,
со временем расходятся, т. е. отдельные колебания в сум¬
ме (40.2) хаотизпруются, становятся некогерентными.
Время потери когерентности имеет порядок 1/Дсо, т. е. по¬

рядок длительности импульса По истечении этого вре¬
мени система макроскопически ведет себя как невозму¬

щенная, хотя фактически колебания каждого из возбуж¬
денных осцилляторов продолжаются. Можно сказать, что

система в течение некоторого времени «хранит память»
о подействовавшем на нее импульсе. Как мы сейчас уви¬
дим, для того чтобы эта память проявилась в виде мак¬
роскопического отклика, на систему осцилляторов доста¬
точно подействовать вторым таким же импульсом. Явле-

') Возникающего например, за счет пьезоэлектрического эф¬
фекта, если диэлектрик пьезоэлектрический.

2) Поскольку, различные колебательные моды взаимодейству¬
ют с высокочастотным полем по-разному, отдельные члены суммы
(40.2) следовало бы домножать на коэффициенты, зависящие от к
и учитывающие это обстоятельство. Вместо этого мы считаем, что

величины |.i)_ 01 нормированы таким образом, что эти коэффициен¬

ты уже включены в определение колебательных координат
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нне, которое при этом возникает, получпло специальное
название двухимпулъсного эха1).

Итак, пусть в момент времени t\ на систему подейст¬
вовал второй импульс внешнего поля той же самой часто-
ты п длительности. После окончания второго нмпульса
каждое колебательное состояние Я в линейном приближе¬
нии будет описываться выражением

Re [pÿ0)e_!'V +pf«e~,Qx(<"'l)], (40.3)

гДе № постоянные, пропорциональные амплитуде вто¬
рого импульса.

В результате хаотизацпп фаз отклик на второй им¬
пульс обращается в нуль за время ti (так же, как и пос¬
ле первого импульса). Если бы система осцилляторов
оыла линейной, то спустя время после второго импуль¬
са по наблюдению суммарного смещения (40.2) мы не
могли бы сделать вывода о том, возбуждены ли отдель¬
ные осцилляторы. Ситуация, однако, меняется, если
каждый из осцилляторов обладает хотя бы слабым эн¬
гармонизмом.

Постараемся понять, какую роль тут играет энгар¬
монизм. Начнем с того, что, не останавливаясь на дета¬
лях, укажем, как в принципе можно получить уравнения
движения непосредственно для колебательных координат
И/.. Будем исходить из уравнений теории упругости
(6.42), учитывающих энгармонизм. Вычислим произ¬
водные

ди(1) _ (я) дФ(?-> (г)

drt drl
и подставим их в уравнения движения (6.42). Затем про¬
интегрируем получившиеся уравнения по всему объему,
в котором функции Ф' л) (г) отличны от нуля. В результате

') Такое название, в частности, имеет целью подчеркнуть раз¬
личие между данным явлением и явлением так называемого трех-
импульсного эха в порошках диэлектриков (обнаруженным
С. Н. Поповым, Н. Н. Крайпик и Г. А. Смоленским и В. М. Бере¬
зовым, Я. Я. Асадулиным, В. Д. Корепановым и В. С. Романовым,
1975). Последнее характеризуется чрезвычайно длительным (до¬
стигающим многих часов) сохранением «памяти», возникающей в
результате совместного действия первых двух импульсов.
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получится уравнение, левая часть которого пропорцио¬

нальна р*, а правая представляет собой полином по сте¬
пеням колебательной координаты Поскольку величи¬

ны duw/dri (по которым нужно дифференцировать U,.
чтобы получить правую часть (6.42)) пропорциональны
|1л в первой степени, степень этого полипома на единицу

меньше, чем порядок ангармонического члена Un, кото¬

рый удержан в разложении (6.39) плотности внутренней
энергии U.

В гармоническом приближении следует удержать в

правой частп только линейный член, что дает для не¬
зависимость от времени вида (40.1). Чтобы проследить,
какую роль играет энгармонизм, будем изучать движение
каждого осциллятора X методом теории возмущений.

Иначе говоря, ангармонические члены в правой части

будем рассматривать как внешнюю силу, которая полу¬

чается, если в них подставить координату Цл(Н, вычис¬

ленную в гармоническом приближении.
Явление эха определяется энгармонизмом не ниже

четвертого порядка1), учетом которого мы н ограничим¬

ся. Это значит, что интересующая нас ангармоническая
сила в правой части уравнений для |~ц пропорциональна
кубу амплитуды (40.3).

Возводя в куб это выражение, мы обнаруживаем, что
там, в частности, присутствует слагаемое вида

Re ц(°>е~%11)*2е2Ши<~'1) =я (40.4)

Под действием такой силы возникает добавка к колеба¬
тельным координатам р*, пропорциональная этой силе.

Она-то п определяет явление эха. Мы видим, что выра¬

жение (40.4) описывает колебательное движение, обра¬

щенное во времени по отношению к (40.2) — изменился

знак у временной экспоненты. Кроме того, оно сдвинуто

по отношению к моменту t =0 на промежуток 2t\ .
В результате оказывается, что в момент t — 2t\ фазы

всех экспонент (40.4) обратились в пуль: обращение ко—

') Качественно те же самые выводы дал бы п учет энгармо¬

низма третьего порядка во втором приближении теории возму¬

щений.
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лебательного движения во времени привело к восстанов¬
лению когерентности. Отклик системы осцилляторов, про¬
порциональный сумме экспонент (40.4), наблюдается в
виде импульса высокочастотного электрического поля.
Это и есть импульс электроакустического эха, который
следует через время 2t\ после первого импульса. Ампли¬
туда импульса эха должна быть, очевидно, пропорцио¬
нальна амплитуде первого импульса п квадрату ампли¬
туды второго импульса, а также константе решеточного
ангармонизма (вообще говоря, малой).

д)з1

Рис. 8.

Чтобы представить себе нагляднее механизм электро¬
акустического эха, обратимся к рис. 8. На рис. 8, а изоб¬
ражены фазы колебаний в момент t =0. Все онп равны.
На рис. 8, б представлены фазы колебаний по истечении
времени порядка 7,- Видно, что началось расхождение
фаз колебаний, хотя какая-то «фазовая память» еще сох¬
ранена. Рис. 8, в изображает фазы колебаний по истече¬
нии времени, много большего, чем tt. Фазы колебаний
распределены равномерно по всему интервалу от 0 до
2я; фазовая память исчезла.

Рис. 8, г изображает начало процесса схождения фаз
колебаний, обусловленного действием второго импульса,
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а рис. 8, д — окончание этого процесса, соответствующее
формированию импульса эха.

Из сказанного вытекает важное условие формирова¬
ния эха:

Ч < 1/Т- (40.5)

Оно означает, что интервал между двумя импульсами не
должен превышать времени затухания звуковых коле¬
баний 1/я.

Электроакустическое эхо может наблюдаться не толь¬
ко на малых частицах, а и на крупных монокристаллах
диэлектриков. В этом случае оно связано с возбуждени¬
ем бегущих звуковых волн, особенности которого мы не
будем здесь обсуждать. Отметим только, что в условие
его наблюдения по-прежнему входит неравенство (40.5),
однако со следующей любопытной оговоркой.

В предыдущих разделах данной главы мы видели, что
в коэффициент затухания высокочастотного звука дают
заметный вклад как неупругие процессы, т. е. взаимодей¬
ствие с тепловыми фононами, так и упругие процессы.
Последние представляют собой рассеяние звуковых волн

на различных дефектах и, так же как и собственно по¬

глощение, приводят к затуханию амплитуды падающей
звуковой волны. В процессах рассеяния как частота, так
и фаза колебаний сохраняются1).

Это значит, что при обращении времени, происходя¬
щем под действием второго импульса, рассеянные звуко¬

вые волны вновь собираются в плоскую волну (распрост¬
раняющуюся в обратном направлении) и, тем самым,
участвуют в формировании сигнала эха. А это, в свою

очередь, означает, что в критерии (40.5) фигурирует толь¬
ко неупругий вклад в коэффициент затухания звука f.
Тем самым, опыты по электроакустическому эху пред¬
ставляют возможность для разде.чения вкладов обоих
типов.

') Последнее утверждение становится очевидным, если рас¬
сматривать рассеяние классически — как испускание звуковых
волн дефектом, совершающим вынужденные колебания под дей¬
ствием падающей звуковой волны. Нужно, однако, иметь в виду,
что фазовые соотношения теряются при квантовом рассмотрении
рассеяния в терминах фононных чисел заполнения, проделан¬
ном в § 7.



г

332 гл. IV. ПОГЛОЩЕНИЕ ЗВУКА

§ 41. Нелинейное поглощение
высокочастотного звука 1)

Пока в этой главе шла речь только о поглощении зву¬
ка достаточно малой интенсивности. При этом коэффици¬
ент поглощения от интенсивности не зависит, уравненне
(27.37), определяющее плотность энергии E(s) как функ¬
цию координат п времени, является линейным, а о режи¬
ме распространения звука в этой ситуации говорят как
о линейном режиме.

В связи с возможностями генерации интенсивных
высокочастотных звуковых волн представляет интерес и
задача о поглощении звука достаточно большой интен¬
сивности п об изучении зависимости коэффициента пог¬
лощения от интенсивности. Разумеется, если деформация
сплошной среды при распространении звука велика, так
что теряет применимость линейная теория упругости, не¬
линейные эффекты могут быть весьма значительнимп.
Такие большие интенсивности мы рассматривать не бу¬
дем. Деформация и«, создаваемая звуковой волной, будет
считаться малой: \иа\ <1. Будут изучаться гармоничес¬
кие (или почти гармонические) звуковые волны, частота
которых удовлетворяет неравенству

сот»1. (41.1)

В этом случае в поглощении звука могут проявляться
своеобразные нелинейные эффекты, связанные с созданием
неравновесности в небольшой группе фононов, находящей¬
ся в резонансе со звуковой волной ипотому определяющей
поглощенпе звука. Групповая скорость gx таких резонан¬
сных фононов в направлении распространения звука поч¬
ти равна фазовой скорости звука v. Резонансный харак¬
тер взаимодействия звуковой волны с такимн фононамн
приводит к тому, что параметром нелинейности оказыва¬
ется не безразмерный тензор деформации, а его произ¬
ведение на большой параметр (41.1). Благодаря этому да¬
же при малых деформациях параметр нелинейности мо¬
жет оказаться большим.

') В даннолг вазделе излагаются результаты, полученные
В. Д. Каганом (1977).
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Будем изучать нелинейное поглощение такого звука,
частота которого соа (q) =со удовлетворяет соотношению

сoq(q) +Qj(k) =Qj(k +q), (41.2)

или, с учетом малостн q, vq — gj (lc) q. Температуру счита¬

ем достаточно низкой (2'«0), иначе сильному неравенст¬
ву (41.1) было бы удовлетворить чрезвычайно трудно.
В этом случае оптические фононы не возбуждены, следо¬
вательно, колебательная ветвь / тепловых фононов, от¬

ветственных за поглощение,— акустическая.
Выше, при построении линейной теории поглощения

звука, мы пользовались двумя различными методами,
приводившими к одинаковым результатам: звуковая
волна могла рассматриваться либо как внешнее поле, за¬
висящее от кооордпнат и времени по гармоническому
закону, либо как поток фононов с частотой ®a(q)- В не¬

линейной теории ситуация меняется: если речь идет о

звуковой волне с фиксированными частотой пнаправле¬
нием распространения, только первый из этих методов

ведет к цели. Причины этого мы обсудим в конце разде¬
ла. А пока в духе первого метода будем считать, что

частоты фононов определяются выражениями (28.6) и

(28.2), где тензор деформации в звуковой волне есть

функция координаты х (ось х — направление распростра¬
нения звука) и времени t.

Неравновесную функцию распределения фононов

N=Na(.Q) +ДN пайдем из кинетического уравнения, ко¬

торое запишется в виде

м0@) , dW , 80, д AN 5Q д АЛ" , 7 л у _ 0_ Ш 34
dt ' dt ' дк дг дгдк

Ниже мы убедимся, что добавка АN мала по сравне¬

нию с А0Ш). Это позволяет линеаризовать по ДN опера¬
тор столкновений. В выражении для линеаризованного
оператора должны, вообще говоря, фигурировать возму¬

щенные фононные частоты Q. Однако их можно заменить
невозмущенымп частотами Q, так как учет отлпчия меж¬

ду теми и другими дал бы отосительную поправку к опе¬

ратору столкновений порядка деформации iii(; учет таких

поправок лежит за пределами точности расчета. Ниже
мы увидим, что функция ДN является острой функцией
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углов, поэтому к ней применимы соображения § 34, поз¬
воляющие записать оператор столкновений в приближении
времени релаксации: lAN=AN/т, где в качестве т сле¬
дует взять выражение (34.13). Наконец, вычисляя произ¬
водную по времени от равновесной функции распределе¬
ния, мы имеем

N0 (Q) =-N0(Q) [N0 (Q) + 1]-f
На синусоидальное изменение звукового поля в прост¬

ранстве и во времени налагается медленное пространст¬
венное затухание интенсивности звука. Условие медлен¬
ности означает малость коэффициента пространственного
поглощения звука Г =у/g по сравнению с волновым век¬
тором q. Уравнение (41.3) для функции AN отражает оба
типа пространственного изменения. Далее мы, однако,
будем считать, что можно пренебречь пространственной
производной, обусловленной затуханием звука, поскольку
соответствующий член в уравнении (41.3) меньше релак¬
сационного члена AN/x в силу неравенства

яГт =кт<1. (41.4)

Действительно, в линейном режиме vt порядка отноше¬
ния %а/Т, как показано в § 33; при переходе к нелиней¬
ному режиму коэффициент поглощения только умень¬
шается (см. ниже).

Это позволяет применить для расчета поглощения
прием, которым мы уже пользовались в § 27. При реше¬
нии кинетического уравнения будем считать тензор де¬
формации строго периодической функцией от разности
х\ =х — vt, где v — фазовая скорость звука. Коэффици-
циент поглощения вычислим, подставив полученное ре¬

шение в выражение (11.22) TS и поделив эту величину
на плотность энергии упругих колебаний E(s).

В описанном приближении кинетическое уравнение
(41.3) приобретает вид

/)т »л я 4-iV д AQ д ДЛ'
!

1 л Лг _ \т / \г > а\ f'v &
Уёх ь> дх. дх, дк ~

Т ziiV-jVoHori)y-jr-,
1 I . х 1

(41.5)
<NJ

где gx =dQ/дкх. В линейной теории поглощения мы мог-
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ли пренеоречь вторым слагаемым в левой части, которое
теперь должны учитывать: оно играет существенную роль
в резонансной области вблизи значения кх, которое оп¬
ределяется условием

Их (к) = и-

Ниже мы убедимся в том, что размеры резонансной об¬
ласти малы. Сохраняя нелинейное слагаемое в левой
части (41.5), мы учтем влияние звука на движение резо¬
нансных фононов — источник нелинейности.

Уравнение характеристик уравнения (41.5) имеет вид

dx, dk
1 _ _X

dQlдх
1

(41.6)

Оно имеет интеграл энергии

Qi =Q — kxv =const; (41.7)

величина Qi сохраняется при движении фононных вол¬
новых пакетов, рассматриваемых, в соответствии с (4.11),
как классические частицы. Эти частицы совершают дви¬
жение в поле, которое является пространственно-перио¬
дическим, стационарным в движущейся системе коорди¬
нат х\ =х — vt; соответственно, величина имеет смысл
энергии фононов в этой системе.

Метод решения уравнения (41.5) состоит в переходе
к переменной (41.7) вместо кх. В новых переменных ки¬
нетическое уравнение запишется в виде

.0AN . 1 A AT 9IV0 //( Q\-у) я7+— AN =у

17-' <41-8>

где производная dAN/dx\ берется при постоянном Qi,
а скорость gx следует счптать функцией Х\ и величины Qi,
определяемой сооношением (41.7). Нам достаточно опре¬
делить траектории фононных волновых пакетов '), т. е.

зависимость кх{х\) или, что то же самое, gx{x1), в резо-
I ~ I

нансной области, когда Igx — v I < v. Разлагая в этой

') Ниже для краткости мы будем говорить просто о траекто¬
риях фононов.
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области й— kxv по степеням малой разностп gx — v, мы

получаем уравнение траектории

Дй +ях-к)2=Й2. (41.9)

Здесь п далее мы будем считать ж-компоненту групповой
скорости равной gx =дО./дкх, пренебрегая поправкой к
ней за счет ДО, имеющей относительную малость поряд¬

ка деформации ии. Аналогичное приближение мы делаем
при вычпсленнп производной

а = d2Q/dkl,

которая берется при значении кх= /40>, определяемом пз

условия gJJi) — v. Наконец, йг есть величина, связанная
с Qi соотношением

Q2 =Йх-Й (/cL0)) +k[C°V.
Величина Дй в звуковой волпе есть

Дй = Дй0 cos qxg, (41.10)

ЙДЙ0, таким образом, есть амплитуда изменения энергии
фононов, движущихся в поле звуковой волны. Анализи¬
руя уравнение (41.9) вместе с (41.10), мы можем заклю¬
чить, что все фононы, принадлежащие к резонансной об¬
ласти, можно подразделить на захваченные п пролетные.
Первые — нто те, у которых величина йг удовлетворяет
условию

|Й21<ДЙ0. (41.11)

Ситуация, соответствующая этому условпю, изображе¬

на на рис. 9. На рисунке мы видим синусоидальную за¬

висимость величины Дй(ж1) от волновой координаты х\.

Прямая, параллельная осп абсцпсс, соответствует значе¬

нию йг, которое в случае, изображенном на рисунке, по¬

ложительно. Уравнение (41.9) может иметь решение
только при таких значениях х, при которых график за¬

висимости Дй(х1) лежит ниже этой прямой. Это означает,

что такие фононы могут занимать ограниченный прост¬

ранственный интервал от х\ =х{Х) до £i =z(2). Это мы и

имели в виду, утверждая, что фононы с IЙ21 <Дйо зах-
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вачены полем деформационного потенциала, созданного
звуковой волной.

Захваченные фононы совершают периодические коле¬
бания, отражаясь от стенок потенциальных ям в точках

(!)

Рис. 9.

поворота жп> и ж(2). Оценим частоту колебаний Ыо- Сог¬
ласно (41.9), скорость колебательного движения

g„ я — Й/Г1/!ии |~ vY\ uu |. (41.12)

Частота ©о равна скорости go, деленной на длину волны,
так что

(x>0~qvy\uu\. (41.13)

Говорить о колебании захваченных фононов в поле
звуковой волны можно, только если частота (о0 заметно
превышает их обратное время свободного пробега. Мы
будем далее предполагать выполнение соответствующего
неравенства

©0т»1. (41.14)

У пролетных фононов

Й2>ДЙо. (41.15)

Их движение вдоль оси х\ инфинитно и представляет со¬
бой суперпозицию поступательного движения и колеба¬
ний под действием деформационного потенциала звуко¬
вой волны.

Условимся называть резонансными те фононы, чья
функция распределения заметно искажается полем зву¬
ковой волны. В этом смысле все захваченные фононы —
22 в, Л. Гуревич
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резонансные. Что же касается пролетных, то они отно¬
сятся к резонансным, если величины йг и ДЯо одного
порядка. В этом случае частота колебательной составля¬
ющей их движения тоже имеет порядок соо-

Граничные условия, которым следует подчинить ре
шение уравнения (41.8), различны для пролетных и зах¬
ваченных фононов. Функция распределения пролетных
частиц должна быть периодической функцией Х\. Соот¬
ветствующее решение уравнения (41.8) есть:

AN {х±) =

ехр -1

_х хх+2л/д

1
dx.v dN

Для резонансных фононов показатели экспонент в этом
выражении порядка 1/<»от и экспоненты можно разло¬
жить по этому малому параметру:

AN(xj) =

/ 2Я/q , , \ —
С v dxj dN0 р dx'x/т
J Sx~v'd~Z J 8x~v'

xx 1 xx
(41.16)

Здесь мы учли, что интеграл от первого члена разложе¬
ния дает нуль. Действительно, звуковая волна — перио¬
дическая, синусоидальная и при надлежащем выборе на¬

чала отсчета (как, например, на рис. 9) функция AQ(zi),
а вместе с ней и функция gx есть четная функция xi,

в то время как dN.о/дх\ — нечетная.
Граничные условия для захваченных фононов тре¬

буют равенства вблизи точек поворота ж<1,2> функций
распределения фононов, движущихся в прямом и обрат¬
ном направлениях — им соответствуют верхний и ниж¬
ний знаки в выражении, вытекающем из (41.9):

№х v — ±Y2а (Q2 — Дй).

В наинизшем приближении по 1/g>oT функция распре¬
деления захваченных фононов, удовлетворяющая этим ус-
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ловиям, есть
Ж1 , ~с dx.v dANnAN(xj) = J (41.17)

ж(1)

где ха) «S! Xi — ближайшая со стороны меньших х\ точка
поворота.

Убедимся, что неравновесная добавка к функции рас¬
пределения удовлетворяет условию

IДУ| <Nq. (41.18)

Условие малости деформации предполагает, в частности,
выполнение неравенства для частот тепловых фононов
IДя2| <Q 77ft. Мы имеем по порядку величины при
этих частотах

dNo К д AQ

дхх Т дх±
(41.19)

Оценивая знаменатели в интегралах (41.16) и (41.17) по
формуле (41.12), мы находим, что

TS = Т

\AN\~V% ДЙ/Г<1. (41.20)

Между тем, в существенной области фононных частот я2
функция Aÿo(Q) я 1. Таким образом, неравенство (41.18)
доказано. я'

Используя малость AN, мы можем вычислять скорость
диссипации плотности энергии по формуле

'Jdlk Щy!+ 1)
1AN =тIdlk

ТУ0 Yo +т)"
(41.21)

При оценке этого выражения будем интегрировать по
отдельности по dkx и по d2k± =dkydkz. Интегрирование
по d2k± дает порядковый множитель кг. Интегрирование
по dkx дает порядковый множитель кт, умноженный на
относительный объем резонансной области, равный, как
видно из формулы (41.12), Y\ "ii|- Оценивая AN из
(41.20), мы находим, что

TS~k% |и„ |1/2 % ДЙ/т ~ к\Т|ии |3/2/т.
22»
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Поделив это выражение на плотность энергии E(s\ мы по¬
лунаем окончательно

0) 71 1 //л<ю\
V — -=г"?- (41.22)r pvh3 W0T

или

Ч =Чо/®оТ, (41.23)

где "(о здесь обозначает линейный коэффициент поглоще¬
ния, оценка которого дается выражением (33.13). Та¬
ким образом, критерием сильной нелинейности в погло¬
щении звука служит неравенство (41.14); если оно вы¬
полнено, коэффициент поглощения убывает обратно про¬
порционально интенсивности E(s) в степени 1/4. В обрат¬
ном предельном случае, при со0т <1, второе слагаемое в
левой части (41.5) можно отбросить по сравнению с тре¬
тьим, и мы возвращаемся к линейной теории § 33.

Условие применимости линейной теории можно сфор¬
мулировать в виде ограничения сверху на интенсивность

звука e(s):E(s) -С E(cs), где EcS) есть критическая интен¬
сивность, при которой а0т =1, равная по порядку вели¬
чины

E(cs) ~ ру2/(сот)4. (41.24)

Соотношение (41.23) теперь можно переписать в следую¬
щем виде:

Y=Yo(E(c7E(s))1/4. (41.25)

Рассмотрим пространственное затухание звуковой вол¬
ны в режиме нелинейного поглощения. Пусть волна воз¬
буждается на границе упругой сплошной среды (х =0)

и распространяется в глубь вдоль оси симметрии (ось х).

Уравнение, описывающее изменение интенсивности, име¬
ет вид

«-T+T«(S)",E<"-°- (41'26)

(Предполагается, что на всем протяжении распростране¬
ния звука его интенсивность такова, что произведение
юот > 1, так что для коэффициента поглощения сохраня¬
ет силу соотношение (41.25).) Решение этого уравнения
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имеет вид

E(s) (*) =(4/Ёя0)-4/Ё?я)4. (41-27)

т. е. убывание происходит значительно медленнее, чем
по экспоненциальному закону типа (27.39). Таким обра¬
зом, при распространении интенсивного звука в условиях
Юот я1 имеет место акустическое просветление диэ¬
лектрика.

Однако по мере распространения звука его интенсив¬
ность, убывая, может достигнуть такого значения, когда
неравенство соот >1 перестанет выполняться. При таких
значениях х закон затухания (41.27) потеряет силу,
а при соот <1 затухание станет экспоненциальным.

Описанный метод расчета нелинейного коэффициента
затухания существенно использовал понятие фазы пе¬
риодических звуковых колебаний. Именно оно позволило
выделить группу резонансных фононов, которые при сво¬
ем движении существенным образом «чувствуют» эту
фазу, а затем разделить эту группу на пролетные и за¬
хваченные фононы. В свете этого становится понятным
сделанное выше утверждение, что в теории нелинейного
поглощения звука с фиксированной частотой и направ¬
лением распространения сам интенсивный звуковой сиг¬
нал рассматривать как поток фононов нельзя: ведь при
фононном описании нельзя задать фазу звуковой волны
как функцию координат и времени.

При построении линейной теории поглощения ситуа¬
ция была совсем иной. Мы рассматривали поглощение
звука как захват звуковых квантов тепловыми фононами.
При этом мы пользовались теорией возмущений, считая
функцию распределения тепловых фононов равновесной,
неискаженной звуковым потоком. Фазовые соотношения
при таком расчете роли не играли, и оба метода расче¬
та — квантовый и классический — приводили к одинако¬
вому результату.



Глава V

Релаксация в системе акустических
фононов, имеющих малую

дисперсию скорости

§ 42. Продольная и поперечная релаксация

В настоящей главе мы изучим механизмы установле¬
ния равновесия в системе акустических фононов с малой
дисперсией. В этом случае скорость установления равно¬
весия может характеризоваться не одним, а двумя резко
различающимися временами релаксации. Это определяет
исключительно своеобразное кинетическое поведение та¬

ких систем. Задача об описании их кинетического пове¬
дения представляет интерес как с физической точки зре¬

ния, так и с точки зрения иллюстрации приложений еще

одного метода физической кинетики, с которым мы не

сталкивались выше.
Системы, о которых мы собираемся рассказать, могут

быть реализованы в кристаллических диэлектриках; в ка¬

ких именно случаях — мы обсудим в § 49. Однако сис¬

темой, где такие механизмы установления равновесия
проявляются наиболее ярко, является гелий II в фонон-
ной области температур, которая, как мы уже указывали,
простирается примерно до 0,6 К. Соответственно, все
обсуждение мы будем вести применительно к гелию И.
С точки зрения структуры фононного спектра это про¬
стейшая мыслимая ситуация: имеется одна фононная
ветвь, спектр которой изотропен.

Фононнвш закон дисперсии мы запишем в форме, уже
использованной в § 34:

С2 =иМ1+1Ш], (42.1)

где v — предельное значение скорости звука при малых
к 1), %(к) — функция к, характеризующая дисперсию. Со¬
ответственно, групповая скорость звука

g(k) = v[\ +b(/c)], (42.2)

В гелии II v равно приблизительно 240 м/с.
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где
Ык) = +к d\/dk. (42.3)

Как свидетельствуют данные опыта, при всех сущест¬
венных значениях к дисперсию скорости звука в гелии
II можно считать малой. Это значит, что функция Ык)
удовлетворяет неравенству

|ЬШ1«1. (42.4)

Существенная область изменения к — это та область,
которая вносит вклад в кинетические явления. Как мы
увидим, величина ее зависит от температуры: она пред¬
ставляет собой интервал значений к, простирающийся от
нуля до нескольких кт =T/hv.

Как было показано в § 34, характер процессов, в ко¬
торых могут участвовать фононы, определяется знаком
дисперсии скорости звука. В настоящее время получены
многочисленные экспериметальные данные, согласно ко¬
торым дисперсия скорости звука в гелии II положитель¬
на, т. е. Ык) >0, если к остается меньше некоторой ха¬
рактерной величины кс1). При атмосферном давлении
Tivkc составляет несколько градусов, т. е. лежит далеко
за пределами фононной области температур.

Если функция Ык) положительна и выполняется ус¬
ловие

ЬтТTuft"1»!, (42.5)

означающее, что обратное время свободного пробега теп¬
ловых фононов 1/тц меньше, чем дисперсионная поправка
к их частотеЙ-хГЬг =Й-17'Ь(/ст), трехфононные столкновения
разрешены законами сохранения и, как показано в § 34,
их можно рассматривать по теории возмущений. При
этом в силу неравенства (42.4) объем fc-ÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿ,
в котором могут находиться волновые векторы фононов,
участвующих в таком процессе, оказывается малым. Ины¬
ми словами, в трехфононном столкновении могут участ-

') Описанное поведение дисперсии скорости звука имеет мес¬
то при нормальном давлении. С повышением давления характер¬
ная величина кс убывает и при критическом давлении около 17 ат
обращается в нуль. При больших давлениях фононный спектр в
гелии II становится нераспадным во всем интервале к.Придавле¬
ниях же, несколько меньших критического, возможен «смешан¬
ный» случай, когда кс <кт.

4
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вовать только такие фононы, волновые векторы которых

направлены друг относительно друга под достаточно ма¬

лыми углами. Чтобы убедиться в этом, запишем закон
сохранения энергии и импульса при фонон-фононных
столкновениях

Q (k) +Q{k') =Q{k +k'),

подставив в качестве фононного закона дисперсии выра¬
жение (42. 1). Обозначим угол между векторами как' че¬

рез 0'. Предполагая, что угол 0'мал (что будет оправда¬
но последующими расчетами), разложим cos0' по степе¬

ням малого аргумента. Это даст

|к +к'|=]/>+ к'2+2кк' cos 0' «У(к+к')2 -ftft'0,aÿ

«к +к'-kkf (к + /с'Г10'72.
В аргументе малой величины |к +к' [ я (ft +к') с той же

точностью заменим |к +к' | на к +к'. Отсюда

0"=2Ця-\{к +к',к,к'), (42.6)

где 1

f (к", к, к') =к'%(к") -к\(к) -k'l(k'). (42.7)

Мы видим, таким образом, что, когда волновые векто¬

ры как' принимают характерные значения порядка ftT,
угол 0'оказывается порядка корня из дисперсионного па¬

раметра = Ь,(кт). При к < кс, когда О

|(ft) = aft2, (42. 8)

f (к +к', к, к') =За(ft +к')кк'. (42.9)

В этом случае 0'2 =6a(ft + к')2.

С другой стороны, если один из участвующих в стол¬
кновении фононов является длинноволновым, т. е.

к < кт, а второй — коротковолновым (к'я кт),

f (к", ft. ft') = fttl(ft') + ft' dl/dk'] = ftb(ft').

Для коэффициента поглощения в этом случае получается

известное выражение (34. 35), а для времени свободного
пробега тепловых фононов — оценка (34. 36). При малом
значении параметра (42. 4), удовлетворяющего, однако,

') Согласно экспериментальным данным, а = (1,7 ± 0,34) X
X Ю-16 см2 прп атмосферном давлении.
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неравенству (34. 37), что позволяет пользоваться теорией
возмущений, эти величины не зависят от Ь, а стремятся
к конечным значениям. Таким образом, мы приходим к
важному выводу о том, что сама по себе малость фазового
объема отнюдь не влечет за собой малости обратного фо¬
нонного времени свободного пробега.

Однако малость дисперсии скорости звука и связан¬
ная с нею малость фазового объема приводит к тому, что
скорость установления равновесия в такой системе харак¬
теризуется двумя различными временами. Одно из них
есть время Тц, введенное выше. Другое гораздо больше,
чем Тц, и его физический смысл мы сейчас поясним.

Представим себе, что внешнее воздействие вывело фо-
нонный газ из состояния равновесия, после чего это воз¬
действие было прекращено. Столкновения фононов будут
приводить фононную систему в состояние равновесия.
Поскольку волновые векторы сталкивающихся фононов
почти параллельны, в фононном газе можно выделить два
процесса релаксации. Первый, это быстрый процесс ре¬
лаксации в системе фононов, распространяющихся вдоль
данного направления в ft -пространстве. Он приводит к
установлению неполного термодинамического равновесия,
а именно: к тому, что равновесное распределение уста¬
навливается внутри каждой группы фононов с определен¬
ным направлением распространения я в ft-ÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿ.
Это состояние неполного равновесия характеризуется
функцией распределения Планка, зависящей от аргумен¬
та

Q(k)-kV(x) //л,пч-тм-* <42Л0)

Здесь мы, следуя Ландау и Халатникову (1949), ввели
температуру ТЫ), зависящую от направления я. Аналогич¬
ным образом, мы считаем, что зависит от я и дрейфовая
скорость V (я).Время установления такого распределения
есть, очевидно, Тц, которое мы, соответственно, будем на¬
зывать продольным временем релаксации.

Состояние полного равновесия есть такое состояние,
в котором Т и V не зависят от направления. Установление
полного равновесия происходит путем обмена энергией и
импульсом между фононами, распространяющимися вдоль
разных направлений. Если бы при столкновениях взаи¬
модействовали фононы, распространяющиеся строго парал-
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лельно, такого обмена не происходило бы совсем. Факти¬
чески сталкиваются фононы, распространяющиеся под

малыми углами 0' друг относительно друга. Соответствен¬
но, обмен энергией и импульсом имеет место, но он явля¬
ется медленным в силу малости угла 0'. Процесс вырав¬
нивания значений Т и V, соответствующих различным
направлениям — это второй релаксационный процесс, ко¬

торый мы будем рассматривать; мы будем называть его

поперечной релаксацией. Характерное время поперечной
релаксации должно быть гораздо больше времени Тц.

Оператор поперечной релаксации должен, очевидно,
действовать на функции, характеризующие состояние не¬

полного равновесия, Г (/) и F(х). В силу малости диспер¬

сионного параметра мы можемв наинизшем прибли¬
жении пренебречь имв аргументе фононной функции рас¬

пределения (42. 10) и учесть его только при расчете опе¬

ратора поперечной релаксации, который иначе обратил¬
ся бы в нуль. Это означает, в частности, что в этом при¬

ближении мы можем характеризовать фононное распре¬
деление единственной комбинацией

ÿ(x) =(l-f)y=bÿ (42.11)

двух функций, Т (х) и V (х), которую мы будем называть
обратной эффективной температурой. Здесь мыввели сок¬
ращенное обозначением (х) = xF/yдля безразмерной про¬
екции дрейфовой скорости фононов на направление х.

Поскольку углы 0' между сталкивающимися фонона-
вия фононов он должен выражаться через операторы бес-
ми малы, оператор поперечной релаксации, действующий
на функцию 5?(х), доляшн быть дифференциальным.
В силу полной изотропиикак спектра, так и взаимодейст-
конечно малого поворота в /с-пространстве ')

h = eiabK -ар, (42.12)
ъ

где е,аь есть совершенно антисимметричный единичный
псевдотензор третьего ранга.

Можно было бы думать, что оператор поперечной ре¬
лаксации описывает обычную диффузию энергии фононов

') Оператор h отличается от квантовомеханического операто¬
ра момента количества движения мпожителем я/ .
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между различными направлениями. В этом случае он был
бы дифференциальным оператором второго порядка, т. е.
представлял собой квадратичную функцию операторов U.
Соответственно, коэффициент при этом операторе тогда
был бы пропорционален квадрату угла рассеяния Qv 2 ,
т. е. первой степени малого параметра ят.

Процесс диффузии можно представить себе наглядно,
считая, что он идет на поверхности единичной сферы в
ft-ÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿ; каждой точке на поверхности сферы от¬
вечает определенное направление в к -пространстве. Сос¬
тояние неполного равновесия описывается некоторым
распределением обратной эффективной температу¬
ры Я(х) на поверхность сферы; диффузия при¬
водит к выравниванию значений 5?(х) в различных точ¬
ках сферы.

Однако такая качественная картина на самом деле не¬
правильна. Оператор поперечной релаксации оказывается
существенно сложнее обычного оператора диффузии —
он имеет четвертый порядок, и его старший член состав-
лен из произведения четырех операторов lt. Соответствен¬
но, он пропорционален второй (а не первой) степени ма¬
лого параметра |г, т. е. четвертой степени угла рассея¬
ния |г/2>1).

Попытаемся понять качественно просхождение этого
различия, сравнив рассматриваемую ситуацию с обычной
диффузией (например, диффузией частиц через пористую
среду). В последнем случае, как известно, концен¬
трация частиц п должна удовлетворять уравнению нераз¬
рывности

dn/dt +div j =0,

где / есть плотность потока частиц. В равновесии j — 0,
а п=const. Если отклонение от равновесия мало, плот¬
ность потока / пропорциональна отклонению, т. е. гради¬
енту концентрации: j =—Dyn,vДе D — коэффициент диф¬
фузии. Пусть концентрация п=щ+п\ где m— постоян¬
ная величина, п' — малая переменная добавка. В линей¬
ном по п приближении коэффициент D следует считать
зависящим только от по, т. е. константой, и мы получаем

') На это впервые указал Марис (Н. J. Maris, 1973).
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уравнение
dn'/dt-DW =о,

описывающее зависимость п от координат и времени при
заданных навальных и граничных условиях.

Сравним описанную ситуацию с тем, что мы имеем для
системы фононов в изотропной среде. Состояние фонон-
ной системы можно описывать, задавая либо эффектив¬
ную температуру 52_1(х),либо угловую плотность фонон-
ной энергии ЖЫ), т. е. плотность энергии, приходящу¬
юся на единичный интервал телесного угла. По опреде¬
лению ')

°° 2

= WW. (42.13)
О

где N есть функция Планка, зависящая от аргумента
(42. 10). В нулевом приближении по дисперсии отсюда
получается следующая связь термодинамических величин

Ж Ы) и (х):
Ж (х) =л/120й3р35?4 (и)- (42.14)

Таким образом, обе величины однозначно связаны друг
с другом, и мы можем использовать для описания состо¬
яния неполного равновесия какую-то одну из них.

В линейном приближении, когда Ж (х) можно пред¬
ставить в виде суммы большой постоянной части Жо и
малой переменной добавки АЖ (х) и аналогично для ве¬
личины Ы Ы), А Ж (х) и А31 (и) пропорциональны друг
другу:

= (42Л5)

Пусть некоторое начальное распредёление энергии
Ж (х) задано на поверхности единичной сферы. В нуле¬

вом приближении ЖЫ) есть сохраняющаяся величина
при любом значениих . В следующем приближении про¬
исходит релаксация этого распределения. Поскольку, од¬
нако, полная энергия фононной системы сохраняется,
и при этом энергией могут обмениваться только соседние

') Величина Ж (у.) определена таким образом, что интеграл от

нее по полному телесному углу /Ж (я)do дает плотность энергии

фононов.
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участки единичной сферы, величина ЖЫ) должна удов¬
летворять уравнению неразрывности

дЖ/dt +Ы=0.

Подробный вывод этого уравнения будет дан в § 43.
Здесь же мы только укажем, что член IJ на поверхности
сферы аналогичен члену div j в обычном пространстве;
интеграл от него по всей поверхности сферы равен нулю,

так что полная плотность энергии j Ж{у)яо, представляю¬
щая интеграл от угловой плотности энергии Ж (х) по
всему телесному углу, остается постоянной.

Теперь нужно написать выражение для псевдовектора
J,характеризующего плотность потока энергии вдоль по¬
верхности единичной сферы. Простейшее мыслимое выра¬
жение имеет вид

J=—Dm, (42.10)
где в линейном приближении (обсуждением которого мы
пока и ограничимся) D следует считать постоянной. Со¬
отношение такого типа означает, что для величины АЖ
(пли, что то же самое, Д5?) на поверхности сферы спра¬
ведливо обычное уравнение диффузии. Однако такое про¬
стейшее предположение относительно вида псевдовектора
J приводит к физически бессмысленному результату.

Как видно из соотношения (42.11), общая равновес¬
ная форма функции 52(х) есть

й=а +Ьх, (42.17)

т. е. она зависит от четырех постоянных, а и Ъи и есть сум¬
ма нулевой и первой сферических гармоник. Это следст¬
вие того, что при фонон-фононных столкновениях име¬
ются четыре сохраняющихся величины — энергия и три
компоненты импульса.

С Другой стороны, когда фононный газ находится в
равновесии, «поток» Jдолжен обращаться в нуль. В при¬
менении к нулевой сферической гармонике оператор I
действительно дает нуль. Действие же его на первую
сферическую гармонику дает результат, отличный от ну¬
ля. Следовательно, выражение для J не может иметь
вида (42.16).

Простейшее выражение для J, которое обращается в
пуль как нулевой, так и первой сферической гармоникой,
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имеет вид

J= -МГ(?2 +2) <%.

Действительно, оператор I2 имеет собственные значения
— пЫ+1), где п— 0, 1,2, ... При п— 1 (первая гармони¬
ка) собственное значение равно — 2, стало быть, оператор
I2+2 прп действии на первую гармонику дает нуль.

Соответственно, получается линеаризованное уравне¬
ние, описывающее поперечную релаксацию:

дАЖ/dt- Mp(l2+2)\& =0. (42.18)

Мы привели физические соображения в пользу того,
что оператор поперечной релаксации не может быть ни¬
же, чем четвертого порядка. То, что он фактически имеет
четвертый порядок, будет показано в § 43.

Такой оператор мы будем иногда называть операто¬
ром сверхдиффузии. Это название призвано, с одной сто¬
роны, подчеркнуть стохастический характер процесса по¬
перечной релаксации, аналогичного в этом смысле обыч¬
ной диффузии, а с другой — то, что он описывается диф¬
ференциальным уравнением более высокого порядка, чем
простая диффузия.

§ 43. Вывод выражения для оператора поперечной
релаксации

В настоящем разделе будет выведено выражение для
дифференциального оператора поперечной релаксации. В
следующих разделах (§§ 44—47) будут исследованы свой¬
ства этого оператора и рассмотрены физические задачи,
в которых играет роль релаксация такого типа (В. JI. Гу-
ревич, Б. Д. Лайхтман, 1975— 1977).

Вывод этого оператора удается провести при весьма
общих предположениях. Мы не будем, в частности, пред¬
полагать линейности этого оператора. Тем самым, его
можно будет использовать и для анализа нелинейных за¬
дач (которые возникают, если отношение эффективных
температур (х) для различных направлений в к -прост¬
ранстве заметно отличается от единицы). Мы не будем
также предполагать выполнение неравенства (42.5), т. е.
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применимость теории возмущений для описания столкно¬
вений фононов. Вывод будет основываться на общих прин¬
ципах физической кинетики, законах сохранения энер¬
гии и импульса при фонон-фононных столкновениях '),
изотропии фононного спектра и взаимодействия, малости
характерных углов между волновыми векторами взаимо¬
действующих фононов и малости дисперсии их скорости.

Обсудим сначала, как описывать состояние неполно¬
го равновесия системы фононов без предположения о ма¬
лости дисперсии, а затем укажем, какие упрощения
возникнут в теории, если эту малость учесть.

Состояние фононов, распространяющихся в данном на¬
правлении х, можно охарактеризовать, задав угловую
плотность энергии ЖЫ) и угловую плотность импульса
гя,(х). Мы определим эти величины как, соответственно,
отношение энергии или импульса фононов, распространя¬
ющихся в данном телесном угле do к величине этого те¬
лесного угла и к объему системы Y. Другой способ опи¬
сания состояния неполного равновесия заключается в
том, чтобы задать температуру Т и дрейфовую скорость V
как функции направления х. Из двух пар переменных,
Ж, У,- и Т, Vu какую-нибудь одну можно рассматривать
как независимую, тогда другая будет выражаться
через нее.

Углы между сталкивающимися фононами мы считаем
малыми. Соответственно, величины Ж (х) и 5Р -г (х) дол¬
жны удовлетворять следующим дифферециальным зако¬
нам сохранения в fe-ÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿ:

d3%/dt +dftt/dki = 0,

d&ildt +d$ij/dkJ = 0. (43.1)

Здесь & и — плотности потока энергии и импульса
в к -пространстве. Эти потоки описывают передачу энер¬
гии и импульса между различными направлениями в

') Вывод основан также на предположении, что энергия и им¬
пульс — это единственные величины, сохраняющиеся при фонон-
фононных столкновениях. Поэтому он неприменим к тому случаю,
когда, например, преобладают фононные столкновения типа 2->-2
(два фонона, сталкиваясь, превращаются в два других фонона).
В таких процессах (которые могут оказаться преобладающими, ес¬
ли Ь < 0, т. е. закон дисперсии фононов нераспадный) сохраняет¬
ся еще одна величина — полное число фононов.
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/с -пространстве, т. е. они должны быть ортогональны век¬
тору к:

$tkt = 0, = 0. (43.2)

Условия ортогональности выполняются автоматически, ес¬
ли положить

eijmkjJm. $17 = V ÿÿCjlmkÿim (43.3)

(множитель у-1 во втором соотношении введен ради удоб¬
ства).

Подставляя (43.3) в (43.1), получаем

dcffildt + liJi =0, (43.4)

dv&>i/dt+lj®ij = 0. (43.5)

Первое из этих уравнений мы использовали (без вывода)
в § 42. Поскольку эти уравнения описывают поперечную
релаксацию, фигурирующие в них псевдовектор /,•и псев¬
дотензор ©у не должны зависеть от абсолютной величи¬
ны волнового вектора к, а должны определяться только
его направлением, т. е. вектором к.

Уравнение (43.5) допускает упрощение, если учесть,
что плотность импульса фононов, распространяющихся в
направлении х, параллельна х:

5эг = х;я3(х). (43.6)

Чтобы получить уравнение для скалярной величиныУ,
подставим (43.6) в (43.5) и спроектируем получивше¬
еся уравнение на направления, параллельное и перпен¬
дикулярное х. В первом случае его следует для этого
умножить на х и воспользоваться соотношением ком¬
мутации

[?„ х;] = efi, (43.7)

где мы ввели обозначение

вгт = Gimafia* (43.8)

В результате получится уравпение

V +%Щ®ц +efi®ij = 0. (43.9)

L
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Для того чтобы спроектировать (43.5) на направление,
перпендикулярное х, нужно умножить его на еД и про¬
суммировать по г. Воспользовавшись соотношением ком¬
мутации

ÿim] = 6;jXm — SjmX; = SjjXm 6jmX;, (43.10)

где 8ij = 6ij— хгх;-, мы получаем

Taeji®ia +x,®u -Щ®и = 0. (43.11)

Поясним физическое содержание этого соотношения.
Угловая плотность импульса &i есть продольная величи¬
на: в каждой точке х единичной сферы вектор З5 па¬
раллелен х. Уравнение (43.9) и описывает, как изме¬
няется длина вектора (Р в точке х за счет импульса,
притекающего из соседних точек сферы.

В соседних точках сферы с координатами х +Ах
векторы яР направлены вдоль х +Ах, т. е. содержат
поперечные составляющие по отношению к вектору х.
Поток этой поперечной компоненты импульса должен
автоматически обращаться в нуль в точке х, а для это¬
го псевдотензор @у должен тождественно удовлетворять
некоторому дополнительному условию. Соотношение
(43.11) и выражает это условие отсутствия в любой точке
х потока поперечной компоненты импульса.

Чтобы удовлетворить этому условию, удобно ввести
вместо псевдотензора @у тензор

Kjm = efi®im. (43.12)

Будем полагать, что этот тензор удовлетворяет условиям
поперечности,

хД;-т =0, ктК}т=0. (43.13)

Первое из них следует непосредственно из определения
(43.12). Второму всегда можно удовлетворить: с помощью
замены ©im ©im + xm9ti (где 91г (х) —произвольная век¬

торная функция), оставляющей инвариантным соот¬
ношение (43.5), можно добиться, чтобы псевдотензор @im
удовлетворял соотношению ©imxm =0, откуда и следует

второе соотношение (43.13).

Выразим с помощью уравнения (43.11) второе слага¬

емое в уравнении (43.9) через тензор Kjm. С учетом

23 в. Л. Гуревцч
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тождества Ы= 0 мы получаем

иФ+1ТтК}т+Ктт=0. (43.14)

Рассмотрим систему фононов, распространяющихся в ка¬
ком-то одном направлении х и находящихся в равновесии
друг с другом. Для угловой плотности их энергии можно
написать следующее термодинамическое соотношение,
которое по смыслу аналогично (15.11) и может быть вы¬
ведено таким же образом:

йЖ = Т d$ + V d£P,
где з есть угловая плотность энтропии фопонной системы.
Отсюда вариация энтропии единицы объема

1 . V(x)бS ÿJdo
Т(х)

ьж (х)
Т (х)

я

по всемугде интегрирование производится
углу.

Скорость возрастания плотности энтропии есть

(43.15)

телесному

S =яояЖ-я-Я do Y Ж-я9> (43.16)

В наинизшем приближении по дисперсии фононов, ко¬
торым мы ограничиваемся, Ж (х) =v& (х), и, с учетом
определения (42.11) величины 91,

1do 1 f'v v9> =-j do91 (ТДт +6jm) Kjm.

Принимая во внимание антиэрмитовость операторов
k, следующую непосредственно из определения (42.12),
перепишем это выражение в виде

S =-j doKjn(IJi+ Smi) 52- (43.17)

В такой форме к нему можно непосредственно применить
общие соотношения термодинамики необратимых про¬
цессов для систем с распределенными параметрами, при¬
веденные в § 11. Единственное отличие данного случая
(не имеющее, как отмечалось, принципиального значе¬
ния) заключается в том, что в § 11 фигурировали инте¬
гралы по объему, в то время как в формуле (43.17) — ин¬
теграл по телесному углу do.
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Выберем в качестве производных по времени от обоб¬

щенных координат, ха, величины Kjm. Тогда величины—.'N(lmlj+бтз-)52 играют роль обобщенных сил Ха, сопряжен¬
ных обобщенным координатам ха. Линейные соотношения
(11.25), связывающие обе совокупности переменных, за¬
пишутся в данном случае в виде

Kjm == Mjm, in(Inli4" бn,)52.

Компоненты тензора М могут, вообще говоря, зависеть от
эффективной температуры 52-1, но не от ее производных.
Выражение для обобщенных координат Kjm упрощается,
если учесть, что оно должно обращаться в нуль, когда
52 имеет равновесную форму (42.17). Рассмотрим дей¬

ствие комбинации lmlj+бmi на нулевую сферическую гар¬
монику. При этом первое слагаемое дает нуль. Для того
чтобы второе слагаемое также давало нуль, тензор М
должен удовлетворять соотношению

Mjm, и=0, (43.18)

так что

Kjm =-Mjm,ММ. (43.19)

С другой стороны, следствием соотношений Онсагера
(11.26) является симметричность тензора М относительно
перестановки первой и второй пары значков:

Mjm, in =Min,jm. (43.20)

Отсюда, с учетом (43.18), имеем

Kmm=0, (43.21)

так что

S=-\doKj2i9t. (43.22)

Кроме двух свойств (43.18) и (43.20), тензор М дол¬
жен обладать еще следующим свойством, которое являет¬
ся следствием соотношений (43.13):

ЩMjm,in =0, Y.mMjm, in =0. (43.23)

Убедимся, что величины Kjm, определяемые выраже¬
нием (43.19), обращаются в нуль не только нулевой, а и
первой сферической гармоникой Ьх. Имеем

/ч яч

IпIibx =%фп — binbx.
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Подставляя это выражение в (43.19), мы видим, что пер¬
вое слагаемое дает нуль в силу соотношений (43.20) и
(43.23), а второе — в силу соотношения (43.18).

Воспользуемся соображениями симметрии для того,
чтобы определить самую общую форму, которую может
иметь тензор М. В силу изотропии среды этот тензор
четвертого ранга можно строить из псевдотензоров е'аь,
тензоров баь и компонент вектора х. Наиболее общая
комбинация, совместимая с условиями (43.20) и (43.23),
имеет вид1)

Mjm.in = Af16jJn6jn ~Ь M2b)ibmn -j- M3bjn&tm H-

-f- М1е]те\п -J- Мьеяе'тп -f- M6efnefm, (43.24)

где коэффициенты Mi— функции обратной эффективной
температуры 52. Соотношение (43.18) устанавливает сле¬
дующую связь между этими коэффициентами:

Жх +М2 +Мг +М5-М6 =0. (43.25)

Подставляя выражение (43.24), с учетом (43.25),
в (43.22), мы получим после довольно длинных, но простых
преобразований с использованием соотношений коммута¬
ции (43.7), (43.10) и

г т я

L Iji ÿimnÿn (43.26)

.
и тождества к1= 0 следующее выражение для S:

S =$do [(М2 +мз)бДбД + (Мв -Мъ) efnefm] х

lmIj--y яX

Чтобы упростить это выражение, представим тензор

Imlj яД П52

') В это выражение не должны входить комбинации вида
поскольку опи представляют собой псевдотепзор,

а не истинный тензор.
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в виде суммы симметричной части

Вт} = +?Дт -8яД2)

1 —4

и антисимметричной --ту Sjmp

С помощью прямых вычислений убеждаемся, что

вклад от антисимметричной части равен нулю. Подын¬
тегральное выражение, содержащее одну только симмет¬
ричную часть Втj, принимает вид

(М2 4- М3) bfn§imBniBmj +{М6 — Мъ) efneimBniBmj.
(43.27)

Выпишем это выражение в декартовых координатах, где
ось 3 параллельна вектору х. При этом учтем следующие
свойства тензора Bmj:

Втт 0, XniXjBтj 0,

первое из которых является следствием его определения,

а второе вытекает из тождества хя =0.
Отсюда в выбранной системе координат В3з =0, 5ц =

=— В22. С учетом этих соотношений, выражение (43.27)

перепишется в виде 4М(Вh+В\2) ,где 2М=Mi+М3+
+М6 — М5. Очевидно,

M{9t) >0. (43.28)

Возвращаясь к ковариантной форме записи, мы полу¬

чаем для S:

S = 2 j doMbiibfn <jT 6mj I ) 52j X

X inii—яб-Д2)4
или, выполнив суммирование,

S = j doM [2 (tsXnX)(Xm%Sl) ~(W]-

Теперь тензор Kjm запишется в виде

Kjm =-М(:2?Дт -бДТ2) 52,

(43.29)

(43.30)
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а для оператора поперечной релаксации мы имеем

Ж = vS> =2%1тМ1$тЯ -РМ№. (43.31)

Для ряда приложений бывает удобно, преобразовав
(43.30) с учетом антиэрмитовости операторов U, предста¬

вить выражение для S в следующей форме:

S = J doSt (27finMl}lm-VmV) St. (43.32)

По своей структуре такая форма записи напоминает вы¬
ражение (11.22): функция St (х) здесь — аналог функции
распределения, а оператор поперечной релаксации — ана¬
лог оператора столкновений.

Таким образом, оператор поперечной релаксации со¬
держит некоторую функцию обратной эффективной тем¬
пературы, M{St). Явный вид этой функции нельзя опре¬
делить из общих соображений — он зависит от конкрет¬
ной формы взаимодействия фононов. Для случая, когда
трехфононные столкновения могут быть описаны по тео¬
рии возмущений, эта функция будет вычислена в § 45.

Если отклонение обратной эффективной температуры
от среднего значения Sto мало, мы можем положить

St =St0[l+Z(x)}, |Z|<1. (43.33)

Z (x) есть малая по сравнению с единицей функция, ха¬
рактеризующая относительное изменение эффективной
температуры фононов St-1. Оператор поперечной релакса¬
ции в этом случае есть линейный оператор, действующий
на функцию Z (х). Величина Sto, характеризующая пол¬
ностью равновесное состояние системы фононов, доляша
иметь вид

St0 =
1~f\ (43.34)

где V и Т — постоянные, не зависящие от х. В отсутст¬
вие среднего дрейфа фононов мы имеем просто

StQ =1/Т. (43.35)

Такие характеристики неравновесного состояния, как,
например, угловая плотность энергии неравновесных фо¬
нонов, выражаются непосредственно через функцию Z (х).
Соответствующая формула вытекает непосредственно из
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(42.15). В отсутствие среднего дрейфа равновесных фоно¬
нов, когда Sto — 1/Т, она имеет вид

Лад =-яг(х)- (43.36)

Умножая эту величину на скорость звука v, мы получаем
угловую плотность потока энергии, переносимую нерав¬
новесными фононами. Направлена она, очевидно, по век¬
тору х. В случае (43.35) оператор поперечной релакса¬
ции приобретает уже знакомый вид

=МоТ-ЧЧ12+2)Z. (43.37)

В качестве коэффициента перед дифференциальным опе¬
ратором фигурирует постоянная

~=м(Sto) Sto = (43.38)

Упрощается в этом случае и выражение для S:

S =М0Т~2 J do [2 (?Дт2)(?Д-2) -(?2Z)2]. (43.39)

То же выражение можно переписать и в следующем виде,
аналогичном (43.32):

S =M(St0)Stl\doZT2(T2 + 2)Z. (43.40)

Это выражение в еще большей степени, чем (43.32), на¬
поминает формулу (11.22) для скорости возрастания энт¬
ропии при малых отклонениях системы фононов от рав¬
новесия.

§ 44. Соотношение между температурой и дрейфовой
скоростью в состоянии неполного
термодинамического равновесия

В следующем разделе мы произведем непосредствен¬
ные расчеты кинетического коэффициента М. Мы убе¬
димся, что если вклад дисперсии в частоту тепловых
фононов больше их затухания, так что для описания фо-
нон-фононных столкновений применима теория возмуще¬
ний, коэффициент М оказывается второго порядка по ди¬
сперсионному параметру Это значит, что состояние
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неполного термодинамического равновесия в системе фо-
нонов осуществляется с точностью не до нулевого, а до
первого порядка по g.

В нулевом порядке по |для функции 91 (х) было по¬
лучено выражение (42.11) в виде суммы двух слагаемых.
При рассмотрении состояния неполного равновесия вдоль
какого-нибудь направления х было в принципе невоз¬
можно, например, отделить в этом выражении слагаемое
с дрейфовой скоростью

W/T =хV/vT.

Рассматривая же состояние неполного равновесия в

первом порядке по |,мы по заданной функции 91 (х) смо¬

жем однозначным образом определить Т (х) и ю(х). Это¬
му и посвящен настоящий раздел.

В первом порядке по |равновесие устанавливается
не между фононами, распространяющимися в каком-то
направлении в fe-ÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿ, а внутри узкого конуса
направлений с углом раствора, имеющего, как мы виде¬

ли, порядок |'/!. Энергия и импульс фононов внутри та¬

кого конуса равны, соответственно:

f do9S (х) и f cZoJP (х),
До До

где До и обозначает интервал телесных углов, соответст¬
вующих этому конусу.

Рассмотрим условие равновесия системы фононов вну¬
три конуса. Это есть, как известно из термодинамики,
требование максимальности их энтропии

J" dos(x) (44.1)
до

при дополнительных условиях постоянства их суммар¬
ных энергии и импульса. Это, в свою очередь, эквивалент¬
но требованию равенства нулю следующей вариации:

J + =0, (44.2)
АО * • >

где l/To и V0IT0 — соответствующие лагранжевы пара-
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метры. Очевидно, Т0=Т{х0), V0 = V (х0), где х0 —
направление оси конуса.

Учтем, что 6яР =х Ь5Р , и разложим подынтегральное
выражение по степеням малого угла s между х0 и пере¬
менным направлением х, лежащим внутри конуса. Пусть
v есть единичный вектор, перпендикулярный векторам
х и х0. Тогда оператор поворота на угол е вокруг оси v

/ —.\
выражается через оператор Z как exp(evZ) и

ÿf -Yl = [ехР М)-1]т-«И+Т" (v?)2]ТЦ
(44.3)

(после применения оператора Iк функции 1/Т(х) сле¬
дует положить х =х0). Аналогично:

ю
т 1+Е\1+ (v?)!

х=х0'

ХУ0 = xF0 +е (vZ)(xF0) +4- (vl)2(xF0)
х=х0"

Для вычисления интеграла (44.2) нужно выполнять
операцию усреднения по всем направлениям вектора v,
лежащего в плоскости, перпендикулярной х0. Если напра¬
вить полярную ось вдоль х0, то усреднять приходится по
углу ф. Обозначая операцию усреднения символом <. ..)ф,
мы имеем

<>4>Ф =0, <уя)ф =~8ij. (44.4)

Кроме того, для вычисления интеграла потребуется так¬
же тождество

(v7)2 =vavbla7b. (44.5)

В справедливости его легко убедиться, проверив, что va
коммутирует с произведением vZ (хотя величины va н 1Ь
друг с другом не коммутируют).

Принимая во внимание все эти соотношения, а также
тождество (Z -f- 2) х =0 и пренебрегая произведением
е2{3ё 1/9) как имеющим высший порядок малости, мы
находим в первом приближении по дисперсии следующее
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условие равновесия:

>4—(Р+2)А
До

do jL
4

65я=0.
х=х0

Отсюда получается соотношение, связывающее функции
Г (и) и то (и):

T2-i--(Т2 +2) = 0. (44.6)

Поскольку, с другой стороны, 52 = (1— ТО)/Г, мы мо¬
жем отсюда выразить Г и ТО через обратную эффективную
температуру 52:

4- =4-(?2+2)52, т-=4 (44-7)

С физической точки зрения эти соотношения пред¬
ставляются весьма естественными. Действительно, из
них, в частности, следует, что если 52 содержит нулевую
и первую сферические гармоники, то нулевая гармони¬
ка целиком входит в 1/Т и не входит в ТО/Г, в то время
как первая гармоника не входит в 1/Г, а дает вклад толь¬
ко в член с гидродинамической скоростью, ТО/Т.

§ 45. Вычисление оператора поперечной релаксации
для случая трехфононных столкновений

В настоящем разделе мы займемся явным вычислени¬
ем функции М(52). Для этого мы произведем непосредст¬
венно разложение оператора фонон-фононных столкнове¬
ний по степеням малого параметра %.

Оператор трехфононных столкновений имеет вид

\dN\ _ Г d3k'
LSfJcT J (2л)3 Р (ft, к', -к") /+ (ft, ft', ft") б (Q"-

я Q — Q') +~p (ft', ft'", - ft) /_ (ft, ft', ft'") X

X б (fl — Q' — Q")]. (45.1)

r
§ 45. ТРЕХФОНОННЫЕ СТОЛКНОВЕНИЯ 363

Здесь введены следующие обозначения:

ft" = ft + ft', ft'" = ft - ft', Q' =Q (ft') и т. д.,

f+ (ft, ft', ft") =N" (N+1)(N' +1)-(N'+1)A4V',

/_ (ft, ft', ft'") = (tf +1) ЛГ'ЛГ — N(N' + 1) (N'" + 1),

N=N0{%ÿÿj. (45.2)

Для коэффициентов p (ft, ft', — ft") с принятой точностью
можно пользоваться выражением (8.26), т. е. считать,
что они зависят только от длин векторов ft, ft', ft", ft'".

Чтобы определить функцию Л/(52), сначала вычислим
скорость возрастания плотности энтропии фононной си¬
стемы в нашем случае. Все вычисления аналогичны про¬
деланным в § 11, с той лишь разницей, что функция
распределения фононов теперь имеет вид (45.2). Подстав¬
ляя (45.1) в выражение

Гад] _ Г d3k . TV +1Гая]
L dt Jct J (2я)3 N L dt 'от'

симметризуем первый член в операторе столкновений от¬
носительно переменных к я к', после чего в симметризо-
ванном члене производим переобозначение переменных,
согласно схеме: ft"—vft, ft'—vft', к—у к'". Кроме того, вос¬
пользуемся тождеством, которое легко проверяется

и(к'", ft', ft)--/_ (ft, ft', ft'")

и соотношением

/_ (ft, ft', ft'") = (N+ 1)N'N'"(l-е~пл),
где

A (ft ft' ft'") =
Q~vkw _Q' — vk'w' Q"' — vk"'m"'

И rpf ГяШ 5

вытекающим непосредственно из явного выражения
(45.2) для равновесной фононной функции распределения
N. В итоге

dS
dt

X (N+ 1) N'N'"(l-е~пл) А8 (я2 — Q' — я2"'). (45.3)
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Закон сохранения энергии, выражающий равенство
нулю аргумента б-функции, был проанализирован в на¬
чале § 42. После соответствующих переобозначений
волновых векторов его можно записать в виде

=0, (45.4)

где функция f определяется выражением (42.7). Как след¬
ствие этого закона величина %А оказывается первого по¬

рядка малости по параметру |. Отсюда следует, что в

первом неисчезающем приближении [dS/dt]CT имеет вто¬

рой порядок по я.
Разложим величину А (к, к', к'") по степеням малых

углов 0' и 0"', соответственно, между векторами к' и к"'

и вектором к. Удобно производить разложение, предста¬

вив эту величину в следующей форме:

А =
_ exp (Q'nl) -

— ехр(— )

т _ vk"'w

Здесь га есть единичный вектор, равный

[кк'] [кк'"]
~[MTi- I [кк"'} |;11

знак минус в экспоненте при угле 0"' стоит потому, что

вектор к'" повернут от вектора к в направлении, обрат¬
ном вектору к'.

Разлагая экспоненты и принимая во внимание закон
сохранения энергии я2 =Q'+Q'", мы получаем

А =- |(Q'0'-Q'"0'") nl +±- (Q'0'2 +яГ0"'2)(и?)2*' 1

+ v [&' '+ к'" -к+ (А/0'-к"'0"') nl+ (А/0'2 +

+А/"0'"2) (nl)2] (45.5)

В коэффициентах при малых величинах 0 и 02 следует
пренебречь малой дисперсией скорости звука, т. е. поло¬
жить Q =vk. Согласно теореме синусов, к'sin0' =
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=к'" sin 0"'. Отсюда явствует, что, во-первых, члены пер¬
вого порядка по 0' и 0'" в выражении для А взаимно
уничтожаются, а, во-вторых, с принятой точностью 0'" =
=Q'k'/k"'.

В том же самом приближении, как следует из формулы
(45.4),

б (Q — Q' — Q'") =±а (к-к')б я— f (к, к',Г)],
где а(х) есть знаковая функция, равная единице при
х >0 и равная нулю при х ,<0.

С учетом этих двух соотношений выражение для А
переписывается следующим образом:

А = оЦк, к', А/")[(га?)2$--я].
Отсюда, с учетом (44.6), мы получаем

А = vf (к, к', k"')\(niy- (45.6)

При вычислении интеграла (45.3) мы должны с при¬
нятой точностью положить 1— е~ПА=%А, так что подын¬
тегральное выражение оказывается квадратичной функ¬
цией А. Будем сначала интегрировать по телесному углу
в пространстве к', зафиксировав направление вектора к.
При этом, помимо средних значений (44.4), нужно будет
также вычислить средние от произведения четырех ком¬
понент вектора га, <гарг галгет)ф.

Искомое среднее представляет собой тензор четверто¬
го ранга, симметричный относительно перестановки лю¬
бой пары индексов. Этот тензор, очевидно, должен вы¬
ражаться в виде суммы произведений компонент единич¬
ного тензора 6„- и вектора я. В силу соотношения гая =0
эти величины должны входить в комбинации 6ц. Выра¬
жение, удовлетворяющее таким требованиям, имеет вид

<гагге,гайпт>ф = (б+бят +8fh8fm +8tm6fk). (45.7)

(Коэффициент 1/8 определяем, сворачивая левую и пра¬
вую части по двум парам индексов.)
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Выполняя усреднение с помощью (44.5) и (45.7),

имеем

<Л2>Ф =\ *>2f2 (к, к', к'") SmiSfn (Tm?j-4" S4j?2) Si X

--2~6«iZ j SI-

Теперь в интеграле (45.3) можно проинтегрировать
по абсолютным значениям векторов к и к'. В результа¬
те для S получается выражение, имеющее структуру
(43.29), причем

оо k

МШ)=Й'з2((У Jdkjdk'V (к, к', к -к') a (f) X
Л' я о о

X к2к'2 (к — к')2 [n0 (%vk&l) +1] n0 {%vk'&)X

Xn0[%v (к — к') &]. (45.8)

Температурную зависимость этого выражения мож¬

но вычислить в явном виде в двух предельных случа¬
ях — высоких и низких температур. При достаточно низ¬

ких температурах 5?_I <~hvkc можно считать, что функ¬
ция имеет простейшую форму (42.8), и

MW-У+'''яg-» (45.9)
2 я р (Ни)

где посредством 8? обозначена безразмерная постоянная

оо г

g = J dz j dz'z4 (z — z')4 z'4 [n0 (z) +1] n0 (z') n0 (z — z').
0 0

Ее численное значение равно 1,0 •107. Таким образом,
численный коэффициент в формуле (45.9) довольно ве¬

лик — он составляет примерно 1800. Это связано в ко¬

нечном счете с тем, что если дисперсионная поправка
имеет вид (42.8), в интеграле (45.8) фигурируют высокие

степени к и к'. Соответственно, и существенные значения
к в этом случае оказываются не порядка кт, а порядка
ЮЛ,. Коэффициент М оказывается пропорциональным
14-й степени эффективной температуры.

В обратном предельном случае высоких температур
55>_1 > %vkc нужно принять во внимание, что функция
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f (к, к', к — к') становится отрицательной при достаточно
больших значениях своих аргументов; интегрировать же
следует только по таким значениям к ик',при которых она
положительна, т. е. удовлетворяющим неравенствам к,
к'< кс. Соответственно, мы можем положить в подынте¬
гральном выражении в (45.8) ?zo(z) = 1/z, что дает

оо k

= \dk\dkV(k, к',к-к')х
2 я ри J J

оо

Хо(\)кк'{к-к'). (45.10)
Это выражение пропорционально кубу эффективной тем¬
пературы, а в интегралах по к ж к' существенны значе¬
ния к порядка кс, т. е. много меньше, чем кт.

Нужно, однако, помнить, что при 52-1>%vkc область
значений к и к', где f {к, к', к — к')>0, охватывает от¬
нюдь не все значения волновых векторов фононов, воз¬
бужденных при данной температуре. По этой причине
при 9l~x >%vkc поперечная релаксация может опреде¬
ляться не трехфононными процессами, которые для боль¬
шинства возбужденных фононов запрещены, а, например,
четырехфононными.

§ 46. Математическая формулировка задач
на поперечную релаксацию фононов

Выведем уравнение, которое, вместе с соответствую¬
щими граничными условиями, позволит определить об¬
ратную температуру 2И системы фононов как функцию
углов, а также пространственных координат. Это урав¬
нение должно учитывать как поперечную релаксацию
фононов, так и эволюцию фононной системы в простран¬
стве, обусловленную распространением фононов между
актами столкновений. С помощью этого уравнения можно
будет ставить и решать различного рода задачи, в кото¬
рых возникает необходимость учета поперечной релак¬
сации.

Возьмем в качестве исходного кинетическое уравнение
для неравновесной функции распределения фононов N:

Мл- я= Г—1 (46 11dt+dkidri dr.dkt [atJCT' я '
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причем в левой части будем пренебрегать дисперсией
фононов, т. е. полагать я2 =vk. Не будем пока конкрети¬

зировать вида оператора столкновений и, в частности,

предполагать, что его можно вычислять по теории воз¬

мущений. Тогда условие применимости этого уравнения
имеет вид (6.2), я2тц > 1, т. е. означает требование мало¬

сти затухания фононов по сравнению с характерным
значением их частоты Q.

Умножим уравнение (46.1) на frk?dk/(2л)3 и проинте¬

грируем по к. Принимая во внимание соотношение
СЮ

& и="Т яW =%IТы? к3п° (Пик
о

находим, что интеграл от первого слагаемого в левой
части есть дЗ'/дк Поскольку в пренебрежении дисперси¬
ей dQ,/dki — vx{, интеграл от второго слагаемого есть

vxid3>/dri. В третьем слагаемом фигурирует производная
dQ/dri. Она может быть отлична от нуля в пространствен¬
но-неоднородных задачах, когда скорость звука есть

функция координат. В этом случае интеграл от третьего

слагаемого переписывается в виде

где при вычислении производных по х< нужно учитывать,
что эти величины не независимы, а связаны соотношени¬

ем = Окончательно уравнение для величины З1
X

записывается в виде

=4" (2VlmMljTm-да) 31. (46.2)

Осталось указать, чему равна производная dv/drt.
Простейший случай, когда она отлична от нуля — про-
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странственно-неоднородные задачи, в которых плотность
р есть функция координат г. В этом случае

dv _ dv dp _ v dp_
dr. dp drt p dr.'

В более общем случае от координаты зависит не только

плотность жидкости р, а и ее скорость и. В этом случае
частота фононов, распространяющихся в жидкости, ис¬
пытывает допплеровский сдвиг, т. е. к ней добавляется
слагаемое ки. Соответственно, скорость звука в направле¬
нии х оказывается равной

v = v0 (1+1ip7p0) +ии.

В этом разложении мы ограничились первым приближе¬
нием по параметру р'/ро, что допустимо в большинстве
интересных случаев. Если, например, возмущение со
здается периодической звуковой волной, то, учитывал
уравнение неразрывности

р -j- div ри =О,

мы имеем в том же приближении

u/vq =р'/ро,

откуда

" =»o[l+(tt + coseB)p7p0],

(46.3)

(46.4)

где бы — угол между направлением скорости и и дан¬
ным направлением в fc-пространстве ').

В линейном случае уравнение (46.2) можно записать
непосредственно для функции Z (х), определенной вы¬
ражением (43.33). Если функция 31а является сферически
симметричной, т. е. содержит только нулевую сфериче¬
скую гармонику и не содержит первой, она не зависит от
х, и линейное уравнение для функции Z(x) получается

') Член, описывающий допплеровский сдвиг, имеет вид пер¬вой сферической гармонпкп. Поэтому наличие такого слагаемогов выражении для частоты фононов не меняет вида оператора по¬перечной релаксации.
24 в. л. Гуревнч
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следующим:

QZ , dZ
ÿdi +vÿJ7. iii

dr.

Величину

=

K. = -ÿ-VCl2+2)2. (46.5)

в*(Я0)
(46.6)

фигурирующую в правой части этого уравнения и имею¬
щую размерность времени, мы будем называть попереч¬
ным временем релаксации.

Найдем явную форму уравнения (46.2) в физически
наиболее интересном случае, когда функция 31(к) обла¬
дает аксиальной симметрией. Выбрав ось симметрии
в качестве оси z, мы, соответственно, должны считать,
что функция 31 зависит только от угла й- и пространст¬
венной координаты z. Далее

= sin й cos ф, %у =sin й- sin ф, х2 =cos й

и, следовательно,

Тх= — sintpÿ — сгдОсоэфя,
Т & + п • 0
ly = COS ф тт — ctgo Sin Ф я lz dtp'я

QQ, ""bU — T d(p>

Отсюда оператор поперечной релаксации

Г д9> _ \дЩ

Фг L~ [ dt J-Jb
=sinfl д® sinO Ш sin3 ® дЪ sin О HF

и уравнение (46.2) записывается в виде ')

f +ncosof +ÿ(4cos0ÿ +sinflfj) =

.(46.7)

dz dt Ji

(46.2a)

где в качестве правой части нужно подставить (46.7).

') Если гидродинамическая скорость и отлична от нуля, мы
считаем ее направленной вдоль оси z (иначе бы задача не облада¬
ла аксиальной симметрией). Соответственно, мы полагаем й„=й-
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Дифференциальное уравнение (46.2а) имеет по пе¬
ременной й четвертый порядок, так что мы должны по¬
ставить четыре граничных условия. Первые два условия
выражают сохранение плотности энергии фононной сис¬
темы при фонон-фононных столкновениях; умножая
(46.7) на втййй и интегрируя от 0 до л, мы должны
получить нуль. Соответственно, мы имеем

sin ъ~дъмя) Sin3 19 <Эй 1ШГIF 0.=о,я
=

Эти условия означают, что в точках й=0, я отсутствуют
источники энергии.

Если же такой источник имеется, например, при
й=0, соответствующее граничное условие приобретает
вид

з1ягйя(я)8-3яйетйяи=1' <46-8а)

где В— константа. Такое граничное условие следует,
например, ставить, если высокочастотный (юти > 1) звук
поглощается фононной системой. В этом случае, как мы
видели в § 34, в поглощении непосредственно участвуют
только фононы с волновыми векторами, параллельными
направлению распространения звука, так что постоянная
В должна быть равна звуковой энергии, поглощаемой в
одну секунду в единичном объеме.

Два других граничных условия выражают сохранение
z-ÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿ импульса, z-ÿÿÿÿÿÿÿÿÿÿ импульса фонона
с волновым вектором к равна %к cos й. Соответственно,
умножая (46.7) на созйэшййй, интегрируя один раз по
частям и воспользовавшись соотношениями (46.8), в силу
которых внеинтегральный член обращается в нуль, мы
получаем

=»я (46.9)
#=0,Я

Если бы при й=0 существовал источник энергии за
счет поглощаемого звука, то в той же точке был бы и
источник импульса. Тогда в правой части выражения
(46.9) для й=0 следовало бы написать постоянную В/2я,
равную мощности источника импульса, умноженной на
v. Но, с другой стороны, при выводе выражения (46.9),

24»
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'I

интегрируя по частям, мы должны были бы воспользо¬
ваться формулой (46.8а), а не (46.8). В результате по¬
стоянные В/2я сократились бы, и граничное условие(46.9) осталось неизменным.

Обсудим, каков порядок величины оператора попе¬
речной релаксации. Поскольку этот оператор дифферен¬
циальный, его порядок величины определяется размером
интервала углов, где функция 52(D) испытывает сущест¬
венное изменение. Соответственно, мы будем различать
широкоугловую и узкоугловую релаксацию.

В первом случае характерные размеры углового ин¬
тервала — это весь телесный угол, т. е. они порядка еди¬
ницы. Характерная величина оператора — это время по¬
перечной релаксации:

<4бло»

Характерный размер углового интервала в случае
узкоугловой релаксации обозначим через Dc- По опреде¬
лению узкоугловой релаксации Dc < 1. Тогда из (46.7)
следует порядковая оценка

д?

dt я (46.11)

Если этот угловой интервал расположен в окрестности
"в" =0, выражение для оператора (46.7) можно предста¬
вить в виде

дЭ>Л 1 д 1 д
пЧ)1/Г/г)Ч д 1 д я ,/с .пч

dt J j.
— О д& D О дЪ (46.12)

Таким образом, выражение для дифференциального
оператора [дФ/dtij. упрощается, если угловой интервал D0
мал. С другой стороны, на этот интервал должно также
существовать ограничение снизу, так как если он очень
мал, т. е. если функция 52(D) изменяется весьма резко,
релаксацию нельзя описывать дифференциальным опера¬
тором. Выясним, какой вид имеет это ограничение.

Физическая картина, использованная при расчете опе¬
ратора [d!?/dt]±, основана на предположении, что в сис¬
теме фононов можно выделить быстрые релаксационные
процессы с характерным временем Гц и медленные про-
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цессы с характерным временем Tj.Dc> большим по сравне¬

нию с Т||. Отсюда получается неравенство

Dc»T||/Tj.. (46.13)

Если для описания фонон-фононных столкновений при¬

менима теория возмущений, то по порядку величины

г,,/тх — |2, и это неравенство перепишется в виде

Dca»£. (46.14)

В заключение раздела обсудим следующий вопрос.

Как показывает расчет, проделанный в § 45, имеются

два фактора, чье одновременное действие определяет как

порядок оператора поперечной релаксации (четвертый),
так и его конкретный вид: 1) характеристический угол 0

менаду сталкивающимися фононами мал; 2) малость 0

определяется малостью дисперсионного параметра %.
С другой стороны, очевидно, что в каком-то достаточ¬

но высоком приближении по малым параметрам в опе¬
раторе поперечной релаксации должен появиться, кроме
сверхдиффузионного, и обычный диффузионный член.

Он будет описываться дифференциальным оператором вто¬

рого порядка. Выясним, в каком приближении возникает
такой член и какой малый параметр позволяет его от¬
бросить в нашем случае. Для этого изучим по отдельно¬
сти влияние на поперечную релаксацию малости угла

рассеяния и малости дисперсии, т. е. «развяжем» дейст¬
вие этих двух факторов. С этой целью рассмотрим мо¬

дельный пример, где характерный угол рассеяния 0 яв¬
ляется малым вследствие того, что сечение рассеяния
быстро спадает как функция 0, безотносительно к харак¬

терному значению дисперсионного параметра |.
Поскольку углы рассеяния малы, законы сохранения

угловых плотностей энергии и импульса по-прежнему

можно записать в дифференциальной форме

2% = -Ъ, иФ =-(TjTm + 6fm) Kjm,
где

/. =DliT~1+ ..., (46.15)

Kjm~ Mjm,in (Wi+Snj) — (46.16)

многоточия обозначают слагаемые, содержащие более

1
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высокие степени операторов ltl). Первое слагаемое в
(46.15) и есть плен, описывающий обычную диффузию
на поверхности единичной сферы (которую мы хотим
оценить и сравнить со сверхдиффузией). Подставив его

в (43.16), мы находим вклад в S от обычной диффузии:

S = — JdoT~xlJ =JdoJIT-1=JdoD •

Мы хотим выяснить, как зависит коэффициент диффузии
D по отдельности от характерных значений угла рассея¬
ния 0 и дисперсионного параметра |.

Как явствует из формулы (45.3), в интересующем нас

случае %А <1 операторная структура выражения для S
есть по существу операторная структура среднего С42>ф.
Соответственно, обратимся к выражению (45.5) и опреде¬
лим, какие члены после указанного усреднения дадут

слагаемое, пропорциональное (IT'1)2. Это, очевидно, мо¬
жет быть только первое слагаемое в квадратных скобках
при 1/Т. Чтобы оценить его по порядку величины, запи¬
шем член в круглых скобках в виде

й'0'-Й"'0"г =н[(1+ - (1+ l'")k"'Q'"].

С учетом соотношения к'sin 0' =к'" sin 0"', это выраже¬
ние переписывается как

у[(0'- sin Q'W- (0"' -sin Q'")k"'] +v(l'k'Q'- l'"k"'Q'") =

=j (k'Q'3-k"'Q'" 3) + v (I'k'W- l'"k'"Q'").

') Используя соображения симметрии, можно убедиться, что
ю

перекрестные члены — слагаемое С, - -Jml- lm уГ в выражении для
Г _ -Ji или же слагаемое С-т я1-Т — в выражении для Kjm писать

не надо.

Действительно, псевдотензоры С; -т и Сят я должны быть
пропорциональны друг другу в силу соотношений Онсагера. С дру¬
гой стороны, в силу изотропии гелия каждый из этих псевдотен¬
зоров может быть пропорционален только совершенно антисим¬
метричному псевдотензору eijm, т. е. должно быть: Сi-m~ Сеят,
C'jm i=С'е|jm. И, наконец, в силу соотношений (43.13) Xj jmj =

=C'efm = 0, откуда С' =С = 0.

я
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Умножая это выражение на nl, возводя в квадрат и
выполняя усреднение, мы приходим к следующему выво¬
ду. Коэффициент диффузии D имеет порядок величины
06, если 02 >|, или же порядок 02я2 при 02 <%. Следую¬
щий же член, содержащий произведение четырех опера¬

торов U, как явствует из разложения (45.5), пропорцио¬
нален 04 и в обсуждаемом случае не содержит малого
параметра, непосредственно связанного с дисперсией. Что

же касается членов более высокого порядка по U, то, как
можно убедиться, все они оказываются меньше либо пер¬
вого (диффузионного) члена, либо второго (сверхдиффу¬
зионного) в отношении одного из двух малых параметров,
|или 02.

Из сказанного следует, что при 02 >|диффузионный
член всегда можно отбросить, так как он имеет поря¬
док 06, а учтенный — порядок 04. Если же 02 <|, то диф¬
фузионный член преобладает при 02|2 > 04, т. е. при

I2> 02.
В случае, который мы изучили в § 45, 02 — |, так что

коэффициент диффузии D имеет порядок |3, в то время
как коэффициент М— порядок я2. Следовательно, в этом
случае мы оправдали возможность * пренебречь диффузи¬
ей, на чем и базируется наша теория.

§ 47. Поглощение звука в гелии IIпри низких
температурах

В настоящем разделе мы рассмотрим теорию поглоще¬
ния звука в Не II в фононной области температур. Огра¬
ничимся рассмотрением звука достаточно малой интенсив¬
ности, так что для анализа его поглощения применима
линейная теория.

Наличие двух резко различающихся времен релакса¬
ции, тц и Tj_, позволяет выделить три интервала звуковых
частот ©, в которых поглощение может быть исследовано
аналитически:

1) и<тя1;

2)

3) гЦ"1<со.

Выражение для поглощения в частотном интервале 3)
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получено в § 34 (формула (34.35)). В настоящем
разделе будет изучено поглощение в частотнкйх интер¬
валах 1) и 2).

Как мы видели в § 27, _коэффициент поглощения у

есть отношение энергии YTS, диссипирующей в 1с, к пол¬
ной механической энергии, равной

Три* = rvy*/Po,
так что

у =pJSIv\p'\ (47.1)

Здесь черта (как и в § 27) обозначает усреднение по пе¬
риоду звука (или же по длине звуковой волны). Восполь¬

зовавшись выражением (43.40) для S и определением
(46.6) времени тх, мы имеем, усреднив по периоду,

vQ& (Я0) ReJdoZH2 (Г2 + 2) Z. (47.2)

Далее будет удобно выделить в функции Z(x) множи¬
тель р'/ро, положив

Z=-(р7р0)3. (47.3)

В силу аксиальной симметрии задачи функции 3 зависит
только от я&. Она удовлетворяет следующему уравнению
с комплексными коэффициентами:

1— cos0 +т-р— Z2 (Z2 + 2) 3 = (u + cos ft) cos 0 (47.4)['
(здесь мы воспользовались выражением (46.4) для добав¬
ки к скорости фононов). Выражая из этого уравнения
член txjZ2 (z2 +2) 3 и подставляя в (47.2), а (47.2) —
в (47.1), мы получаем для коэффициента поглощения

v=ÿIm/' №5)

где
л

? — J йо SinЙcos о (u + cos0)3*. я47.6)
0

В частотной области 1) ищем решение уравнения
(47.4) в виде ряда по сферическим гармоникам. Первые

Г
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члены разложения легко находятся сравнением левой и
правой частей уравнения; мы выпишем три первых члена

1+u . 14- 3it3 (0) = cos6

шт

120
(1+u) [1+3 cos{) -+- 5 (1+ 3 cos 20)]. (47.7)

Структура ряда такова: коэффициент при нулевой степе¬
ни малого параметра сотх содержит нулевую и первую
сферические гармоники; будучи вещественным, вклад в
поглощение он не дает. Коэффициент при первой степени
(отх содержит сферические гармоники вплоть до второй.
Будучи чисто мнимым, он и определяет основной вклад
в поглощение. Далее с ростом степени сотх растут и но¬
мера сферических гармоник.

Подставляя (47.7) в (47.6) и затем в (47.5), получаем
для коэффициента поглощения

_ п (и +1)2coVr,
225 РИЧ

" (47'8)

Это выражение совершенно аналогично формулам (27.28)

и (30.15) для твердых диэлектриков: оно пропорциональ¬
но со2, квадрату константы ангармонизма 1+1! и, наконец,
характерному времени установления равновесия в систе¬
ме. Отличительная особенность системы фононов с малой
дисперсией скорости звука заключается в том, что это
характерное время есть тх').

Чтобы представить себе характер решения уравнения
(47.4) в частотной области 2), пренебрежем сначала релак¬
сационным членом. Это дает

(и -f- cos ft) cos ft
3 (0) =•

1— COS ft

') Как и в твердых телах, коэффициент поглощения звука в
гелии II можно было бы выразить через соответствующий коэф¬
фициент вязкости. Расчет поглощения при сотхС1 эквивалентен
вычислению этого коэффициента вязкости. Численный расчет вяз¬
кости гелия IIза счет трехфононных столкновений проделал Марис
(Н. J. Maris, 1973), а аналитический расчет—Бенин (D. Benin, 1975).

Оценки Tj_, использующие экспериментальные значения коэф¬
фициента вязкости, дают при Т = 0,6 К и атмосферном давлении
значение порядка Ю-5 с. Таким образом, частотный интервал 1)
весьма невелик уже на границе фононной области температур и
становится еще меньше при понижении температуры.
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что при й<1переходит в

3 (в) =

При убывании яО это выражение растет как й-2 до тех
пор, пока не начинает играть роль релаксационный член.
Последний при малых й, как мы видели в § 46, можно
представить в виде

-i- f* 0+2)я4-
й

По порядку величины это выражение равно 1/Tjj&4, так
что решение уравнения (47.4) можно записать в виде

3 (0) =
(u -f- cos"0) cos О

1— cos й+(г74сотл) й—4
(47.9)

Из этого выражения видно, что вклад от поперечной ре¬
лаксации начинает играть роль при углах йс ~ (о)тх)~1/6.
При 1»й>йс это выражение является точным; при
й<йс оно имеет смысл порядковой оценки.

Обратимся к исследованию интеграла ?, фигурирую¬
щего в выражении (47.5) для коэффициента поглощения.
В отсутствие поперечной релаксации интеграл логариф¬
мически расходится при малых й, следовательно, он ло¬
гарифмически велик. Приблияшнный метод, основанный
на использовании выражения (47.9), в принципе и может
дать только логарифмическую точность. Ограничиваясь
этой точностью, можно сделать в подынтегральном выра¬
жении дальнейшие упрощения, записав интеграл в виде

Г =(Я -И) f
е/

О йй

й2/2 — i/4(от , й
О я

(47.10)

(при й порядка единицы подынтегральное выражение
имеет нужный порядок величины, что обеспечивает при¬
нятую точность; соответственно, верхний предел также
считается порядка единицы). Вычисляя интеграл, нахо¬
дим, что с логарифмической точностью

/ =y(u + 1) (In сот,j. + in/2), (47.11)

§ 48. РАГ.ПЛЬТВА НИК ПУЧКА ФОНОНОВ В ГЕЛИИ II 379

откуда коэффициент поглощения
„зл3 (lt+l)V

У ~~
90 „р/А3

(47.12)

Сравнивая это выражение с (34.35), убеждаемся, что у

обладает такой же частотой и температурной зависимо¬

стью, как и в частотном интервале 3), однако численный

коэффициент в интервале 2) получается в шесть раз

меньше.
Такой численный множитель обусловлен специфиче¬

ской структурой оператора поперечной релаксации. Что¬

бы лучше понять происхождение дополнительного мно¬

жителя 1/6, посмотрим, чему был бы равен интеграл

типа (47.10), если бы оператор поперечной релаксации

не имел особенности при малых й, так что его с логариф¬

мической точностью можно было бы считать некоторой

постоянной величиной т. Мы имели бы

? =(и 4 ййй

й2/2 — И4шт
= (tt +1) (In сот + гя/2),

т. е. результат получился бы в три раза больше, чем
(47.11). Этот результат соответствует случаю б) § 34:
дисперсионная добавка к частоте фонона гораздо меньше

неопределенности 1/т, привносимой затуханием. Выраже¬

ние же (34.35), с которым мы сравниваем формулу (47.12),

соответствует случаю а), когда соотношение между этими

величинами обратное. Как показано в § 34, коэффициент
поглощения в случае а) оказывается вдвое больше, чем

в случае б); тем самым объясняется появление дополни¬
тельного множителя 6 в частотной области 3).

§ 48. Расплывание пучка фононов в гелии II

Еще одним эффектом, в котором определяющую роль

играет поперечная релаксация, является расплывание уз¬

кого фононного пучка в гелии II'). Эффект заключается
в следующем.

В гелий II помещался проводник, который нагревался

пропускаемым через него током. Нагретый проводник

') Этот эффект наблюдался в работе Миллса, Шерлока п Впат-
та (N. G. Mills, R. A. Sherlock, A. F. G. Wyatt, 1975).
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излучал фононы в гелий во всех направлениях. Распростра¬
нение фононов ограничивалось диафрагмами таким обра¬
зом, что возникал достаточно узкоугловой фононный пу¬
чок, т. е. такой пучок, который занимал угловой интервал
гораздо меньше 4л (см. рис. 10, где изображена схема
данного эксперимента). А далее на опыте изучалось про¬
странственное и угловое распределение фононов в пучке
как функция расстояния до источника фононов и наблю¬
далось дополнительное уширение фононного пучка по
сравнению с тем, что было бы, если бы фононы распро¬
странялись без столкновений, по законам геометрической

а~--

Рис. 10.

акустики. На рисунке пунктиром показаны границы пуч¬
ка, которые он должен был бы иметь, в соответствии с
законами геометрической акустики, а сплошными линия¬
ми — истинные его «границы» (фактически, разумеется,
нерезкие), определяемые уширением вследствие сверх¬
диффузии фононов.

Другое явление такого типа, более простое с точки
зрения теории,— это излучение фононов в гелий IIнагре¬
той твердой поверхностью. Скорости звука в обычных
твердых телах примерно на порядок больше скорости зву¬
ка в гелии II. Соответственно, если твердая поверхность
может с высокой точностью считаться плоской, угловое
распределение неравновесных фононов, излученных в ге¬
лий, должно быть достаточно острым: даже в том случае,
если угол падения фонона из твердого тела на границу
раздела с гелием близок к я/2, угол преломления порядка
отношения скорости звука в гелии к скоростям звука в
твердом теле, т. е. мал. Из сказанного можно сделать вы¬
вод, что в гелий должен излучаться «иглообразный» пу¬
чок фононов; по мере удаления от излучающей стенки
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это острое распределение должно уширяться процессами
сверхдиффузии ').

В данном разделе мы изложим теорию уширения фо¬
нонного пучка. Будет рассмотрен случай, когда отклоне¬
ние температуры фононов в пучке от ее значения в ванне
с гелием относительно мало, так что эволюция интенсив¬
ности пучка описывается линейной теорией (Б. Д. Лайхт-
ман, А. В. Ломакин, 1976).

Уравнение (46.5) для функции Z(r, х), характери¬
зующее неравновесную интенсивность фононов в пучке,
имеет в нашем случае вид

™*Ъ+т*7Г =-*Г f2 (Г2 +2) Z <48Л)
i db

(ось z параллельна направлению распространения пучка;
векторный индекс i соответствует поперечным координа¬
там и принимает значения 1, 2).

Поскольку фононный пучок является узким (йс<1),
можно упростить как левую часть уравнения (48.1), так
и выражение для оператора поперечной релаксации в пра¬
вой части. Нужно, однако, иметь в виду, что соответ¬
ствующее упрощенное выраяшние в данном случае не
имеет вида (46.7), поскольку функция Z (х, г), вообще
говоря, не имеет аксиальной симметрии как функция на¬
правления я. Для того чтобы понять характер этих упро¬
щений, вернемся к картине функции Z (х), заданной на
поверхности единичной сферы. Узкоугловое распределе¬
ние фононов задано на малом участке поверхности сфе¬
ры. Упрощение, о котором идет речь, означает, что мы
будем приближенно считать этот малый участок плоским.

Соответственно, мы будем полагать \кх\, lxj«l,
1*,1=1. Тогда

ях дх '
= дх '

я2 я (48.2)
У х

слагаемым 2 в (48.1) мояшо пренебречь по сравнению

') Этот эффект также наблюдался Миллсом, Виаттом и Шерло¬
ком (1974). В их эксперименте распределение излучавшихся фо¬
нонов содержало иглообразную часть, накладывавшуюся на плав¬
но изменяющийся фон (происхождение которого пока не впол¬
не ясно).
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с оператором 12, и уравнение (48.1) сводится к виду

dZ . dZ
Я Ь* я Я— -dz ' дг 4ут ,

V д4

я32х..
Z. (48.3)

Далее в настоящем разделе и и г будут обозначать дву¬
мерные векторы.

Уравнение (48.3) будет решаться при граничных усло¬
виях:

>±00
->0, я>0.

*±°° ' "" (48.4)

Они означают, что фононный пучок занимает ограни¬
ченную область как в реальном пространстве, так и в
пространстве направлений х. Кроме того, еще одним гра¬
ничным условием должна служить граничная форма
пучка, т. е. вид функции Z (г,х) при z =0.

Начнем с качественного анализа поставленной задачи,
а именно: с анализа асимптотического поведения пучка
фопопов на больших расстояниях от места генерации, т. е.
при достаточно больших z. Для этого заметим, что урав¬
нение (48.3) инвариантно относительно масштабного пре¬
образования

х«-»-А,х<, zÿVz, Г; Х5п, (48.5)

где X — произвольный масштабный фактор. Соответствен¬
но, асимптотическое решение уравнения (48.3) должно
иметь впд

Z =Z(xiZ_1/4, г(г_5/4), (48.6)

т. е. зависеть от таких комбинаций переменных, которые
инвариантны относительно масштабного преобразования.

Обозначая характерные значения х<, т. е. характерный
интервал углов фононного пучка посредством яД, мы на¬
ходим отсюда, что •&,. ,1/4 Единственная постоянная
размерности длины, фигурирующая в уравнении (48.3),
есть ктх; она и должна обезразмеривать координату z,
так что

я&с — (z/z/rx)1/4. (48.7)

Аналогичным образом, для пространственного уширения
фононного пучка Дг мы имеем

Дг си z(z/irrx)I/4. (48.8)

§ 48. РАСПЛЫВАНИЕ ПУЧКА ФОНОНОВ В ГЕЛИИ II 383

Чтобы понять, когда справедливы эти оценки, заме¬
тим, что относительно масштабного преобразования (48.5)

инвариантно, вообще говоря, только уравнение (48.3), но

отнюдь не граничное условие, задающее граничную фор¬
му пучка при z =0. Это значит, что зависимости (48.7)

и (48.8) имеют место на таких расстояниях от источника

фононов, где точный вид граничного условия уже пере¬
стает сказываться. Для этого характерное угловое и про¬
странственное уширение фононного пучка должно быть
заметно больше граничных значений этих величин, обо¬
значаемых, соответственно, я и ге:

(z/i;tx)1/4 >О1*, z(z/ntx)1/4 >Дгг. (48.9)

При этом, однако, должно оставаться применимым мало¬
угловое приближение:

(z/vтх)1/4«1. (48.10)

Если бы уширепио пучка фононов определялось обыч¬
ной диффузией между различными направлениями, то в
соотношениях (48.7) и (48.8) фигурировал бы показатель
1/2 вместо 1/4. Таким образом, уширение фононного пуч¬
ка вследствие сверхдиффузии происходит по закону, бо¬
лее медленному, чем при обычной диффузии.

Уравнение, описывающее излучение пучка фононов
твердой нагретой стенкой, имеет более простой вид, чем
(48.1), так как функция Z в этом случае не зависит от
поперечных координат г{. Для узкого пучка оно имеет
форму

dZ , 1
dz ivxj> [iÿ2dx.2£\'z-0. <48.11)

Исследование, аналогичное проделанному выше, показы¬
вает, что если удовлетворено неравенство (48.10) и пер¬
вое из неравенств (48.9), то характерная ширина пучка
изменяется с координатой по закону (48.7).

Переходим к аналитическому решению линейной за¬
дачи о сверхдиффузии узкого фононного пучка. Решение,
как мы увидим, окажется сравнительно сложным. Все же
его ход стоит описать подробно, так как этот вопрос пред¬
ставляет заметный методический интерес. Дело в том,
что удается получить решение уравнения (48.3) при
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б-образной начальной форме пучка:

Z\z=0 — зяб(2)(х;)б<2,(г{). (48.12)

Решение с таким граничным условием есть фактически
функция Грина уравнения (48.3): решение этого уравне¬
ния при произвольном граничном условии представляет
собой интеграл от решений с 6-образными граничными
условиями. Таким образом, решение, которое мы сейчас
получим, может служить основой для анализа разнооб¬
разных экспериментальных ситуаций.

Постоянную s4- в (48.12) можно выразить через пол¬
ный поток энергии 3, переносимый пучком фононов. Пол¬
ный поток энергии равен

Эта величина, очевидно, должна сохраняться, т. е, не за¬
висеть от координаты z. Поэтому, чтобы вычислить 3,
можно подставить в интеграл значение функции Z при
z =0, которое дается выражением (48.12). Отсюда полу¬
чаем связь между постоянными 3 и s&\

—

__
Д. —

_
30

(48.13)

Мы будем считать, что величина 3 задается условиями
опыта, и выразим через нее наш ответ.

Для того чтобы вычислить функцию Z (z, х, г), про¬
изведем преобразование Фурье по четырем переменным

Г{, ПОЛОЖИВ

Z (z, х, г) == (2л)~4 J д?г d2K exp [i(гг -f- xk)\Z (z, х, г).

(48.14)

Умножая уравнение (48.3) на exp [— i(гг+хх)] и ин¬
тегрируя по d2r и d2K, получаем после интегрирования по
частям, с учетом граничных условий (48.4), следующее

уравнение для образа Фурье Z:

dZ . ~ dZ
dz дх 4ут , x4Z. (48.15)

„ ПУЧКА ФОНОНОВ в ГЕНИИ XI
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Из (48.12) следует граничное условие

ZL=o =ÿ.
(48.16)

Для решения уравнения (48.15) перейдем от перемен¬

ных xi, Х2 к новым переменным ац а2, согласно

_ 1fx Х2\
2(7. \ I"

/

В новых переменных уравнение (48.15) запишется в виде

%+Щ= +«2)2 +я2 («г -а2)2] Z.

Его решение с граничным условием (48.16) есть

«1

)

Z =& exp —4я J [ r2i («г +a2)2 + (a!— a2)2]da'\

Интеграл в показателе легко вычисляется и оказывается

равным

[(«г +а2)5 — («1+«2 — z)s] +

+3-я2 [(«i— a2)5 — («!— a2 — z)5] +

+2'r*72ji [a\ — («!— z)s] — a\[a?— К— z)3]+a2zj.

Возвращаясь к старым переменным xi, х2, получаем сле¬

дующее выражение для решения уравнения (48.15):

Z (z,г,х) =& ехр У] bnz"'1 (48.17)

где введены обозначения

&i= и4,

Ь2= — [2 (х2я+х2гг) +2х1х2(х1г2 Ч-хл)], (48.18)

Ъ3 =2(xir® +xfrt) +~ (х2 rl+х2 г\+4х1х2г1г2),

25 В. Л. Гуревич
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= — (*+? +*2Г2 +W2+Wl).

Ъ, =г4/5.
(48.18)

Получившееся выражение дает решение поставленной
задачи. Полезно, однако, представить его в более про¬
стом виде. Для этого учтем, что задача с граничным ус¬
ловием (48.12) обладает цилиндрической симметрией, так
что в выражениях для коэффициентов Ъп имеет смысл пе¬
рейти к цилиндрическим координатам с помощью пре¬
образований:

Г\ — г COS ф1,

Г[ = Г COS Яр1,
Х\ =X COS ф2,

Х\ — X COS 1р2,

В повых переменных

я2 =Г5тфЬ

г2 =гsin ярь
х2 =::sin ф2,

х2 =х sin яр2.

(48.19)

Ъ2 =—2x3r cos (ijji — tJj8),

Ъ3 = я272 [1+2 cos2 (+! — Ч>2)],

hi=— кг3 cos (яр! — ярг).

(48.20)

Подставляя (48.17) в (48.14), получаем решение урав¬
нения (48.3) в цилиндрических координатах

2Я 2Я

Z (z, х, г, ф1, ф2) = —— Jdr г I"dxx Jdtpj J dip2 x
0 0 0 0

XZ(z, x, r, ap2)exp{i[ rr cos (фх— ярД+ xx cos (ф2—яр2)]}.
(48.21)

Здесь функция Z(z, x, г, гр) дается выражением (48.17),
куда в качестве коэффициентов Ъ2, &з, &4 следует подста¬
вить выражения (48.20). Тот факт, что эта функция за¬
висит только от разности яр =яр] — ярг, является отражени¬
ем цилиндрической симметрии задачи и позволяет сокра¬
тить число переменных, от которых зависит функция Z.
Именно: рассмотрим некоторую пространственную точку
г. Вследствие цилиндрической симметрии задачи функция
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Z(z, х, г) в этой точке может зависеть только от разности
углов ф =ф! — ф2, а не от каждого из них по отдельности.
Мы проследим сейчас это с помощью формальных мате¬
матических преобразований.

Произведем в (48.21) замену переменных Х =ф1 — ярь
Тогда это выражение перепишется в виде

оо оо 2ТС 2Я

Z (z,х, г, ф) = (2л)-4|drrjdxx j d\p j* d%Z(z, x, r, гр) x
0 0 0 0

X exp {i[rr cos x + xx cos (ф — яр — %)] ) . (48.22)

Интегрирование по % здесь легко выполняется. Для этого
заметим, что

rr cos х + х х cos (ф — ip — х) —
rr +xx cos (ф — ip)] cos x +ииsin (ф — яр) sin % —

— "V(rrT+{ккУ +2rrxx cos (ф — яр) cos (x + 6).

Поскольку интегрирование по % происходит по целому

периоду, интеграл по х не зависит от фазы б (поэтому

явное выражение для нее мы не приводим), и в резуль¬

тате интегрирования мы получим
оо оо 2Я

Z (z, х, г, ф) = (2л)-3 \ dr г j dxx j d\\> X

Jo [V(rÿ)2 + (xÿ)2 + 2rrxx cos (ф — яр)) Z,

x — 2zx r cos яр +

X

где

Z (z, x, г, яр) = sJ exp -щ-
"4

I 2 _2~2~2 Гл , о

___
2 _,Л „3~~3 „„„ I 1

+"3
а

я Z2X2 г2(l+2 COS2 яр) — Z3x г3 COS яр + -jr- z4 г4 , (48.23)

2П

Mt)=4; j
о

— функция Бесселя нулевого порядка.
Исследуем пространственную форму пучка неравно¬

весных фопопов, т. е. определим зависимость от коорди-

25*
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нат z и г переносимой ими плотности потока энергии G.
Интегрируя по d2K выражение (43.36) (умноженное на
скорость v), мы получаем

G г) = -Ж |d2*z *• <48'24)

Этот интеграл представляет собой не что иное, как зна¬
чение образа Фурье от функции Z (z, х, г) по перемен¬
ной х при х =0. Полагая в выражении (48.23) х = 0,
мы имеем

'ехр Сirr) ехр (- ).G(z, r) =-— _Zl

__
ГЖ

30 h3v2 (2л)2

Опять-таки вследствие цилиндрической симметрии за¬
дачи поток энергии не зависит от угла, так что

л Т* StG г) ~ Ж ТО30 2л
dr rj0(rr) ехр — z57-4

20ут
i

Это выражение будет удобно представить в следующем
виде:

„ . , _ / 20ут , \ з./г л 20yrxji/4 г . (48.25)

Здесь З — полный поток энергии, определяемый выраже¬
нием (48.13), а функция f (х) есть

f (х) =JJо (ху) ye yidy. (48.26)

Чтобы исследовать решение (48.25) в предельных слу¬
чаях, потребуются предельные выражения функции f (х)
как при малых, так и при больших х. При малых х эту
функцию можно аппроксимировать первыми членами ря¬
да, получающегося при почленном интегрировании в
(48.26) разложения функции

~ (-1)" (х/2)2т
Jo (*) = 2d «!Г (т+1) -

т=0
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Это дает

В частности, f (0) =]/л/4.
Для определения асимптотического поведения функ¬

ции f (х) при больших х перепишем (48.26) в следующем
виде:

оо я

f Or) = A- j1 dyy I" сяф ехр (iixy cos ф — у4),
о о

и перейдем от переменных интегрирования у и ф к пере¬

менным
Р =у sin ф, у =у cos Ф-

Якобиан перехода есть 1/у, так что мы получаем

оо оо

f = 4" J d4 ехР ('"xv — Y4) J exP (— P4 — 2PV)-
— oo 0

Сместим контур интегрирования в комплексной пло¬

скости переменной у, обходя точку к =0 сверху, после

чего разложим внутренний интеграл по обратным степе¬

ням у. В результате мы получим

f (х) =2-» 2 Г[2ш+4)J (48.28)
m=о •

Асимптотику оставшегося интеграла нетрудно найти ме¬

тодом перевала. Три перевальные точки

Yi, 2,з = (яя/4)1/3

и положение перевального контура интегрирования С по¬

казаны на рис. 11. На том же рисунке заштрихованы сек¬

торы, где интеграл сходится (Re Y4 >0).

Главный член асимптотического рядя функции f (х)

дает первый член ряда (48.28):

f (х\ ~ 1 Г dV
t(

' 23/2л1/23 Y
с
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Применяя к нему метод перевала, получаем

21/3f {х)
31/2Х2'3

ехр [-КГ COS з3/2/*у/3 я
2 U/ 3

Вблизи оси пучка, где

Г < Z5/4/(yTj_)1/4,

интенсивность следует закону

1 / 5ут , \ 1/з

(48.29)

-5/2

т. е. убывает с расстоянием z как z~5/2. Убывание обус¬
ловлено тем, что по мере распространения все большая
доля интенсивности пучка переходит в процессе сверх¬

диффузии на его перифе¬
рию. Распределение ин¬
тенсивности на перифе¬
рии, где

Г »Z5/4/(l/Tj_)I/4

дается выражением
(48.25), куда в качестве
функции

f
20утя1/4 г

Рис. 11.

следует подставить ее
асимптотическое разложе¬
ние (48.29). Интенсивность
по мере увеличения коор¬
динаты г убывает по экс¬
поненциальному закону на

масштабе (48.8), однако не монотонно, а испытывая осцил¬
ляции того же масштаба. Такие осцилляции характерны
именно для сверхдиффузии и связаны с высоким порядком
уравнения, управляющего этим процессом (при обыкновен¬
ной диффузии мы имели бы уравнение второго порядка,
которое давало бы просто экспоненциальное спадание ин¬
тенсивности пучка от оси к периферии, без осцилляций).

По аналогичному закону происходит и сверхдиффу¬
зия иглообразного углового распределения фоноиов, пс-
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пускаемых в гелий II нагретой твердой стенкой. Чтобы
найти функцию Z (z, х), описывающую эту ситуацию,
можно было бы решить непосредственно уравнение
(48.11). Однако, поскольку нам известно решение
Z (z, х, г) (48.22) более общего уравнения (48.3), нам бу¬
дет удобнее выразить ответ через это решение.

Примем во внимание уже отмечавшееся обстоятель¬
ство, что это решение представляет собой функцию Гри¬
на уравнения (48.3), так что решение уравнения при про¬
извольных граничных условиях выражается в виде ин¬
теграла от этой функции. В данном случае граничные
условия пространственно-однородны, так как стенка счи¬
тается равномерно нагретой и искомое решение име¬
ет вид

j d\Z (z, х, г — r0).

Здесь интегрирование производится по всей площади
стенки s , a Z (z, х, г — г0) есть решение уравнения
(48.3) с граничным условием

z |z=o = ягб(2) (х) 8(2) (г — г0).

Полный поток энергии, переносимый пучком фононов в
направлении, перпендикулярном поверхности стенки, есть

=-"ягда j Jd'rJd,*z {z' x'r~ ~

=-wwj Лг<г- *• =-ж да8-*'- <48'30)

Это соотношение устанавливает связь между плотностью
потока энергии, излучаемой стенкой, G0 = 2?0/s и кон¬

стантой s4-\:
71 Т4

G° = — WftV ÿi-

Мы будем считать, что величина Go задается условиями

эксперимента, и выразим через нее ответ, который мы

получим.
Угловое распределение плотности потока энергии, ко¬

торое нас интересует, дается выражением

<?(*) =-жй$d2rZ(z' г) =
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= Wя?Jdi* ехр (Zj *•°) =

if(2л)2 J
~ I ~d2K ехр г'хх

Z7t

4ут ,

Переходя в последнем интеграле к полярным координа¬
там, мы получаем выражение знакомого вида

G(x) \ р — ~G0 \ (хх) ехр
2л

о

zx
4г>т

или

G(x) =4-GofÿV/2f (48.31)

В направлениях, «почти перпендикулярных» стенке,
где х < (z/ht_l)1/4, мы имеем

G =-ÿ{p±\'\
4 "]/л V 2 /

(48.32)

При х > (z/htj_)1/4 интенсивность пучка фононов спадает
экспоненциально по закону, определяемому асимптотиче¬
ским разложением (48.29), причем это спадание опять-
таки сопровождается осцилляциями.

§ 49. Пределы применимости теории
поперечной релаксации

Мы рассмотрели задачу о поперечной релаксации в
системе фононов с малой дисперсией на примере фононов
в гелии II. Обсудим, в какой мере методы и результаты
предыдущих разделов могут оказаться применимыми для
фононов в твердых диэлектриках.

Важное отличие от той простейшей ситуации, которая
имеет место для фононов в гелии II, заключается здесь
в двух обстоятельствах: 1) наличие трех акустических
колебательных ветвей; 2) анизотропия фононного спект¬
ра. Первое обстоятельство может иметь принципиальный
характер. Как мы видели в § 34, в трехфононных столк¬
новениях могут участвовать фононы с волновыми век¬
торами, направленными под большими углами друг к дру-
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гу, если эти фононы принадлежат к различным колеба¬
тельным ветвям. Однако вероятности фонон-фононных
столкновений существенным образом зависят от величи¬
ны соответствующих ангармонических коэффициентов
baa'а" (к, к', к"). Последние же могут весьма сильно ме¬
няться от кристалла к кристаллу и даже для различных
направлений в одном кристалле, т. е. обладать сильной
анизотропией. Можно представить себе такие случаи,
когда эти коэффициенты для переходов внутри какой-
нибудь одной акустической ветви оказываются заметно
больше, чем для переходов между этой ветвью и други¬
ми акустическими ветвями. Именно в этих случаях и мо¬
жет возникнуть сходство с ситуацией, рассмотренной в
настоящей главе.

Трехфононные столкновения в пределах одной аку¬
стической ветви а должны включать фононы, волновые
векторы которых почти параллельны. Если при этом дис¬
персия скорости звука достаточно велика и положитель¬
на, то трехфононные столкновения внутри ветви а быстро
устанавливают равновесие вдоль данного направления в
я-пространстве, которое (как и выше) характеризуется
значениями температуры и дрейфовой скорости, завися¬
щими от направления. Установление полного равновесия
в системе фононов ветви а происходит либо за счет взаи¬
модействия с фононами других ветвей, либо же за счет
поперечной релаксации, которая качественно происходит
таким же способом, какой был описан выше для фононов
в гелии II.

Нужно при этом заметить, что в случае широкоугло¬
вой релаксации в силу анизотропии задачи оператор по¬
перечной релаксации уже не выражается через ком¬
поненты операторов а представляет собой дифференци¬
альный оператор более сложного вида. Значительно проще
выглядит этот дифференциальный оператор для слу¬
чая узкоугловой релаксации, когда при его записи воз¬
можны упрощения, аналогичные тем, что мы проделали
в § 46. В этом случае в твердых диэлектриках могут на¬
блюдаться некоторые из эффектов, обсуждавшихся выше
для гелия II, например, уширение узких фононных пуч¬
ков, описываемое формулами типа (48.7) и (48.8).

Таким образом, сама по себе анизотропия фононного
спектра (при условии, что заметно преобладают столкно-
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вения в пределах одной фононной ветви) может не пре¬
пятствовать возникновению в диэлектриках физической
ситуации, напоминающей описанную выше для гелия II.
Это утверждение также относится в первую очередь к
случаю узкоугловой релаксации, поскольку сформулиро¬
ванному выше условию на соотношение ангармонических
коэффициентов для переходов внутри ветви а и между
различными ветвями легче удовлетворить для какого-то
узкого углового интервала, чем для полного телесного
угла.

Развитая выше теория поперечной релаксации в гелии
IIне принимала во внимание четырехфононных столкно¬
вений. Между тем, при определенных условиях они мог¬
ли бы играть заметную роль в поперечной релаксации.
Уточним, какие именно столкновения здесь имеются в
виду. Четырехфононные столкновения, как указывалось
в § 6, могут быть двух типов: 1**= 3 (один фонон распа¬
дается на три или наоборот три фонона сливаются в
один) и 2 -*я 2 (два фонона, сталкиваясь, превращаются в
другие два). Столкновения типа 1=я3 могут происходить
только между фононами, волновые векторы которых при
малой дисперсии почти параллельны. В этом отношении
они подобны столкновениям типа 1=** 2. Вероятность же
процессов типа 1f* 3, как мы видели в § 6, меньше ве¬
роятности процессов 1ч* 2, грубо говоря, в отношении
T/Mv2, где М— масса атома гелия. Величина, стоящая
в знаменателе, составляет примерно 20 К, так что это
отношение весьма мало. Поэтому процессы 1** 3 можно
не учитывать на фоне процессов 1я2.

Анализ законов сохранения при процессах 2 2 по¬
казывает, что в этих процессах могут участвовать и фо-
ноны, волновые векторы которых ориентированы под
большими углами друг к другу. Чтобы в этом убедиться,
достаточно рассмотреть законы сохранения при процессе
2 2 в пренебрежении малой дисперсией скорости
звука:

= /<3 +| Ь I-
Видно, что если угол между векторами 1е1 и lc2 достаточ¬
но велик, то угол между векторами к3 и + fe2 — 1с3 в

общем случае также велик. Поэтому мы должны сравнить
вклад в поперечную релаксацию от процессов 2я1, вы-
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численный выше, и от процессов типа 2 -> 2: последние
хотя и происходят, грубо говоря, в Mv2/T раз реже пер¬
вых, но зато такое столкновение приводит, вообще гово¬
ря, к существенному изменению волновых векторов стал¬
кивающихся фононов и тем самым вносит более эффек¬
тивный вклад в поперечную релаксацию, чем отдельное
столкновение типа 2 =<=* 1.

Рассмотрим сначала вклад столкновений типа 2 -*я 2 в
поперечную релаксацию при нераспадном фононном
спектре, т. е. при <0. Этот вопрос подробно иссле¬
довался JI. Д. Ландау и И. М. Халатниковым (1949),
и ниже мы коротко опишем те выводы, к которым они
пришли. Ситуация в этом случае напоминает ту, что мы
обсуждали применительно к диэлектрикам в § 34. Четы¬
рехфононные столкновения имеют место как за счет
энгармонизма четвертого порядка в первом приближении
теории возмущений, так и за счет энгармонизма третьего
порядка во втором приближении теории возмущений. Ос¬
новной вклад дают вторые процессы. Как мы видели в
§ 34, соответствующая вероятность рассеяния резко воз¬
растает при уменьшении угла между волновыми вектора¬
ми сталкивающихся фононов и остается конечной только
при учете отрицательной дисперсии скорости звука. Для
нас, однако, сейчас представляет интерес рассеяние на
большие углы, так как при процессах 2 -*•2 именно оно
определяет скорость поперечной релаксации. Соответст¬
вующее характерное время, t2->2, оказывается не завися¬
щим от величины дисперсионного параметра.

Непосредственно сравнивать операторы поперечной
релаксации за счет процессов 2 ** 1 и 2 -*я 2 мы не мо¬
жем, так как они имеют различную структуру. Однако
сопоставить скорость поперечной релаксации в различ¬
ных случаях можно, сравнив выражения для какой-ни¬
будь кинетической величины. Выберем в качестве тако¬
вой коэффициент поглощения звука в гелии II при
©Т2-*2 <1.

В этом случае релаксация является широкоугловой,
а для коэффициента поглощения в теории Ландау — Ха-
латникова получается

Тлх
2я2(и +1)2Г4 2

я со2т2н>2,
75ftVp

(49.1)
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где

1 _ 9-13!(tt + l)V ,,q
я2-*2

~
213 (2n)'pW • я >

Таким образом, коэффициент улх пропорционален Т~5
и о)2Т2-2; в свою очередь, I/T2+2 пропорционально чет¬
вертой степени ангармонической константы It + 1, как
и должно быть в случае процесса, вычисляемого во вто¬
ром приближении теории возмущений.

Это выражение мы хотим сравнить с формулой (47.8)

для коэффициента поглощения, обусловленного процес¬
сами 2я1. Чтобы произвести сравнение, нужно указать,
в каком температурном интервале будет задано время

г±(Т), или; что то же самое, функция =М(Т),
через которую это время выражается по формуле (46.6).

Интереснее всего произвести такое сравнение для низких
температур Т <Йг/Ьс. При этом М<*> Ти и, соответственно,
т_|_ со Т~9. Температурная зависимость времен релаксации
Т2->2 и тх оказывается в этом случае одинаковой, и, сле¬
довательно, отношение коэффициентов поглощения (47.8)

и (49.1) не зависит от температуры, а может зависеть
только от давления. Это отношение равно

_у_=(1+„)'3,-5-7.Ц.'3я (49 3)
7лх 5-2 я a pv

Подставляя сюда значение а, приведенное в сноске на
стр. 344, u=2,84, р =0,14 г/см3 и i> =2,4T04 см/с, мы
находим, что при нормальном давлении это отношение
составляет 0,006.

Нужно, однако, подчеркнуть, что выражение (49.1)

получено в предположении отрицательной дисперсии ско¬
рости звука, мы же хотели сравнить скорости поперечной
релаксации за счет процессов 2я1 и 2 2 в случае по¬
ложительной дисперсии. В этом случае вероятность про¬
цесса 2 -*я 2, вычисленная в наинизшем приближении тео¬
рии возмущений, обращается в бесконечность там, где
соответствующий энергетический знаменатель обращается
в нуль т. е. если частота фонона в промежуточном состоя¬
нии равна сумме фононных частот в начальном состоянии.
Эта расходимость устраняется путем учета высших при¬
ближений теории возмущений, приводящих к возникнове¬
нию неопределенности в энергии фонона. Вычисление
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вероятности процесса 2 -*я 2 с учетом этого обстоятельства
есть довольно громоздкая задача.

Однако для поперечной релаксации существенны ак¬
ты рассеяния фононов на большие углы, когда соответст¬
вующая вероятность заведомо конечна. Как явствует из
формулы (49.2), характерное время т2_*2 в случае отри¬
цательной дисперсии скорости звука вообще не зависит
от величины дисперсии. Поэтому можно надеяться, что
оно не зависит и от знака дисперсии. Тогда отношееие
(49.3) должно давать оценку относительного вклада про¬
цессов 2 5= 1и 2 2 в поперечную релаксацию. Эта оцен¬
ка свидетельствует о том, что при нормальном давлении
вклад процессов 2я1является преобладающим.

При переходе от широкоугловой к узкоугловой релак¬
сации характерное время поперечной релаксации быстро
убывает с уменьшением размеров интервала углов фс —
оно, как мы видели, пропорционально О4- В этом случае
относительная роль процессов 2 я1 может только уве¬
личиться.

Однако, как уже указывалось, при повышении давле¬
ния характерное значение волнового вектора кс убывает.
Соответственно, должно существовать такое характерное
давление (вообще говоря, зависящее от температуры),
начиная с которого вклад четырехфононных процессов
2 2 становится преобладающим и коэффициент f опре¬
деляется выражением Ландау — Халатникова (49.1).
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