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Â íàñòîÿùåì ïîñîáèè îáñóæäàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è, âîçíèêà-
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ÎÃËÀÂËÅÍÈÅ 4

0.1 Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåì ïîñîáèè ìû ïðåäñòàâèì ïîäõîäû, êîòîðûå
èñïîëüçóþòñÿ â òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå äëÿ ðåøåíèÿ çà-
äà÷, êîòîðûå ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, âêëþ÷àÿ íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ è óðàâíå-
íèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, òî åñòü óðàâíåíèé ïîëåâûõ.
Ìû îáñóæäàåì òàêæå ìåòîäû, ñâÿçàííûå ñ èíòåãðàëü-
íûìè óðàâíåíèÿìè è òåîðèåé ãðóïï. Çíà÷èìîñòü ýòèõ
ñþæåòîâ áûëà óñòàíîâëåíà â õîäå ðàçâèòèÿ ôèçèêè.
Îñîçíàíèå âàæíîñòè ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé è ñâÿçàííûõ ñ íèìè çàäà÷ âîñõîäèò ê òîìó
æå âðåìåíè, êîãäà áûë äîñòèãíóò ïåðâûé ãðàíäèîçíûé
óñïåõ ñîâðåìåííîé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè � îáúÿñíåíèå
Íüþòîíîì ôîðìû îðáèò ïëàíåò íà îñíîâå çàêîíîâ ìåõà-
íèêè. Õîòÿ ñàì Íüþòîí çà÷àñòóþ ïðåäïî÷èòàë ïîëüçî-
âàòüñÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè ìåòîäàìè, îí õîðîøî ñîçíàâàë,
÷òî íàèáîëåå àäåêâàòíûì ÿçûêîì ñîçäàííîé èì êîí-
ñòðóêöèè ÿâëÿþòñÿ èìåííî äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-
íèÿ.
Â òå÷åíèå âîñåìíàäöàòîãî âåêà ïàðàëëåëüíî ñ áûñò-

ðûì ðîñòîì êà÷åñòâà àñòðîíîìè÷åñêèõ íàáëþäåíèé ïðî-
èñõîäèëî óòî÷íåíèå çàêîíîâ äâèæåíèÿ ïëàíåò è áîëåå
ìåëêèõ àñòðîíîìè÷åñêèõ îáúåêòîâ (êîìåò, àñòåðîèäîâ),
ñâÿçàííîå ñ âîçäåéñòâèåì íà íèõ äðóãèõ ïëàíåò. Íà ýòîì
ïóòè ðîäèëàñü, ïî ñîâðåìåííîé òåðìèíîëîãèè, òåîðèÿ
âîçìóùåíèé, êîòîðàÿ èìååò äåëî ñ ïîïðàâêàìè, ñâÿçàí-
íûìè ñî ñëàáûì äîïîëíèòåëüíûì âîçäåéñòâèåì íà ôè-
çè÷åñêóþ ñèñòåìó. Â ÷àñòíîñòè, áûëî îñîçíàíî, ÷òî â
íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äàæå ñëàáîå âîçìóùåíèå ñïîñîáíî
çà áîëüøîå âðåìÿ ñèëüíî èñêàçèòü îðáèòó ïëàíåòû èëè
èíîãî òåëà. Òàê ïîÿâèëàñü òåîðèÿ òàê íàçûâàåìûõ ñå-
êóëÿðíûõ ÷ëåíîâ â óðàâíåíèÿõ ìåõàíèêè.
Â òîì æå âîñåìíàäöàòîì âåêå âîçíèê íîâûé ïðåä-

ìåò èçó÷åíèÿ � ãèäðîäèíàìèêà. Ýéëåð è Ëàãðàíæ ñôîð-
ìóëèðîâàëè îñíîâíûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûì ïîä÷èíÿåòñÿ
äâèæåíèå ëþáîé æèäêîñòè. È ýòè óðàâíåíèÿ îêàçàëèñü
äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ. Âïîñëåäñòâèè ýòè óðàâíåíèÿ áûëè óòî÷íåíû Íàâüå
è Ñòîêñîì, êîòîðûå âêëþ÷èëè â ðàññìîòðåíèå âÿçêîñòü.
Ãèäðîäèíàìèêà îêàçàëàñü óäèâèòåëüíî áîãàòîé íà ðàç-
ëè÷íûå ôèçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ, ÷òî ñâÿçàíî ñ ñóùåñòâåí-
íîé ðîëüþ íåëèíåéíîñòè â äèíàìèêå æèäêîñòè.
Ãèäðîäèíàìèêà íà äîëãèå ãîäû ñòàëà òåì ïîëèãîíîì,

íà êîòîðîì èñïûòûâàëèñü ðàçëè÷íûå ìåòîäû ìàòåìà-
òè÷åñêîé ôèçèêè. Îñîáåííî ïëîäîòâîðíûì â ýòîì îòíî-
øåíèè îêàçàëñÿ ïåðèîä êîíöà äåâÿòíàäöàòîãî � íà÷àëà
äâàäöàòîãî âåêà, êîãäà áûëè ïîñòàâëåíû è ðåøåíû ìíî-
ãèå ãèäðîäèíàìè÷åñêèå çàäà÷è. Ýòà íàóêà íå èñ÷åðïàíà
äî ñèõ ïîð, íàïðèìåð, íå ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîé
òåîðèè òóðáóëåíòíîñòè, òî åñòü õàîòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ
æèäêîñòè, êîòîðîå âîçíèêàåò ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Ðåé-
íîëüäñà.
Îäíàêî ãèäðîäèíàìèêà ñûãðàëà è åùå îäíó î÷åíü

âàæíóþ ðîëü � îíà ñòàëà ïàðàäèãìîé, íà îñíîâå êîòî-
ðîé ñòðîèëîñü ïîíèìàíèå äðóãèõ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé.
Èìåííî ãèäðîäèíàìèêà ïîñëóæèëà ïëàöäàðìîì, ñ êîòî-

ðîãî íà÷àëàñü îñîçíàíèå òàêèõ ÿâëåíèé, êàê òåðìîäèíà-
ìèêà è ýëåêòðîìàãíåòèçì. È õîòÿ ïîíÿòèÿ ôëîãèñòîíà è
ýôèðà áûëè âïîñëåäñòâèè îòáðîøåíû, êàê ñëèøêîì ãðó-
áûå ìîäåëè ÿâëåíèé, èñïîëüçóþùèå ïðÿìûå àíàëîãèè ñ
æèäêîñòüþ, ñàì ïîäõîä, ñâÿçàííûé ñ äèôôåðåíöèàëü-
íûìè óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, âîñõîäÿùèé
ê ãèäðîäèíàìèêå, îêàçàëñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ïëîäîòâîðíûì.
Èìåííî íà ýòîì ïóòè â òå÷åíèè äåâÿòíàäöàòîãî âåêà â
ôèçèêå ðîäèëîñü ñîâðåìåííîå ïîíÿòèå ïîëÿ.
Â äåâÿòíàäöàòîì âåêå ïðîèçîøëî ïåðâîå âåëèêîå îáú-

åäèíåíèå � ïîñòåïåííî áûëî îñîçíàíî, ÷òî òàêèå ÿâ-
ëåíèÿ, êàê ýëåêòðè÷åñòâî, ìàãíåòèçì è ðàñïðîñòðàíå-
íèå ñâåòà ÿâëÿþòñÿ ïðîÿâëåíèÿìè åäèíîé ñóùíîñòè �
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Âïîñëåäñòâèè ê ñâåòó äîáàâè-
ëèñü ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû ðàçëè÷íîé äëèíû âîëíû,
îò ðàäèîâîëí äî ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ. È îïèñàíèå
âñåõ ýòèõ ÿâëåíèé â ðàìêàõ åäèíîé òåîðèè ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ îñòàåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ çíà÷èìûõ äîñòè-
æåíèé ôèçèêè. Ýòî îïèñàíèå áàçèðóåòñÿ íà äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.
Ïî ìåðå ðàñøèðåíèÿ êðóãà çàäà÷, ñ êîòîðûìè èìååò

äåëî ôèçèêà, âûÿñíèëîñü, ÷òî äàëåêî íå âî âñåõ ñëó÷àÿõ
äëÿ àíàëèçà ìîæíî îáîéòèñü ýëåìåíòàðíûìè ôóíêöèÿ-
ìè. Ïîýòîìó â òå÷åíèè âîñåìíàäöàòîãî-äåâÿòíàäöàòîãî
âåêà â îáîðîò ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè áûëè ââåäåíû
áîëåå ñëîæíûå ôóíêöèè, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ñïåöè-
àëüíûìè. Ðåïåðòóàð ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé óñòàíîâèë-
ñÿ ê íà÷àëó äâàäöàòîãî âåêà. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî èñïîëü-
çîâàíèå ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé òåñíî ñâÿçàíî ñ òåîðèåé
ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, ïîñòðîåííîé â îñ-
íîâíîì â äåâÿòíàäöàòîì âåêå.
Â òå÷åíèè äåâÿòíàäöàòîãî âåêà áûëî îñîçíàíî, ÷òî

òåîðåòè÷åñêàÿ ôèçèêà èìååò äåëî ñ ðàçíîîáðàçíûì
àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì. Â ñâÿçè ñ ýòèì â ìàòåìà-
òè÷åñêîé ôèçèêå áûëè ðàçðàáîòàíû ìåòîäû îïðåäåëå-
íèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé è
ðåøåíèé øèðîêîãî ñïåêòðà óðàâíåíèé. Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, âûÿâèëàñü çíà÷èòåëüíàÿ ðîëü çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ,
ñèììåòðèéíîå ïðîèñõîæäåíèå êîòîðûõ áûëî âûÿâëåíî
óæå â äâàäöàòîì âåêå.
Ïðè ïîñòðîåíèè â ïåðâîé ïîëîâèíå äâàäöàòîãî âåêà

òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè (êàê ñïåöèàëüíîé, òàê è îáùåé)
è êâàíòîâîé ìåõàíèêè èñïîëüçîâàëèñü â îñíîâíîì ìåòî-
äû, ðàçðàáîòàííûå â ðàìêàõ òåîðèè êëàññè÷åñêîãî ïîëÿ.
Ýòî îáúÿñíÿåò óäèâèòåëüíî âûñîêèé òåìï ñîçäàíèÿ ýòèõ
ñîâåðøåííî íîâûõ ðàçäåëîâ ôèçèêè. Íàïðèìåð, óðàâíå-
íèå Øð¼äèíãåðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òèïè÷íîå ïîëåâîå
óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.
Â õîäå äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ â äâàäöàòîì âå-

êå â òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå âîçíèêëè ðàçäåëû, èñ-
ñëåäîâàíèÿ â ðàìêàõ êîòîðûõ ïðèâîäÿò ê èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. Ïðèìåðàìè ìîãóò
ñëóæèòü êèíåòèêà ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì, êîòîðàÿ èññëå-
äóåòñÿ â ðàìêàõ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, èëè êâàíòî-
âàÿ òåîðèÿ ïîëÿ. Ýòè îáëàñòè ëåæàò âíå ðàìîê íàñòîÿ-
ùåãî ïîñîáèÿ. Â òî æå âðåìÿ äàæå â êâàíòîâîé òåîðèè
ïîëÿ âîçíèêàþò çàäà÷è, êîòîðûå ïî ñâîåé ïîñòàíîâêå
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ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè êëàññè÷åñêîãî ïîëÿ. Â êà÷åñòâå
ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè òàê íàçûâàåìûå èíñòàíòîíû.
Äàæå ïðè ðåøåíèè çàäà÷, êîòîðûå èñõîäíî âîñõîäÿò

ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, çà÷àñòóþ âîçíèêàþò
èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ òèïè÷íà ïðè
èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ôóíêöèé Ãðèíà, êîòîðûé ïîäðîá-
íî îáñóæäàåòñÿ â íàñòîÿùåì ïîñîáèè. Ìû îáñóæäàåì
ðÿä çàäà÷, êîòîðûå ñòàâÿòñÿ â òåðìèíàõ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé, êîòîðûå âîçíèêàþò â ñàìûõ ðàçíûõ ôèçè-
÷åñêèõ êîíòåêñòàõ.
Â äâàäöàòîì âåêå ÷ðåçâû÷àéíî ðàñøèðèëàñü îáëàñòü

ïðèìåíèìîñòè ìåòîäîâ êëàññè÷åñêîãî ïîëÿ. Ðå÷ü èäåò î
äèíàìèêå ëþáîé ñðåäû, êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü,
êàê íåïðåðûâíóþ. Ïðèâåäåì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïëàç-
ìó, êîòîðàÿ ÷ðåçâû÷àéíî áîãàòà íà ðàçëè÷íûå äèíàìè-
÷åñêèå ÿâëåíèÿ. Ïîä÷åðêíåì òàêæå, ÷òî ïëàçìà ìîæåò
ñóùåñòâîâàòü íà ðàçëè÷íûõ ìàñøòàáàõ, îò êîñìè÷åñêèõ
äî ÿäåðíûõ (ãäå îñóùåñòâèìà òàê íàçûâàåìàÿ êâàðê-
ãëþîííàÿ ïëàçìà), ñïîñîá åå îïèñàíèÿ îò ýòîãî ïðèíöè-
ïèàëüíî íå ìåíÿåòñÿ.
Â ñâÿçè ñ áóðíûì ðàçâèòèåì äèíàìèêè íåïðåðûâíûõ

ñðåä âî âòîðîé ïîëîâèíå äâàäöàòîãî âåêà áûëè ñôîð-
ìóëèðîâàíû áàçèñíûå íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûå
îïèñûâàþò êëþ÷åâûå äèíàìè÷åñêèå ÿâëåíèÿ â ñàìûõ
ðàçíûõ ôèçè÷åñêèõ ñèòóàöèÿõ. Ýòî â îñíîâíîì óðàâíå-
íèÿ äëÿ ïîëåé, çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè è îäíîé êîîðäèíà-
òû. Ïîðàçèòåëüíûì îáðàçîì îêàçàëîñü, ÷òî çíà÷èòåëü-
íàÿ ÷àñòü ýòèõ áàçèñíûõ óðàâíåíèé èìåþò áåñêîíå÷-
íûé íàáîð çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòè
óðàâíåíèÿ äîïóñêàþò àíàëèòè÷åñêîå ïîñòðîåíèå âåñüìà
ñëîæíûõ ðåøåíèé, êîòîðûå îáû÷íî íàçûâàþò ñîëèòîí-
íûìè.
Â òå÷åíèå äâàäöàòîãî âåêà áûëà îñîçíàíà ôóíäàìåí-

òàëüíàÿ ðîëü ñèììåòðèéíûõ ñîîáðàæåíèé â îáúÿñíå-
íèè ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé. Ôàêòè÷åñêè, â îñ-
íîâàíèè ëþáîé ñîâðåìåííîé ôèçè÷åñêîé òåîðèè ëåæèò
òà èëè èíàÿ ñèììåòðèÿ, êîòîðàÿ â çíà÷èòåëüíîé ìå-
ðå îïðåäåëÿåò îñîáåííîñòè ïðèìåíÿåìîãî â ýòîé òåîðèè
ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà. ×ðåçâû÷àéíî âàæíûì ÿâëÿ-
åòñÿ ïîíÿòèå ñïîíòàííîãî íàðóøåíèÿ ñèììåòðèè, êîòî-
ðîå ëåæèò â îñíîâå òàêèõ ÿâëåíèé, êàê ñâåðõòåêó÷åñòü
è ñâåðõïðîâîäèìîñòü, à òàêæå âîçíèêíîâåíèÿ ìàññ ýëå-
ìåíòàðíûõ ÷àñòèö çà ñ÷åò ìåõàíèçìà Õèããñà. Àíàëèç
âñåõ ýòèõ ÿâëåíèé òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ àïïàðàòà òåî-
ðèè ãðóïï.
Âî âòîðîé ïîëîâèíå äâàäöàòîãî âåêà íàøëè øèðî-

êîå ðàçâèòèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì, îáëàäàþ-
ùèõ ñòîõàñòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì. Òàêèå ñèñòåìû äîëæ-
íû îïèñûâàòüñÿ â ðàìêàõ âåëè÷èí, óñðåäíåííûõ ïî
ôëóêòóàöèÿì, òî åñòü ñëó÷àéíûì èçìåíåíèÿì õàðàê-
òåðèçóþùèõ ñèñòåìó âåëè÷èí âî âðåìåíè è ïðîñòðàí-
ñòâå. Çà÷àñòóþ òàêèå óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ îïèñûâà-
þòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè èëè èíòåãðàëüíûìè óðàâíå-
íèÿìè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè äèôôó-
çèîííîå óðàâíåíèå, êîòîðîå îïðåäåëÿåò ñòàòèñòè÷åñêèå
ñâîéñòâà Áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ.
Âñå ïåðå÷èñëåííûå âûøå ñþæåòû òàê èëè èíà÷å íà-

øëè îòðàæåíèå â íàñòîÿùåì ïîñîáèè. Êîíå÷íî, åãî
íåëüçÿ íàçâàòü èñ÷åðïûâàþùèì. Îäíàêî ìû íàäååìñÿ,
÷òî ïðèâåäåííûé â íåì ìàòåðèàë ïîçâîëèò îñâîèâøå-
ìó åãî ÷èòàòåëþ îðèåíòèðîâàòüñÿ â çíà÷èòåëüíîì ÷èñëå
ðàçäåëîâ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.
Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÷èòàòåëü çíàêîì ñ îñíîâàìè

ëèíåéíîé àëãåáðû, òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé è òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Â òî
æå âðåìÿ ìû ñòàðàëèñü ñäåëàòü íàøå ïîñîáèå ïî âîç-
ìîæíîñòè ñàìîäîñòàòî÷íûì, òî åñòü âêëþ÷èòü â íåãî
âñþ èíôîðìàöèþ, íåîáõîäèìóþ äëÿ ðåøåíèÿ îáñóæäà-
åìûõ çàäà÷. Ðÿä òåõíè÷åñêèõ ìåòîäîâ, èñïîëüçóåìûõ â
òîé èëè èíîé ãëàâå, íî èìåþùèå áîëåå øèðîêóþ îáëàñòü
ïðèìåíåíèÿ, âûíåñåíû â ðàçäåëû �Ñïðàâî÷íûå ìàòåðè-
àëû�, êîòîðûå ïîìåùàþòñÿ â êîíöå ñîîòâåòñòâóþùèõ
ãëàâ.
Ñîâðåìåííûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ñëîæíûõ ôèçè÷å-

ñêèõ ñèñòåì îáÿçàòåëüíî âêëþ÷àþò â ñåáÿ ÷èñëåííîå
ìîäåëèðîâàíèå, êîòîðîå çà÷àñòóþ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü
êëþ÷åâóþ èíôîðìàöèþ î ïîâåäåíèè ôèçè÷åñêîé ñèñòå-
ìû. Ìû â íàøåì ïîñîáèè íå êàñàåìñÿ ÷èñëåííûõ ìå-
òîäîâ, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáøèðíóþ îáëàñòü
çíàíèé, êîòîðàÿ òðåáóåò îòäåëüíîãî ñèñòåìàòè÷åñêîãî
èçëîæåíèÿ. Â òî æå âðåìÿ â íàøåì ïîñîáèè îõàðàêòå-
ðèçîâàíû îñíîâíûå îáúåêòû, êîòîðûå èçó÷àþòñÿ ÷èñ-
ëåííûìè ìåòîäàìè.
Ìû íå ñòðåìèëèñü ñîçäàòü ïîñëåäîâàòåëüíûé êóðñ,

êîòîðûé âêëþ÷àë áû â ñåáÿ âñå èçâåñòíûå íà ñåãîäíÿø-
íèé äåíü ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Òåì áîëåå
ìû íå ãíàëèñü çà ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðîãîñòüþ. Íàøåé
öåëüþ áûëî ïðèâåñòè ìàòåðèàë, íåîáõîäèìûé äëÿ ðå-
øåíèÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷, ìîòèâèðîâàííûõ ôèçè÷åñêè-
ìè ïðèëîæåíèÿìè. Èìåííî ïîýòîìó â òåêñòå ïðèâåäåíî
çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî çàäà÷, ðåøåíèå êîòîðûõ ïîç-
âîëèò ÷èòàòåëþ îñâîèòü îñíîâíûå ìåòîäû ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ôèçèêè.
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Ãëàâà 1

ËÈÍÅÉÍÛÅ ÝÂÎËÞÖÈÎÍÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Â ðàâíîâåñèè ïàðàìåòðû ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû íå ìå-
íÿþòñÿ ñî âðåìåíåì. Åñëè ñèñòåìó îòêëîíèòü îò ðàâíî-
âåñèÿ, òî îíà áóäåò ðåëàêñèðîâàòü ê ðàâíîâåñèþ. Âîç-
ìîæíû è êîëåáàíèÿ ñèñòåìû îêîëî ïîëîæåíèÿ ðàâíî-
âåñèÿ. Ïðè íàëè÷èè âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ ñîñòîÿíèå
ñèñòåìû îòêëîíèòñÿ îò ðàâíîâåñèÿ. Âñå ýòè ïðîöåñ-
ñû îïèñûâàþòñÿ ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè (äèôôåðåí-
öèàëüíûìè èëè èíòåãðàëüíûìè) íà ïàðàìåòðû ñèñòåìû
ïðè óñëîâèè, ÷òî åå îòêëîíåíèå îò ðàâíîâåñèÿ íåâåëè-
êî è âíåøíåå âîçäåéñòâèå äîñòàòî÷íî ñëàáî. Ïðè òåõ æå
óñëîâèÿõ óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè ïî âðåìå-
íè.

1.1 Ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ ñ

ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòà-

ìè

Âî ìíîãèõ ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ âîçíèêàåò çàäà÷à
î ðåàêöèè ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû íà âíåøíåå âîçäåéñòâèå,
âûâîäÿùåå åå èç ðàâíîâåñèÿ. ×òîáû íàéòè ñîñòîÿíèå ñè-
ñòåìû â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè, íàäî ðåøèòü ýâîëþ-
öèîííóþ çàäà÷ó, ïîñêîëüêó ýòî ñîñòîÿíèå áóäåò îïðåäå-
ëÿòüñÿ ïðåäûñòîðèåé ñèñòåìû. Åñëè îòêëîíåíèå ñèñòå-
ìû îò ðàâíîâåñèÿ íåâåëèêî, òî åå ðåàêöèþ íà âíåøíåå
âîçäåéñòâèå ìîæíî èçó÷àòü â ðàìêàõ ëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû (îò-
êëîíåíèå îò êîòîðîãî ìû èçó÷àåì) íå ìåíÿåòñÿ ñî âðå-
ìåíåì. Òîãäà îáû÷íî ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ äèôôå-
ðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñ ïîñòîÿííûìè (íå çàâèñÿ-
ùèìè îò âðåìåíè) êîýôôèöèåíòàìè.

1.1.1 Óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ïðèìåð óðàâíåíèÿ, êîòîðîå
îïèñûâàåò ðåëàêñàöèþ ñèñòåìû ê ðàâíîâåñèþ:

dx

dt
+ γx = φ, (1.1)

ãäå x(t) � ïåðåìåííàÿ, îïèñûâàþùàÿ îòêëîíåíèå ñè-
ñòåìû îò ðàâíîâåñèÿ, γ � êèíåòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò
(íåêîòîðûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð), à âåëè÷èíà φ(t)
ïðåäñòàâëÿåò âíåøíåå âîçäåéñòâèå, âûâîäÿùåå ñèñòå-
ìó èç ðàâíîâåñèÿ. Óðàâíåíèå òèïà (1.1) âîçíèêàåò â
òîì ñëó÷àå, êîãäà èíåðöèîííûìè ñâîéñòâàìè ñèñòåìû
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Íàïðèìåð, óðàâíåíèå (1.1) âîçíèêà-
åò ïðè îïèñàíèè äâèæåíèÿ êîëëîèäíûõ ÷àñòèö.
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñëå-

äóþùåãî èíòåãðàëà

x(t) =

�
ds G(t− s)φ(s). (1.2)

Çäåñü G � òàê íàçûâàåìàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà óðàâíåíèÿ
(1.1). Ôóíêöèÿ Ãðèíà G(t − s) îïðåäåëÿåò ðåàêöèþ ñè-
ñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè t íà `óäàðíîå' âîçäåéñòâèå íà
ñèñòåìó, ïðèëîæåííîå â ìîìåíò âðåìåíè s. Âûðàæåíèå
(1.2) îáóñëîâëåíî ëèíåéíîñòüþ óðàâíåíèÿ (1.1), âñëåä-
ñòâèå êîòîðîãî èñêîìàÿ âåëè÷èíà x ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå ñóììû (èíòåãðàëà) âêëàäîâ, ïðîèçâîäèìûõ âíåø-
íèì âîçäåéñòâèåì φ â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè.
Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà G, êî-

òîðàÿ ôèãóðèðóåò â âûðàæåíèè (1.2), çàâèñèò òîëüêî
îò ðàçíîñòè t − s, íî íå îò ýòèõ ïåðåìåííûõ ïî îòäåëü-
íîñòè. Ýòî ñâîéñòâî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî êèíåòè÷åñêèé
êîýôôèöèåíò γ â óðàâíåíèè (1.1) íå çàâèñèò îò âðåìå-
íè. Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòî ñâîéñòâî ñâÿçàíî ñ îäíîðîä-
íîñòüþ óðàâíåíèÿ (1.1) ïî âðåìåíè: ïðè ñäâèãå t→ t+t0
âèä ýòîãî óðàâíåíèÿ íå ìåíÿåòñÿ. Â äàëüíåéøåì ìû ÷à-
ñòî áóäåì ñòàëêèâàòüñÿ ñ ïîäîáíîé îäíîðîäíîñòüþ èëè
åå íàðóøåíèÿìè.
Óðàâíåíèå (1.1) ìîæíî ðåøàòü íà ðàçëè÷íûõ âðå-

ìåíí�ûõ èíòåðâàëàõ. Îò âåëè÷èíû ýòèõ èíòåðâàëîâ áó-
äåò çàâèñåòü îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ â âûðàæåíèè
(1.2). Âûðàæåíèå (1.2) äàåò âûíóæäåííîå ðåøåíèå, ñâÿ-
çàííîå ñ âíåøíèì âîçäåéñòâèåì. Ê íåìó ñëåäóåò äî-
áàâèòü ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1.1) (òî åñòü
óðàâíåíèÿ áåç ïðàâîé ÷àñòè), ñâÿçàííîå ñ íà÷àëüíû-
ìè óñëîâèÿìè íà ãðàíèöå ðàññìàòðèâàåìîãî èíòåðâàëà.
Ìû ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé áåñêîíå÷íîãî èíòåðâà-
ëà, −∞ < t < +∞. Â ýòîì ñëó÷àå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ,
çàäàííûå ïðè t → −∞, ìîæíî èãíîðèðîâàòü, ïîñêîëü-
êó îíè çàáûâàþòñÿ íà êîíå÷íûõ âðåìåíàõ. Ïîçæå ìû
îáîáùèì íàø ïîäõîä íà ñëó÷àé êîíå÷íîãî èíòåðâàëà ïî
âðåìåíè.
Ôóíêöèÿ Ãðèíà óðàâíåíèÿ (1.1) G óäîâëåòâîðÿåò ñëå-

äóþùåìó óðàâíåíèþ

dG

dt
+ γG = δ(t− s), (1.3)

òî åñòü èñõîäíîìó óðàâíåíèþ (1.1) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ
φ = δ(t− s). Çäåñü δ(t− s) � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà, åå
îñíîâíûå ñâîéñòâà ïðèâåäåíû â ðàçäåëå 1.5.2. Ïîëüçóÿñü
ýòèìè ñâîéñòâàìè, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ x(t),
îïðåäåëÿåìàÿ âûðàæåíèåì (1.2), äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåò-
ñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.1). Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ïðèìå-
íèòü ê óðàâíåíèþ (1.2) îïåðàòîð d/dt + γ è âîñïîëüçî-
âàòüñÿ çàòåì ñîîòíîøåíèåì (1.3).
Îäíàêî ôóíêöèÿ Ãðèíà G(t) îïðåäåëåíà óðàâíåíèåì

(1.3) íåîäíîçíà÷íî, ïîñêîëüêó åãî ðåøåíèå îïðåäåëåíî
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ñ òî÷íîñòüþ äî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî (òî åñòü ñ íóëå-
âîé ïðàâîé ÷àñòüþ) óðàâíåíèÿ (1.1). Äëÿ òîãî, ÷òîáû
îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü ôóíêöèþ Ãðèíà G(t), íåîáõîäè-
ìî èñïîëüçîâàòü ïðèíöèï ïðè÷èííîñòè. Èç ñîîòíîøåíèÿ
(1.2) ñëåäóåò, ÷òî G(t) = 0 ïðè t < 0, ïîñêîëüêó ñèñòå-
ìà ìîæåò ðåàãèðîâàòü òîëüêî íà âîçäåéñòâèå, èìåâøåå
ìåñòî â ïðîøëîì, íî íå â áóäóùåì. Ïðèíöèï ïðè÷èííî-
ñòè óæå îäíîçíà÷íî ôèêñèðóåò ôóíêöèþ Ãðèíà. Â ñèëó
òîãî, ÷òî G(t) = 0 ïðè t < 0, âûðàæåíèå (1.2) ìîæíî
ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå

x(t) =

� t

−∞
ds G(t− s)φ(s). (1.4)

Çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî âíåøíåå âîçäåéñòâèå φ äåé-
ñòâóåò íà ñèñòåìó íà ïîëíîì âðåìåííîì èíòåðâàëå, îò
−∞ äî +∞.
Íàéäåì ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà G(t),

êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (1.3). Ïîñêîëüêó δ(t)
ðàâíà íóëþ ïðè t > 0, òî â ýòîé îáëàñòè G(t) ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1.1), òî åñòü
G(t) = A exp(−γt), ãäå A � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Ó÷è-
òûâàÿ, ÷òî G(t) = 0 ïðè t < 0, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè
t = 0 ôóíêöèÿ G(t) èñïûòûâàåò ñêà÷îê A. Â ñèëó óðàâ-
íåíèÿ (1.3) è ñîîòíîøåíèÿ (1.58) ýòîò ñêà÷îê äîëæåí
áûòü ðàâåí åäèíèöå. Òàêèì îáðàçîì, A = 1, è ìû íàõî-
äèì îêîí÷àòåëüíî

G(t) = θ(t) exp(−γt), (1.5)

ãäå θ(t) � ôóíêöèÿ Õýâèñàéäà, ðàâíàÿ íóëþ ïðè t < 0,
è ðàâíàÿ åäèíèöå ïðè t > 0. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå
â ñîîòíîøåíèå (1.4), ìû íàõîäèì

x(t) =

� t

−∞
ds exp[−γ(t− s)]φ(s). (1.6)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà ïîñòåïåííî (çà âðåìÿ γ−1)
çàáûâàåò î âîçäåéñòâèè íà íåå, êîòîðîå èìåëî ìåñòî â
ïðîøëîì.
Ïåðåéäåì ê ñëó÷àþ, êîãäà ñîñòîÿíèå ñèñòåìû çàäàíî

â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, à äàëåå îíà ýâîëþöèî-
íèðóåò ïîä âíåøíèì âîçäåéñòâèåì. Áóäåì îòñ÷èòûâàòü
âðåìÿ îò ìîìåíòà, êîãäà çàäàíî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå.
Òîãäà íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäàíû ïðè t = 0. Óðàâíåíèå
(1.1) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà, òî åñòü íà-
÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû õàðàêòåðèçóåòñÿ òîëüêî çíà-
÷åíèåì ïåðåìåííîé x ïðè t = 0, êîòîðîå ìû îáîçíà÷àåì
x(0). Òîãäà âìåñòî (1.4) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1) ïðè
t > 0 ïåðåïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

x(t) = x(0)G(t) +

� t

0

ds G(t− s)φ(s). (1.7)

Äåéñòâèòåëüíî, âûðàæåíèå (1.7) óäîâëåòâîðÿåò èñõîä-
íîìó óðàâíåíèþ è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ, ïîñêîëüêó
G(+0) = 1.

Çàäà÷à 1.1.1. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâ-
íåíèÿ (1.1) ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ è
φ = exp(−αt), α > 0. Êàê âûãëÿäèò ðåøåíèå ïðè
α→ γ?

1.1.2 Óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà âûøå ïåðâîãî

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì áîëåå ñëîæíûå
ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ. Â ïðèíöèïå, ðåøåíèå ëþáîãî
ëèíåéíîãî ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî âûðàçèòü
÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ Ãðèíà. Îäíàêî ýòîò
ñïîñîá ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ýôôåêòèâåí, åñëè èçâåñòíî
ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà. Ìû ïðîäåìîí-
ñòðèðóåì, êàê åå ìîæíî íàéòè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè.
Íà÷íåì ñ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

d2x

dt2
+ ν2x = φ, (1.8)

êîòîðîå îïèñûâàåò îñöèëëÿòîð, ê êîòîðîìó ïðèëîæåíà
âíåøíÿÿ ñèëà φ. Çäåñü ν èìååò ñìûñë ñîáñòâåííîé ÷à-
ñòîòû êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà. Ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå
îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1.8) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáè-
íàöèåé cos(νt) è sin(νt) ñ ïðîèçâîëüíûìè êîýôôèöèåí-
òàìè.
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.8) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ ìîæíî çà-

ïèñàòü ÷åðåç ôóíêöèþ Ãðèíà G(t), â âèäå (1.2) èëè
(1.4). Ôóíêöèÿ G(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.8) ñ δ-
ôóíêöèåé â ïðàâîé ÷àñòè:(

d2

dt2
+ ν2

)
G(t) = δ(t), (1.9)

àíàëîãè÷íîìó ñîîòíîøåíèþ (1.3). Êàê è ðàíüøå, ëåã-
êî ïðîâåðèòü, ÷òî âûðàæåíèå (1.9) äàåò ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (1.8). Äëÿ ýòîãî íàäî ïðèìåíèòü ê ñîîòíîøåíèþ
(1.9) îïåðàòîð d2/dt2 +ν2 è âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâàìè
äåëüòà-ôóíêöèè.
Íàéäåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.9). Êàê ìû óæå óñòà-

íîâèëè, â ñèëó ïðè÷èííîñòè G(t) = 0 ïðè t < 0. Â îò-
ëè÷èå îò ôóíêöèè Ãðèíà (1.5), ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.9)
îñòàåòñÿ íåïðåðûâíûì ïðè t = 0 â ñèëó òîãî, ÷òî â åãî
ëåâîé ÷àñòè ñòîèò âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî t. Â ýòîì ñëó-
÷àå δ-ôóíêöèÿ ïðîèçâîäèòñÿ ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè,
åñëè ñêà÷îê èñïûòûâàåò ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò ôóíê-
öèè, ñìîòðè ðàçäåë 1.5.2. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (1.58),
ëåãêî íàéòè, ÷òî ñêà÷îê ïåðâîé ïðîèçâîäíîé â G(t) äîë-
æåí áûòü ðàâåí 1. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
ïðè t = +0 G = 0, G′ = 1. Ýòè çíà÷åíèÿ ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü, êàê íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ, îïðåäåëÿþùåãî G(t) ïðè t > 0, ïîñêîëüêó ïðàâàÿ
÷àñòü óðàâíåíèÿ (1.9) â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà íóëþ. Çàäà÷à
ëåãêî ðåøàåòñÿ, è ìû íàõîäèì

G(t) = θ(t)
1

ν
sin(νt). (1.10)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà îñöèëëèðóþùèé õàðàêòåð ôóíê-
öèè Ãðèíà, ñâÿçàííûé ñ îñöèëëÿòîðíîé ïðèðîäîé óðàâ-
íåíèÿ (1.8).
Âûðàæåíèå (1.4) äàåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.8) íà áåñ-

êîíå÷íîì âðåìåíí�îì èíòåðâàëå. Íî, êàê è âûøå, ïðè
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ïîìîùè ôóíêöèè Ãðèíà ìîæíî âûðàçèòü è ðåøåíèå çà-
äà÷è Êîøè, òî åñòü çàäà÷è ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.
Â äàííîì ñëó÷àå ìû èìååì äåëî ñ óðàâíåíèåì âòîðîãî
ïîðÿäêà, òî åñòü ýòèìè óñëîâèÿìè ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíîé, x è ẋ, â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè, â êà÷åñòâå êîòîðîãî ìû âûáåðåì t = 0. Ðåøå-
íèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (1.8) çàïèñûâàåòñÿ â
ñëåäóþùåì âèäå

x(t) = ẋ(0)G(t)+x(0)Ġ(t)+

� t

0

ds G(t−s)φ(s). (1.11)

Ýòî âûðàæåíèå, î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
(1.8), à òàêæå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì, ÷òî ëåãêî ïðîâåðèòü
ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèé G(+0) = 0, Ġ(+0) = 1,
G̈(+0) = 0, ñëåäóþùèõ èç âûðàæåíèÿ (1.10).

Çàäà÷à 1.1.2. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâ-
íåíèÿ (1.8) ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ è φ =
exp(−αt), α > 0. Íàéòè ïðåäåë ν → 0.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îáùåìó ñëó÷àþ äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

L(d/dt)x = φ, (1.12)

ãäå L(z) � ïîëèíîì îò z:

L = zn + a1z
n−1 + · · ·+ an−1z + an. (1.13)

Çäåñü ai � íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Èìåííî ê òèïó
(1.12) îòíîñÿòñÿ ðàññìîòðåííûå íàìè âûøå óðàâíåíèÿ
(1.1,1.8). Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.12) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
(1.2), ãäå ôóíêöèÿ Ãðèíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

L(d/dt)G(t) = δ(t), (1.14)

è óñëîâèþ G = 0 ïðè t < 0.
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.14) ìîæíî ÿâíî âûðàçèòü ÷å-

ðåç êîðíè ïîëèíîìà (1.13) zi (êîòîðûå ìîãóò áûòü êàê
äåéñòâèòåëüíûìè, òàê è êîìïëåêñíûìè). Îáùåå ðåøå-
íèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ L(d/dt)x = 0 èìååò âèä

x =
∑
i

bi exp(zit), (1.15)

ãäå bi � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû. Â âèäå (1.15) çàïèñû-
âàåòñÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà G(t) ïðè t > 0. Êîýôôèöèåíòû
æå bi íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèé, ÷òî ïðè t → +0 ïðîèçâîä-
íàÿ dn−1G/dtn−1 = 1, à äëÿ m < n − 1 ïðîèçâîäíûå
dmG/dtm = 0, âêëþ÷àÿ m = 0. Èìåííî ïðè ýòèõ óñëî-
âèÿõ ïðè ïðèìåíåíèè îïåðàòîðà L(d/dt) âîçíèêàåò δ-
ôóíêöèÿ è íå âîçíèêàþò åå ïðîèçâîäíûå â ïðàâîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ (1.14).
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ óñòîé÷èâîé ñèñòåìû âñå êîðíè zi

óðàâíåíèÿ L(z) = 0 èìåþò îòðèöàòåëüíóþ äåéñòâèòåëü-
íóþ ÷àñòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò çàòóõàíèþ âîçìóùåíèé â
îòñóòñòâèå âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ. Òîãäà G(t) → 0 ïðè
t → ∞. Â òî æå âðåìÿ äëÿ íåóñòîé÷èâîé ñèñòåìû èìå-
þòñÿ êîðíè ñ ïîëîæèòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ. Â
ýòîì ñëó÷àå èìååòñÿ âêëàä â ôóíêöèþ Ãðèíà G(t), ðàñ-
õîäÿùèéñÿ íà áîëüøèõ t.

Çàäà÷à 1.1.3. Íàéòè ôóíêöèþ Ãðèíà óðàâíåíèÿ

d2x

dt2
+ 2γ

dx

dt
+ ν2x = φ.

Çàäà÷à 1.1.4. Íàéòè ôóíêöèþ Ãðèíà óðàâíåíèÿ(
d4

dt4
+ 4ν2

d2

dt2
+ 3ν4

)
x = φ.

Íåîáõîäèìî ïðîÿâèòü àêêóðàòíîñòü â ñëó÷àå, êîãäà
óðàâíåíèå L(z) = 0 èìååò êðàòíûå êîðíè. Â ýòîì ñëó÷àå
ïîìèìî ÷èñòûõ ýêñïîíåíò, êàê â âûðàæåíèè (1.15), ñðå-
äè ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ L(d/dt)x = 0 èìå-
þòñÿ ñåêóëÿðíûå ÷ëåíû (ñî ñòåïåíÿìè t ïðè ýêñïîíåí-
òàõ). Âñå ýòè ðåøåíèÿ ñëåäóåò âîâëåêàòü â ñîñòàâëåíèå
íåîáõîäèìîé íàì êîìáèíàöèè, îïðåäåëÿþùåé G(t).

Çàäà÷à 1.1.5. Íàéòè ôóíêöèþ Ãðèíà óðàâíåíèÿ(
d2

dt2
+ ν2

)2

x = φ.

1.1.3 Ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå

Ïðÿìûì îáîáùåíèåì ñêàëÿðíîãî ðåëàêñàöèîííîãî óðàâ-
íåíèÿ (1.1) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîå óðàâíåíèå äëÿ âåêòîðíîé
âåëè÷èíû y:

dy

dt
+ Γ̂y = χ. (1.16)

Çäåñü Γ̂ � ìàòðèöà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò äèíàìèêó ñè-
ñòåìû, à âåêòîð χ ïðåäñòàâëÿåò âíåøíåå âîçäåéñòâèå
íà ñèñòåìó.
Îòìåòèì, ÷òî ê âèäó (1.16) ïðèâîäèòñÿ ðàññìîòðåííîå

âûøå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå n-ãî ïîðÿäêà äëÿ
ñêàëÿðíîé ïåðåìåííîé x. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ââåñòè
y1 = x, y2 = dx/dt, . . . , yn = dn−1x/dtn−1. Ïîñëå ýòîãî
dy/dt âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòû y, èñõîäÿ èç ââå-
äåííûõ îïðåäåëåíèé è èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿä-
êà, ïðèâîäÿ ê óðàâíåíèþ (1.16) ñ ìàòðèöåé Γ̂ ðàçìåðà
n× n.

Çàäà÷à 1.1.6. Ñâåñòè ê âèäó (1.16) óðàâíåíèå, ââåäåí-
íîå â çàäà÷å 1.2.3.

Êàê èçâåñòíî, ìîæíî ââåñòè ñîáñòâåííûå âåêòîðû ai
ìàòðèöû Γ̂, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

Γ̂ai = λiai, (1.17)

ãäå λi � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû Γ̂. Åñëè ñîáñòâåí-
íûå ÷èñëà íå âûðîæäåíû, òî ëþáîé âåêòîð ìîæíî ðàç-
ëîæèòü ïî ñîáñòâåííûì âåêòîðàì ai, â ÷àñòíîñòè y =
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i xiai, χ =

∑
i φiai. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ïðåäñòàâëåíèå â

óðàâíåíèå (1.16), íàõîäèì

dxi
dt

+ λixi = φi. (1.18)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàáîðó óæå ðàññìîò-
ðåííûõ íàìè ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé (1.1).
Ñîáñòâåííûå ÷èñëà λi ìîãóò áûòü êàê äåéñòâèòåëü-

íûìè, òàê è êîìïëåêñíûìè. Äëÿ äåéñòâèòåëüíîé ìàò-
ðèöû Γ̂ ñîáñòâåííûå ÷èñëà λi ëèáî äåéñòâèòåëüíû, ëèáî
ðàñïàäàþòñÿ íà ïàðû êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ âåëè-
÷èí. Äëÿ óñòîé÷èâîé ñèñòåìû âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà λi
èìåþò ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè. Äëÿ ÷è-
ñòî îñöèëëÿòîðíîé ñèñòåìû êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå
λi ÿâëÿþòñÿ ÷èñòî ìíèìûìè. Åñëè ìàòðèöà Γ̂ ïðîèñ-
õîäèò èç ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà (1.14), òî
ñîáñòâåííûå ÷èñëà λi îïðåäåëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ
L(zi) = 0, λi = −zi.
Ââåäåì ôóíêöèþ Ãðèíà äëÿ óðàâíåíèÿ (1.16), êîòî-

ðàÿ ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé Ĝ(t), ÷åðåç êîòîðóþ âûðàæàåòñÿ
ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ

y(t) =

� t

−∞
ds Ĝ(t− s)χ(s). (1.19)

Ôóíêöèÿ Ãðèíà Ĝ(t) ðàâíà íóëþ ïðè t < 0 è óäîâëåòâî-
ðÿåò óðàâíåíèþ (

d

dt
+ Γ̂

)
Ĝ(t) = δ(t)1̂, (1.20)

ãäå 1̂ � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Ĝ = θ(t) exp(−Γ̂t). (1.21)

Ìîæíî âûïèñàòü ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè Ãðè-
íà â òåðìèíàõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû Γ. Äëÿ
ýòîãî ïîìèìî ñîáñòâåííûõ ñòîëáöîâ ai ìàòðèöû Γ íà-
äî ââåñòè ñîáñòâåííûå ñòðîêè bTi , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿ-
þò óðàâíåíèÿì bTi Γ̂ = λib

T
i . Êàê èçâåñòíî, ñîáñòâåííûå

ñòîëáöû è ñòðîêè ìîæíî âûáðàòü îðòîíîðìèðîâàííûìè
bTi aj = δij , ãäå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà, ðàâíûé åäèíèöå,
åñëè i = j, è íóëþ, åñëè i 6= j. Òîãäà

Ĝ = θ(t)
∑
i

e−λitaib
T
i . (1.22)

Ýòî âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ôóíêöèé
Ãðèíà (1.5) ñ ìíîæèòåëÿìè, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò ïðî-
åêöèè íà ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû Γ̂.

Çàäà÷à 1.1.7. Âûïèñàòü âûðàæåíèå (1.22) äëÿ ìàò-
ðèöû

Γ̂ =

(
0 1
4 0

)
.

Ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü â ìàò-
ðè÷íîì âèäå. À èìåííî, ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ Â è B̂ äëÿ
ìàòðèö, ñîñòàâëåííûõ èç ñîáñòâåííûõ ñòîëáöîâ ìàòðè-
öû Γ̂ è èç ñîáñòâåííûõ ñòðîê ìàòðèöû Γ̂, ñîîòâåòñòâåí-
íî. Òîãäà óñëîâèå îðòîíîðìèðîâàííîñòè ñòðîê è ñòîëá-
öîâ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå B̂Â = 1̂. Ìàòðèöà æå Γ̂ çàïè-
ñûâàåòñÿ â âèäå

Γ̂ = ÂΛ̂B̂, (1.23)

ãäå Λ̂ � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, íà äèàãîíàëè êîòîðîé
ñòîÿò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1, λ2, . . . . Îòìåòèì, ÷òî â
ñèëó B̂Â = 1̂

Γ̂n = ÂΛ̂nB̂.

Ïîýòîìó èç ñîîòíîøåíèÿ (1.21) ïîëó÷àåì

Ĝ = θ(t)Â exp(−tΛ̂)B̂. (1.24)

Ýòî äðóãàÿ ôîðìà çàïèñè âûðàæåíèÿ (1.22).
Ïåðåõîäèì ê ñëó÷àþ, êîãäà èìåþòñÿ âûðîæäåííûå

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λi. Íèêàêèõ ïðîáëåì íå âîçíèêà-
åò, íàïðèìåð, åñëè ìàòðèöà Γ̂ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé.
Òîãäà èìååòñÿ n ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ai ìàòðèöû Γ̂, ïî
êîòîðûì ìîæíî ðàçëîæèòü ëþáîé âåêòîð. Ïîýòîìó ìû
âîçâðàùàåìñÿ ê îïèñàííîé âûøå ñèòóàöèè, êîãäà çàäà-
÷à ðàñïàäàåòñÿ íà n íåçàâèñèìûõ ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé,
êàæäîå èç êîòîðûõ èìååò âèä (1.1). Ðàññìîòðèì ñëó÷àé
ìàòðèö, èìåþùèõ âûðîæäåííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
λi, êîãäà çàäà÷ó íåëüçÿ ñâåñòè ê n íåçàâèñèìûì ñêàëÿð-
íûì óðàâíåíèÿì, êàæäîå èç êîòîðûõ èìååò âèä (1.1).
Ìàòðèöó Γ̂ è â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
(1.23). Îäíàêî Λ̂ óæå íå ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé, à ðàñ-
ïàäàåòñÿ íà ñîâîêóïíîñòü êëåòîê Æîðäàíà. Îòìåòèì,
÷òî ïî-ïðåæíåìó èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå (1.24). Ïî-
ýòîìó çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ exp(−tΛ̂).
×òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü îñîáåííîñòè ðàññìàòðèâà-

åìîãî ñëó÷àÿ, ðàññìîòðèì ìàòðèöó 2× 2

Γ̂ =

(
λ 1
0 λ

)
= λ1̂ +

(
0 1
0 0

)
, (1.25)

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêîé ôîðìîé ìàòðèöû Æîð-
äàíà 2× 2. Â êîìïîíåíòàõ

dy1
dt

+ λy1 + y2 = χ1,

dy2
dt

+ λy2 = χ2.

Òàêèì îáðàçîì, y2 óäîâëåòâîðÿåò ñòàíäàðòíîìó óðàâíå-
íèþ (1.1). Ââåäÿ y1 = y − ty2, ìû íàõîäèì ñòàíäàðòíîå
óðàâíåíèå äëÿ y:

dy

dt
+ λy = χ1 + tχ2.

Òåì íå ìåíåå, â y1 ñîäåðæèòñÿ ñåêóëÿðíûé ÷ëåí −ty2.
Äàííàÿ ñèòóàöèÿ ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íîé. Íàëè÷èå â êàíî-

íè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè (1.23) ìàòðèöû Γ̂ êëåòîê Æîð-
äàíà â ìàòðèöå Λ̂ ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ñåêóëÿðíûõ
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÷ëåíîâ â ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (1.16). Îíè ìîãóò áûòü ïåð-
âîãî ïîðÿäêà ïî t (òî åñòü ñîäåðæàòü ïåðâóþ ñòåïåíü t,
êàê ìíîæèòåëü ïðè ýêñïîíåíòå), êàê â ðàññìîòðåííîì
íàìè âûøå ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, èëè áîëåå âûñîêîãî ïî-
ðÿäêà ïî t (â ñëó÷àå áîëåå ñëîæíîé êëåòêè Æîðäàíà) â
êà÷åñòâå ìíîæèòåëÿ ïðè ýêñïîíåíòå. Âñå ýòî íå ìåíÿåò
êà÷åñòâåííî ýêñïîíåíöèàëüíûé õàðàêòåð ðåøåíèÿ îäíî-
ðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1.16), îäíàêî ïðîèçâîäèò ñòåïåííûå
ìíîæèòåëè ïðè ýêñïîíåíòàõ.
Êàíîíè÷åñêèé âèä êëåòêèÆîðäàíà èìååò âèä λ1̂+N̂ ,

ãäå N̂ � íèëüïîòåíòíàÿ ìàòðèöà, âñå ñòåïåíè êîòîðîé,
íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîé, ðàâíû íóëþ. Â ðàññìîòðåííîì íà-
ìè ïðîñòåéøåì ïðèìåðå ìàòðèöåé N̂ ÿâëÿåòñÿ ïîñëåä-
íÿÿ ìàòðèöà â âûðàæåíèè (1.25), óæå åå êâàäðàò ðàâåí
íóëþ. Ñëåäóþùåé ïî ñëîæíîñòè ÿâëÿåòñÿ êëåòêà Æîð-
äàíà 3× 3

Λ̂ =

 λ 1 0
0 λ 1
0 0 λ

 . (1.26)

Ìàòðèöà N̂ è åå êâàäðàò èìåþò âèä

N̂ =

 0 1 0
0 0 1
0 0 0

 , N̂2 =

 0 0 1
0 0 0
0 0 0

 .

Âñå áîëåå âûñîêèå ñòåïåíè ìàòðèöû N̂ ðàâíû íóëþ.
Ñâîéñòâî íèëüïîòåíòíîñòè ìàòðèöû N̂ ïîçâîëÿåò ýô-

ôåêòèâíî ïîëó÷àòü âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà
(1.24). Ïîäñòàâëÿÿ Λ̂ = λ1̂ + N̂ è ðàñêëàäûâàÿ ýêñïî-
íåíòó ïî N̂ , íàõîäèì

exp(−tΛ̂) = e−λt
(

1̂− tN̂ +
t2

2
N̂2 + . . .

)
. (1.27)

Áëàãîäàðÿ íèëüïîòåíòíîñòè ìàòðèöû N̂ â ðàçëîæåíèè
(1.27) ïî ñòåïåíÿì N̂ èìååòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëå-
íîâ. Äëÿ ðàññìîòðåííîãî íàìè ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ â
âûðàæåíèè (1.27) ëèøü ïåðâàÿ ñòåïåíü îòëè÷íà îò íóëÿ.
Äëÿ ìàòðèöû (1.26) îòëè÷íû îò íóëÿ äâà ÷ëåíà ðàçëî-
æåíèÿ, ÷òî äàåò

exp(−tΛ̂) = e−λt

 1 −t t2/2
0 1 −t
0 0 1

 .

Çàäà÷à 1.1.8. Íàéòè ôóíêöèþ Ãðèíà óðàâíåíèÿ
(1.16) äëÿ ìàòðèöû

Γ̂ =


λ 1 0 0
0 λ 1 0
0 0 λ 1
0 0 0 λ

 ,

êîòîðàÿ îòíîñèòñÿ ê òèïó Æîðäàíà.

1.2 Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà â

ýâîëþöèîííûõ çàäà÷àõ

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà (ñìîòðè ðàçäåë 1.5.3) ÿâëÿåò-
ñÿ åñòåñòâåííûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ ýâîëþöèîííûõ çàäà÷,
äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ïðèíöèï ïðè÷èííîñòè. Íà-
ïðèìåð, â ñèëó ïðèíöèïà ïðè÷èííîñòè ôóíêöèÿ Ãðèíà
îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî ïðè ïîëîæèòåëüíûõ âðåìåíàõ
è ïîòîìó åå åñòåñòâåííî õàðàêòåðèçîâàòü ïðè ïîìîùè
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà

G̃(p) =

� ∞
0

dt exp(−pt)G(t).

Ïðè ýòîì âûÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ôóíêöèè
Ãðèíà, ñâÿçàííûå ñ àíàëèòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé åå ïðå-
îáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà G̃(p).
Èçëîæèì îñíîâàííûé íà ïðåîáðàçîâàíèè Ëàïëàñà ìå-

òîä, ïðèìåíèìûé äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè Ãðèíà óðàâ-
íåíèÿ (1.12), êîòîðàÿ ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ (1.14).
Ïðîèçâåäåì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ýòîãî óðàâíåíèÿ,
èíòåãðèðóÿ ïî âðåìåíè t îò ìàëîãî ïîëîæèòåëüíîãî çíà-
÷åíèÿ äî áåñêîíå÷íîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå â ïðàâîé ÷à-
ñòè ïîëó÷èòñÿ íîëü, à â ëåâîé ÷àñòè ìû áóäåì èíòå-
ãðèðîâàòü ïî ÷àñòÿì âñå ÷ëåíû, `ïåðåêèäûâàÿ' ïðîèç-
âîäíûå íà exp(−pt). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì êîìáèíàöèþ
L(p)G̃(p). Â ñèëó ðàâåíñòâà íóëþ ïî÷òè âñåõ ïðîèçâîä-
íûõ G(t) ïðè t→ 0 ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî åäèíñòâåííûé
îòëè÷íûé îò íóëÿ âíåèíòåãðàëüíûé ÷ëåí ïðîèñõîäèò èç

�
dt exp(−pt)(d/dt)nG(t).

Ýòîò âíåèíòåãðàëüíûé ÷ëåí ðàâåí −1, òàê êàê ðàâíà
åäèíèöå ïðîèçâîäíàÿ dn−1G/dtn−1 ïðè t → 0. Òàêèì
îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

G̃(p) = 1/L(p). (1.28)

Ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî G̃(p) èìååò ïîëþñà, êîòîðûå îïðå-
äåëÿþòñÿ íóëÿìè ïîëèíîìà L(p).
Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà èìååò âèä (1.61),

òî åñòü

G(t) =

� c+i∞

c−i∞

dp

2πi
exp(pt)G̃(p). (1.29)

Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ â ýòîì âûðàæåíèè ïîêàçàí íà
ðèñóíêå 1.1. Ïðè t < 0 ìû ìîæåì ñìåùàòü êîíòóð èíòå-
ãðèðîâàíèÿ âïðàâî, ïîñêîëüêó ept ïðè ýòîì ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ. Â ðåçóëüòàòå ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè t < 0 ôóíê-
öèÿ Ãðèíà ðàâíà íóëþ, êàê è äîëæíî áûòü. Ïðè t > 0
ìû ìîæåì ñìåùàòü êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ âëåâî, ïî-
ñêîëüêó ept ïðè ýòîì ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ïðè òàêîì ñìå-
ùåíèè ìû áóäåì �íàòûêàòüñÿ� íà ïîëþñû G̃(p). Äàëåå
êîíòóð ìîæíî �ïðîòàùèòü� ÷åðåç ïîëþñà, ïîðîäèâ êîí-
òóðû, èäóùèå âîêðóã ïîëþñîâ. Ïðè äàëüíåéøåì ñäâèãå
âëåâî ìû ïîëó÷àåì íóëåâîé âêëàä â èíòåãðàë ïî ïðÿ-
ìîé, ïîñêîëüêó ept ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Òàêèì îáðàçîì,
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Re p

Im p

O

•

•

Ðèñ. 1.1: Ïðåîáðàçîâàíèå êîíòóðà, ïî êîòîðîìó èäåò èí-
òåãðèðîâàíèå â îáðàòíîì ïðåîáðàçîâàíèè Ëàïëàñà.

èíòåãðàë ñâîäèòñÿ ê ñóììå êîíòóðíûõ èíòåãðàëîâ, èäó-
ùèõ âîêðóã ïîëþñîâ G(p), ñìîòðè ðèñóíîê 1.1. Êàæäûé
òàêîé èíòåãðàë ñâîäèòñÿ ê âû÷åòó â ïîëþñå, è ìû íàõî-
äèì

G(t) =
∑
i

resi exp(pt)/L(p), (1.30)

ãäå ñóììèðîâàíèå èäåò ïî ïîëþñàì G̃(p), òî åñòü íóëÿì
L(p).

Çàäà÷à 1.2.1. Íàéòè âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé Ãðèíà
(1.5,1.10), èñõîäÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (1.30).

Äëÿ óñòîé÷èâîé ñèñòåìû âñå ïîëþñà âûðàæåíèÿ
(1.28) ëåæàò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè ïî p, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóåò çàòóõàíèþ âîçìóùåíèé â îòñóòñòâèå âíåøíåãî
âîçäåéñòâèÿ. Òîãäà G(t)→ 0 ïðè t→∞. Â òî æå âðåìÿ
äëÿ íåóñòîé÷èâîé ñèñòåìû èìåþòñÿ ïîëþñà âûðàæåíèÿ
(1.28) â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè. Âû÷åòû â ýòèõ ïîëþñàõ
ïîðîäÿò âêëàä â ôóíêöèþ Ãðèíà G(t), ðàñõîäÿùèéñÿ íà
áîëüøèõ t, â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.30).

Çàäà÷à 1.2.2. Èñõîäÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (1.30), íàéòè
ôóíêöèþ Ãðèíà óðàâíåíèÿ

d2x

dt2
+ 2γ

dx

dt
+ ν2x = φ.

Óáåäèòüñÿ, ÷òî îòâåò ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì çà-
äà÷è 1.1.3.

Çàäà÷à 1.2.3. Èñõîäÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (1.30), íàéòè
ôóíêöèþ Ãðèíà óðàâíåíèÿ(

d4

dt4
+ 4ν2

d2

dt2
+ 3ν4

)
x = φ.

Óáåäèòüñÿ, ÷òî îòâåò ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì çà-
äà÷è 1.1.4.

Çàäà÷à 1.2.4. Èñõîäÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (1.30), íàéòè
ôóíêöèþ Ãðèíà óðàâíåíèÿ(

d2

dt2
+ ν2

)2

x = φ.

Óáåäèòüñÿ, ÷òî îòâåò ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì çà-
äà÷è 1.1.5.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è L(d/dt)x = φ ñ íóëåâûìè íà÷àëü-
íûìè óñëîâèÿìè ïðè t = 0 ìû íàõîäèì

x(t) =

� t

0

dsG(t− s)φ(s). (1.31)

Ïðîèçâîäÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà îáåèõ ÷àñòåé ñîîò-
íîøåíèÿ (1.31), ïîëó÷àåì

x̃(p) = G̃(p)φ̃(p) = φ̃(p)/L(p). (1.32)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè èçâåñòíû G̃(p) è φ̃(p), òî x(t) ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå èíòåãðàëà (1.61):

x(t) =

� c+i∞

c−i∞

dp

2πi
exp(pt)

φ̃(p)

L(p)
. (1.33)

Çàäà÷à 1.2.5. Íàéòè x(t), êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(d2/dt2 + ν2)2x = φ ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëî-
âèÿìè äëÿ φ = exp(−αt).

Çàäà÷à 1.2.6. Íàéòè x(t), êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(d2/dt2 + ν2)x = φ ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëî-
âèÿìè äëÿ φ = 1/

√
t. Îïðåäåëèòü àñèìïòîòèêó

ýòîãî ðåøåíèÿ ïðè áîëüøèõ t.

Â òàêîì æå âèäå (1.33) ìîæíî çàïèñàòü è ðåøåíèå
çàäà÷è Êîøè îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1.12) (ñ íóëåâîé
ïðàâîé ÷àñòüþ). Äëÿ ýòîãî íàäî èñïîëüçîâàòü â êà÷å-
ñòâå ôóíêöèè φ(t) ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ δ(t) è åå ïðî-
èçâîäíûõ, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò ãåíåðàöèþ íà÷àëüíûõ
óñëîâèé èç íóëåâîé ïðè îòðèöàòåëüíûõ t ôóíêöèè Φ(t).
Êîëè÷åñòâî ïðîèçâîäíûõ îò δ-ôóíêöèè çàâèñèò îò ïî-
ðÿäêà ïîëèíîìà L: åñëè ýòîò ïîðÿäîê ðàâåí n, òî íàäî
áðàòü ïðîèçâîäíûå äî n − 1 ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. Â
ïðåäñòàâëåíèè Ëàïëàñà òàêàÿ ôóíêöèÿ f̃(p) ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ïîëèíîì ïîðÿäêà n − 1 ïî p. Îòñþäà ñëåäó-
åò, íàïðèìåð, ÷òî ïðè áîëüøèõ t ïîâåäåíèå îäíîðîäíî-
ãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.12) áóäåò ýêñïîíåíöèàëüíûì,
ïðè÷åì âåäóùàÿ ýêñïîíåíòà îïðåäåëÿåòñÿ êîðíåì óðàâ-
íåíèÿ L(p) = 0 ñ íàèáîëüøåé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ.
Ïðè ðåøåíèè ñìåøàííîé çàäà÷è, êîãäà ïîìèìî ïðàâîé
÷àñòè çàäàíî íà÷àëüíîå óñëîâèå, íàäî áðàòü ëèíåéíóþ
êîìáèíàöèþ âûíóæäåííîãî ðåøåíèÿ (1.33) è ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Çàäà÷à 1.2.7. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ∂2t x + x =
exp(−λt) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x(0) = 1, ẋ(0) =
0.
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Ïðèâåäåííûå âûøå ñîîáðàæåíèÿ ïðèìåíèìû òàêæå è
ê ìàòðè÷íîìó óðàâíåíèþ (1.16). Â ýòîì ñëó÷àå ìû èìå-
åì äåëî ñ ìàòðè÷íîé ôóíêöèåé Ãðèíà Ĝ è, ñîîòâåòñòâåí-

íî, ñ ìàòðè÷íûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà ˜̂
G(p). Îáîá-

ùåíèå ïðèâåäåííûõ âûøå ñîîòíîøåíèé íà ýòîò ñëó÷àé
íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà. Íàïðèìåð, âìåñòî (1.28) ïîëó÷à-
åòñÿ

˜̂
G(p) = (p1̂ + Γ̂)−1.

Âû÷èñëÿÿ ìàòðèöó, îáðàòíóþ ê p1̂ + Γ̂, ìû ïîëó÷àåì â
çíàìåíàòåëå äåòåðìèíàíò, êîòîðûé îáðàùàåòñÿ â íîëü
ïðè p = −λi, ãäå λi � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû Γ̂,
îïðåäåëÿþùèå ïîâåäåíèå ñîáñòâåííûõ ìîä ñèñòåìû ñî
âðåìåíåì, ñìîòðè (1.22).

1.3 Óðàâíåíèÿ Âîëüòåððû

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè çàäà÷ó î íàõîæäåíèè ïà-
ðàìåòðîâ ñèñòåìû ïðè äàííîì âíåøíåì âîçäåéñòâèè íà
íåå. Äëÿ ñëó÷àÿ îäíîãî ïàðàìåòðà ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è
äàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (1.4), â êîòîðîì ôèãóðèðóåò ôóíê-
öèÿ Ãðèíà. Ìîæíî ïîñòàâèòü è îáðàòíóþ çàäà÷ó � âîñ-
ñòàíîâëåíèå âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ ïî èçâåñòíîé çàâèñè-
ìîñòè îò âðåìåíè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Êîíå÷íî, åñëè
èçâåñòíî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðîå îïèñû-
âàåò ñèñòåìó, òî çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïðîñòîìó äèôôåðåí-
öèðîâàíèþ. Îäíàêî çà÷àñòóþ ýòî óðàâíåíèå íåèçâåñò-
íî èëè íå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì. Â òî æå âðåìÿ
ôóíêöèÿ Ãðèíà ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èçìåðèìîé
âåëè÷èíîé, êîòîðóþ ìîæíî èçâëå÷ü èç îòêëèêà ñèñòå-
ìû íà âíåøíåå âîçäåéñòâèå. Ïîýòîìó èìååò ñìûñë ïî-
ñòàâèòü çàäà÷ó î âîññòàíîâëåíèè âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ
ïî èçâåñòíîé çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè ïàðàìåòðîâ ñèñòå-
ìû â îáùåì âèäå.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ïàðàìåò-

ðîì φ, íåíóëåâîå çíà÷åíèå êîòîðîãî âûçûâàåòñÿ âíåø-
íèì âîçäåéñòâèåì f , êîòîðîå âêëþ÷àåòñÿ â ìîìåíò âðå-
ìåíè t = 0. Â ýòîì ñëó÷àå

� t

0

dsK(t− s)f(s) = φ(t), (1.34)

ãäå K � (èçâåñòíàÿ) ôóíêöèÿ Ãðèíà. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî φ(t) çàäàíà, à ôóíêöèþ f(t) ñëåäóåò âîññòàíîâèòü
èç óðàâíåíèÿ (1.34). Â ýòîì ñëó÷àå (1.34) íàçûâàþò èí-
òåãðàëüíûì óðàâíåíèåì Âîëüòåððû (Volterra) ïåðâîãî
ðîäà ñ îäíîðîäíûì ÿäðîì.
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.34) îñíîâàíî íà ïðåîáðàçîâà-

íèè Ëàïëàñà (ñìîòðè ðàçäåë 1.5.3). Ïðîèçâîäÿ ïðåîá-
ðàçîâàíèå Ëàïëàñà îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ (1.34), íà-
õîäèì K̃(p)f̃(p) = φ̃(p). Òàêèì îáðàçîì, åñëè èçâåñòíû
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ôóíêöèé φ(t), K(t), òî ïðåîá-
ðàçîâàíèå Ëàïëàñà ôóíêöèè f(t) íàõîäèòñÿ, êàê èõ îò-
íîøåíèå

f̃(p) = φ̃(p)/K̃(p). (1.35)

×òîáû íàéòè f(t), íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè îáðàòíîå ïðå-
îáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ôóíêöèè f̃(p).

Re p

Im p

O

•

•

Ðèñ. 1.2: Êîíòóð, ïî êîòîðîìó èäåò èíòåãðèðîâàíèå â
îáðàòíîì ïðåîáðàçîâàíèè Ëàïëàñà.

Íàïîìíèì, ÷òî îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà äà-
åòñÿ èíòåãðàëîì

f(t) =

� c+i∞

c−i∞

dp

2πi
exp(pt)f̃(p), (1.36)

ãäå èíòåãðèðîâàíèå èäåò âäîëü ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé
ìíèìîé îñè, â îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèè f̃(p),
ñìîòðè ðèñóíîê 1.2. Íà ýòîì ðèñóíêå êîíòóð èíòåãðè-
ðîâàíèÿ îáîçíà÷åí ñèíèì öâåòîì, à ïîëîæåíèÿ âîçìîæ-
íûõ îñîáåííîñòåé ôóíêöèè f̃(p) (ïîëþñû, òî÷êè âåòâëå-
íèÿ) îáîçíà÷åíû æèðíûìè òî÷êàìè (èõ ðàñïîëîæåíèå
óñëîâíî). Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà (1.36) ñ f̃(p), êîòîðîå
îïðåäåëÿåòñÿ (1.35) è ïîçâîëÿåò íàéòè èñêîìóþ ôóíê-
öèþ.

Çàäà÷à 1.3.1. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.34) äëÿ
K(t) = exp(−λt), φ(t) = tn.

Çàäà÷à 1.3.2. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.34) äëÿ
K(t) = tn, φ(t) = cos(νt).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ââîäèòñÿ èíòåãðàëüíîå óðàâíå-
íèå Âîëüòåððû âòîðîãî ðîäà ñ îäíîðîäíûì ÿäðîì:

f(t) +

� t

0

dsK(t− s)f(s) = φ(t). (1.37)

Ïîäîáíîå óðàâíåíèå âîçíèêàåò, åñëè â ôóíêöèè Ãðèíà
èìååòñÿ âêëàä, ïðîïîðöèîíàëüíûé δ(t − s). Òîãäà K â
óðàâíåíèè (1.37) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãëàäêèé âêëàä â
ôóíêöèþ Ãðèíà.
Óðàâíåíèå (1.37) ðåøàåòñÿ, êàê è (1.34), ïðè ïîìîùè

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Ïîñëå ïåðåõîäà ê ïðåäñòàâëå-
íèþ Ëàïëàñà ìû íàõîäèì èç óðàâíåíèÿ (1.37) àëãåáðà-
è÷åñêîå óðàâíåíèå [1 + K̃(p)]f̃(p) = φ̃(p). Îòñþäà ìû
íàõîäèì âûðàæåíèå äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà f̃(p)
èñêîìîé ôóíêöèè f(t):

f̃(p) =
φ̃(p)

1 + K̃(p)
. (1.38)
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×òîáû íàéòè f(t), íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè îáðàòíîå ïðå-
îáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ôóíêöèè f̃(p).
Äàæå åñëè ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ðåøåíèÿ f(t) íàéòè

íå óäàåòñÿ, ïðåäñòàâëåíèå (1.35) èëè (1.38) ïîçâîëÿåò èñ-
ñëåäîâàòü ïîâåäåíèå f(t) ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ t. Äëÿ
ýòîãî êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ â (1.36) ñëåäóåò äåôîð-
ìèðîâàòü, ñäâèãàÿ åãî âëåâî íàñòîëüêî, íàñêîëüêî ýòî
âîçìîæíî. Â ðåçóëüòàòå êîíòóð óïðåòñÿ â îñîáåííîñòü
p? ôóíêöèè f̃(p) ñ íàèáîëüøåé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ.
Ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ t èìåííî îêðåñòíîñòü ýòîé îñî-
áåííîñòè îïðåäåëÿåò ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ, êîòîðîå âåäåò
ñåáÿ, êàê exp(p?t), òî åñòü ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàåò, åñ-
ëè Re p? < 0. Âîçìîæåí ñëó÷àé, êîãäà â ñèëó êàêîé-òî
ñèììåòðèè ñðàçó íåñêîëüêî îñîáåííîñòåé ôóíêöèè f̃(p)
èìååò îäèíàêîâûå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè. Òîãäà âñå îíè
âíîñÿò ñðàâíèìûå âêëàäû â àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå
f(t). Åñëè æå f̃(p) èìååò îñîáåííîñòü ïðè p = 0, òî èìåí-
íî åå îêðåñòíîñòü äàåò â îñíîâíîì âêëàä â àñèìïòîòè-
÷åñêîå ïîâåäåíèå f(t). Ýòîò ñëó÷àé òðåáóåò êîíêðåòíîãî
àíàëèçà. Êàê ïðàâèëî, àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå f(t)
â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ñòåïåííûì.

Çàäà÷à 1.3.3. Íàéòè ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(1.37) ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ äëÿ K(t) = 1/

√
t è

íà÷àëüíîãî êîðîòêîãî âîçäåéñòâèÿ, φ(t) = δ(t− ε),
ε→ 0, φ̃(p) = 1.

Çàäà÷à 1.3.4. Íàéòè ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(1.37) ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ äëÿ K(t) = 1/(1 + t2),
φ(t) = e−t.

1.4 Íåîäíîðîäíàÿ ïî âðåìåíè ðå-

ëàêñàöèÿ

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè ðåëàêñàöèþ ôèçè÷åñêîé
ñèñòåìû ê ðàâíîâåñíîìó ñîñòîÿíèþ, êîòîðîå íå çàâèñèò
îò âðåìåíè. Èìåííî â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàþò ýâîëþ-
öèîííûå óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Â
òî æå âðåìÿ ìîæíî ðàññìîòðåòü ýâîëþöèþ ïîäñèñòåìû
íåðàâíîâåñíîé ñèñòåìû, ñîñòîÿíèå êîòîðîé ìåíÿåòñÿ ñî
âðåìåíåì. Â ýòîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíòû â ýâîëþöèîí-
íûõ óðàâíåíèÿõ ïîäñèñòåìû áóäóò çàâèñåòü îò âðåìåíè.
Ìû ðàññìîòðèì çäåñü ïðîñòåéøèé ñëó÷àé, êîãäà ïîä-

ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ îäíèì ïàðàìåòðîì x, à äèíàìè÷å-
ñêîå óðàâíåíèå èìååò òîò æå âèä (1.1), â êîòîðîì òåïåðü
òåìï ðåëàêñàöèè γ çàâèñèò îò âðåìåíè:

dx

dt
+ γ(t)x = φ, (1.39)

Êàê è äëÿ ñëó÷àÿ ïîñòîÿííîãî γ, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(1.39) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ñâåðòêè ñ ôóíêöèåé Ãðèíà
G

x(t) =

�
ds G(t, s)φ(s). (1.40)

Îäíàêî òåïåðü ôóíêöèÿ Ãðèíà G(t, s) çàâèñèò íå òîëü-
êî îò ðàçíîñòè t − s, íî îò îáåèõ ïåðåìåííûõ. Óðàâíå-
íèå, êîòîðîìó ïîä÷èíÿåòñÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà, èìååò òîò

æå âèä (1.3)
dG

dt
+ γ(t)G = δ(t− s). (1.41)

Â ñèëó ïðè÷èííîñòè ôóíêöèÿ Ãðèíà ðàâíà íóëþ ïðè
t < s.
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.41) ìîæåò áûòü íàéäåíî â ÿâ-

íîì âèäå. Ïîñêîëüêó ïðè t < s ôóíêöèÿ Ãðèíà ðàâíà
íóëþ è â òî÷êå t = s îíà èñïûòûâàåò åäèíè÷íûé ñêà÷îê,
òî ïðè t > s óðàâíåíèå (1.41) ñâîäèòñÿ ê îäíîðîäíîìó
óðàâíåíèþ ∂tG = −γG ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì G = 1
ïðè t = s. Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

G(t, s) = θ(t− s) exp

[
−
� t

s

dt′ γ(t′)

]
. (1.42)

Ðàçóìååòñÿ, ïðè ïîñòîÿííîì γ âûðàæåíèå (1.42) ñâîäèò-
ñÿ ê âûðàæåíèþ (1.5).

Çàäà÷à 1.4.1. Íàéòè ôóíêöèþ Ãðèíà (1.42) äëÿ ñëó-
÷àÿ γ = γ0 + g1 cos t, ãäå γ0, γ1 � êîíñòàíòû.

Çàäà÷à 1.4.2. Íàéòè ôóíêöèþ Ãðèíà (1.42) äëÿ ñëó-
÷àÿ γ = a/t, ãäå a � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

1.5 Ñïðàâî÷íûå ìàòåðèàëû ê ãëà-

âå

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ïðèâîäèì ñïðàâî÷íûå äàííûå,
íåîáõîäèìûå äëÿ ïîíèìàíèÿ èçëîæåííîãî â íàñòîÿùåé
ãëàâå ìàòåðèàëà è ðåøåíèÿ ïðèâåäåííûõ çàäà÷.

1.5.1 Âðåìåíí�îå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(t), çàäàííîé íà èíòåðâàëå −∞ <
t < +∞ è ñòðåìÿùåéñÿ ê íóëþ ïðè t → ±∞, ìîæíî
îïðåäåëèòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

f̃(ω) =

�
dt exp(iωt)f(t). (1.43)

Âûðàæåíèå ôóíêöèè f(t) ÷åðåç f̃(ω), êîòîðîå íàçûâàåò-
ñÿ îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå, èìååò âèä

f(t) =

�
dω

2π
exp(−iωt)f̃(ω). (1.44)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè â
ýêñïîíåíòàõ â ïðÿìîì è îáðàòíîì ïðåîáðàçîâàíèÿõ
(1.43,1.44). Èç âûðàæåíèÿ (1.43) ñëåäóåò, ÷òî ïðÿìîå
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äåéñòâèòåëüíîé ôóíêöèè f(t)
óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ f̃(−ω) = f̃?(ω), ãäå çâåç-
äî÷êà îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå.
Ïîìèìî ðàçëîæåíèÿ â èíòåãðàë Ôóðüå (1.44), â ìà-

òåìàòè÷åñêîé ôèçèêå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ðàçëîæåíèå
â ðÿä Ôóðüå, êîòîðîå ñïðàâåäëèâî äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ
ôóíêöèé èëè ôóíêöèé, çàäàííûõ íà êîíå÷íîì èíòåðâà-
ëå. Îòìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé â âèäå ðÿäà
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Ôóðüå ÿâëÿåòñÿ âåäóùèì ñïîñîáîì, êîòîðûé èñïîëüçó-
åòñÿ ïðè îðãàíèçàöèè ñëîæíîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðî-
âàíèÿ.
Ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé, ïå-

ðèîä êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì T èëè ñ ôóíêöèåé, çàäàí-
íîé íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå 0 < t < T . (Ýòîãî âñåãäà
ìîæíî äîáèòüñÿ ñäâèãîì íà÷àëà îòñ÷åòà âðåìåíè.) Òî-
ãäà ôóíêöèÿ f(t) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñëåäóþùèé ðÿä Ôó-
ðüå

f(t) =

+∞∑
−∞

fn exp(−2πint/T ), (1.45)

ãäå n � öåëûå ÷èñëà, ïðîáåãàþùèå îò ìèíóñ äî ïëþñ
áåñêîíå÷íîñòè. Ðÿä (1.45) çàäàåò íåêîòîðóþ ïåðèîäè÷å-
ñêóþ ñ ïåðèîäîì T ôóíêöèþ, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà ïðè
ïðîèçâîëüíûõ t. Òàêèì îáðàçîì, åñëè èññëåäóåòñÿ ôóíê-
öèÿ, çàäàííàÿ íà èíòåðâàëå 0 < t < T , òî ðÿä Ôóðüå
(1.45) çàäàåò, êàê ãîâîðÿò, åå ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæå-
íèå íà âñþ äåéñòâèòåëüíóþ îñü. Îáðàòèì âíèìàíèå íà
òî, ÷òî ýòî ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå èìååò, âîîáùå
ãîâîðÿ, ðàçðûâû ïðè tn = nL.
Îáðàòíîå ê (1.45) ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä

fn =

� T

0

dt

T
exp(2πint/T )f(t). (1.46)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äåéñòâèòåëüíîé ôóíêöèè f(t)
êîýôôèöèåíòû åå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå (1.45) óäî-
âëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ f−n = f?n. Â ýòîì ñëó÷àå ðÿä
Ôóðüå (1.45) èíîãäà çàïèñûâàþò ÷åðåç òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèå ôóíêöèè

f(x) = f0 + 2

+∞∑
1

[Re fn cos(2πnt/T )

+Im fn sin(2πnt/T )]. (1.47)

Äëÿ ôóíêöèé, êîòîðûå ìåíÿþòñÿ íà ìàñøòàáàõ, ãî-
ðàçäî ì�åíüøèõ T , â ðÿäå Ôóðüå (1.45) ñóùåñòâåííû
áîëüøèå n. Òîãäà ýòîò ðÿä ìîæåò áûòü ïðèáëèçèòåëüíî
çàìåíåí íà èíòåãðàë Ôóðüå, êîòîðûé èäåò ïî ÷àñòîòàì
ω = 2πn/T . Îòñþäà ñëåäóåò ïðàâèëî ïîäñòàíîâêè∑

n

→ T

�
dω

2π
,

êîòîðîå ïîçâîëÿåò ïðåîáðàçîâûâàòü ñóììó â èíòåãðàë.
Òàêèì îáðàçîì, ðÿä Ôóðüå ïåðåõîäèò â èíòåãðàë Ôóðüå
ñ ìíîæèòåëåì T � ïåðèîäîì èëè äëèíîé èíòåðâàëà.
Åñëè ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè, çàäàí-

íîé íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå, ñîäåðæèò ðàçðûâû, òî ýòî
ïðèâîäèò ê âåñüìà ìåäëåííîìó óáûâàíèþ êîýôôèöèåí-
òîâ ðÿäà Ôóðüå ïðè ðîñòå n. ×òîáû íàéòè çàêîí ýòî-
ãî óáûâàíèÿ, ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå δ-
ôóíêöèè. Òî÷íåå ãîâîðÿ, ðå÷ü èäåò î áåñêîíå÷íîé ñóììå
δ-ôóíêöèé, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé
t. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (1.45,1.46), íàõîäèì

+∞∑
k=−∞

δ(t− kT ) =
1

T

+∞∑
n=−∞

exp(int/T ).

Â ýòîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ fn âîîáùå íå
çàâèñÿò îò n. Äëÿ ðàçðûâíîé ôóíêöèè δ-ôóíêöèè âîç-
íèêàþò â åå ïðîèçâîäíîé ïî x, òî åñòü êîýôôèöèåíòû
ðàçëîæåíèÿ ýòîé ïðîèçâîäíîé íå çàâèñÿò îò n ïðè áîëü-
øèõ n. Äëÿ ñàìîé ðàçðûâíîé ôóíêöèè f ýòî îçíà÷àåò,
÷òî åå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå âåäóò
ñåáÿ ïðîïîðöèîíàëüíî 1/n ïðè áîëüøèõ n.

1.5.2 Äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ðàññìàòðèâàåì îñíîâíûå ñâîé-
ñòâà äåëüòà-ôóíêöèè Äèðàêà δ(t). `Ôèçè÷åñêîå' îïðåäå-
ëåíèå äåëüòà-ôóíêöèè δ(t) ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà ðàâíà
íóëþ äëÿ âñåõ t 6= 0, ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè ïðè t = 0, à
èíòåãðàë îò íåå ðàâåí åäèíèöå:

�
dt δ(t) = 1. Ýòó ôóíê-

öèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå, êàê ïðåäåë íåêîòîðîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê óêàçàí-
íûì ñâîéñòâàì. Íàïðèìåð, δ-ôóíêöèþ ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

δ(t) = lim
ε→+0

1

π

ε

t2 + ε2
. (1.48)

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ëþáîì ïîëîæèòåëüíîì ε èíòåãðàë
îò ôóíêöèè â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (1.48) ðàâåí åäè-
íèöå, ïðè t 6= 0 ïðàâàÿ ÷àñòü (1.48) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à
ïðè t = 0 � ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè ñòðåìëåíèè ε ê íóëþ.

Çàäà÷à 1.5.1. Äîêàçàòü ñîîòíîøåíèÿ

δ(t) = lim
ε→0

2t2ε

π(t2 + ε2)2
,

δ(t) = lim
ε→0

1√
πε

exp

(
− t

2

ε

)
,

δ(t) = lim
n→∞

1− cos(nt)

πnt2
.

Ïîñêîëüêó çíà÷åíèå ôóíêöèè δ(t) îòëè÷íî îò íóëÿ
òîëüêî ïðè t = 0, òî äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè
f(t) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå δ(t)f(t) = δ(t)f(0). Èëè,
îáîáùàÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, δ(t − s)f(t) = δ(t − s)f(s).
Èíòåãðèðóÿ, íàõîäèì âàæíîå ñâîéñòâî δ-ôóíêöèè:�

dt δ(t− s)f(t) = f(s). (1.49)

Èìåííî ñîîòíîøåíèå (1.49) íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ
â ïðèëîæåíèÿõ, ãäå âîçíèêàåò δ-ôóíêöèÿ.
×àñòíûì ñëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ (1.49) ÿâëÿåòñÿ

�
dt δ(t) exp(iωt) = 1. (1.50)

Ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê ïðÿìîå ïðå-
îáðàçîâàíèå Ôóðüå îò δ-ôóíêöèè (1.43). Òîãäà îáðàò-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (1.44) äàåò ñëåäóþùåå èíòå-
ãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ δ-ôóíêöèè

δ(t) =

�
dω

2π
exp(−iωt). (1.51)
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Áåðÿ äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè ýòîãî ñîîòíîøå-
íèÿ, íàõîäèì

�
dω

2π
cos(ωt) = δ(t),

�
dω

2π
sin(ωt) = 0. (1.52)

Âòîðîé èíòåãðàë â ôîðìóëå (1.52) ðàâåí íóëþ â ñèëó
àíòèñèììåòðè÷íîñòè ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ïî
ω.

Çàäà÷à 1.5.2. Ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå (1.50) ïðåäåëü-
íûì ïåðåõîäîì ε → 0 ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ (1.48).

Ðàçëîæåíèå â èíòåãðàë Ôóðüå äåéñòâóåò íà áåñêîíå÷-
íîì èíòåðâàëå −∞ < t < +∞. Åñëè æå ìû ðàññìàòðèâà-
åì çàäà÷ó íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå, òî ôóíêöèè ñëåäóåò
ðàñêëàäûâàòü â ðÿä Ôóðüå. Ñîîòíîøåíèå (1.50) ñïðàâåä-
ëèâî è íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå, åñëè îí âêëþ÷àåò íîëü.
Ïîýòîìó åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ êî-
ýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ δ-ôóíêöèè â ðÿä Ôóðüå â ñî-
îòâåòñòâèè ñ (2.79). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ñî-
îòíîøåíèþ

δ(t) =
1

2π

+∞∑
−∞

exp(imt), (1.53)

ãäå äëÿ îïðåäåëåííîñòè âûáðàí èíòåðâàë èçìåíåíèÿ ïà-
ðàìåòðà −π < t < π.

Çàäà÷à 1.5.3. Äîêàçàòü, ÷òî íà èíòåðâàëå (−π, π)

lim
r→1−0

1− r2

2π(1− 2r cos t+ r2)
= δ(t),

ãäå limr→1−0 îçíà÷àåò ïðåäåë ïðè ñòðåìëåíèè r ê
åäèíèöå ñíèçó. ×òî ïîëó÷èòñÿ, åñëè óñòðåìèòü r
ê åäèíèöå ñâåðõó?

Èç îñíîâíûõ ñâîéñòâ δ-ôóíêöèè ñëåäóåò, ÷òî�
dt δ(t) = 1 ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ëþáîìó èíòåðâàëó,

êîòîðûé âêëþ÷àåò òî÷êó t = 0. Ïîýòîìó
� s

−∞
dt δ(t) = θ(s), (1.54)

θ(s) = 0 if s < 0, θ(s) = 1 if s > 0.

Ôóíêöèÿ θ(t) íàçûâàåòñÿ ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé èëè
ôóíêöèåé Õýâèñàéäà. Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè ïåðâî-
îáðàçíóþ δ-ôóíêöèè. Äèôôåðåíöèðóÿ ïî s ñîîòíîøå-
íèå (1.54), ìû íàõîäèì ∂tθ(t) = δ(t).
Ìîæíî ââåñòè íå òîëüêî ïåðâîîáðàçíóþ, íî è ïðîèç-

âîäíóþ îò δ-ôóíêöèè, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì δ′(t). Ïðà-
âèëà îáðàùåíèÿ ñ ýòèì îáúåêòîì ñëåäóþò èç ñîîòíîøå-
íèÿ (1.49). À èìåííî, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, íàõîäèì
äëÿ ïðîèçâîëüíîé ãëàäêîé ôóíêöèè f

�
dt δ′(t− s)f(t) = −f ′(s). (1.55)

Ïîäñòàâëÿÿ â ñîîòíîøåíèå (1.55) f(t) = (t − s)g(t) è
ñðàâíèâàÿ ðåçóëüòàò ñ ñîîòíîøåíèåì (1.49), ìû çàêëþ-
÷àåì, ÷òî tδ′(t) = −δ(t). Ðàñêëàäûâàÿ òåïåðü f(t) â ðÿä
Òåéëîðà (äî ïåðâîãî ïîðÿäêà) âáëèçè òî÷êè t = s è èñ-
ïîëüçóÿ óêàçàííîå ñîîòíîøåíèå, ìû íàõîäèì

f(t)δ′(t− s) = f(s)δ′(t− s)− f ′(s)δ(t− s). (1.56)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî èç ñîîòíîøåíèÿ (1.56) ñëå-
äóåò, ÷òî f(t)δ′(t− s) 6= f(s)δ′(t− s).

Çàäà÷à 1.5.4. Äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå

δ′(t) = − lim
ε→0

2tε

π(t2 + ε2)2
.

Ìîæíî ââåñòè è áîëåå âûñîêèå ïðîèçâîäíûå îò
äåëüòà-ôóíêöèè, ïðàâèëà îáðàùåíèÿ ñ êîòîðûìè ñëåäó-
þò èç îñíîâíûõ ñâîéñòâ äåëüòà-ôóíêöèè, ïðèâåäåííûõ
âûøå. Ýòè ïðîèçâîäíûå âîçíèêàþò, êàê ïðàâèëî, â èí-
òåãðàëüíûõ ñîîòíîøåíèÿõ.

Çàäà÷à 1.5.5. Äîêàçàòü, ÷òî

tδ′′(t) = −2δ′(t). (1.57)

Äî ñèõ ïîð ìû íåÿâíî ïîäðàçóìåâàëè, ÷òî èìååì äåëî
ñ ôóíêöèÿìè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè è èìå-
þò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ. Åñëè æå ôóíêöèÿ èñ-
ïûòûâàåò â íåêîòîðîé òî÷êå ñêà÷îê èëè èçëîì, òî íà-
äî áûòü àêêóðàòíûì ïðè îáðàùåíèè ñ åå ïðîèçâîäíû-
ìè (âîçíèêàþùèìè, â ÷àñòíîñòè, ïðè èíòåãðèðîâàíèè
ïî ÷àñòÿì). Ïðèìåðîì òàêîé ôóíêöèè, ðàññìîòðåííîé
âûøå, ÿâëÿåòñÿ ðàçðûâíàÿ ôóíêöèÿ Õýâèñàéäà, ïðîèç-
âîäíàÿ êîòîðîé ñâîäèòñÿ ê δ-ôóíêöèè. Îáîáùàÿ ýòî íà-
áëþäåíèå, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(t) èñïû-
òûâàåò ñêà÷îê â òî÷êå s, òî

f ′(t) = [f(s+ 0)− f(s− 0)]δ(t− s) + g(t), (1.58)

ãäå ôóíêöèÿ g(t) îãðàíè÷åíà âáëèçè òî÷êè t = s. Çäåñü
f(s−0) è f(s+0) � çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(t) ñëåâà è ñïðà-
âà îò òî÷êè ðàçðûâà, òî åñòü f(s+ 0)− f(s− 0) � ñêà÷îê
ôóíêöèè íà ðàçðûâå. Ïîäîáíûì æå îáðàçîì àíàëèçè-
ðóåòñÿ ôóíêöèÿ f(t), èñïûòûâàþùàÿ â íåêîòîðîé òî÷êå
èçëîì, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ñêà÷êó ïåðâîé ïðîèçâîä-
íîé. Òîãäà δ-ôóíêöèîííûé âêëàä âîçíèêàåò âî âòîðîé
ïðîèçâîäíîé îò ôóíêöèè f(t).

Çàäà÷à 1.5.6. Äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå(
d2

dt2
− γ2

)
exp(−γ|t|) = −2γδ(t).
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Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

δ[f(t)] =
∑
n

1

|f ′(sn)|
δ(t− sn), (1.59)

ãäå ñóììèðîâàíèå èäåò ïî âñåì òî÷êàì sn, â êîòîðûõ
ôóíêöèÿ f(t) îáðàùàåòñÿ â íîëü. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
(1.59) çàìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî δ-ôóíêöèÿ ðàâíà íó-
ëþ âåçäå, êðîìå òåõ òî÷åê, ãäå åå àðãóìåíò îáðàùàåò-
ñÿ â íîëü. Ïîýòîìó δ[f(t)] ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó δ-
ôóíêöèé (ñ íåêîòîðûìè êîýôôèöèåíòàìè) ïî âñåì òî÷-
êàì sn, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ f(t) îáðàùàåòñÿ â íîëü. Ðàñ-
ñìîòðèì îêðåñòíîñòü îäíîé òàêîé òî÷êè s. Íàéäåì èí-
òåãðàë ïî ýòîé îêðåñòíîñòè

�
dt δ(f). Ïåðåéäåì çäåñü ê

èíòåãðèðîâàíèþ ïî df :
�
dt δ(f) =

�
df

f ′
δ(f).

Ïîñêîëüêó δ(f) îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî â òî÷êå t = s,
â ýòîé ôîðìóëå f ′ ìîæíî çàìåíèòü íà f ′(s), ïîñëå ÷å-
ãî (f ′)−1 âûíîñèòñÿ çà çíàê èíòåãðàëà. ×òî æå êàñàåòñÿ
èíòåãðàëà

�
df δ(f), òî åãî âåëè÷èíà çàâèñèò îí çíàêà

ïðîèçâîäíîé f ′(s): åñëè f ′(s) > 0, òî èíòåãðàë ðàâåí åäè-
íèöå, à åñëè f ′(s) < 0, òî èíòåãðàë ðàâåí ìèíóñ åäèíèöå.
Äðóãèìè ñëîâàìè,

�
df δ(f) = sign[f ′(s)]. Òàêèì îáðàçîì

ìû ïðèõîäèì ê èñêîìîé ôîðìóëå (1.59), ãäå ñòîÿò àáñî-
ëþòíûå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè f .

1.5.3 Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà

Â çàäà÷àõ, â êîòîðûõ èññëåäóåòñÿ ðåøåíèå ëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿ-
ìè, ÷àñòî áûâàåò ïîëåçíûì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, êî-
òîðîå îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ïîëîæè-
òåëüíûõ âðåìåíàõ t. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ôóíêöèè
Φ(t) îïðåäåëÿåòñÿ, êàê

Φ̃(p) =

� ∞
0

dt exp(−pt)Φ(t). (1.60)

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ Φ(t) ðàñòåò ñî âðåìå-
íåì t íå áûñòðåå, ÷åì íåêîòîðàÿ ýêñïîíåíòà îò t. Òî-
ãäà èíòåãðàë (1.60) ñõîäèòñÿ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ p.
Áîëåå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå Φ̃(p) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè
p → ∞. Åñëè æå âûéòè â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü ïî p,
òî ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî èíòåãðàë ñõîäèòñÿ ïðè äîñòà-
òî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ Re p. Äðóãèìè ñëîâàìè, ôóíê-
öèÿ Φ̃(p) çàâåäîìî ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè
Re p > C, ãäå C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

Çàäà÷à 1.5.7. Íàéòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ñëåäóþ-
ùèõ ôóíêöèé: Φ = exp(−λt), Φ = tn, Φ = cos(νt),
Φ = cosh(λt), Φ = t−1/2, Φ = cos[2

√
αt]/
√
πt.

Ïðåîáðàçîâàíèå, îáðàòíîå ê ïðåîáðàçîâàíèþ Ëàïëà-
ñà, èìååò ñëåäóþùèé âèä

Φ(t) =

� c+i∞

c−i∞

dp

2πi
exp(pt)Φ̃(p), (1.61)

Re p

Im p

O

•

•

Ðèñ. 1.3: Êîíòóð, ïî êîòîðîìó èäåò èíòåãðèðîâàíèå â
îáðàòíîì ïðåîáðàçîâàíèè Ëàïëàñà.

ãäå èíòåãðèðîâàíèå èäåò âäîëü ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé
ìíèìîé îñè, â îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèè Φ̃(p),
ñìîòðè ðèñóíîê 1.3. Íà ýòîì ðèñóíêå êîíòóð èíòåãðèðî-
âàíèÿ îáîçíà÷åí ñèíèì öâåòîì, à ïîëîæåíèÿ âîçìîæíûõ
îñîáåííîñòåé ôóíêöèè Φ̃(p) (ïîëþñû, òî÷êè âåòâëåíèÿ)
îáîçíà÷åíû æèðíûìè òî÷êàìè (èõ ðàñïîëîæåíèå óñëîâ-
íî).
Âîçìîæíû äåôîðìàöèè êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ â îá-

ëàñòè àíàëèòè÷íîñòè. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðè
îòðèöàòåëüíûõ t èíòåãðàë (1.61) ðàâåí íóëþ, òàê êàê â
ýòîì ñëó÷àå îáà ñîìíîæèòåëÿ, exp(pt) è Φ̃(p), ñòðåìÿòñÿ
ê íóëþ ïðè óâåëè÷åíèè Re p. Ïîýòîìó, ñäâèãàÿ êîíòóð
èíòåãðèðîâàíèÿ â áîëüøèå Re p (è îñòàâàÿñü ïðè ýòîì
â îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè), ìû ïîëó÷èì íîëü. Ýòî ñîîò-
âåòñòâóåò ôèçè÷åñêîìó ñìûñëó ðàññìàòðèâàåìîé çàäà-
÷è, êîãäà ìû èññëåäóåì ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ òîëüêî
ïðè ïîëîæèòåëüíûõ t. Ïðè ïîëîæèòåëüíûõ t êîíòóð èí-
òåãðèðîâàíèÿ ìîæíî ñäâèãàòü òîëüêî âëåâî äî òåõ ïîð,
ïîêà îí íå �íàòêíåòñÿ� íà îñîáåííîñòü.

Çàäà÷à 1.5.8. Íàéòè îáðàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëà-
ïëàñà ñëåäóþùèõ ôóíêöèé: ν(p2 + ν2)−1, p(p2 +
ν2)−1, ν(p2 − ν2)−1, p(p2 − ν2)−1, (p+ α)−1/2.
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Ãëàâà 2

ÑÒÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ËÈÍÅÉÍÛÅ ÏÎËß

Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå ôèçè÷å-
ñêîé ñèñòåìû õàðàêòåðèçóåòñÿ íåòðèâèàëüíûì ðàñïðå-
äåëåíèåì åå õàðàêòåðèñòèê â ïðîñòðàíñòâå. Ìû ðàñ-
ñìàòðèâàåì ðÿä òàêèõ çàäà÷, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ â
òåðìèíàõ ñòàòè÷åñêèõ ïîëåé, èìåþùèõ íåòðèâèàëüíóþ
ïðîñòðàíñòâåííóþ çàâèñèìîñòü. Â ÷àñòíîñòè, ñòàöèî-
íàðíûì ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà äëÿ ñîáñòâåí-
íûõ ñîñòîÿíèé êâàíòîâîé ÷àñòèöû âî âíåøíåì ñòàòè÷å-
ñêîì ïîòåíöèàëå.

2.1 Îäíîìåðíûé ñëó÷àé

Â äàííîì ðàçäåëå ìû áóäåì èçó÷àòü îäíîìåðíûé ñëó-
÷àé, êîãäà îáëàñòü, â êîòîðîé ìû áóäåì èñêàòü ðåøå-
íèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ èíòåðâà-
ëîì (a, b). Òîãäà óñëîâèÿ íà èíòåðåñóþùèå íàñ ôóíê-
öèè íàêëàäûâàþòñÿ íà ãðàíèöàõ èíòåðâàëà, ïðè x = a
è/èëè x = b. Òàêîãî ñîðòà çàäà÷è âîçíèêàþò êàê ïðè
àíàëèçå ïîëåé, çàâèñÿùèõ òîëüêî îò îäíîé äåêàðòîâîé
êîîðäèíàòû, òàê è â ñëó÷àÿõ, êîãäà â ñèëó ñèììåòðèè
ïîëÿ çàâèñÿò, ñêàæåì, òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ äî íà÷àëà
êîîðäèíàò, íî íå îò óãëîâ.
Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîòåíöèàë f ðàñïðå-

äåëåíèÿ çàðÿäà, (îäíîìåðíàÿ) ïëîòíîñòü êîòîðîãî ρ çà-
âèñèò òîëüêî îò îäíîé äåêàðòîâîé êîîðäèíàòû x. Â ýòîì
ñëó÷àå ïîòåíöèàë òàêæå çàâèñèò òîëüêî îò êîîðäèíàòû
x è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ïóàññîíà

d2

dx2
f = φ, (2.1)

ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü îïðåäåëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ çàðÿäà ρ:
φ = −4πρ. Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå (2.1) ÿâëÿåòñÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà, åãî íàäî äî-
ïîëíèòü ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Åñëè, íàïðèìåð, ðå÷ü
èäåò îá îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà ìåæäó çàçåìëåííûìè ïà-
ðàëëåëüíûìè ìåòàëëè÷åñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè, ðàñïîëî-
æåííûìè ïðè x = a è x = b, òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ
ïîòåíöèàëà èìåþò âèä f(a) = f(b) = 0. Ìû áóäåì ãîâî-
ðèòü î òàêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ, êàê íóëåâûõ.
Ââåäåì òåïåðü ñîîòâåòñòâóþùóþ óðàâíåíèþ (2.1)

ôóíêöèþ Ãðèíà G(x, y), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-
íèþ

d2

dx2
G(x, y) = δ(x− y), a < x, y < b, (2.2)

à òàêæå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì G(a, y) = G(b, y) = 0. Îá-
ðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà çàâèñèò òå-
ïåðü îò îáåèõ ïåðåìåííûõ, à íå ïðîñòî îò èõ ðàçíîñòè,
êàê ýòî áûëî â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ. Ýòî ñâÿçàíî ñ
íàðóøåíèåì îäíîðîäíîñòè ïðîñòðàíñòâà èç-çà ãðàíèö.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè çàïèøåòñÿ â âèäå

f(x) =

� b

a

dy G(x, y)φ(y). (2.3)

Î÷åâèäíî, èíòåãðàë (2.3) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
(2.1) â ñèëó (2.2) è íóëåâûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, ïî-
ñêîëüêó èì óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèÿ Ãðèíà.
Íàéäåì ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà G(x, y).

Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ïðè x < y óðàâíåíèå (2.2) ñâî-
äèòñÿ ê îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ ∂2xG = 0, ÷òî äàåò
G(x, y) = A (x − a), ãäå A � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Ýòî
îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ íóëåâûì ãðàíè÷íûì óñëî-
âèåì ïðè x = a. Àíàëîãè÷íî, ïðè x > y ìû íàõîäèì
G(x, y) = B (x − b), ãäå B � äðóãàÿ êîíñòàíòà. Ýòî âû-
ðàæåíèå óäîâëåòâîðÿåò òîìó æå óðàâíåíèþ ∂2xG = 0 è
íóëåâîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ ïðè x = b. Ïîñêîëüêó
ôóíêöèÿ Ãðèíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ âòîðîãî ïî-
ðÿäêà ïî x, îíà äîëæíà áûòü íåïðåðûâíîé â òî÷êå x = y,
÷òî äàåò ñîîòíîøåíèå A (y − a) = B (y − b). Äàëåå, ñêà-
÷îê ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè Ãðèíà G(x, y) â òî÷êå x = y
ðàâåí B − A, ÷òî â ñèëó óðàâíåíèÿ (2.2) äîëæíî áûòü
ðàâíî åäèíèöå. Ðåøàÿ ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ äëÿ A è
B, è ïîäñòàâëÿÿ ðåçóëüòàò â âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè
Ãðèíà, ìû íàõîäèì

G(x, y) =

{
(y − b)(x− a)(b− a)−1, x < y,
(y − a)(x− b)(b− a)−1, x > y.

(2.4)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà (2.4) ñèì-
ìåòðè÷íà: G(x, y) = G(y, x).
Ðàññìîòðèì òåïåðü áîëåå îáùóþ çàäà÷ó, êîòîðàÿ ñòà-

âèòñÿ äëÿ ôóíêöèè f(x) íà èíòåðâàëå a < x < b è
ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå ñëåäóþùåãî äèôôåðåíöèàëüíî-
ãî óðàâíåíèÿ

L̂f(x) = φ, (2.5)

L̂ =
d2

dx2
+Q(x)

d

dx
− U(x). (2.6)

Äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L̂ (2.6) íàçûâàåòñÿ îïå-
ðàòîðîì Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ. Çäåñü `èñòî÷íèê' φ è ôàê-
òîðû Q, U ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè x. Ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ (2.5) ïîäðàçóìåâàåò íàëîæåíèå íåêîòî-
ðûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ôóíêöèþ f(x) íà ãðàíèöàõ
èíòåðâàëà, òî åñòü ïðè x = a è x = b. Îíè íå îáÿçàòåëüíî
äîëæíû áûòü íóëåâûìè, âîçìîæíû è äðóãèå âàðèàíòû.
Íàïðèìåð, âñòðå÷àþòñÿ íóëåâûå óñëîâèÿ íà ïðîèçâîä-
íóþ f ′ â òî÷êàõ x = a è x = b èëè ñìåøàííûå ãðàíè÷-
íûå óñëîâèÿ, ñâÿçûâàþùèå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé f ′ è
ôóíêöèè f â òî÷êàõ x = a è x = b.
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Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.5) ìîæíî ïî àíàëîãèè ñ (2.3)
íàïèñàòü â âèäå ñâåðòêè ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.5) ñ
ôóíêöèåé Ãðèíà G(x, y):

f(x) =

� b

a

dy G(x, y)φ(y), (2.7)

êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

L̂G(x, y) = δ(x− y) (2.8)

è ñîîòâåòñòâóþùèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ïðè x = a è
x = b. Äåéñòâèòåëüíî, èíòåãðàë â ôîðìóëå (2.7) óäî-
âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.5) â ñèëó (2.8) è ãðàíè÷íûì
óñëîâèÿì ïî ïîñòðîåíèþ.
Ïðèâåäåííàÿ âûøå êîíñòðóêöèÿ, ðàáîòàþùàÿ ïðè

Q = U = 0, ïîäñêàçûâàåò íàì, êàê íàéòè ôóíêöèþ Ãðè-
íà G(x, y) â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî îïåðàòîðà Øòóðìà-
Ëèóâèëëÿ (2.6). Ââåäåì ñíà÷àëà äâà ðåøåíèÿ îäíîðîä-
íîãî óðàâíåíèÿ (2.8) u è v (òî åñòü L̂u = 0 = L̂v), êî-
òîðûå óäîâëåòâîðÿþò `ëåâîìó' (ïðè x = a) è `ïðàâî-
ìó' (ïðè x = b) ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, ñîîòâåòñòâåííî.
Íàïðèìåð, äëÿ íóëåâûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé u(a) = 0 è
v(b) = 0. Ôóíêöèþ Ãðèíà íàäî èñêàòü â âèäå

G(x, y) =

{
Au(x), x < y,
Bv(x), x > y,

(2.9)

ãäå A,B � íåêîòîðûå ïàðàìåòðû, íå çàâèñÿùèå îò x (íî
çàâèñÿùèå îò y). Òîãäà óðàâíåíèå (2.8) áóäåò âûïîë-
íÿòüñÿ ïðè x < y è x > y âìåñòå ñ ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè ïðè x = a è x = b. Êîíñòàíòû æå A è B îïðåäå-
ëÿþòñÿ óñëîâèÿìè íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè Ãðèíà ïðè
x = y è åäèíè÷íîñòè ñêà÷êà ïðîèçâîäíîé ïðè x = y:

G′(y + 0, y)−G′(y − 0, y) = 1. (2.10)

Ðåøàÿ ïîëó÷àþùóþñÿ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
äëÿ A è B, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ÿâíîìó âûðà-
æåíèþ äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà G(x, y):

G(x, y) =
1

W (y)

{
v(y)u(x), x < y,
v(x)u(y), x > y.

(2.11)

Çäåñü W (x) � òàê íàçûâàåìûé Âðîíñêèàí ðåøåíèé u(x)
è v(x), êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

W (x) = u(x)v′(x)− u′(x)v(x). (2.12)

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî âûðàæåíèå è èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ
L̂u = L̂v = 0, ëåãêî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå ∂xW (x) =
−Q(x)W (x), îòêóäà ñëåäóåò

W (x) = W (a) exp

[
−
� x

a

dy Q(y)

]
. (2.13)

Îòìåòèì, ÷òî ïðè Q = 0 Âðîíñêèàí (2.13) íå çàâèñèò
îò x, è òîãäà ôóíêöèÿ Ãðèíà ñòàíîâèòñÿ ñèììåòðè÷íîé:
G(x, y) = G(y, x).

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîòåíöèàë f(r) çàðÿ-
æåííîãî öèëèíäðà ðàäèóñà b ïðè óñëîâèè, ÷òî ïëîòíîñòü
çàðÿäà çàâèñèò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ r îò òî÷êè íàáëþ-
äåíèÿ äî îñè öèëèíäðà. Óðàâíåíèå äëÿ f(r) ïîëó÷àåò-
ñÿ èç óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ïåðåõîäîì ê öèëèíäðè÷åñêèì
êîîðäèíàòàì:

d2

dr2
f(r) +

1

r

d

dr
f(r) = −4πρ. (2.14)

Âûáåðåì çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà
çà íîëü. Òîãäà ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ ýòîé çàäà÷è
ÿâëÿþòñÿ f(b) = 0 è îòñóòñòâèå îñîáåííîñòè â f ïðè
r = 0. Ðåãóëÿðíûì ïðè r = 0 `ëåâûì' ðåøåíèåì u ÿâ-
ëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, êîòîðóþ ìû ïîëàãàåì ðàâ-
íîé åäèíèöå, u(r) = 1. `Ïðàâîå' æå ðåøåíèå v èìååò âèä
v(r) = ln(r/b), à âðîíñêèàí ðàâåí W (r) = 1/r. Ïîýòî-
ìó ôîðìóëà (2.11) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ
äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà îïåðàòîðà â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ
(2.14):

G(r,R) =

{
R ln(R/b), r < R,
R ln(r/b), r > R.

(2.15)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ èñõîäíîé çàäà-
÷è ãðàíè÷íîå óñëîâèå f(b) = 0 áûëî çàäàíî íà ãðàíèöå
r = b îáëàñòè, â êîòîðîé ìû èùåì ïîòåíöèàë f , è ýòî-
ãî óñëîâèÿ äîñòàòî÷íî äëÿ åãî îïðåäåëåíèÿ. Äîïîëíè-
òåëüíîå æå óñëîâèå îòñóòñòâèÿ îñîáåííîñòè ïðè r = 0
âîçíèêàåò èç-çà ïåðåõîäà ê ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò, ïðèâîäÿùåìó ê ñèíãóëÿðíîñòè êîýôôèöèåíòà ïðè
ïåðâîé ïðîèçâîäíîé â óðàâíåíèè (2.14) â òî÷êå r = 0.

Çàäà÷à 2.1.1. Íàéòè ôóíêöèþ Ãðèíà îïåðàòîðîâ
L̂1 = (d/dx+x)(d/dx−x) è L̂2 = (d/dx−x)(d/dx+x)
íà èíòåðâàëå (−l,+l) ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè.

Âî ìíîãèõ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷àõ âñòðå÷àþòñÿ ïåðèî-
äè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûå îçíà÷àþò, ÷òî
f(b) = f(a) è f ′(b) = f ′(a). Äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèé ôóíêöèþ Ãðèíà íåëüçÿ ïîñòðîèòü â ñîîò-
âåòñòâèè ñ âûðàæåíèåì (2.11), òàê êàê óñëîâèÿ f(b) =
f(a) è f ′(b) = f ′(a) ñâÿçûâàþò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f íà
ðàçíûõ êîíöàõ èíòåðâàëà, è ïîýòîìó íåëüçÿ ââåñòè `ëå-
âóþ' è `ïðàâóþ' ôóíêöèè. Òåì íå ìåíåå, ôóíêöèþ Ãðè-
íà G(x, y) ìîæíî íàéòè ïðàêòè÷åñêè òåì æå ñïîñîáîì,
êàêèì áûëî ïîëó÷åíî âûðàæåíèå (2.11). À èìåííî, ïðè
x < y è x > y óðàâíåíèå (2.8) èìååò íóëåâóþ ïðàâóþ
÷àñòü, òî åñòü G(x, y) íà ýòèõ èíòåðâàëàõ îïðåäåëÿåò-
ñÿ ðåøåíèÿìè îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ u è v (L̂u = 0
è L̂v = 0), êàæäîå èç êîòîðûõ ñîäåðæèò ïî äâà ïðî-
èçâîëüíûõ êîýôôèöèåíòà. Ýòè êîýôôèöèåíòû äîëæíû
áûòü âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ïåðè-
îäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ G(x, y), íåïðåðûâ-
íîñòü G(x, y) â òî÷êå x = y è åäèíè÷íûé ñêà÷îê ïðî-
èçâîäíîé G(x, y) â òî÷êå x = y.

Çàäà÷à 2.1.2. Íàéòè ôóíêöèþ Ãðèíà îïåðàòîðà
d2/dx2 +κ2 äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ ïåðèîäîì
2π.
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Çàäà÷à 2.1.3. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è(
d2

dx2
+ κ2

)
f = sign(x),

íà êëàññå ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé íà èíòåðâàëå
(−π, π).

Eñëè ó îïåðàòîðà L̂ èìååòñÿ íóëåâàÿ ìîäà, òî åñòü
óäîâëåòâîðÿþùàÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ôóíêöèÿ f , äëÿ
êîòîðîé L̂f = 0, òî çàäà÷à (2.5) ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâî-
ðÿ, íåêîððåêòíîé. Îíà ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé òîëüêî ïðè
íàëîæåíèè íà `èñòî÷íèê' φ îïðåäåëåííîãî óñëîâèÿ. Ïðè
ýòîì ðåøåíèå çàäà÷è (2.5) íå ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íûì: â
íåì ôèãóðèðóåò íóëåâàÿ ìîäà ñ ïðîèçâîëüíûì êîýôôè-
öèåíòîì. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè òîò æå
îïåðàòîð L̂ = ∂2x ïðè ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâè-
ÿõ, íàëîæåííûõ íà ôóíêöèþ f . Â ýòîì ñëó÷àå ó îïåðà-
òîðà L̂ èìååòñÿ íóëåâàÿ ìîäà � êîíñòàíòà (íå çàâèñÿùàÿ
îò x ôóíêöèÿ). Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå ∂2xf = φ ïî x è
èñïîëüçóÿ ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ìû íàõî-
äèì óñëîâèå

�
dx φ = 0, êîòîðîå äîëæíî áûòü íàëîæåíî

íà ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâî-
âàëî ðåøåíèå çàäà÷è.

Çàäà÷à 2.1.4. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è

d2

dx2
f = sign(x),

íà êëàññå ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé íà èíòåðâàëå
(−π, π).

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè çàäà÷è íà êîíå÷-
íîì èíòåðâàëå (a, b). Çà÷àñòóþ âîçíèêàþò çàäà÷è, êî-
òîðûå ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå
(−∞,+∞) èëè (0,∞). Ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà áåñêî-
íå÷íîñòè â ýòîì ñëó÷àå çàêëþ÷àþòñÿ ëèáî â ñòðåìëåíèè
ôóíêöèè f ê íóëþ ïðè ñòðåìëåíèè êîîðäèíàòû ê áåñêî-
íå÷íîñòè, ëèáî â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ f ïðè ýòîì îñòàåòñÿ
êîíå÷íîé.

2.1.1 Ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ âáëèçè îñîáûõ

òî÷åê

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ L̂f = 0, ãäå L̂ � îïåðà-
òîð Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ (2.6). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â èí-
òåðåñóþùåé íàñ îáëàñòè ôóíêöèè Q,U ðàñêëàäûâàþòñÿ
â ðÿäû Òåéëîðà ñ êîíå÷íûì ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè:

Q =

∞∑
n=0

Qnx
n, U =

∞∑
n=0

Unx
n. (2.16)

Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ L̂f = 0 â îá-
ëàñòè, ãäå Q,U ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè ôóíêöèÿìè.
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ L̂f = 0 òàêæå ìîæíî èñêàòü â

âèäå ðÿäà Òåéëîðà

f =

∞∑
n=0

fnx
n. (2.17)

Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå (2.17) â óðàâíåíèå L̂f = 0 è
ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ðàçëè÷íûõ ñòåïåíÿõ x,
íàõîäèì

2f2 +Q0f1 − U0f0 = 0,

6f3 + 2Q0f2 − U0f1 +Q1f1 − U1f0 = 0,

è òàê äàëåå. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ðåêóððåíò-
íûå ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïîñëåäîâàòåëüíî
íàõîäèòü êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ fn, åñëè çàäàíû
f0, f1. Äâå íåçàâèñèìûå êîíñòàíòû f0, f1 ñîîòâåòñòâóþò
íàëè÷èþ äâóõ íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ L̂f = 0.
Ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ f ðåãóëÿðíà â îáëàñòè ðå-
ãóëÿðíîñòè Q,U .
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðèâåäåííàÿ ïðîöåäóðà íåïðèìåíèìà â

îñîáûõ òî÷êàõ, ãäå ôóíêöèÿ Q (è/èëè ôóíêöèÿ U) èìå-
åò ñèíãóëÿðíîñòü. Ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ L̂f = 0
âáëèçè îñîáîé òî÷êè òðåáóåò îòäåëüíîãî àíàëèçà. Ìû
ðàññìîòðèì ÷àñòíûé, íî ïðàêòè÷åñêè íàèáîëåå âàæíûé
ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ Q èìååò ïðîñòîé ïîëþñ, êîòî-
ðûé ìû ïîìåñòèì â òî÷êó x = 0. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ôóíêöèÿ U òàêæå ìîæåò èìåòü ïðîñòîé ïîëþñ â ýòîé
òî÷êå. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå L̂f = 0 â âèäå

x
d2f

dx2
+ xQ

df

dx
− xUf = 0, (2.18)

ãäå âñå êîýôôèöèåíòû ðåãóëÿðíû âáëèçè íóëÿ. Â ýòîì
ñëó÷àå, êîãäà ìû èìååì äåëî ñ óðàâíåíèåì âòîðîãî ïî-
ðÿäêà ñ ðåãóëÿðíûìè ôàêòîðàìè, îñîáàÿ òî÷êà îçíà÷àåò
îáðàùåíèå â íîëü êîýôôèöèåíòà ïðè âòîðîé (ñòàðøåé)
ïðîèçâîäíîé.
Ïåðâûé øàã ðåêóððåíòíîé ïðîöåäóðû äëÿ óðàâíåíèÿ

(2.18) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ

x∂2xf + a∂xf = 0, (2.19)

ãäå a � çíà÷åíèå xQ â íóëå. Óðàâíåíèå (2.19), î÷åâèäíî,
èìååò äâà íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ

f = const, f ∝ x1−a. (2.20)

Ìû âèäèì, ÷òî ïåðâîå ðåøåíèå ðåãóëÿðíî â íóëå, â òî
âðåìÿ, êàê âòîðîå ðåøåíèå èìååò, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðè
x = 0 òî÷êó âåòâëåíèÿ. Âòîðîå ðåøåíèå èìååò (êðàò-
íûé) ïîëþñ ïðè öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ a è ÿâëÿåòñÿ ðå-
ãóëÿðíûì ïðè öåëûõ îòðèöàòåëüíûõ a.

Çàäà÷à 2.1.5. Êàêîâû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.19) ïðè
a = 1?

Âûðàæåíèÿ (2.20) îïðåäåëÿþò ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ èñ-
õîäíîãî óðàâíåíèÿ ïðè ìàëûõ x. Ïîëíîå æå ðåøåíèå
îïðåäåëÿåòñÿ ðÿäàìè ïî x, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ìíîæèòå-
ëÿìè ïðè ôóíêöèÿõ (2.20):

f =

∞∑
n=0

fnx
n, f = x1−a

∞∑
n=0

gnx
n. (2.21)
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Çäåñü êîýôôèöèåíòû f0, g0 ïðîèçâîëüíû, à îñòàëüíûå
êîýôôèöèåíòû ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íèõ. Êàê è
ñëåäóåò, ìû èìååì äåëî ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ðåøåíè-
ÿìè óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà.
Ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå îïðåäåëÿþò fn, gn, ìîæíî íàé-

òè, åñëè èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèÿ â ðÿä

xQ = a+

∞∑
n=0

Qnx
n+1, xU = b+

∞∑
n=0

Unx
n+1. (2.22)

Ïîäñòàâëÿÿ ðÿäû (2.22,2.21) â óðàâíåíèå (2.18) è ïðè-
ðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè âñåõ ñòåïåíÿõ x, íàõîäèì
ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ fn, gn.
Ïåðâûå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò âèä

af1 − bf0 = 0,

2f2 + 2af2 +Q0f1 − bf1 − U0f0 = 0,

2(1− a)g1 +Q0(1− a)g0 − bg0 = 0. (2.23)

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò ïîñëåäîâàòåëüíî âûðà-
æàòü êîýôôèöèåíòû fn, gn ÷åðåç f0, g0, ÷òî è îïðåäåëÿåò
ðÿäû (2.21).
Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ L̂f = 0

âáëèçè íóëÿ, åñëè â ýòîé òî÷êå Q èìååò ïîëþñ ïåðâîãî
ïîðÿäêà, à U èìååò ïîëþñ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ñîõðàíÿÿ â
Q,U òîëüêî ãëàâíûå ïîëþñíûå ÷ëåíû, ìû ïðèõîäèì ê
óðàâíåíèþ

x2∂2xf + ax∂xf − βf = 0,

êîòîðîå çàäàåò ïîâåäåíèå f ïðè ìàëûõ x, âìåñòî óðàâ-
íåíèÿ (2.19). Ïðèâåäåííîå óðàâíåíèå èìååò ñòåïåííûå
ðåøåíèÿ f ∝ xα, ãäå α îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

α(α− 1) + aα− β = 0.

Òàêèì îáðàçîì

α =
1− a

2
±
√

(1− a)2/4 + β.

Ïðè β = 0 ìû íàõîäèì α = 0, α = 1− a, òî åñòü âîçâðà-
ùàåìñÿ ê óæå ðàññìîòðåííîé ñèòóàöèè.

Çàäà÷à 2.1.6. Êàêîâî ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
Áåññåëÿ x2∂2xu + x∂xu + x2u − ν2u = 0 âáëèçè íó-
ëÿ? Êàêîâû ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ âáëèçè íóëÿ
ïðè ν = 0?

2.1.2 Çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

Íîðìàëüíî óðàâíåíèå L̂u = 0, äîïîëíåííîå íóëåâûìè
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, íå èìååò ðåøåíèé (òî÷íåå, èìå-
åò òîëüêî òðèâèàëüíîå íóëåâîå ðåøåíèå). Äåéñòâèòåëü-
íî, óñëîâèå u = 0 íà ëåâîì êîíöå èíòåðâàëà çàäàåò ðå-
øåíèå u = Cv, ãäå v � íåêîòîðîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
L̂v = 0 ñ íóëåâûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì íà ëåâîì êîíöå
èíòåðâàëà, à C � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà. Åñëè v íå îá-
ðàùàåòñÿ â íîëü íà ïðàâîì êîíöå èíòåðâàëà, òî íåíóëå-
âûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ L̂u = 0 íå ñóùåñòâóåò. Òå æå ñî-
îáðàæåíèÿ îòíîñÿòñÿ ê ñëó÷àþ ñìåøàííûõ ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé, êîãäà ðàâíà íóëþ íåêîòîðàÿ ëèíåéíàÿ êîìáè-
íàöèÿ ôóíêöèè u è åå ïðîèçâîäíîé, à òàêæå ê ñëó÷àþ
ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.
Ðàñøèðèì äëÿ ðàññìîòðåííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷, ââåäÿ çàäà÷è íà ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
äëÿ îïåðàòîðà L̂ ôîðìóëèðóåòñÿ, êàê çàäà÷à ïîèñêà
ôóíêöèè u, óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ

L̂u = λu, (2.24)

è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì èç ÷èñëà óïîìÿíóòûõ âûøå. Ýòà
çàäà÷à óæå èìååò íåíóëåâûå ðåøåíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðà λ, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåí-
íûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà L̂.
Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà îïåðàòîð L̂ = ∂2x êî-

òîðûé äåéñòâóåò íà ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè, çàäàííûå
íà èíòåðâàëå (−π, π). Óðàâíåíèå (2.24) â ýòîì ñëó÷àå
èìååò âèä ∂2xu = λu. Îíî èìååò ðåøåíèÿ â âèäå ãèïåð-
áîëè÷åñêèõ ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ ïðè λ > 0 è ðåøåíèÿ â
âèäå ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ ïðè λ < 0. Î÷åâèäíî, ÷òî íà
èíòåðâàëå (−π, π) ïåðèîäè÷åñêèìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè
cos(nx), sin(nx), ãäå n � öåëîå ÷èñëî (âêëþ÷àÿ íîëü).
Â ðåçóëüòàòå ìû íàõîäèì íàáîð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
λn = −n2 îïåðàòîðà L̂ = ∂2x.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè äèñêðåòíûé, íî áåñêî-

íå÷íûé (è íåîãðàíè÷åííûé) íàáîð ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé. Ýòà ñèòóàöèÿ òèïè÷íà ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íà êî-
íå÷íîì èíòåðâàëå: íàáîð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äèñêðå-
òåí è áåñêîíå÷åí. Áîëåå òîãî, äëÿ îïåðàòîðà Øòóðìà-
Ëèóâèëëÿ (2.6) ïðè áîëüøèõ íîìåðàõ ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé ñïðàâåäëèâî òî æå àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå
λn ≈ −n2 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ïîñêîëüêó áîëüøèå
çíà÷åíèÿ λ ôîðìèðóþòñÿ èìåííî âòîðîé ïðîèçâîäíîé
∂2x â îïåðàòîðå Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìû
ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòî-
ðàØòóðìà-Ëèóâèëëÿ íåîãðàíè÷åíû ñâåðõó ïî àáñîëþò-
íîé âåëè÷èíå.
Âàæíûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð Øòóðìà-

Ëèóâèëëÿ (2.6) ïðè Q = 0. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à íà
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (2.24) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì íà
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèí-
ãåðà äëÿ ÷àñòèöû, íàõîäÿùåéñÿ âî âíåøíåì ïîòåíöèàëå
U . Ìû ïåðåïèøåì åãî â âèäå

(∂2x − U)ψ = −εψ, (2.25)

ãäå ε èìååò ñìûñë ýíåðãèè ñîáñòâåííîãî ñîñòîÿíèÿ.
Äëÿ íóëåâûõ èëè ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

îïåðàòîð ∂2x−U ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì, ïîñêîëüêó
�
dx ψ1(∂2x − U)ψ2 =

�
dx ψ2(∂2x − U)ψ1, (2.26)

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé ψ1, ψ2, óäîâëåòâîðÿþùèõ
ýòèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Ñîîòíîøåíèå (2.26) ìîæíî
äîêàçàòü èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì. Ïðè ýòîì ãðàíè÷-
íûå ÷ëåíû íå âîçíèêàþò â ñèëó ïðèíÿòûõ ãðàíè÷íûõ
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óñëîâèé. Ïîýòîìó ðåøåíèÿ ψ1, ψ2 óðàâíåíèÿ (2.25), ñî-
îòâåòñòâóþùèå ðàçíûì çíà÷åíèÿì ε, îðòîãîíàëüíû:

�
dx ψ1ψ2 = 0, (2.27)

ñìîòðè ðàçäåë 2.4.1. Êàê ïðàâèëî, ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
íîðìèðóþò íà åäèíèöó:

�
dx |ψ|2 = 1.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ñëó÷àþ, êîãäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(2.25) ðàññìàòðèâàþòñÿ íà âñåé ïðÿìîé −∞ < x < +∞.
Ìû òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîòåíöèàë U äîñòàòî÷íî
áûñòðî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè áîëüøèõ x. Â ýòîì ñëó÷àå
ïðè áîëüøèõ x ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ (∂2x + ε)ψ =
0, êîòîðîå èìååò îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ ïðè ε > 0.
Ýòè ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé cos(qx)
è sin(qx), ãäå q2 = ε. Ôóíêöèè ñ òàêèì àñèìïòîòè÷å-
ñêèì ïîâåäåíèåì íàçûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè íåïðåðûâíîãî
ñïåêòðà. Ôóíêöèè íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ñ ðàçëè÷íûìè
ε îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó, òî åñòü ðàâåí íóëþ èíòåãðàë
(2.27), ãäå èíòåãðèðîâàíèå èäåò ïî âñåé ïðÿìîé.
Íàðÿäó ñ ôóíêöèÿìè íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà óðàâíå-

íèå (2.25) ìîæåò èìåòü ðåøåíèÿ, êîòîðûå ñòðåìÿòñÿ ê
íóëþ ïðè áîëüøèõ |x|. Îíè ñîîòâåòñòâóþò ε < 0 è íà-
çûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè äèñêðåòíîãî ñïåêòðà èëè ñâÿçàí-
íûõ ñîñòîÿíèé. Íà áîëüøèõ x, ãäå ïîòåíöèàëîì U ìîæ-
íî ïðåíåáðå÷ü, ôóíêöèè äèñêðåòíîãî ñïåêòðà óáûâàþò
ýêñïîíåíöèàëüíî: ψ ∝ exp(−

√
|ε|x). Òàêîå æå ýêñïîíåí-

öèàëüíîå óáûâàíèå èìååò ìåñòî ïðè áîëüøèõ ïî àáñî-
ëþòíîé âåëè÷èíå îòðèöàòåëüíûõ x. Ôóíêöèè äèñêðåò-
íîãî ñïåêòðà îðòîãîíàëüíû ìåæäó ñîáîé è îðòîãîíàëü-
íû ôóíêöèÿì íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà. Ïîñêîëüêó ôóíê-
öèè äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè áîëüøèõ
|x|, íîðìèðîâî÷íûé èíòåãðàë

�
dx |ψ|2 äëÿ íèõ êîíå÷åí.

Îáû÷íî ïðèíèìàåòñÿ íîðìèðîâêà, êîãäà ýòîò èíòåãðàë
ðàâåí åäèíèöå.
Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè äëÿ äàííîãî ïîòåíöèàëà â ñî-

âîêóïíîñòè (òî åñòü ôóíêöèè íåïðåðûâíîãî è äèñêðåò-
íîãî ñïåêòðîâ) ñîñòàâëÿþò ïîëíóþ ñèñòåìó ôóíêöèé,
ïî êîòîðîé ìîæíî ðàçëîæèòü ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ,
îãðàíè÷åííóþ íà âñåé ïðÿìîé. Ýòî ðàçëîæåíèå èìååò
âèä èíòåãðàëà ïî âîëíîâûì ôóíêöèÿì íåïðåðûâíîãî
ñïåêòðà, ê êîòîðîìó ñëåäóåò ïðèáàâèòü ñóììó ïî âîë-
íîâûì ôóíêöèÿì äèñêðåòíîãî ñïåêòðà.
Ïðîèëëþñòðèðóåì ñêàçàííîå íà ïðèìåðå ïðèòÿãèâà-

þùåãî ïîòåíöèàëà U , ñîñðåäîòî÷åííîãî âáëèçè íà÷àëà
êîîðäèíàò. Â ýòîì ñëó÷àå ïîòåíöèàë ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå U = −2κδ(x), ãäå κ > 0 è óðàâíåíèå (2.25) ïðèîá-
ðåòàåò âèä

∂2xψ + 2κδ(x)ψ + εψ = 0. (2.28)

Ýòî óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèÿ êàê äëÿ íåïðåðûâíîãî
ñïåêòðà ïðè ε > 0, òàê è äëÿ ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ.
Ïðè x > 0 è ïðè x < 0 ìû èìååì äåëî ñî ñâîáîä-

íûì óðàâíåíèåì, ðåøåíèÿ êîòîðîãî èçâåñòíû: ýòî êî-
ñèíóñû è ñèíóñû ïðè ε > 0 è óáûâàþùèå ýêñïîíåíòû
ïðè ε < 0. Âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè ψ ñëåâà è ñïðàâà
ñëåäóåò ñøèòü ïðè x = 0, â ýòîé òî÷êå â ñîîòâåòñòâèè

ñ (2.28) ôóíêöèÿ ψ íåïðåðûâíà, à åå ïðîèçâîäíàÿ èñ-
ïûòûâàåò ñêà÷îê, ðàâíûé −2κψ(0). Ñøèâêà ïðèâîäèò ê
ñëåäóþùåìó íàáîðó ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

χ(x) =
1√
κ

exp(−κ|x|), ε = −κ2, (2.29)

φ(q, x) = sin(qx), ε = q2, q > 0, (2.30)

η(q, x) = cos(q|x|+ ϕ), ε = q2,

q > 0, tanϕ = κ/q. (2.31)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ðàñ-
ïàäàþòñÿ íà ÷åòíûå ïî x (χ, η) è íå÷åòíûå ïî x (φ).
Ýòî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñèììåòðèè èñõîäíîãî óðàâíå-
íèÿ (2.28) ïî îòíîøåíèþ ê èçìåíåíèþ çíàêà x.
Ôóíêöèÿ (2.29) îòíîñèòñÿ ê ñâÿçàííîìó ñîñòîÿíèþ, à

ôóíêöèè (2.30,2.31) � ê íåïðåðûâíîìó ñïåêòðó. Ôóíê-
öèÿ (2.29) íîðìèðîâàíà íà åäèíèöó, òî åñòü

�
dx χ2 =

1. Íîðìèðîâêó ôóíêöèé íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ìîæíî
íàéòè èç ñîîòíîøåíèé (1.52):�

dx φ(q, x)φ(k, x) = πδ(q − k), (2.32)
�
dx η(q, x)η(k, x) = πδ(q − k). (2.33)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèìè ñâîéñòâàìè óðàâíåíèÿ Øð¼-
äèíãåðà, ôóíêöèè χ, φ, η îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó.

Çàäà÷à 2.1.7. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðèòü îðòîãî-
íàëüíîñòü ôóíêöèé χ è η.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðàçëîæåíèå íåêîòîðîé ôóíêöèè
ψ(x) ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì χ, φ, η. Ýòî ðàçëîæåíèå
èìååò âèä

ψ(x) = aχ+

� ∞
0

dq

π
[α(q)φ+ β(q)η] . (2.34)

Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ (2.34) ìîæíî íàéòè ïðè ïî-
ìîùè ñîîòíîøåíèé (2.32,2.33):

a =

�
dx ψ(x)χ(x),

α(q) =

�
dx ψ(x)φ(q, x),

β(q) =

�
dx ψ(x)η(q, x). (2.35)

Çàäà÷à 2.1.8. Íàéòè êîýôôèöèåíòû a, α, β ðàçëîæå-
íèÿ (2.34) äëÿ ôóíêöèè ψ(x) = exp(−b|x|).

2.2 Ýëåêòðîñòàòè÷åñêèå çàäà÷è.

Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ýëåêòðîñòàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ
äëÿ ïîòåíöèàëà f , âàæíûå, ïðåæäå âñåãî, â òåîðèè ýëåê-
òðîìàãíåòèçìà. Â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå íàõîæäåíèå
ïîòåíöèàëà f , êîòîðûé ïîðîæäàåòñÿ ïëîòíîñòüþ çàðÿäà
ρ, îçíà÷àåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà (Poisson)

∇2f = φ, (2.36)
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ãäå ∇2 � Ëàïëàñèàí è φ = −4πρ (â ñèñòåìå ÑÃÑ). Àíà-
ëîãè÷íî âûãëÿäèò óðàâíåíèå äëÿ ïîòåíöèàëà â äèýëåê-
òðèêå. Óðàâíåíèå (2.36) áåç ïðàâîé ÷àñòè îáû÷íî íà-
çûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ëàïëàñà. Ìû òàêæå ðàññìîòðèì
ñâîéñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Äåáàÿ (Debye)

(∇2 − κ2)f = φ, (2.37)

ãäå κ � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Óðàâíåíèå (2.37) îïèñûâà-
åò ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà â ýëåê-
òðîëèòàõ è ïëàçìå, òî åñòü â ïðîâîäÿùåé ñðåäå, κ−1 ÿâ-
ëÿåòñÿ äëèíîé ýêðàíèðîâàíèÿ (äëèíîé Äåáàÿ).
Óðàâíåíèÿ (2.36,2.37) ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû â ïðî-

ñòðàíñòâå ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè d. Â íàñòîÿùåì
ðàçäåëå ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ïðàêòè÷åñêè íàèáîëåå
âàæíûõ ñëó÷àÿõ d = 3 è d = 2. Áîëüøèíñòâî èç ïðèâå-
äåííûõ íèæå ðåçóëüòàòîâ ëåãêî îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé
ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà d.
Ôóíêöèè, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ Ëàïëà-

ñà ∇2f = 0, íàçûâàþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè. Çàìåòèì, ÷òî
íå ñóùåñòâóåò ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ
âî âñåì ïðîñòðàíñòâå è ñòðåìÿùèõñÿ ê íóëþ íà áåñ-
êîíå÷íîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ òàêèõ ôóíêöèé õîðî-
øî îïðåäåëåíî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå f̃(q). Ïðîèçâåäÿ
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå óðàâíåíèÿ ∇2f = 0, íàõîäèì
q2f̃ = 0. Ó ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååòñÿ òîëüêî ðåøåíèå
f̃ ∝ δ(q), ÷òî îçíà÷àåò f = const. Åñëè ìû òðåáóåì
ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ ôóíêöèè f íà áåñêîíå÷íîñòè, òî êîí-
ñòàíòà çäåñü äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ, ÷òî è îáîñíî-
âûâàåò ñäåëàííîå óòâåðæäåíèå. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî èçëî-
æåííàÿ àðãóìåíòàöèÿ îòíîñèòñÿ ê ïðîñòðàíñòâó ïðîèç-
âîëüíîé ðàçìåðíîñòè. Òî æå îòíîñèòñÿ è ê îäíîðîäíîìó
óðàâíåíèþ Äåáàÿ (∇2−κ2)f = 0: íå ñóùåñòâóåò ðåøåíèé
ýòîãî óðàâíåíèÿ, îïðåäåëåííûõ âî âñåì ïðîñòðàíñòâå è
ñòðåìÿùèõñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè.
Îáû÷íà çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè ãàðìîíè÷åñêîé ôóíê-

öèè f â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíå-
íèå Ëàïëàñà (2.36) äîëæíî áûòü äîïîëíåíî óñëîâèÿìè
íà ãðàíèöå ýòîé îáëàñòè. Íàïðèìåð, ìîæíî çàäàòü çíà-
÷åíèå ïîòåíöèàëà f íà ãðàíèöå. Âîçìîæíû è èíûå ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ, íàïðèìåð, íóëåâîé ïðîèçâîäíîé îò ïî-
òåíöèàëà f â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ãðàíèöå.
Ê ñîæàëåíèþ, íåò ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è äëÿ
ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè. Îäíàêî äëÿ íåêîòîðûõ ïðîñòûõ
ãåîìåòðèé ýòà çàäà÷à èìååò ðåøåíèåþ
Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

Ëàïëàñà â òðåõìåðíîì ñëó÷àå â ïîëóïðîñòðàíñòâå z > 0,
ñ÷èòàÿ, ÷òî çàäàíî çíà÷åíèå ôóíêöèè f íà ïëîñêîñòè
z = 0: f(x, y, 0). Òîãäà â ïîëóïðîñòðàíñòâå z > 0 ïîòåí-
öèàë f ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå èíòåãðàëà

f(x, y, z) =

�
dξ dη zf(ξ, η, 0)

2π[(x− ξ)2 + (y − η)2 + z2]3/2
. (2.38)

Äåéñòâèòåëüíî, îïðåäåëåííàÿ èíòåãðàëîì â ïðàâîé ÷à-
ñòè (2.38) ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé, ïîñêîëü-
êó â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè ñòîèò ãàðìîíè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ, ÷òî ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Êðî-
ìå òîãî, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè z → 0 êîýôôèöèåíò

ïðè f(ξ, η, 0) â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè â ïðàâîé
÷àñòè (2.38) ñòðåìèòñÿ ê δ(x− ξ)δ(y− η). Îòñþäà ñëåäó-
åò, ÷òî èíòåãðàë (2.38) ïðè z → 0 ñòðåìèòñÿ ê f(x, y, 0.
Íà ýòîì äîêàçàòåëüñòâî çàêàí÷èâàåòñÿ.

Çàäà÷à 2.2.1. Íàéòè ïîâåäåíèå ôóíêöèè (2.38) ïðè
áîëüøèõ z, ñ÷èòàÿ, ÷òî f(x, y, 0) ëîêàëèçîâàíà
âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò.

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó î íàõîæäåíèè â íåîãðàíè-
÷åííîì ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.36), ãäå ïî-
òåíöèàë f ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè. ×òîáû
òàêîå ðåøåíèå ñóùåñòâîâàëî, ïëîòíîñòü çàðÿäà äîëæ-
íà óäîâëåòâîðÿòü îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì. Íàïðèìåð,
áûòü îòëè÷íîé îò íóëÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðî-
ñòðàíñòâà.
Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.36) ìîæíî èñïîëüçîâàòü

ôóíêöèþ Ãðèíà G(r). Îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíå-
íèÿ

∇2G(r) = δ(r), (2.39)

ê êîòîðîìó ñëåäóåò äîáàâèòü óñëîâèå óáûâàíèÿ íà áåñ-
êîíå÷íîñòè. Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.36) çàïèñûâà-
åòñÿ â âèäå èíòåãðàëà

f(r) =

�
dV ′G(r − r′)φ(r′), (2.40)

ãäå èíòåãðèðîâàíèå èäåò ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó.
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.39) â òðåõìåðíîì ñëó÷àå õîðî-

øî èçâåñòíî � ýòî ïîòåíöèàë ïîëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà

G(r) = − 1

4πr
, (2.41)

ãäå r = |r|. Ïîäñòàâëÿÿ â (2.40) â êà÷åñòâå ôóíêöèè
Ãðèíà (2.41), íàõîäèì ñîîòíîøåíèå

f(r) = −
�
dV ′

φ(r′)

4π|r − r′|
=

�
dV ′

ρ(r′)

|r − r′|
, (2.42)

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíûì âûðàæåíèåì äëÿ ýëåê-
òðîñòàòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäîâ â
íåîãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå.
Ïðèâåäåì çäåñü âûâîä âûðàæåíèÿ (2.41), îñíîâàííûé

íà ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå, ñìîòðè ðàçäåë (2.4.2). Ïðîèç-
âåäåì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå óðàâíåíèÿ (2.39). Â ðåçóëü-
òàòå ïîëó÷èì q2G̃(q) = −1, ãäå G̃(q) � ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå îò G(r). Ôóíêöèþ Ãðèíà G(r) ìîæíî íàéòè, êàê
îáðàòíîå Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå

G(r) = −
�

d3q

(2π)3
exp(iqr)

q2
.

Ðàçîáüåì âîëíîâîé âåêòîð q íà êîìïîíåíòó q‖ âäîëü r è
ïåðïåíäèêóëÿðíóþ r êîìïîíåíòó q⊥. Èíòåãðàë ïî êîì-
ïîíåíòå q‖ äàåò

�
dq‖ exp(iq‖r)

1

q2‖ + q2⊥
=

π

q⊥
exp(−q⊥r),
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ãäå ìû ïîäñòàâèëè q2 = q2‖ + q2⊥. Îñòàâøèéñÿ èíòåãðàë
ïî ïåðïåíäèêóëÿðíîé êîìïîíåíòå

G(r) = −
�

d2q⊥
(2π)3

π

q⊥
exp(−q⊥r),

ïðèâîäèò ïîñëå ïåðåõîäà ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì ê âû-
ðàæåíèþ (2.41).

Çàäà÷à 2.2.2. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.39) â ïðî-
ñòðàíñòâå ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè d.

Çàäà÷à 2.2.3. Íàéòè âûðàæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëà f â
ñëó÷àå, êîãäà φ çàâèñèò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ äî
íà÷àëà êîîðäèíàò.

Óêàçàííûé âûøå ñïîñîá âûâîäà âûðàæåíèÿ äëÿ
ôóíêöèè Ãðèíà, ñâÿçàííûé ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå,
íå ðàáîòàåò â äâóìåðíîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó-
÷àå îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôîðìàëüíî ðàñõî-
äèòñÿ ïðè ìàëûõ âîëíîâûõ âåêòîðàõ q. Ïîýòîìó â äâó-
ìåðíîì ñëó÷àå ìû áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(2.39) äðóãèì ñïîñîáîì. ßñíî, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà G çà-
âèñèò òîëüêî îò àáñîëþòíîé âåëè÷èíû ðàäèóñ-âåêòîðà
r. Âíå íà÷àëà êîîðäèíàò, ãäå ñîñðåäîòî÷åíà δ-ôóíêöèÿ,
â óðàâíåíèè (2.39) ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà íóëþ, ÷òî ïðèâî-
äèò ê óðàâíåíèþ (∂2r + r−1∂r)G(r) = 0. Ïîìèìî òðèâè-
àëüíîãî ðåøåíèÿ � êîíñòàíòû, ýòî óðàâíåíèå èìååò ñâî-
èì ðåøåíèåì ln r. Òàêèì îáðàçîì, G ∝ ln r. ×òîáû íàéòè
êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè â ýòîì ñîîòíîøåíèè,
ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå (2.39) ïî äèñêó ðàäèóñà R. Â
ïðàâîé ÷àñòè ìû ïîëó÷èì åäèíèöó, à â ëåâîé ÷àñòè ïî-
òîê∇G ÷åðåç îêðóæíîñòü � ïîâåðõíîñòü äèñêà, êîòîðûé
ðàâåí 2πR∂G/∂R. Ïðèðàâíèâàÿ ýòó âåëè÷èíó åäèíèöå,
íàõîäèì

d = 2 G(r) =
ln r

2π
. (2.43)

Ðàçóìååòñÿ, ê ýòîé âåëè÷èíå ìîæíî äîáàâèòü ïðîèç-
âîëüíóþ êîíñòàíòó, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì
òî÷êè, â êîòîðîé ïîòåíöèàë ïðèíÿò çà íîëü.

Çàäà÷à 2.2.4. Âûâåñòè óêàçàííûì ñïîñîáîì âûðàæå-
íèå (2.41).

Ïðèâåäåì âàæíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé
ôóíêöèè f , óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ ∇2f = 0. Òî-
ãäà, êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ ∇2G(r) = δ(r), ñïðàâåä-
ëèâî ñîîòíîøåíèå

∇[∇G(r − r1)f(r)−G(r − r1)∇f(r)] = δ(r − r1)f(r1).

Èíòåãðèðóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ïî íåêîòîðîé îáëàñòè ïðî-
ñòðàíñòâà, ñîäåðæàùåé òî÷êó r1, íàõîäèì

f(r1) =

�
dS [∇G(r−r1)f(r)−G(r−r1)∇f(r)], (2.44)

ãäå dS � ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ,
íàïðàâëåííûé íàðóæó îò îáëàñòè. Îòñþäà ñëåäóåò, â

÷àñòíîñòè, ÷òî çíà÷åíèå ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè â öåí-
òðå ñôåðû ðàâíî åå ñðåäíåìó ïî ïîâåðõíîñòè ñôåðû (ýòî
âåðíî â ïðîñòðàíñòâå ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè). Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íå ìîæåò äîñòè-
ãàòü ìèíèìóìà èëè ìàêñèìóìà âíóòðè îáëàñòè, ãäå âû-
ïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå ∇2f = 0.

Çàäà÷à 2.2.5. Äîêàçàòü, ÷òî çíà÷åíèå ãàðìîíè÷åñêîé
ôóíêöèè â öåíòðå ñôåðû ðàâíî åå ñðåäíåìó ïî ïî-
âåðõíîñòè ñôåðû. Ïî÷åìó ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
íå ìîæåò äîñòèãàòü ìèíèìóìà èëè ìàêñèìó-
ìà âíóòðè îáëàñòè, ãäå âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå
∇2f = 0?

Ïåðåõîäèì òåïåðü ê óðàâíåíèþ Äåáàÿ (2.37). Íàéäåì
åãî ôóíêöèþ Ãðèíà G(r) â íåîãðàíè÷åííîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Ôóíêöèÿ Ãðèíà G óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

(∇2 − κ2)G(r) = δ(r). (2.45)

Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ
èìååò âèä

G(r) = − 1

4πr
exp(−κr). (2.46)

Êàê è ñëåäóåò, ïðè κ→ 0 âûðàæåíèå (2.46) ïåðåõîäèò â
(2.41). Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî, â îòëè÷èå îò (2.41),
ôóíêöèÿ (2.46) ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàåò íà áîëüøèõ
ðàññòîÿíèÿõ, êîòîðûå ïðåâîñõîäÿò äëèíó Äåáàÿ κ−1.

Çàäà÷à 2.2.6. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ îäíîðîäíî-
ãî óðàâíåíèÿ Äåáàÿ (∇2 − κ2)f = 0 èìååò ìåñòî
òî æå ñîîòíîøåíèå (2.44), íî òîëüêî ñ ôóíêöèåé
Ãðèíà (2.46).

Äëÿ âûâîäà âûðàæåíèÿ (2.46) äåéñòâóåì òàêæå, êàê
è ïðè âûâîäå âûðàæåíèÿ (2.41). Ïðîèçâåäåì ïðåîáðà-
çîâàíèå Ôóðüå óðàâíåíèÿ (2.45). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
(q2 + κ2)G̃(q) = −1, ãäå G̃ � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò
G. Ôóíêöèþ G(r) ìîæíî íàéòè, êàê îáðàòíîå Ôóðüå-
ïðåîáðàçîâàíèå

G(r) = −
�

d3q

(2π)3
exp(iqr)

q2 + κ2
.

Ðàçîáüåì q íà êîìïîíåíòó q‖ âäîëü r è ïåðïåíäèêóëÿð-
íóþ r êîìïîíåíòó q⊥. Èíòåãðàë ïî êîìïîíåíòå q‖ äàåò

�
dq‖ exp(iq‖r)

1

q2‖ + q2⊥ + κ2
=
π

β
exp (−βr) ,

ãäå β2 = q2⊥ + κ2. Îñòàâøèéñÿ èíòåãðàë ïî ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîé êîìïîíåíòå ëåãêî íàõîäèòñÿ ïîñëå ïåðåõîäà îò
q⊥ ê ïåðåìåííîé β (êîòîðàÿ ìåíÿåòñÿ îò κ äî ∞), ÷òî
äàåò

G(r) = − 1

4π

� ∞
κ

dβ exp(−βr).

Âû÷èñëåíèå ýòîãî èíòåãðàëà ïðèâîäèò ê (2.46).
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Çàäà÷à 2.2.7. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (∇2−κ2)f =
φ â ñëó÷àå, êîãäà φ çàâèñèò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ
äî íà÷àëà êîîðäèíàò.

×àùå âñåãî óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà (2.36) è Äåáàÿ (2.37)
ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü â îáëàñòè êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ ñ îïðå-
äåëåííûìè óñëîâèÿìè íà ïîòåíöèàë f , çàäàííûìè íà åå
ãðàíèöàõ. Ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ â äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà íà-
äî íàéòè ðåøåíèå fhom îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ∇2f = 0
èëè (∇2−κ2)f = 0 ñ çàäàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
íà ïîòåíöèàë f . Çàòåì íàäî íàéòè fforce, êîòîðîå ÿâëÿ-
åòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ∇2f = φ èëè (∇2 − κ2)f = φ
ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ Ïóàññîíà (2.36) èëè Äåáàÿ (2.37) äàåòñÿ ñóììîé
f = fhom + fforce. Ïåðâûé èç ýòàïîâ îáñóæäàëñÿ âûøå.
Ïåðåõîäèì êî âòîðîìó.
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ∇2f = φ èëè Äåáàÿ

(∇2 − κ2)f = φ ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ìî-
æåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

fforce(r) =

�
dV ′G(r, r′)φ(r′), (2.47)

ãäå èíòåãðèðîâàíèå èäåò ïî èíòåðåñóþùåé íàñ îáëàñòè.
Ôóíêöèÿ Ãðèíà G â ñîîòíîøåíèè (2.47) äîëæíà óäî-
âëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ ∇2G = δ(r − r′) äëÿ óðàâíåíèÿ
Ïóàññîíà èëè (∇2− κ2)G = δ(r− r′) äëÿ óðàâíåíèÿ Äå-
áàÿ, à òàêæå íóëåâûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Îáðàòèì
âíèìàíèå íà òî, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà çàâèñèò òåïåðü íå
òîëüêî îò ðàçíîñòè r − r′, ÷òî ñâÿçàíî ñ íàðóøåíèåì
îäíîðîäíîñòè ïðîñòðàíñòâà çà ñ÷åò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.
Îáùèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è íå ñóùåñòâóåò è
åå íàäî êàæäûé ðàç çàíîâî ðåøàòü äëÿ îáëàñòè ñ äàí-
íîé ãåîìåòðèåé. Èíîãäà ñïîñîá ðåøåíèÿ ïîäñêàçûâàåò
ñèììåòðèÿ îáëàñòè.

Çàäà÷à 2.2.8. Íàéòè ôóíêöèþ Ãðèíà óðàâíåíèÿ Ïóàñ-
ñîíà â îáëàñòè âíå øàðà ðàäèóñà R, åñëè íà åãî ïî-
âåðõíîñòè çàäàíî íóëåâîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ G.

2.2.1 Äâóìåðíûå ãàðìîíè÷åñêèå ôóíê-

öèè

Äâóìåðíûé ñëó÷àé âûäåëåí ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà (∂2x + ∂2y)f = 0, êîòîðîå çàäàåò ãàð-
ìîíè÷åñêèå ôóíêöèè. Äåëî â òîì, ÷òî ðåøåíèåì ýòîãî
óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ g(z), ãäå z = x + iy, à òàêæå ïî îòäåëüíîñòè åå
äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè. Ýòî ñðàçó äàåò âåñüìà
îáøèðíûé êîðïóñ ðåøåíèé äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ Ëà-
ïëàñà. Ïîñêîëüêó íå ñóùåñòâóåò àíàëèòè÷åñêèõ íà âñåé
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ôóíêöèé, ñòðåìÿùèõñÿ ê íóëþ
íà áåñêîíå÷íîñòè, ìû âîçâðàùàåìñÿ ê óòâåðæäåíèþ îá
îòñóòñòâèè ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé íà âñåé ïëîñêîñòè,
ñòðåìÿùèõñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè.
Ðàçóìååòñÿ, íå ñëó÷àéíî, ÷òî â äâóìåðíîì ñëó÷àå

ôóíêöèÿ Ãðèíà Ëàïëàñèàíà ïðîïîðöèîíàëüíà ln r, ÷òî

ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ àíàëèòè÷åñêîé ôóíê-
öèè ln z, ãäå z = x+ iy. Òîò ôàêò, ÷òî Ëàïëàñèàí ln r íå
ïðîñòî ðàâåí íóëþ, à ïðîïîðöèîíàëåí δ-ôóíêöèè, ñâÿ-
çàí ñ òåì, ÷òî z = 0 ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíîé òî÷êîé ln z.
Îáîáùàÿ ýòî íàáëþäåíèå, ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî Ëàïëà-
ñèàí ïðîèçâîëüíîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè ðàâåí íóëþ
â îáëàñòè åå àíàëèòè÷íîñòè, âíå åå ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Äèðèõëå, êîòîðàÿ ñòàâèòñÿ äëÿ

ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé íåêîòîðîìó äèôôåðåíöè-
àëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà, è çàêëþ÷àåòñÿ
â âîññòàíîâëåíèè ôóíêöèè â íåêîòîðîé îáëàñòè ïî åå
çíà÷åíèÿì íà ãðàíèöå ýòîé îáëàñòè. Â äàííîì ñëó÷àå
íàñ èíòåðåñóþò ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè, ïîä÷èíÿþùè-
åñÿ äâóìåðíîìó óðàâíåíèþ Ëàïëàñà. Ýòà çàäà÷à ÿâíî
ðåøàåòñÿ, åñëè íàõîäèòñÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, äåé-
ñòâèòåëüíàÿ èëè ìíèìàÿ ÷àñòü êîòîðîé ïðèíèìàåò äàí-
íûå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ.

Çàäà÷à 2.2.9. Íàéòè çíà÷åíèå ãàðìîíè÷åñêîé ôóíê-
öèè u âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà, åñëè íà åãî ãðàíèöå
u = cos(nϕ), ãäå ϕ � ïîëÿðíûé óãîë.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ èíòåãðàëüíîé ôîðìóëîé Êîøè çàäà-
÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà èìååò ÿâíîå ðåøå-
íèå äëÿ ãîëîìîðôíîé â äàííîé îáëàñòè ôóíêöèè g(z),
åñëè èçâåñòíî åå çíà÷åíèå íà ãðàíèöå îáëàñòè. À èìåííî

g(z) =
1

2πi

�
dζ

f(ζ)

ζ − z
,

ãäå èíòåãðàë èäåò ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ïî ãðàíèöå
îáëàñòè. Ê ñîæàëåíèþ, äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ èíòåãðàëü-
íîé ôîðìóëû Êîøè íåîáõîäèìî çíàòü êàê äåéñòâèòåëü-
íóþ, òàê è ìíèìóþ ÷àñòè ôóíêöèè g íà ãðàíèöå îá-
ëàñòè. Îáû÷íî æå çàäà÷à Äèðèõëå ñòàâèòñÿ äëÿ äåé-
ñòâèòåëüíîé ôóíêöèè. Ïîýòîìó èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà
Êîøè íåïîñðåäñòâåííî ê ýòîìó ñëó÷àþ íå ïðèìåíèìà.
Çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ Ëàïëà-

ñà èìååò ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå äëÿ íåñêîëüêèõ ïðîñòûõ
ôîðì îáëàñòåé. Ïðîàíàëèçèðóåì ñëó÷àé, êîãäà èíòåðå-
ñóþùàÿ íàñ îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ ïîëóïëîñêîñòüþ y > 0. Â
ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à Äèðèõëå îçíà÷àåò ïîèñê ãàðìîíè÷å-
ñêîé ôóíêöèè f â ïîëóïëîñêîñòè y > 0, åñëè çàäàíî åå
çíà÷åíèå ïðè y = 0. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ìîæåò áûòü
çàïèñàíî â âèäå èíòåãðàëà

f(x, y) =

�
dξ

y

π[(x− ξ)2 + y2]
f(ξ, 0). (2.48)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðà-
æåíèå, êàê è ñëåäóåò, ñàìî ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷å-
ñêîé ôóíêöèåé, ïîñêîëüêó y/(x2 + y2) = ∂y ln

√
x2 + y2,

à ëîãàðèôì ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà
∇2 ln r = 0.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (2.48) ïåðåõîäèì ê Ôóðüå-

ïðåîáðàçîâàíèþ f ïî x, êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì f̃(q, y).
Óðàâíåíèå Ëàïëàñà äëÿ ýòîé âåëè÷èíû èìååò âèä (∂2y −
q2)f̃ = 0. Îòñþäà f̃(q, y) = exp(−|q|y)f̃(q, 0), òî åñòü

f(x, y) =

�
dq

2π
exp(iqx) exp(−|q|y)f̃(q, 0).
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Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà f̃(q, 0) =
�
dξ exp(−iqξ)f(ξ, 0) è áåðÿ

èíòåãðàë ïî q, ìû è ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå (2.48).

Çàäà÷à 2.2.10. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà f
â ïîëóïëîñêîñòè y > 0, åñëè f(x, 0) = exp(ix).

Ïðèâåäåì àëüòåðíàòèâíûé âûâîä ñîîòíîøåíèÿ (2.48).
Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî y/[(x − ξ)2 + y2] = −Im(x − ξ +
iy)−1. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f (2.48) ÿâëÿåòñÿ ìíè-
ìîé ÷àñòüþ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè è, ñëåäîâàòåëüíî,
ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé. Äàëåå, ïðè y → 0 ôóíêöèÿ
(y/π)[(x−ξ)2+y2]−1 ñòðåìèòñÿ ê δ(x−ξ), ñìîòðè ðàçäåë
(1.5.2). Ïîýòîìó ïðè y → 0 ôóíêöèÿ (2.48) ñòðåìèòñÿ ê
f(x, 0), ÷òî è çàêàí÷èâàåò äîêàçàòåëüñòâî (2.48).
Ðàññìîòðèì òåïåðü êðóã åäèíè÷íîãî ðàäèóñà è áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî çíà÷åíèÿ äåéñòâèòåëüíîé ãàðìîíè÷åñêîé
ôóíêöèè u çàäàíû íà åãî ãðàíèöå, òî åñòü íà îêðóæ-
íîñòè åäèíè÷íîãî ðàäèóñà. Ïîìåñòèì íà÷àëî êîîðäèíàò
â öåíòð êðóãà. Òîãäà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè u(x, y) âíóòðè
êðóãà äàåòñÿ ôîðìóëîé Ïóàññîíà

u(r cosϕ, r sinϕ) =

� 2π

0

dt

2π

(1− r2)u(cos t, sin t)

1− 2r cos(t− ϕ) + r2
. (2.49)

Çäåñü ââåäåíû ðàññòîÿíèå äî íà÷àëà êîîðäèíàò r è ïî-
ëÿðíûé óãîë ϕ. Èíòåãðèðîâàíèå ïî t êàê ðàç è îçíà÷àåò
èíòåãðèðîâàíèå ïî åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîîòíîøåíèÿ Ïóàññîíà (2.49) çà-

ìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî åãî ïðàâàÿ ÷àñòü ÿâëÿåòñÿ äåéñòâè-
òåëüíîé ÷àñòüþ ôóíêöèè

f(z) =

� 2π

0

dt

2π
u(cos t, sin t)

eit + z

eit − z
,

ãäå z = x+ iy. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f(z), î÷åâèäíî, àíà-
ëèòè÷íà âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà, åå äåéñòâèòåëüíàÿ
÷àñòü ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé. Òàêèì îáðà-
çîì, ìû äîêàçàëè ãàðìîíè÷íîñòü ïðàâîé ÷àñòè (2.49).
Òåïåðü ìû äîëæíû äîêàçàòü, ÷òî ïðè ñòðåìëåíèè r ê
åäèíèöå ïðàâàÿ ÷àñòü (2.49) äàåò u(cosϕ, sinϕ). Äëÿ ýòî-
ãî ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòîì çàäà÷è 1.5.3,
ãäå ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ñòðåìëåíèè r ê åäèíèöå ñíèçó
ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè (2.49) ïå-
ðåõîäèò â δ-ôóíêöèþ, êîòîðàÿ è îáåñïå÷èâàåò íåîáõîäè-
ìûé ïðåäåë. Íà ýòîì äîêàçàòåëüñòâî çàêàí÷èâàåòñÿ.
Ôîðìóëà Ïóàññîíà (2.49) î÷åâèäíî îáîáùàåòñÿ íà

êðóã ïðîèçâîëüíîãî ðàäèóñà R:

u(r cosϕ, r sinϕ) =� 2π

0

dt

2π

(R2 − r2)u(R cos t, R sin t)

R2 − 2Rr cos(t− ϕ) + r2
. (2.50)

Ïðè r = 0 ôîðìóëà (2.50) ïðèâîäèò ê óæå èçâåñòíî-
ìó íàì óòâåðæäåíèþ ïðî ñðåäíåå, êîòîðîå â äâóìåðíîì
ñëó÷àå çâó÷èò ñëåäóþùèì îáðàçîì: çíà÷åíèå ãàðìîíè-
÷åñêîé ôóíêöèè â öåíòðå êðóãà ðàâíî ýòîé ôóíêöèè,
óñðåäíåííîé ïî îêðóæíîñòè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ãðàíè-
öåé êðóãà.

Çàäà÷à 2.2.11. Íàéòè çíà÷åíèå ãàðìîíè÷åñêîé ôóíê-
öèè u âíóòðè êðóãà ðàäèóñà R, åñëè íà åãî ãðàíèöå
u = 1 ïðè x > 0 è u = 0 ïðè x < 0. Ïðîâåðèòü, ÷òî
çíà÷åíèå ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè â öåíòðå êðóãà
ðàâíî óñðåäíåííîìó ïî îõâàòûâàþùåé åå îêðóæ-
íîñòè çíà÷åíèþ ýòîé ôóíêöèè.

Ê ñîæàëåíèþ, ïðÿìîå îáîáùåíèå ôîðìóëû Ïóàññî-
íà (2.50) íà îáëàñòü ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðèè íåâîçìîæ-
íî. Ýòî îáîáùåíèå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ
ôóíêöèè, êîòîðàÿ ïðîèçâîäèò êîíôîðìíîå îòîáðàæå-
íèå ãðàíèöû èíòåðåñóþùåé íàñ îáëàñòè íà åäèíè÷íóþ
îêðóæíîñòü. Îäíàêî ïîèñê òàêîé ôóíêöèè ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé îòäåëüíóþ íåòðèâèàëüíóþ çàäà÷ó. Â òî æå âðå-
ìÿ äëÿ îáëàñòåé, êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå ãðàíèöû êî-
òîðûõ íà åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü èçâåñòíî, ðåøåíèå çà-
äà÷è Äèðèõëå ìîæíî âûïèñàòü â ÿâíîì âèäå (â âèäå
èíòåãðàëà).

2.3 Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè óðàâíå-

íèÿ Øð¼äèíãåðà

Ê çàäà÷àì, ðàññìîòðåííûì íàìè âûøå, ïðèìûêàþò çà-
äà÷è íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà
äëÿ êâàíòîâîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèöû, â êîòîðîì íàðÿäó ñ
Ëàïëàñèàíîì ôèãóðèðóåò ïîòåíöèàë âíåøíåãî ïîëÿ U .
Ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà ïîòåíöèàë U ÿâëÿåò-
ñÿ ñòàòè÷åñêèì è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè.
Îñîáåííî èíòåðåñåí ñëó÷àé ïðèòÿãèâàþùåãî ïîòåíöèà-
ëà, êîãäà âîçìîæíî îáðàçîâàíèå ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé,
êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ âîëíîâûìè ôóíêöèÿìè, ëî-
êàëèçîâàííûìè â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà.
Ìû óæå îáñóæäàëè óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà äëÿ ñîá-

ñòâåííûõ ôóíêöèé â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Â òðåõìåðíîì
ñëó÷àå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíê-
öèé ÷àñòèöû âî âíåøíåì ñòàòè÷åñêîì ïîòåíöèàëå U
èìååò âèä

∇2ψ − Uψ + εψ = 0, (2.51)

àíàëîãè÷íûé (2.25). Êàê è ðàíåå, ε èìååò ñìûñë ýíåð-
ãèè êâàíòîâîé ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ âî âíåøíåì ïîëå ñ
ïîòåíöèàëîì U .
Ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé ïîòåíöèàëà U , ñòðåìÿùå-

ãîñÿ ê íóëþ ïðè óâåëè÷åíèè ðàññòîÿíèÿ r îò íà÷àëà
êîîðäèíàò. Òîãäà, êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, ïîëî-
æèòåëüíûå ε ñîîòâåòñòâóþò ôóíêöèÿì íåïðåðûâíîãî
ñïåêòðà, à îòðèöàòåëüíûå ε � ñâÿçàííûì ñîñòîÿíèÿì,
íàáîð êîòîðûõ äèñêðåòåí. Âîëíîâûå ôóíêöèè ñâÿçàí-
íûõ ñîñòîÿíèé (äèñêðåòíîãî ñïåêòðà) ñòðåìÿòñÿ ê íó-
ëþ ïðè r → ∞. Âîëíîâûå æå ôóíêöèè íåïðåðûâíîãî
ñïåêòðà âåäóò ñåáÿ íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ, êàê âîë-
íîâûå ôóíêöèè ñâîáîäíûõ ÷àñòèö. Â ÷àñòíîñòè, íàáîð
âîëíîâûõ ôóíêöèé íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ìîæíî âû-
áðàòü òàê, ÷òîáû íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îíè ïåðåõîäè-
ëè â ýêñïîíåíòû: ψk → exp(ikr) ïðè r → ∞. Âîëíîâûå
æå ôóíêöèè ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé óáûâàþò íà áîëüøèõ
ðàññòîÿíèÿõ, êàê exp(−

√
|ε| r).
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Âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè ðàçëè÷íûõ
ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà ∇2 − U , ñìîòðè ðàç-
äåë 2.4.1. Ïîýòîìó èíòåãðàë dV ψkψq ïðîïîðöèîíàëåí
δ(k + q). Â ñèëó òîãî, ÷òî âîëíîâûå ôóíêöèè ψk íå
ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè, ýòîò èíòåãðàë íàáè-
ðàåòñÿ íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ. Ïîýòîìó êîýôôèöèåíò
ïðè δ-ôóíêöèè áóäåò òàêèì æå, êàê è äëÿ ïëîñêèõ âîëí
exp(ikr), òî åñòü

�
dV ψkψq = (2π)3δ(k + q). (2.52)

Âîëíîâûå ôóíêöèè äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ìîãóò áûòü
íîðìèðîâàíû íà åäèíèöó.

2.3.1 Óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà â Êóëî-

íîâñêîì ïîòåíöèàëå

Ïðîèëëþñòðèðóåì ñêàçàííîå íà ïðèìåðå äâèæåíèÿ
êâàíòîâîé ÷àñòèöû â ïðèòÿãèâàþùåì Êóëîíîâñêîì ïî-
òåíöèàëå. Âûáåðåì åäèíèöû èçìåðåíèÿ, êîãäà ïîòåíöè-
àë ðàâåí U = −2/r, ãäå r � ðàññòîÿíèå äî ïðèòÿãèâàþ-
ùåãî öåíòðà. Òîãäà óðàâíåíèå (2.51) çàïèøåòñÿ â ñëåäó-
þùåì âèäå (

∇2 +
2

r
+ ε

)
ψ = 0. (2.53)

Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ, äëÿ êîòî-
ðûõ ψ óáûâàåò ïðè ðîñòå r, äëÿ ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé
çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ε îòðèöàòåëüíû. Àíàëèçèðóÿ ñâÿçàí-
íûå ñîñòîÿíèÿ, ψ ìîæíî ñ÷èòàòü äåéñòâèòåëüíîé.
Êàê èçâåñòíî, â ñèëó èçîòðîïèè çàäà÷à (2.53) äîïóñêà-

åò ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ, òî åñòü âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ψ
ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå ïðî-
èçâåäåíèÿ ðàäèàëüíîé ôóíêöèè R, çàâèñÿùåé îò r, è
óãëîâîé ôóíêöèè, çàâèñÿùåé îò àçèìóòàëüíîãî θ è ïî-
ëÿðíîãî ϕ óãëîâ. Óðàâíåíèå íà ðàäèàëüíóþ ôóíêöèþ
èìååò âèä(

d2

dr2
+

2

r

d

dr
− l(l + 1)

r2
+

2

r
+ ε

)
R = 0, (2.54)

ãäå l � îðáèòàëüíîå êâàíòîâîå ÷èñëî (öåëîå íåîòðèöà-
òåëüíîå). Ââîäÿ ôóíêöèþ Φ = r1+lR, ìû ïîëó÷àåì
óðàâíåíèå (

d2

dr2
− 2l

r

d

dr
+

2

r
+ ε

)
Φ = 0. (2.55)

Ýòî óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò ðàäèàëüíîå ïîâåäåíèå âîëíî-
âîé ôóíêöèè ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé íóëåâîãî óãëîâîãî ÷èñëà

l. Â ñëó÷àå l = 0 óðàâíåíèå (2.55) ïðèîáðåòàåò âèä(
d2

dr2
+

2

r
+ ε

)
Φ = 0, (2.56)

Óìíîæèì óðàâíåíèå (2.56) íà r è ïåðåéäåì ê óðàâíåíèþ
äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà Φ̃(p) îò Ψ(r). Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷èì óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà

d

dp

[
(p2 + ε)Φ̃

]
= 2Φ̃.

Ýòî óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ÿâíî ðåøåíî, ïîñêîëüêó â
òåðìèíàõ ôóíêöèè (p2 + ε)Φ̃ â íåì ðàçäåëÿþòñÿ ïåðå-
ìåííûå.
Íàñ èíòåðåñóþò ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå îòðèöàòåëüíîé ýíåðãèè. Ïîäñòàâëÿÿ ε = −α2, âû-
áèðàÿ α > 0, è ðåøàÿ ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå äëÿ Φ̃, íà-
õîäèì

Φ̃ ∝ 1

p2 − α2

(
p− α
p+ α

)1/α

. (2.57)

Îäíàêî íå ïðè âñåõ α ýòî âûðàæåíèå ñîîòâåòñòâóåò
ñâÿçàííîìó ñîñòîÿíèþ. ×òîáû íàéòè ñâÿçàííûå ñîñòîÿ-
íèÿ, íåîáõîäèìî ïðîàíàëèçèðîâàòü îáðàòíîå ïðåîáðàçî-
âàíèå Ëàïëàñà ôóíêöèè (2.57) è óñòàíîâèòü, ïðè êàêèõ
α ôóíêöèÿ Φ(r) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè âîçðàñòàíèè r.
Âûðàæåíèå (2.57) èìååò ñèíãóëÿðíîñòü ïðè p = α, òî

åñòü êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ â îáðàòíîì ïðåîáðàçîâàíèè
Ëàïëàñà (1.61) äîëæåí èäòè ñïðàâà îò ýòîé òî÷êè. Èç-
çà ñèíãóëÿðíîñòè ïðè áîëüøèõ r ôóíêöèÿ Φ(r) âåäåò
ñåáÿ ïðîïîðöèîíàëüíî exp(αr). Ýòî ïîâåäåíèå íå ñîîò-
âåòñòâóåò ñâÿçàííûì ñîñòîÿíèÿì. Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿåò-
ñÿ ñëó÷àé α = 1/n (n � öåëîå ÷èñëî), òîãäà îñîáåííîñòü
ïðè p = α èñ÷åçàåò. Èìåííî ýòè çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþò
ñâÿçàííûì ñîñòîÿíèÿì ÷àñòèöû ñ ýíåðãèåé ε = −1/n2.
Äëÿ ýòèõ ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé

Φ̃ ∝ (p− 1/n)n−1

(p+ 1/n)n+1
. (2.58)

Êîýôôèöèåíò â ýòîì çàêîíå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè îïðå-
äåëÿåòñÿ óñëîâèåì íîðìèðîâêè âîëíîâîé ôóíêöèè.
×òîáû âû÷èñëèòü Φ(r), íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè îá-

ðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà Φ̃(p). Äëÿ ôóíêöèè
(2.58) ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë ñâåäåòñÿ ê âû÷åòó â
òî÷êå p = −1/n. Òàêèì îáðàçîì, Φ ïðîïîðöèîíàëü-
íà exp(−r/n) ñ ïîëèíîìèàëüíûì ìíîæèòåëåì, êîòî-
ðûé âîçíèêàåò â ñèëó òîãî, ÷òî ïîëþñ (2.58) ÿâëÿåò-
ñÿ êðàòíûì. Ðàçóìååòñÿ, ýòî ýêñïîíåíöèàëüíîå ïîâå-
äåíèå ñîîòâåòñòâóåò àíîíñèðîâàííîìó íàìè ïîâåäåíèþ
exp(−

√
|ε| r).

Íàïðèìåð, äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, òî åñòü ïðè n =
1, ìû íàõîäèì Φ̃ ∝ (p+ 1)−2. Â ýòîì ñëó÷àå âû÷èñëåíèå
Ψ(r), êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç Φ̃ îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíè-
åì Ëàïëàñà, ñâîäèòñÿ ê âçÿòèþ âû÷åòà Φ̃ exp(pr) â òî÷êå
p = −1. Âû÷èñëÿÿ ýòîò âû÷åò ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî Φ̃ èìå-
åò ïîëþñ âòîðîãî ïîðÿäêà, íàõîäèì Φ ∝ r exp(−r), òî
åñòü ðàäèàëüíàÿ ÷àñòü âîëíîâîé ôóíêöèè R ∝ exp(−r).
Ïåðåõîäèì òåïåðü ê ñëó÷àþ ïðîèçâîëüíîãî óãëîâîãî

÷èñëà l. Óìíîæèì óðàâíåíèå (2.55) íà r è ïåðåéäåì ê
ïðåîáðàçîâàíèþ Ëàïëàñà ôóíêöèè Ψ ïî ïåðåìåííîé r.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèå

d

dp

[
(p2 + ε)Φ̃

]
= 2Φ̃− 2plΦ̃.
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Ïðè âûâîäå ïîñëåäíåãî ÷ëåíà ìû ïðè èíòåãðèðîâàíèè
ïî ÷àñòÿì ó÷ëè, ÷òî Φ(0) = 0 â ñèëó îïðåäåëåíèÿ
Φ = r1+lR. Ðåøàÿ ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå, íàõîäèì ïðÿ-
ìîå îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ (2.57)

Φ̃ ∝ 1

(p2 − α2)l+1

(
p− α
p+ α

)1/α

,

ãäå, êàê è âûøå, ε = −α2 è α > 0. Ñâÿçàííûì ñîñòîÿ-
íèÿì ñîîòâåòñòâóþò, êàê è âûøå, çíà÷åíèÿ α = 1/n. Â
ýòîì ñëó÷àå

Φ̃ ∝ (p− 1/n)n−l−1

(p+ 1/n)n+l+1
, (2.59)

÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì îáîáùåíèåì (2.58). Ïîñêîëüêó ïî-
ëþñ â òî÷êå p = −1/n, êîòîðûé îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå Φ,
ÿâëÿåòñÿ êðàòíûì, òî, êàê è äëÿ ñëó÷àÿ íóëåâîãî îðáè-
òàëüíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà l, ôóíêöèÿ Φ áóäåò ïðîïîð-
öèîíàëüíà exp(−r/n) ñ ïîëèíîìèàëüíûì ìíîæèòåëåì.

Çàäà÷à 2.3.1. Íàéòè ðàäèàëüíóþ ôóíêöèþ R ñâÿçàí-
íîãî ñîñòîÿíèÿ àòîìà âîäîðîäà, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî n = 2, l = 0.

Çàäà÷à 2.3.2. Íàéòè ðàäèàëüíóþ ôóíêöèþ R ñâÿçàí-
íîãî ñîñòîÿíèÿ àòîìà âîäîðîäà, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî n = 2, l = 1.

2.4 Ñïðàâî÷íûå ìàòåðèàëû ê ãëà-

âå

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ïðèâîäèì ñïðàâî÷íûå äàííûå,
íåîáõîäèìûå äëÿ ïîíèìàíèÿ èçëîæåííîãî â íàñòîÿùåé
ãëàâå ìàòåðèàëà è ðåøåíèÿ ïðèâåäåííûõ çàäà÷.

2.4.1 Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà

Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé, çàäàííûå íà
èíòåðâàëå a < x < b. Ïðîàíàëèçèðóåì ñâîéñòâà äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ (2.6) íà
ýòîì èíòåðâàëå.
Áóäåì íàçûâàòü äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L̂ ñà-

ìîñîïðÿæåííûì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ôóíêöèé, f(x) è
g(x), èç èíòåðåñóþùåãî íàñ êëàññà âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíî-
øåíèå � b

a

dx fL̂g =

� b

a

dx gL̂f. (2.60)

Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (2.60) ìîæåò áûòü ñâÿçàíî êàê ñî
ñâîéñòâàìè êëàññà ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé, òàê è ñî
ñâîéñòâàìè îïåðàòîðà L̂. Íàïðèìåð, íóëåâûå ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ èëè ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (êîãäà
íà êîíöàõ èíòåðâàëà îäèíàêîâû çíà÷åíèÿ ñàìîé ôóíê-
öèè è îäèíàêîâû çíà÷åíèÿ åå ïðîèçâîäíîé), íàëîæåííûå
íà ôóíêöèè f è g, ïðèâîäÿò ê ñàìîñîïðÿæåííîñòè îïå-
ðàòîðà L̂ = d2/dx2 − U(x), òî åñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî
îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ (2.6) ñ Q = 0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñîáñòâåííûå ôóíêöèè fn îïåðàòî-
ðà L̂, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ L̂fn = λnfn,
ãäå λn � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà L̂. Óñëîâèå
(2.60) ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ

�
dx fnL̂fm = λm

�
dx fnfm = λn

�
dx fnfm.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè λn 6= λm âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå îð-
òîãîíàëüíîñòè

� b

a

dx fn(x)fm(x) = 0. (2.61)

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè íàáîð ôóíêöèé
cos(nx), sin(nx), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíê-
öèÿìè îïåðàòîðà d2/dx2 íà èíòåðâàëå (0, 2π) â êëàññå
ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé. Äëÿ ýòèõ ôóíêöèé ñîîòíîøå-
íèÿ (2.61) ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.
Äîïîëíèòåëüíîãî êîììåíòàðèÿ òðåáóåò íàëè÷èå âû-

ðîæäåíèÿ (òî åñòü ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ñ ñîâïàäàþùè-
ìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà L̂). Ìû áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî íàáîð ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, ñîîòâåòñòâó-
þùèõ îäíîìó è òîìó æå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ îïåðà-
òîðà L̂, çà ñ÷åò ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âûáðàí òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû âíóòðè ýòîãî íàáîðà òàêæå âûïîëíÿëîñü
óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè (2.61). Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ðàñ-
ñìîòðåííîãî íàìè ïðèìåðà îïåðàòîðà d2/dx2, ñîáñòâåí-
íûå ôóíêöèè êîòîðîãî äâàæäû âûðîæäåíû (ñîáñòâåí-
íîìó çíà÷åíèþ λn = −n2 ñîîòâåòñòâóþò äâå ñîáñòâåí-
íûå ôóíêöèè), óñëîâèþ âçàèìíîé îðòîãîíàëüíîñòè óäî-
âëåòâîðÿþò êàê ðàç íàáîð ôóíêöèé cos(nx), sin(nx).
Åñëè fn ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì íàáîðîì ñîáñòâåííûõ ôóíê-

öèé îïåðàòîðà L̂ èç èíòåðåñóþùåãî íàñ êëàññà, òî ëþ-
áóþ ôóíêöèþ f òîãî æå êëàññà ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä
ïî ýòèì ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì:

f =
∑
n

cnfn. (2.62)

Êîýôôèöèåíòû ýòîãî ðàçëîæåíèÿ â ñèëó óñëîâèé îðòî-
ãîíàëüíîñòè (2.61) ðàâíû

cn = A−1n

�
dx fnf, An =

�
dx f2n. (2.63)

Ïðèìåðîì ðàçëîæåíèÿ (2.62) ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèå ïî
óæå óïîìÿíóòûì íàìè ôóíêöèÿì cos(nx), sin(nx), êî-
òîðîå ÿâëÿåòñÿ íå ÷åì èíûì, êàê ðàçëîæåíèåì â ðÿä
Ôóðüå.
Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (2.63) äëÿ êîýôôèöèåíòîâ cn

â ðàçëîæåíèå (2.62), ìû íàõîäèì ñîîòíîøåíèå

f(x) =

�
dy
∑
n

fn(x)fn(y)

An
f(y),

êîòîðîå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f èç
âûáðàííîãî íàìè êëàññà. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî ñîîòíî-
øåíèå ∑

n

A−1n fn(x)fn(y) = δ(x− y), (2.64)
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êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèåì ïîëíîòû ñèñòåìû ôóíê-
öèé fn. Ñîîòíîøåíèå (2.64) äëÿ íàáîðà cos(nx), sin(nx)
èìååò âèä

1

2π
+

1

π

∞∑
n=1

[cos(nx) cos(ny)

+ sin(nx) sin(ny)] = δ(x− y). (2.65)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ (1.53).
Íåñêîëüêî ñëîâ î íåîäíîðîäíîé çàäà÷å L̂f = φ. Ïðåä-

ñòàâëÿÿ îáå ôóíêöèè, f è φ, â âèäå ðÿäà ïî ñîáñòâåííûì
ôóíêöèÿì îïåðàòîðà L̂: f =

∑
n cnfn è φ =

∑
n anfn, ìû

íàõîäèì cn = an/λn. Òàêèì îáðàçîì, ìû ñòàëêèâàåìñÿ
ñ ïðîáëåìîé, åñëè ó îïåðàòîðà L̂ èìååòñÿ íóëåâîå ñîá-
ñòâåííîå çíà÷åíèå. (Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ó îïå-
ðàòîðà L̂ åñòü íóëåâûå ìîäû.) Ýòà ïðîáëåìà ÿâëÿåòñÿ
íåóñòðàíèìîé â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè â ðàçëîæåíèè �ñè-
ëû� φ èìååòñÿ íåíóëåâîé âêëàä ñ ñîáñòâåííîé ôóíêöè-
åé, ñîîòâåòñòâóþùåé íóëåâîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó, òî
íåîäíîðîäíàÿ çàäà÷à L̂f = φ íå ìîæåò áûòü ðåøåíà â
áàçèñå ôóíêöèé fn. Ïîÿñíèì ýòî óòâåðæäåíèå íà ïðè-
ìåðå îïåðàòîðà L̂ = d2/dx2, êîòîðûé èìååò ñîáñòâåí-
íóþ ôóíêöèþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ íóëåâîìó ñîáñòâåííî-
ìó çíà÷åíèþ (íóëåâóþ ìîäó), êîòîðàÿ åñòü ïðîñòî êîí-
ñòàíòà. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó ñ ïåðèîäè÷åñêèìè
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Íàëè÷èå êîíñòàíòû â ðàçëîæå-
íèè φ îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðàë îò φ ïî ïåðèîäó íå ðà-
âåí íóëþ. Â òî æå âðåìÿ äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè
f èíòåãðàë ïî ïåðèîäó îò d2f/dx2 ðàâåí íóëþ. Ïîýòîìó
óðàâíåíèå d2f/dx2 = φ íå èìååò, âîîáùå ãîâîðÿ, ðåøå-
íèÿ íà êëàññå ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé.
Ðàññìîòðèì îáîáùåíèå ñîîòíîøåíèÿ (2.60)

� b

a

dx ρfL̂g =

� b

a

dx ρgL̂f, (2.66)

ãäå ρ(x) � ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðóþ îáû÷íî íà-
çûâàþò âåñîâîé ôóíêöèåé èëè ìåðîé èíòåãðèðîâàíèÿ.
Óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (2.66) îïåðàòîð L̂ óæå íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì. Â ÷àñòíîñòè, èì ìîæåò áûòü
îïåðàòîðØòóðìà-Ëèóâèëëÿ (2.6). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
ïðè íóëåâûõ èëè ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ
íà ôóíêöèè f, g îïåðàòîð (2.6) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
(2.66), åñëè

d

dx
ρ = Qρ → ρ = exp

(�
dxQ

)
. (2.67)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñîáñòâåííûå ôóíêöèè fn îïåðàòî-
ðà L̂, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ L̂fn = λnfn,
ãäå λn � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà L̂. Óñëîâèå
(2.66) ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ�

dx ρfnL̂fm = λm

�
dx ρfnfm = λn

�
dx ρfnfm.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè λn 6= λm âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå îð-
òîãîíàëüíîñòè � b

a

dx ρfnfm = 0, (2.68)

êîòîðîå îáîáùàåò óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè (2.61).
Åñëè fn ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì íàáîðîì ñîáñòâåííûõ ôóíê-

öèé îïåðàòîðà L̂ èç èíòåðåñóþùåãî íàñ êëàññà, òî ëþ-
áóþ ôóíêöèþ f òîãî æå êëàññà ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä
(2.62) ïî ýòèì ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì. Êîýôôèöèåí-
òû ýòîãî ðàçëîæåíèÿ â ñèëó óñëîâèé îðòîãîíàëüíîñòè
(2.68) ðàâíû

cn = A−1n

�
dx ρfnf, An =

�
dx ρf2n. (2.69)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (2.69) äëÿ êîýôôèöèåíòîâ cn â
ðàçëîæåíèå (2.62), ìû íàõîäèì ñîîòíîøåíèå

f(x) =

�
dy ρ

∑
n

fn(x)fn(y)

An
f(y),

êîòîðîå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f èç
âûáðàííîãî íàìè êëàññà. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî ñîîòíî-
øåíèå ∑

n

A−1n fn(x)fn(y) =
1

ρ(y)
δ(x− y), (2.70)

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèåì ïîëíîòû ñèñòåìû ôóíê-
öèé fn è îáîáùàåò ñîîòíîøåíèå (2.64).

2.4.2 Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Ëþáóþ ôóíêöèþ f(x), çàäàííóþ â d-ìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå, è ñòðåìÿùóþñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè, ìîæíî
ðàçëîæèòü â èíòåãðàë Ôóðüå:

f(x) =

�
dq1dq2 . . . dqd

(2π)d
exp(iqx)f̃(q), (2.71)

ãäå f̃(q) íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ôóíêöèè
f(x). Ýòó âåëè÷èíó ìîæíî âû÷èñëèòü â ñîîòâåòñòâèè ñ
ïðàâèëîì

f̃(q) =

�
dx1dx2 . . . dxd exp(−iqx)f(x). (2.72)

Ïðåîáðàçîâàíèÿ (2.71) è (2.72) ÿâëÿþòñÿ îáðàòíûìè
äðóã äðóãó. Èç âûðàæåíèÿ (2.72) ñëåäóåò, ÷òî ïðåîáðàçî-
âàíèå Ôóðüå äåéñòâèòåëüíîé ôóíêöèè f(x) óäîâëåòâî-
ðÿåò ñîîòíîøåíèþ f̃(−q) = f̃?(q), ãäå çâåçäî÷êà îçíà÷à-
åò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå.
Ïðèâåäåì ñîîòíîøåíèå, êàñàþùååñÿ òàê íàçûâàåìîé

ñâåðòêè äâóõ ôóíêöèé

h(y) =

�
dx1dx2 . . . dxd f(x)g(y − x). (2.73)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (2.73) â èíòåãðàë Ôóðüå (2.72) è
ïåðåõîäÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî x è y − x, ìû íàõîäèì

h̃(q) = f̃(q) g̃(q). (2.74)

Òàêèì îáðàçîì, ñâåðòêå â îáû÷íîì ïðîñòðàíñòâå ñîîò-
âåòñòâóåò ïðîñòîå ïðîèçâåäåíèå â Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèè.
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Âåðíî è îáðàòíîå: ñâåðòêå â Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèè ñî-
îòâåòñòâóåò ïðîñòîå ïðîèçâåäåíèå â îáû÷íîì ïðîñòðàí-
ñòâå .
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ δ-ôóíêöèè, δ(x) ≡

δ(x1)δ(x2) . . . δ(xd), ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ÿâëÿåò-
ñÿ åäèíèöà, δ̃ = 1. Ýòî ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì
îáîáùåíèåì ñîîòíîøåíèé (1.50,1.51). Îòìåòèì òàêæå
îáîáùåíèå íà d-ìåðíûé ñëó÷àé ñîîòíîøåíèÿ (1.49)

f(y) =

�
dx1dx2 . . . dxd δ(y − x)f(x). (2.75)

Èñïîëüçóÿ òåïåðü ñîîòíîøåíèÿ (2.73,2.74), ìû âîçâðà-
ùàåìñÿ ê δ̃ = 1. Ýòî ñâîéñòâî îáúÿñíÿåò ýôôåêòèâíîñòü
âû÷èñëåíèÿ Ãðèíîâñêèõ ôóíêöèé çà ñ÷åò ïåðåõîäà ê
Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèþ.
Ïðè ó÷åòå çàâèñèìîñòè ôóíêöèè f îò âðåìåíè t â ïðå-

îáðàçîâàíèå Ôóðüå ìîæíî âêëþ÷èòü òàêæå è âðåìÿ. Ìû
áóäåì äåëàòü ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì

f̃(ω, q) =

�
dt dx exp(iωt− iqx)f(t,x), (2.76)

f(t,x) =

�
dω dq

(2π)d+1
exp(−iωt+ iqx)f̃(ω, q), (2.77)

ãäå d � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, dx = dx1dx2 . . . dxd,
dq = dq1dq2 . . . dqd. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî âðå-
ìÿ t âõîäèò â ïðåîáðàçîâàíèÿ (2.76,2.77) ñ îáðàòíûì ïî
ñðàâíåíèþ ñ ïðîñòðàíñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè çíàêîì.

Çàäà÷à 2.4.1. Íàéòè Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå ñëåäóþ-
ùèõ ôóíêöèé: f(x) = exp(−x2) â d-ìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå; exp(−|x|) â òðåõìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå; (x2+a2)−1, ãäå a � êîíñòàíòà, â îäíîìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå.

Ïîìèìî ðàçëîæåíèÿ â èíòåãðàë Ôóðüå (2.71), â ìà-
òåìàòè÷åñêîé ôèçèêå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ðàçëîæåíèå
â ðÿä Ôóðüå, êîòîðîå ñïðàâåäëèâî äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ
ôóíêöèé èëè ôóíêöèé, çàäàííûõ íà êîíå÷íîì èíòåðâà-
ëå èëè â êîíå÷íîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ îäíîìåð-
íîãî ñëó÷àÿ ñâîéñòâà ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå (ñ òî÷-
íîñòüþ äî çàìåíû çíàêà ïåðåä i) ñîâïàäàþò ñ èçëîæåí-
íûìè â ðàçäåëå (1.5.1) ñâîéñòâàìè ðàçëîæåíèÿ âî âðå-
ìåíí�îé ðÿä Ôóðüå. Äëÿ óäîáñòâà ïîâòîðèì çäåñü ìàòå-
ðèàë ðàçäåëà (1.5.1), èñïîëüçóÿ ïðîñòðàíñòâåííûé ÿçûê.
Ìû ðàññìàòðèâàåì ôóíêöèþ, çàäàííóþ íà êîíå÷íîì

èíòåðâàëå. Ñäâèãîì íà÷àëà êîîðäèíàò ýòîò èíòåðâàë
âñåãäà ìîæíî âûáðàòü â âèäå 0 < x < L. Òîãäà ôóíêöèÿ
f(x) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñëåäóþùèé ðÿä Ôóðüå

f(x) =

+∞∑
−∞

fn exp(2πinx/L), (2.78)

ãäå n � öåëûå ÷èñëà, ïðîáåãàþùèå îò ìèíóñ äî ïëþñ
áåñêîíå÷íîñòè. Ðÿä (2.78) çàäàåò íåêîòîðóþ ïåðèîäè-
÷åñêóþ ñ ïåðèîäîì L ôóíêöèþ, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà
ïðè ïðîèçâîëüíûõ x. Òàêèì îáðàçîì, åñëè èññëåäóåò-
ñÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà èíòåðâàëå 0 < x < L, òî ðÿä

Ôóðüå (2.78) çàäàåò, êàê ãîâîðÿò, åå ïåðèîäè÷åñêîå ïðî-
äîëæåíèå íà âñþ äåéñòâèòåëüíóþ îñü. Îáðàòèì âíèìà-
íèå íà òî, ÷òî äàæå åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà
èíòåðâàëå 0 < x < L, åå ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå
èìååò, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçðûâû â òî÷êàõ xn = nL.
Îáðàòíîå ê (2.78) ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä

fn =

� L

0

dx

L
exp(−2πinx/L)f(x). (2.79)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äåéñòâèòåëüíîé ôóíêöèè f(x)
êîýôôèöèåíòû åå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå (2.78) óäî-
âëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ f−n = f?n. Â ýòîì ñëó÷àå ðÿä
Ôóðüå (2.78) èíîãäà çàïèñûâàþò ÷åðåç òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèå ôóíêöèè

f(x) = f0 + 2

+∞∑
1

[Re fn cos(2πnx/L)

−Im fn sin(2πnx/L)]. (2.80)

Äëÿ ôóíêöèé, êîòîðûå ìåíÿþòñÿ íà ìàñøòàáàõ, ãî-
ðàçäî ì�åíüøèõ L, â ðÿäå Ôóðüå (2.78) ñóùåñòâåííû
áîëüøèå n. Òîãäà ýòîò ðÿä ìîæåò áûòü ïðèáëèçèòåëüíî
çàìåíåí íà èíòåãðàë Ôóðüå, êîòîðûé èäåò ïî âîëíîâûì
âåêòîðàì q = 2πn/L. Îòñþäà ñëåäóåò ïðàâèëî ïîäñòà-
íîâêè ∑

n

→ L

�
dq

2π
,

êîòîðîå ïîçâîëÿåò ïðåîáðàçîâûâàòü ñóììó â èíòåãðàë.
Òàêèì îáðàçîì, ðÿä Ôóðüå ïåðåõîäèò â èíòåãðàë Ôó-
ðüå ñ ìíîæèòåëåì L � ïåðèîäîì ôóíêöèè f èëè äëèíîé
èíòåðâàëà, íà êîòîðîì îíà çàäàíà.
Åñëè ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè, çàäàííîé

íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå, ñîäåðæèò ðàçðûâû, òî êîýôôè-
öèåíòû ðÿäà Ôóðüå ìåäëåííî óáûâàþò ïðè ðîñòå n. ×òî-
áû íàéòè çàêîí ýòîãî óáûâàíèÿ, ðàññìîòðèì ðàçëîæå-
íèå â ðÿä Ôóðüå δ-ôóíêöèè. Òî÷íåå ãîâîðÿ, ðå÷ü èäåò î
áåñêîíå÷íîé ñóììå δ-ôóíêöèé, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðè-
îäè÷åñêîé ôóíêöèåé x. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (2.79),
íàõîäèì

+∞∑
k=−∞

δ(x− 2πk) =
1

2π

+∞∑
n=−∞

exp(inx), (2.81)

ãäå ìû äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèëè L = 2π. Â ñëó÷àå
(2.81) êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ fn âîîáùå íå çàâèñÿò
îò n. Äëÿ ðàçðûâíîé ôóíêöèè δ-ôóíêöèè âîçíèêàþò â
åå ïðîèçâîäíîé ïî x, òî åñòü êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ
ýòîé ïðîèçâîäíîé íå çàâèñÿò îò n ïðè áîëüøèõ n. Äëÿ
ñàìîé ðàçðûâíîé ôóíêöèè f ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åå êîýô-
ôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå âåäóò ñåáÿ ïðîïîð-
öèîíàëüíî 1/n ïðè áîëüøèõ n. Â ñëó÷àå íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè, ñîäåðæàùåé èçëîìû, çàêîí óáûâàíèÿ ñìåíÿ-
åòñÿ íà 1/n2.

Çàäà÷à 2.4.2. Ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå ôóíêöèþ f =
exp(αx), êîòîðàÿ çàäàíà íà èíòåðâàëå 0 < x < 2π;
è ôóíêöèþ f = x, êîòîðàÿ çàäàíà íà èíòåðâàëå
−π < x < π.
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Ôóíêöèþ f(x), êîòîðàÿ çàäàíà íà îòðåçêå (0, L), ìîæ-
íî ðàçëîæèòü â íåñêîëüêî èíîé ðÿä ïî ãàðìîíè÷åñêèì
ôóíêöèÿì. Ðàñøèðèì ýòîò èíòåðâàë äî (−L,L), äîîïðå-
äåëèâ íà îòðèöàòåëüíûõ x ôóíêöèþ f êàê f(−x) =
−f(x). Òîãäà ôóíêöèÿ ñòàíåò àíòèñèììåòðè÷íîé, è åå
ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå íà èíòåðâàëå (−L,L) ñîäåðæèò
òîëüêî ñèíóñû. Òàêèì îáðàçîì ìû ïðèõîäèì ê ðàçëîæå-
íèþ

f(x) =

∞∑
n=0

fn sin(πnx/L), (2.82)

êîòîðîå ðàáîòàåò è íà èíòåðâàëå (0, L). Êîýôôèöèåíòû
ýòîãî ðàçëîæåíèÿ ìîæíî âû÷èñëèòü, êàê

fn =
2

L

� L

0

dx sin(πnx/L)f(x). (2.83)

Îáû÷íî ðàçëîæåíèå (2.82) èñïîëüçóåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà
ôóíêöèÿ f ðàâíà íóëþ íà ãðàíèöàõ èíòåðâàëà, ÷òî îáåñ-
ïå÷èâàåò äîñòàòî÷íî áûñòðîå óáûâàíèå êîýôôèöèåíòîâ
fn ñ ðîñòîì n.

Çàäà÷à 2.4.3. Ðàçëîæèòü â ðÿä (2.82) ôóíêöèþ
f(x) = x(π − x), çàäàííóþ íà èíòåðâàëå (0, π).

Ïðÿìîå îáîáùåíèå íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé îäíîìåð-
íîãî ðàçëîæåíèÿ (2.78) â ðÿä Ôóðüå ìîæíî ïîëó÷èòü
äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ôóíêöèÿ f çàäàíà â ïðÿìîóãîëüíîì
ÿùèêå ðàçìåðàìè L1 × L2 × · · · × Ld. Òîãäà f(x) ìîæíî
ïåðèîäè÷åñêè ïðîäîëæèòü âî âñåõ d íàïðàâëåíèÿõ. Íà-
ïðàâèì îñè êîîðäèíàò âäîëü ðåáåð ÿùèêà, à íà÷àëî êî-
îðäèíàò ïîìåñòèì â âåðøèíó òàê, ÷òîáû çàêëþ÷åííûé
âíóòðè ýòîãî ÿùèêà îáúåì îïðåäåëÿëñÿ íåðàâåíñòâàìè
0 < x1 < L1, 0 < x2 < L2, . . . 0 < xd < Ld. Â ýòîì ñëó÷àå
ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f â ðÿä Ôóðüå èìååò âèä

f(x) =
∑

fn1,n2,...,nd

exp

[
2πi

(
n1x1
L1

+ · · ·+ ndxd
Ld

)]
. (2.84)

Ñóììèðîâàíèå â (2.84) èäåò ïî âñåì öåëûì
n1, n2, . . . , nd. Êîýôôèöèåíòû ðÿäà Ôóðüå (2.84)
âû÷èñëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ

fn1,n2,...,nd
=

1

V

�
dx1 . . . dxd f(x)

exp

[
−2πi

(
n1x1
L1

+ · · ·+ ndxd
Ld

)]
, (2.85)

ãäå V � îáúåì ÿùèêà, V = L1 . . . Ld. Åñëè ôóíêöèÿ ìå-
íÿåòñÿ íà ìàñøòàáàõ ìíîãî ìåíüøå ðàçìåðîâ ÿùèêà, òî
ðÿä (2.84) áëèçîê ê èíòåãðàëó, à ïðàâèëî ïåðåñ÷åòà èìå-
åò âèä ∑

n1...nd

→ V

�
dq1
2π

. . .
dqd
2π

.

Çàäà÷à 2.4.4. Ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå (2.84) ôóíê-
öèþ f = x1x2x3 â òðåõìåðíîì ÿùèêå 2π× 2π× 2π.
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Ãëàâà 3

ÑÏÅÖÈÀËÜÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ

Ðèñ. 3.1: Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ â èíòåãðàëüíîì ïðåä-
ñòàâëåíèè ãàììà-ôóíêöèè

Ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè áûëè ââåäåíû äëÿ îïèñà-
íèÿ ñëó÷àåâ, êîãäà ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé îêàçûâàåòñÿ
íåäîñòàòî÷íî äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ ñèñòåìû. Ìû ïðèâî-
äèì ñâåäåíèÿ òîëüêî î ñàìûõ ðàñïðîñòðàíåííûõ ñïåöè-
àëüíûõ ôóíêöèÿõ. Êàê ïðàâèëî, ýòè ôóíêöèè ÿâëÿþò-
ñÿ ðåøåíèÿìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå
â ñèëó ñâîåé óíèâåðñàëüíîñòè ÷àñòî âîçíèêàþò â ñàìûõ
ðàçíûõ ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ.

3.1 Ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà

Íà ïðàêòèêå äîâîëüíî ÷àñòî âîçíèêàþò ñëó÷àè, êîãäà
òðåáóåòñÿ âçÿòü èíòåãðàë, ñîäåðæàùèé êîìáèíàöèþ ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîé è ñòåïåííîé ôóíêöèé. Òàêîãî ñîðòà èí-
òåãðàëû ñâîäÿòñÿ ê òàê íàçûâàåìîé Ãàììà-ôóíêöèè
Γ(x), êîòîðàÿ áûëà ââåäåíà Ýéëåðîì åùå â 18 âåêå.
Ãàììà-ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì èíòåãðàëîì

Γ(z) =

� ∞
0

dt tz−1e−t. (3.1)

Èíòåãðàë (3.1) ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì ïîëîæèòåëüíîì z,
èëè, åñëè ðå÷ü èäåò î ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåí-
íîé z, ïðè ëþáîì z ñ ïîëîæèòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé
÷àñòüþ. Èíòåãðàë (3.1) ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ ïóòåì ìíîãî-
êðàòíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïðè öåëîì ïîëîæè-
òåëüíîì z = n. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ Γ(n) = (n−1)!.
Ïîýòîìó ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî Ãàììà-ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ
îáîáùåíèåì ôàêòîðèàëà íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî êîì-
ïëåêñíîãî n. Îòìåòèì òàêæå çíà÷åíèå Γ(1/2) =

√
π, êî-

òîðîå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç (3.1), åñëè ïåðåéòè ê èí-
òåãðèðîâàíèþ ïî

√
t. Îäíîêðàòíîå èíòåãðèðîâàíèå ïî

÷àñòÿì â âûðàæåíèè (3.1) äàåò ñîîòíîøåíèå

Γ(z + 1) = zΓ(z), (3.2)

êîòîðîå òàêæå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî
ñâîéñòâà ôàêòîðèàëà.

Çàäà÷à 3.1.1. Íàéòè ïëîùàäü åäèíè÷íîé ñôåðû â d-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïðè z → 0 çíà÷åíèå èíòåãðàëà (3.1) íåîãðàíè÷åííî
âîçðàñòàåò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè z = 0 ôóíêöèÿ Γ(z)
èìååò îñîáåííîñòü. ×òîáû óñòàíîâèòü õàðàêòåð ýòîé
îñîáåííîñòè è, áîëåå îáùî, ïðîäîëæèòü àíàëèòè÷åñêè
Γ(z) íà z ñ îòðèöàòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ, ìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü ìîäèôèêàöèþ èíòåãðàëà (3.1)

Γ(z) =
1

1− exp(2πiz)

�
C

dt tz−1e−t, (3.3)

ãäå êîíòóð C èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 3.1.
Â âûðàæåíèè (3.3) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî tz−1 çàäàíî

âåòâüþ ñ ðàçðåçîì âäîëü äåéñòâèòåëüíîé îñè, ïðè÷åì
íà âåðõíåì áåðåãå ðàçðåçà àðãóìåíò tz−1 ðàâåí íóëþ (òî
åñòü tz−1 äåéñòâèòåëüíî), à êîíòóð C îáõîäèò ýòîò ðàç-
ðåç, ïðèõîäÿ èç +∞ ñíèçó ðàçðåçà è óõîäÿ â +∞ ñâåðõó
ðàçðåçà. Åñëè Re z > 0, òî êîíòóðíûé èíòåãðàë (3.3)
ìîæåò áûòü ñâåäåí ê ñóììå èíòåãðàëîâ ïî âåðõíåìó è
íèæíåìó áåðåãàì ðàçðåçà, ïðè÷åì èíòåãðàë ïî âåðõíå-
ìó áåðåãó ðàçðåçà ñîâïàäàåò ñ èíòåãðàëîì (3.1), à èíòå-
ãðàë ïî íèæíåìó áåðåãó ðàçðåçà îòëè÷àåòñÿ îò èíòåãðà-
ëà (3.1) ìíîæèòåëåì − exp(2πiz). Îòñþäà è ïîëó÷àåòñÿ
âûðàæåíèå (3.3).
Ïðàâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (3.3) îïðåäåëåíà è äëÿ z

ñ îòðèöàòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ, òî åñòü îñó-
ùåñòâëÿåò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå Γ(z) íà ýòó îá-
ëàñòü ïåðåìåííîé z. Êîíòóðíûé èíòåãðàë â (3.3) íå
èìååò îñîáåííîñòåé â ïëîñêîñòè z. Ñëåäîâàòåëüíî, îñî-
áåííîñòè ôóíêöèè Γ(z) îïðåäåëÿþòñÿ ðàçíîñòüþ 1 −
exp(2πiz), êîòîðàÿ îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè öåëûõ (êàê
ïîëîæèòåëüíûõ, òàê è îòðèöàòåëüíûõ) z. Ïðè ïîëîæè-
òåëüíûõ öåëûõ z â íîëü îáðàùàåòñÿ òàêæå è êîíòóðíûé
èíòåãðàë, òî åñòü ìû ïðèõîäèì ê íåîïðåäåëåííîñòè, êî-
òîðàÿ äîëæíà ðàñêðûâàòüñÿ ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ. Â
ëþáîì ñëó÷àå, Γ(z) íå èìååò îñîáåííîñòåé ïðè öåëûõ
ïîëîæèòåëüíûõ z, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèâåäåííûì âûøå
àíàëèçîì. Ïðè öåëûõ îòðèöàòåëüíûõ z êîíòóðíûé èí-
òåãðàë â íîëü íå îáðàùàåòñÿ, è ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó,
÷òî â ýòèõ òî÷êàõ Γ(z) èìååò ïðîñòûå ïîëþñà.

Çàäà÷à 3.1.2. Íàéòè êîíòóðíîå ïðåäñòàâëåíèå Γ(z) â
òåðìèíàõ (−t)z−1e−t.

Çàäà÷à 3.1.3. Ïîêàçàòü, ÷òî

� ∞
0

du uz−1 cosu = cos(πz/2)Γ(z), (3.4)
� ∞
0

du uz−1 sinu = sin(πz/2)Γ(z). (3.5)

Óñòàíîâèòü îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ýòèõ âûðà-
æåíèé.
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Ðèñ. 3.2: Ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà.

Íàéäåì âû÷åòû ôóíêöèè Γ(z) â ïîëþñàõ z =
0,−1,−2, . . . . Ïðè z = −n (n � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå)
êîíòóðíûé èíòåãðàë â (3.3) ñâîäèòñÿ ê âû÷åòó â íóëå,
ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè íà áå-
ðåãàõ ðàçðåçà ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé. Âû÷èñëÿÿ ýòîò
âû÷åò, íàõîäèì

�
C

dt t−n−1e−t = −2πi(−1)n(n!)−1.

Òàêèì îáðàçîì

res Γ(−n) = (−1)n(n!)−1. (3.6)

Ãðàôèê çàâèñèìîñòè Ãàììà-ôóíêöèè îò ñâîåãî (äåé-
ñòâèòåëüíîãî) àðãóìåíòà ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 3.2. Â
òî÷êàõ x = −n ôóíêöèÿ Γ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.
Ìîæíî íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå Ãàììà-

ôóíêöèè Γ(z) ïðè áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ
z, âîñïîëüçîâàâøèñü ìåòîäîì ïåðåâàëà, ñìîòðè ðàçäåë
3.7.2. Äëÿ ýòîãî â èíòåãðàëå (3.1) ïðîèçâåäåì çàìåíó
t→ tz, êîòîðàÿ ïðèâîäèò åãî ê âèäó

Γ(z) = zz
� ∞
0

dt

t
exp[z(ln t− t)],

òî åñòü ê âèäó (3.98). Ñòîÿùàÿ â ýêñïîíåíòå ôóíêöèÿ
ln t − t äîñòèãàåò ìàêñèìóìà â òî÷êå t = 1. Èñïîëüçóÿ
òåïåðü ïðèáëèæåíèå (3.99), íàõîäèì

Γ(z) ≈
√

2π

z
zz exp(−z). (3.7)

Ýòî ñîîòíîøåíèå äàåò ïðèáëèæåííîå (ðàáîòàþùåå
ïðè áîëüøèõ n) âûðàæåíèå äëÿ ôàêòîðèàëà n! ≈√

2πn nne−n, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ñòèðëèí-
ãà. Îòìåòèì, ÷òî àñèìïòîòèêà (3.7) ñïðàâåäëèâà è äëÿ
êîìïëåêñíûõ z ïðè óñëîâèè áîëüøîãî ïîëîæèòåëüíîãî
çíà÷åíèÿ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè z.
×åðåç Ãàììà-ôóíêöèè âûðàæàåòñÿ òàê íàçûâàåìûé

èíòåãðàë Ýéëåðà ïåðâîãî ðîäà:

B(α, β) =

� 1

0

dx xα−1(1− x)β−1 =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α+ β)
, (3.8)

ãäå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè α è β ïðåäïîëàãàþòñÿ ïî-
ëîæèòåëüíûìè. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîîòíîøåíèÿ (3.8)
ðàññìîòðèì íåìíîãî áîëåå îáùèé èíòåãðàë

sα+β−1B(α, β) =

� s

0

dx xα−1(s− x)β−1.

Èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ïî s ñ âåñîì
e−s, ìû ïîëó÷àåì

Γ(α+ β)B(α, β) =

� ∞
0

ds e−s
� s

0

dx xα−1(s− x)β−1.

Çàìåíà ïåðåìåííûõ s = x + y ñâîäèò ïðàâóþ ÷àñòü ê
ïðîèçâåäåíèþ èíòåãðàëîâ ïî x ïî y, êîòîðûå äàþò ïðî-
èçâåäåíèå Γ(α)Γ(β). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ñî-
îòíîøåíèþ (3.8).

Çàäà÷à 3.1.4. Íàéòè èíòåãðàë

� π/2

0

dϕ cosa ϕ sinb ϕ.

Çàäà÷à 3.1.5. Äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå

Γ(z)Γ(z + 1/2) =

√
π

22z−1
Γ(2z).

Âûâåäåì ñîîòíîøåíèå

Γ(1− z)Γ(z) =
π

sin(πz)
. (3.9)

Äëÿ ýòîãî çàïèøåì ëåâóþ ÷àñòü (3.9), êàê ïðîèçâåäåíèå
èíòåãðàëîâ

Γ(1− z)Γ(z) =

� ∞
0

dt t−ze−t
� ∞
0

ds sz−1e−s.

Ïðîèçâåäÿ çäåñü çàìåíó s = tζ è âçÿâ èíòåãðàë ïî t, ìû
íàõîäèì

Γ(1− z)Γ(z) =

� ∞
0

dζ
ζz−1

1 + ζ
.

×òîáû âçÿòü ñòîÿùèé çäåñü èíòåãðàë ïî ζ, ñëåäóåò ïðå-
îáðàçîâàòü åãî â êîíòóðíûé èíòåãðàë

� ∞
0

dζ
ζz−1

1 + ζ
=

1

1− exp(2πiz)

�
C

dζ
ζz−1

1 + ζ
,

ãäå êîíòóð C èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 3.1. Ïîñëå ýòîãî
êîíòóð ìîæíî äåôîðìèðîâàòü, çàãèáàÿ åãî `óñû' â ëåâóþ
ïîëóïëîñêîñòü. Ïîñëå ýòîãî èíòåãðàë ñâåäåòñÿ ê âû÷åòó
â òî÷êå ζ = −1, ÷òî è äàåò âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ïðàâîé
÷àñòè (3.9).
Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëè-

âû äëÿ 0 < Re z < 1. Îäíàêî ïðèíöèï àíàëèòè÷åñêî-
ãî ïðîäîëæåíèÿ ïîçâîëÿåò ðàñïðîñòðàíèòü åãî íà ïðî-
èçâîëüíûå z. Â ÷àñòíîñòè, ñîîòíîøåíèå (3.9) ïîçâîëÿåò
ëåãêî âîñïðîèçâåñòè âûðàæåíèå äëÿ âû÷åòîâ (3.6). Êàê
ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ (3.9), Γ−1(z) íå èìååò ïîëþñîâ
â ïëîñêîñòè z, òî åñòü Γ(z) íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â íîëü.
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Ðèñ. 3.3: Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ âäîëü îòðèöàòåëüíîé
ïîëóîñè.

Çàäà÷à 3.1.6. Ïîëó÷èòü èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

Γ−1(z) =
1

2πi

�
C∗
dt t−zet, (3.10)

ãäå êîíòóð C∗ èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 3.3.

Çàäà÷à 3.1.7. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

� 1

0

dz ln Γ(z).

Çàäà÷à 3.1.8. Íàéòè |Γ(1/2+ix)|, ãäå x äåéñòâèòåëü-
íîå ÷èñëî.

3.2 Ôóíêöèÿ Ýéðè

Â äàííîì ðàçäåëå ìû àíàëèçèðóåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
Ýéðè (Airy)

d2Y/dx2 − xY = 0, (3.11)

êîòîðîå âîçíèêàåò â ðÿäå ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé. Ïî-
æàëóé, íàèáîëåå âàæíûì ïðèëîæåíèåì óðàâíåíèÿ Ýé-
ðè ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ïîâåäåíèÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé
(â êâàíòîâîé ìåõàíèêå) âáëèçè òî÷êè ïîâîðîòà, òî åñòü
âáëèçè òî÷êè, ãäå ýíåðãèÿ ÷àñòèöû ñðàâíèâàåòñÿ ñ ïî-
òåíöèàëîì. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.11) äåìîíñòðèðóþò
ðÿä óíèâåðñàëüíûõ îñîáåííîñòåé ýòîãî ïîâåäåíèÿ.
Óðàâíåíèå Ýéðè (3.11) ëèíåéíî ïî ïåðåìåííîé x. Ïî-

ýòîìó åãî ìîæíî ýôôåêòèâíî ðåøèòü ìåòîäîì Ëàïëàñà,
ñìîòðè ðàçäåë 3.7.1, ãäå îáñóæäàåòñÿ îáùåå óðàâíåíèå
(3.93). Ïðèâåäåì çäåñü ëîãèêó ðàçäåëà 3.7.1 äëÿ ÷àñò-
íîãî ñëó÷àÿ óðàâíåíèÿ (3.11). Çàïèøåì ðåøåíèå ýòîãî
óðàâíåíèÿ â âèäå êîíòóðíîãî èíòåãðàë

Y (x) =

�
C

dt Z(t) exp(xt), (3.12)

ãäå C � íåêîòîðûé êîíòóð â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè t.
Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå äî-
ñòàòî÷íî áûñòðî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íà êîíöàõ ýòîãî êîí-
òóðà (êîòîðûå ìîãóò áûòü è â áåñêîíå÷íîñòè).
Ïîäñòàâèì óðàâíåíèå (3.11) â ïðåäñòàâëåíèå (3.12),

èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèå x exp(xt) = d exp(xt)/dt è ïðî-
èçâîäèì èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì ïî t, ñ÷èòàÿ ãðàíè÷-
íûå ÷ëåíû ðàâíûìè íóëþ (÷òî îáåñïå÷èâàåòñÿ áûñòðûì

II

I

III

Ðèñ. 3.4: Âîçìîæíûå êîíòóðû, ïî êîòîðûì èäåò èíòå-
ãðèðîâàíèå â èíòåãðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèè Ýé-
ðè.

ñòðåìëåíèåì ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ê íóëþ íà
êîíöàõ êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ). Â ðåçóëüòàòå ìû íà-
õîäèì óðàâíåíèå

dZ

dt
= −t2Z,

ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä Z ∝ exp(−t3/3). Ïîäñòàâ-
ëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (3.12), íàõîäèì îáùåå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ Ýéðè (3.11)

Y (x) ∝
�
C

dt exp(xt− t3/3). (3.13)

Êîíòóð C â ïðåäñòàâëåíèè (3.13) äîëæåí íà÷èíàòüñÿ
è îêàí÷èâàòüñÿ â îáëàñòÿõ, ãäå ïîäûíòåãðàëüíîå âûðà-
æåíèå â (3.13) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ
ýòîãî êîíòóð C äîëæåí ïðèõîäèòü èç áåñêîíå÷íîñòè è
óõîäèòü â áåñêîíå÷íîñòü. Ïîñêîëüêó ïîâåäåíèå exp(xt−
t3/3) â áåñêîíå÷íîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ôàêòîðîì −t3, èìå-
åòñÿ òðè ñåêòîðà, â êîòîðûõ ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæå-
íèå â (3.13) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ: −π/6 < Arg t < π/6,
π/2 < Arg t < 5π/6, 7π/6 < Arg t < 3π/2, ñìîòðè ðè-
ñóíîê 3.4, ñåêòîðû I,II,III. Êîíòóð C äîëæåí íà÷èíàòü-
ñÿ â îäíîì èç ýòèõ ñåêòîðîâ è çàêàí÷èâàòüñÿ â äðóãîì.
Èìååòñÿ òðè âàðèàíòà. Îäíàêî ïîëó÷àþùèåñÿ èíòåãðà-
ëû ëèíåéíî ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé, ïîñêîëüêó ñóììà èí-
òåãðàëîâ ïî êîíòóðàì, èäóùèõ èç ñåêòîðà I â ñåêòîð II,
èç ñåêòîðà II â ñåêòîð III, è èç ñåêòîðà III â ñåêòîð I,
ðàâíà, î÷åâèäíî, íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ äâà ëè-
íåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âòîðîìó
ïîðÿäêó óðàâíåíèÿ Ýéðè.
Ðåøåíèþ, êîòîðîå îñòàåòñÿ êîíå÷íûì ïðè x → ±∞

ñîîòâåòñòâóåò êîíòóð, èäóùèé èç ñåêòîðà III â ñåêòîð
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I. Ìîæíî âûáèðàòü ðàçëè÷íóþ ôîðìó òàêîãî êîíòóðà
(ñìîòðè ðèñóíîê 3.4), åäèíñòâåííîå òðåáîâàíèå ê ôîðìå
êîíòóðà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû exp(xt−t3/3) ñòðåìè-
ëîñü ê íóëþ íà êîíöàõ ýòîãî êîíòóðà. Ýòî ñâÿçàíî ñ âîç-
ìîæíîñòüþ äåôîðìàöèè êîíòóðà â îáëàñòè àíàëèòè÷-
íîñòè ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ, êîòîðîé â äàííîì
ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ âñÿ êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü. Â ÷àñòíî-
ñòè, ìîæíî âûáðàòü êîíòóð, èäóùèé âäîëü ìíèìîé îñè.
Ââåäÿ îáîçíà÷åíèå t = iu, ìû ñâîäèì ýòîò èíòåãðàë ê
âèäó

Ai(x) =
1

π

� ∞
0

du cos(xu+ u3/3), (3.14)

ãäå ìíîæèòåëü âûáðàí òðàäèöèîííûì îáðàçîì. Ââåäåí-
íàÿ (3.14) ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ýéðè ïåðâîãî
ðîäà (èëè ïðîñòî ôóíêöèåé Ýéðè).
Óñòàíîâèì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ôóíêöèè Ýé-

ðè ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ |x|. Ïðè áîëüøèõ îòðèöà-
òåëüíûõ x â èíòåãðàëå (3.14) èìååòñÿ òî÷êà ñòàöèîíàð-
íîé ôàçû u =

√
|x|, îêðåñòíîñòü êîòîðîé äàåò îñíîâ-

íîé âêëàä â èíòåãðàë ïðè áîëüøèõ |x|. Ïðèìåíÿÿ ìåòîä
ñòàöèîíàðíîé ôàçû (ñìîòðè ðàçäåë 3.7.2), íàõîäèì, èñ-
ïîëüçóÿ âûðàæåíèå (3.102)

Ai(x) ≈ 1√
π |x|1/4

cos

(
−2

3
|x|3/2 +

π

4

)
. (3.15)

Ïðè áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ x ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà
â èíòåãðàëå (3.14) îòñóòñòâóåò. ×òîáû íàéòè ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ àñèìïòîòèêó, ìû äîëæíû âåðíóòüñÿ íà øàã
íàçàä:

Ai(x) =
1

2πi

� +i∞

−i∞
dt exp(tx− t3/3).

Òåïåðü ìû äîëæíû ïðèìåíèòü îáîáùåííûé ìåòîä ïåðå-
âàëà, ñìîòðè ðàçäåë 3.7.2. Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ äîë-
æåí áûòü äåôîðìèðîâàí òàê, ÷òîáû îí ïðîõîäèë ÷åðåç
ïåðåâàëüíóþ òî÷êó t = −x1/2 (ñìîòðè âåðòèêàëüíóþ
ïðÿìóþ íà ðèñóíêå 3.4). Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ (3.105), íàõîäèì

Ai(x) ≈ 1

2
√
π x1/4

exp

(
−2

3
x3/2

)
. (3.16)

Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ôóíêöèè Ýéðè îò x ïðèâåäåí íà
ðèñóíêå 3.5. Íà ýòîì æå ãðàôèêå êðàñíûì öâåòîì ïðè-
âåäåíû àñèìïòîòèêè (3.15,3.16).
Â êà÷åñòâå âòîðîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ýéðè (3.11)

âûáèðàþò îáû÷íî ôóíêöèþ

Bi(x) =
1

π

� ∞
0

du
[

exp(xu− u3/3)

+ sin(xu+ u3/3)
]
, (3.17)

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ýéðè âòîðîãî ðîäà. Âû-
ðàæåíèå äëÿ Bi ïîëó÷àåòñÿ, åñëè âçÿòü ñóììó êîíòóð-
íûõ èíòåãðàëîâ äëÿ êîíòóðîâ, èäóùèõ èç ñåêòîðà I â
ñåêòîð II è èç ñåêòîðà III â ñåêòîð II. Âûáèðàÿ ýòè èíòå-
ãðàëû, êàê èäóùèå ñíà÷àëà âäîëü ìíèìîé îñè, à çàòåì

Ðèñ. 3.5: Ôóíêöèÿ Ýéðè ñ àñèìïòîòèêàìè.

Ðèñ. 3.6: Ôóíêöèè Ýéðè ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà.

âäîëü äåéñòâèòåëüíîé îñè, ìû è ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ
(3.17). Êîýôôèöèåíò â (3.17) òðàäèöèîíåí. Ñðàâíåíèå
ôóíêöèé Ýéðè Ai è Bi ïðîâåäåíî íà ðèñóíêå 3.6.

Çàäà÷à 3.2.1. Íàéòè çíà÷åíèÿ Ai(0), Ai′(0), Bi(0),
Bi′(0).

Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ôóíêöèè Bi ïðè áîëüøèõ
ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà îïðåäåëÿåòñÿ âû-
ðàæåíèåì

Bi(x) ≈ 1

π1/2x1/4
exp

(
2

3
x3/2

)
. (3.18)

Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ôóíêöèè Bi ïðè áîëüøèõ
îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà îïðåäåëÿåòñÿ âû-
ðàæåíèåì

Bi(x) ≈ 1

π1/2|x|1/4
cos

(
2

3
|x|3/2 +

π

4

)
. (3.19)

Ñðàâíåíèå ôóíêöèè Bi(x) è åå àñèìïòîòèê ïðèâåäåíû
íà ðèñóíêå 3.7.

Çàäà÷à 3.2.2. Ïîëó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå
ôóíêöèè Bi(x) ïðè x→ ±∞.
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Ðèñ. 3.7: Ôóíêöèÿ Ýéðè âòîðîãî ðîäà ñ àñèìïòîòèêàìè.

Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ôóíêöèé Ýéðè Ai(x) è
Bi(x) ìîæíî óñòàíîâèòü è ìåòîäîì WKB, ñìîòðè ðàç-
äåë 3.7.3. Óðàâíåíèå Ýéðè (3.11) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó-
÷àåì óðàâíåíèÿ (3.106), ïðè ýòîì U = x. Òàêèì îáðàçîì
p =
√
x è S = (2/3)x3/2. Òàêèì îáðàçîì, â ñîîòâåòñòâèå

ñ (3.107) ïðè áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ x ìû íàõîäèì
ñëåäóþùåå ïîâåäåíèå

x−1/4 exp(±2x3/2/3).

Çíàê + îòíîñèòñÿ ê ôóíêöèè Bi(x), ñìîòðè (3.18), à çíàê
ìèíóñ îòíîñèòñÿ ê ôóíêöèè Ai(x), ñìîòðè (3.16). Ïðè
áîëüøèõ îòðèöàòåëüíûõ x ìû íàõîäèì ñëåäóþùåå ïî-
âåäåíèå

|x|−1/4 exp(±2i|x|3/2/3).

Ïîñêîëüêó Ai(x) è Bi(x) ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè
ôóíêöèÿìè, òî â ñîîòâåòñòâèå ñ (3.109) äëÿ íèõ ïîâå-
äåíèå ïðè áîëüøèõ îòðèöàòåëüíûõ x èìååò âèä

|x|−1/4 cos(2|x|3/2/3 + ϕ),

ãäå ϕ � íåêîòîðàÿ ôàçà. Ýòî ïîâåäåíèå ñîîòâåòñòâóåò
àñèìïòîòèêàì (3.15) è (3.19).

Çàäà÷à 3.2.3. Íàéòè àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèÿ d2Y/dx2 − x3Y = 0 ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ |x|.

3.3 Ôóíêöèè Áåññåëÿ

Ôóíêöèè Áåññåëÿ óäèâèòåëüíûì îáðàçîì âîçíèêàþò â
ñàìûõ ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Îíè
åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðèñóòñòâóþò â çàäà÷àõ òåîðèè
ïîëÿ, êîãäà ðå÷ü èäåò î çàâèñÿùèõ îò äâóõ êîîðäèíàò
ðåøåíèÿõ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî, íàïðè-
ìåð, ðàçëè÷íûå ýëåêòðîìàãíèòíûå è àêóñòè÷åñêèå ÿâ-
ëåíèÿ. Îäíàêî îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ôóíêöèé Áåññåëÿ
îòíþäü íå îãðàíè÷èâàåòñÿ ýòèìè ïðîáëåìàìè, îíè îêà-
çûâàþòñÿ ïîëåçíûìè â î÷åíü øèðîêîì êðóãå ïðèëîæå-
íèé, ÷åì è îïðåäåëÿåòñÿ âàæíîñòü ýòèõ ôóíêöèé.

Ðèñ. 3.8: Íåñêîëüêî ïåðâûõ ôóíêöèé Áåññåëÿ.

Ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ðàçëîæèòü ïî
ïëîñêèì âîëíàì, çàâèñèìîñòü ïîëÿ îò êîîðäèíàò â ïëîñ-
êîé âîëíå îïðåäåëÿåòñÿ ôàêòîðîì exp(ikr), ãäå k � âîë-
íîâîé âåêòîð, à r � ðàäèóñ-âåêòîð. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå
r = (x, y). ×àñòî óäîáíûì áûâàåò ðåøàòü çàäà÷è â ïî-
ëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò r, ϕ, ãäå r � ðàññòîÿíèå îò
íà÷àëà îòñ÷åòà äî òî÷êè íàáëþäåíèÿ, à ϕ � ïîëÿðíûé
óãîë. Ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå íà÷àëà îòñ÷åòà ïî-
ëÿðíîãî óãëà ϕ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå kr = rk sinϕ.
Ôóíêöèè Áåññåëÿ ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ðàçëî-

æåíèÿ exp(ikr) â ðÿä Ôóðüå ïî óãëîâûì ãàðìîíèêàì:

exp(iz sinϕ) =

+∞∑
−∞

Jn(z) exp(inϕ), (3.20)

ãäå z = kr. Ãðàôèêè íåñêîëüêèõ ïåðâûõ ôóíêöèé Áåññå-
ëÿ ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå 3.8. Äîáàâëÿÿ π ê ϕ, íàõîäèì

exp(−iz sinϕ) =

+∞∑
−∞

(−1)nJn(z) exp(inϕ).

Ñðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå ñ ïðÿìûì ðàçëîæåíèåì

exp(−iz sinϕ) =
+∞∑
−∞

J−n(z) exp(inϕ),

ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî J−n = (−1)nJn.
Ïîäñòàâëÿÿ â âûðàæåíèå (3.20) t = eiϕ, íàõîäèì ðÿä

Ëîðàíà ïî t

exp
[z

2
(t− 1/t)

]
=

+∞∑
n=−∞

Jn(z)tn. (3.21)

Çäåñü t ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì êîìïëåêñíûì ÷èñ-
ëîì. Äèôôåðåíöèðóåì ñîîòíîøåíèå (3.21) ïî z, ÷òî äà-
åò

1

2
(t− 1/t) exp

[z
2

(t− 1/t)
]

=

+∞∑
n=−∞

∂zJn(z)tn.

Ïîäñòàâëÿÿ çäåñü âìåñòî ýêñïîíåíòû ðàçëîæåíèå (3.21)
è ñîáèðàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ t, íàõîäèì

d

dz
Jn(z) =

1

2
[Jn−1(z)− Jn+1(z)] . (3.22)
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Äèôôåðåíöèðóåì ñîîòíîøåíèå (3.21) ïî t, ÷òî äàåò

z

2

(
1 +

1

t2

)
exp

[z
2

(t− 1/t)
]

=

+∞∑
n=−∞

nJn(z)tn−1.

Ïîäñòàâëÿÿ çäåñü âìåñòî ýêñïîíåíòû ðàçëîæåíèå (3.21)
è ñîáèðàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ t, íàõîäèì

2n

z
Jn(z) = Jn−1(z) + Jn+1(z). (3.23)

Êîìáèíèðóÿ (3.22) è (3.23), íàõîäèì ñëåäóþùèå ðåêóð-
ðåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ

d

dz
(znJn) = znJn−1, J ′n +

n

z
Jn = Jn−1, (3.24)

d

dz

Jn
zn

= −Jn+1

zn
, J ′n −

n

z
Jn = −Jn+1. (3.25)

Â ÷àñòíîñòè, dJ0/dz = −J1.
Ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå (3.24) ìîæíî ïåðåïèñàòü â

ñëåäóþùåì âèäå

z−2n+1 d

dz
[znJn(z)] = z−n+1Jn−1(z).

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ïî z è èñïîëüçóÿ äëÿ
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðàâîé ÷àñòè ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøå-
íèå (3.25), íàõîäèì çàìêíóòîå óðàâíåíèå íà Jn

d2

dz2
Jn +

1

z

d

dz
Jn + Jn −

n2

z2
Jn = 0, (3.26)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Áåññåëÿ. Îòìåòèì,
÷òî ìû ñíîâà ñòàëêèâàåìñÿ ñ îïåðàòîðîì Øòóðìà-
Ëèóâèëëÿ (2.6).
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ìàëûõ z, z � 1. Â ýòîì ñëó÷àå

òðåòüèì ñëàãàåìûì â óðàâíåíèè (3.26) ìîæíî ïðåíå-
áðå÷ü è ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

d2

dz2
g +

1

z

d

dz
g − n2

z2
g = 0, (3.27)

êîòîðîå èìååò ñòåïåííûå ðåøåíèÿ g1 = zn è g2 = z−n.
Îáðàòèì âíèìàíèå íà ïðè÷èíó, ïî êîòîðîé óðàâíåíèå
(3.27) èìååò ñòåïåííûå ðåøåíèÿ, è êîòîðàÿ çàêëþ÷à-
åòñÿ â òîì, ÷òî ïðè ïðåîáðàçîâàíèè z → Az, ãäå A �
ïðîèçâîëüíûé ôàêòîð, âñå òðè ñëàãàåìûõ â óðàâíåíèè
(3.27) ïðåîáðàçóþòñÿ îäèíàêîâûì îáðàçîì, òî åñòü óðàâ-
íåíèå ïåðåõîäèò â ñåáÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.27), êîòîðûå ïðè ïðåîáðàçîâàíèè
z → Az ïåðåõîäÿò â ñåáÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ,
èìåííî ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàþò ñòåïåííûå ðåøåíèÿ.
Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå Áåññåëÿ (3.26) íå îáëàäàåò óêà-

çàííûì ñâîéñòâîì ñèììåòðèè óðàâíåíèÿ (3.27), åãî ðå-
øåíèå íå ìîæåò áûòü ñòåïåííûì. Òåì íå ìåíåå ðåøåíèÿ
g1 = zn è g2 = z−n îïðåäåëÿþò ïîâåäåíèå ïðîèçâîëü-
íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ (3.26) ïðè ìàëûõ z.
Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðè n > 0 ðåøåíèå g2 ñèí-
ãóëÿðíî â íóëå, òî åñòü ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè

z → 0. Ïîýòîìó, åñëè ôóíêöèÿ g ðåãóëÿðíà â íóëå, òî
åå ïîâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ g1, òî åñòü g ∝ zn ïðè ìàëûõ
z. Ýòî ïîâåäåíèå ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ îïðåäåëÿåò
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ (3.26). Òàêèìè ðåøåíèÿìè
ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè Áåññåëÿ Jn(z), ïåðâûé ÷ëåí ðàçëî-
æåíèÿ êîòîðîé ïî z îïðåäåëÿåòñÿ (3.29).
Çàìåòèì, ÷òî ïðè n = 0 îáà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.27),

g1 = zn è g2 = z−n, ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé, òî åñòü, êàê
ãîâîðÿò, èìååò ìåñòî âûðîæäåíèå. ×òîáû ðàçîáðàòüñÿ ñ
ýòèì ñëó÷àåì, ñëåäóåò âåðíóòüñÿ ê óðàâíåíèþ (3.27), â
êîòîðîì íàäî ïîëîæèòü n = 0. Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ
óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ dg/dz, ðåøåíèåì êîòî-
ðîãî, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ dg/dz = C1/z, ãäå C1 � ïðîèç-
âîëüíàÿ êîíñòàíòà. Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå äàëüøå,
ìû íàõîäèì îáùåå ðåøåíèå g = C2+C1 ln z, ãäå C2 � âòî-
ðàÿ ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà. (Îòìåòèì, ÷òî âîçíèêíî-
âåíèå ëîãàðèôìà òèïè÷íî äëÿ âûðîæäåííûõ ñëó÷àåâ.)
Òàêèì îáðàçîì, è ïðè n = 0 èìååòñÿ äâà ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ (3.27), îäíî èç êîòîðûõ (êîíñòàíòà) ðåãóëÿðíî â
íóëå, à âòîðîå (ëîãàðèôì) ñèíãóëÿðíî. Ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (3.27) ïðè n = 0, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì â
íóëå, ïðîïîðöèîíàëüíî J0(z).
Âûïèñûâàÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê (3.20),

íàõîäèì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé Áåññåëÿ

Jn(z) =
1

2π

� +π

−π
dθ exp(iz sin θ − inθ)

=
1

π

� π

0

dθ cos(z sin θ − nθ), (3.28)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì Ïàðñåâàëÿ. Ïðè ïî-
ëó÷åíèè âòîðîãî ðàâåíñòâà â (3.28) ìû âîñïîëüçîâàëèñü
òåì, ÷òî ìíèìàÿ ÷àñòü ïåðâîãî èíòåãðàëà ðàâíà íóëþ
èç-çà òîãî, ÷òî ìíèìàÿ ÷àñòü exp(iz sin θ− inθ) àíòèñèì-
ìåòðè÷íà ïî θ, è ÷òî êîñèíóñ ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé ôóíêöè-
åé. Îòìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå (3.28) àâòîìàòè÷åñêè
ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ J−n(z) = (−1)nJn(z).

Çàäà÷à 3.3.1. Äîêàçàòü ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
(3.22), èñõîäÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (3.28).

Çàäà÷à 3.3.2. Íàéòè èíòåãðàë

� ∞
0

dz exp(−az)J0(z).

Çàäà÷à 3.3.3. Íàéòè èíòåãðàë

� ∞
0

dz exp(−az)J1(z).

Çàäà÷à 3.3.4. Íàéòè èíòåãðàë

� ∞
0

dz
J2(z)

z2
.
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Ðàñêëàäûâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (3.28) ïî z,
ìû çàêëþ÷àåì ÷òî ïðè n > 0 ïåðâûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ
Jn(z) ïî z ðàâåí

zn

2πn!

� +π

−π
dθ (i sin θ)n exp(inθ) =

zn

2nn!
, (3.29)

â ñîîòâåòñòâèè ñ àíàëèçîì, ïðîâåäåííûì ïðè ìàëûõ z.
Ñëåäóþùèå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè Áåññåëÿ ïî z
ìîæíî íàéòè èç òîãî æå âûðàæåíèÿ (3.28). Â ðåçóëüòà-
òå ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðÿä Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèé
Áåññåëÿ

Jn(z) =

∞∑
m=0

(−1)m

m!(n+m)!

(z
2

)n+2m

. (3.30)

Îòìåòèì, ÷òî ýòî ðÿä ïî öåëûì ñòåïåíÿì z, êîòîðûé
ñîäåðæèò òîëüêî ÷åòíûå èëè òîëüêî íå÷åòíûå ñòåïåíè
z, â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè n.

Çàäà÷à 3.3.5. Ïîñòðîèòü ðàçëîæåíèå â ðÿä (3.30),
èñõîäÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (3.28).

Ðÿä (3.30) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ äåéñòâèòåëü-
íûõ z, ïîñêîëüêó îòíîøåíèå êîýôôèöèåíòîâ ïðè ñòåïå-
íÿõ (z/2)n+2m+2 è (z/2)n+2m ðàâíî −[(m+2)(m+1)(n+
m+ 2)(n+m+ 1)]−1, òî åñòü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñ ðîñòîì
m. Òàêèì îáðàçîì, ðÿä (3.30) îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ Áåñ-
ñåëÿ ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ z. Áîëåå òîãî, îí îïðå-
äåëÿåò è ôóíêöèþ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, êîòîðàÿ
ïîëó÷àåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì Jn(z) ñ äåé-
ñòâèòåëüíûõ z. Ïîñêîëüêó ðÿä (3.30) ÿâëÿåòñÿ àáñîëþò-
íî ñõîäÿùèìñÿ, òî ôóíêöèÿ Jn(z) íå èìååò îñîáåííîñòåé
íà âñåé ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî z. Â òî æå
âðåìÿ áåñêîíå÷íîñòü ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé îñîáîé òî÷-
êîé ôóíêöèè Áåññåëÿ Jn(z).
Ñîîòíîøåíèå (3.28) ïîçâîëÿåò íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå

ïîâåäåíèå ôóíêöèé Áåññåëÿ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ z.
Â ýòîì ñëó÷àå ðàáîòàåò ïðèáëèæåíèå ñòàöèîíàðíîé ôà-
çû, ñìîòðè ðàçäåë 3.7.2. Ïîëîæåíèå òî÷êè ñòàöèîíàðíîé
ôàçû ïîëó÷àåòñÿ èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ ïðîèçâîä-
íîé àðãóìåíòà êîñèíóñà ïî θ â âûðàæåíèè (3.28), ÷òî
äàåò z cos θ0 = n. Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó áîëüøîãî çíà-
÷åíèÿ z ñòàöèîíàðíàÿ ôàçà áëèçêà ê π/2 (÷òî ïðåäïî-
ëàãàåò íåðàâåíñòâî z � n). Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ
ïðèáëèæåíèÿ ñòàöèîíàðíîé ôàçû (3.102), íàõîäèì

Jn(z) ≈
√

2

πz
cos
(
z − πn

2
− π

4

)
. (3.31)

Òàêèì îáðàçîì, Jn(z) îñöèëëèðóåò ñ àìïëèòóäîé, êîòî-
ðàÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè z →∞.

Çàäà÷à 3.3.6. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå
ôóíêöèè Áåññåëÿ ïðè áîëüøèõ ïî àáñîëþòíîé âå-
ëè÷èíå îòðèöàòåëüíûõ z.

Â ñèëó óðàâíåíèÿ (3.26) ôóíêöèÿ Jn(qx) óäîâëåòâî-
ðÿåò óðàâíåíèþ

L̂Jn(qx) = −q2Jn(qx), (3.32)

L̂ =
d2

dx2
+

1

x

d

dx
− n2

x2
. (3.33)

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ Jn(qx) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé
ôóíêöèåé äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà (3.33), êîòî-
ðûé îòíîñèòñÿ ê òèïó îïåðàòîðîâ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ
(2.6), ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì −q2. Îòñþäà ñëåäóåò
óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè (2.68) ñ âåñîì ρ = x äëÿ
ðàçíûõ q. Â äàííîì ñëó÷àå ðå÷ü èäåò î íåïðåðûâíîì
ñïåêòðå (q ìîæåò ïðèíèìàòü íåïðåðûâíûé ðÿä çíà÷å-
íèé), ïîýòîìó ôóíêöèè äîëæíû áûòü íîðìèðîâàíû íà
δ-ôóíêöèþ. Ñîîòâåòñòâóþùåå ñîîòíîøåíèå èìååò âèä

� ∞
0

dx xJn(kx)Jn(qx) = k−1δ(k − q), (3.34)

ãäå k > 0, q > 0.
Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ñîîòíîøåíèÿ (3.34). Âêëàä

â êîýôôèöèåíò ïðè δ-ôóíêöèè íàáèðàåòñÿ íà áîëüøèõ
çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà, ïîýòîìó â èíòåãðàëå (3.34) ìû ìî-
æåì èñïîëüçîâàòü àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå (3.31). Â
ðåçóëüòàòå íàõîäèì
� ∞
0

dx xJn(kx)Jn(qx)→
�
dx

2

π
√
kq

cos(kx) cos(qx).

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèå
� +∞

−∞
dz cos(kz) cos(qz) = πδ(k − q),

ãäå q è k ñ÷èòàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè, è ó÷èòûâàÿ, ÷òî
èíòåãðàë ïî x èäåò òîëüêî ïî ïîëîæèòåëüíûì çíà÷åíè-
ÿì, ìû è ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ (3.34).

Çàäà÷à 3.3.7. Äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå (3.34), èñõîäÿ
èç ïðåäñòàâëåíèÿ (3.20).

Ñîîòíîøåíèå (3.34) ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü ðàç-
ëîæåíèå ôóíêöèé, çàäàííûõ ïðè ïîëîæèòåëüíûõ çíà-
÷åíèÿõ àðãóìåíòà, â èíòåãðàë ïî ôóíêöèÿì Áåññåëÿ,
àíàëîãè÷íîå ðàçëîæåíèþ â èíòåãðàë Ôóðüå. Ïðÿìîå è
îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôóíêöèè f(x) èìåþò âèä

f̌(q) =

� ∞
0

dx xJn(qx)f(x), (3.35)

f(x) =

� ∞
0

dq qJn(qx)f̌(q). (3.36)

Âûáîð n â ýòîì ñîîòíîøåíèè äèêòóåòñÿ óñëîâèÿìè ðå-
øàåìîé çàäà÷è.

Çàäà÷à 3.3.8. Ðàçëîæèòü â èíòåãðàë (3.36) c n = 0
ôóíêöèþ f(x) = exp(−p2x2).

Èçó÷èì ðàçëîæåíèå ïî ôóíêöèÿì Áåññåëÿ íà êîíå÷-
íîì èíòåðâàëå. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ðÿä âñïîìî-
ãàòåëüíûõ ñîîòíîøåíèé. Èç (3.32,3.33) ñëåäóåò

Jn(qx)
d2

dx2
Jn(kx) + Jn(qx)

1

x

d

dx
Jn(kx)

−Jn(kx)
d2

dx2
Jn(qx)− Jn(kx)

1

x

d

dx
Jn(qx)

= (q2 − k2)Jn(qx)Jn(kx).
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Èíòåãðèðóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ñ âåñîì x íà èíòåðâàëå 0 <
x < z, íàõîäèì

Jn(qz)kzJ ′n(kz)− Jn(kz)qzJ ′n(qz)

= (q2 − k2)

� z

0

dxxJn(qx)Jn(kx).

Èñïîëüçóÿ ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå (3.25), íàõîäèì� z

0

dxxJn(qx)Jn(kx)

=
Jn(kz)qzJn+1(qz)− Jn(qz)kzJn+1(kz)

q2 − k2
. (3.37)

Óñòðåìëÿÿ çäåñü k ê q è ðàñêðûâàÿ ïîëó÷èâøóþñÿ
íåîïðåäåëåííîñòü ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ, íàõîäèì� z

0

dxx[Jn(kx)]2 =
z2

2
(J2
n+1 + J2

n)− nz

k
Jn+1Jn, (3.38)

ãäå àðãóìåíòû ôóíêöèé Áåññåëÿ ðàâíû kz, è ìû èñïîëü-
çîâàëè ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ (3.24,3.25)
Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

(3.32) íà èíòåðâàëå 0 < x < 1 íà êëàññå ôóíêöèé, îá-
ðàùàþùèõñÿ â íîëü íà êîíöå èíòåðâàëà, ïðè x = 1.
Ýòî óñëîâèå ïðèâîäèò ê äèñêðåòíîìó íàáîðó ñîáñòâåí-
íûõ ÷èñåë q = γk, äëÿ êîòîðûõ Jn(γk) = 0. Íàáîð γk
çàâèñèò îò èíäåêñà ôóíêöèè Áåññåëÿ n. Âåëè÷èíû γk
íåîãðàíè÷åííî ðàñòóò ñ óâåëè÷åíèåì íîìåðà k.

Çàäà÷à 3.3.9. Íàéòè çíà÷åíèÿ γk äëÿ áîëüøèõ çíà÷å-
íèé ýòîãî ïàðàìåòðà.

Â ñèëó îáùèõ ñâîéñòâ çàäà÷ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ,
ñìîòðè ðàçäåë 2.4.1, ôîðìóëà (2.68), íàõîäèì ñâîéñòâî
îðòîãîíàëüíîñòè� 1

0

dx xJn(γkx)Jn(γjx) = 0, (3.39)

åñëè γk 6= γj . Äåéñòâèòåëüíî, ëåâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ
(3.32) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïåðàòîð Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ
(2.6) ñ Q = 1/x, ïîýòîìó â ñèëó (2.67) íàõîäèì ρ = x.
Ïîäñòàâëÿÿ â ñîîòíîøåíèè (3.38) z = 1, ïîëó÷àåì

� 1

0

dxx[Jn(γkx)]2 =
1

2
J2
n+1(γk). (3.40)

Çàäà÷à 3.3.10. Ïðÿìî äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå îðòîãî-
íàëüíîñòè (3.39).

Ñîîòíîøåíèÿ (3.39,3.40) ïîçâîëÿþò ñôîðìóëèðîâàòü
ïðàâèëà ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f(x), çàäàííîé íà èíòåð-
âàëå 0 < x < 1, ïî íàáîðó ôóíêöèé Jn(γkx):

f(x) =
∑
k

fkJn(γkx), (3.41)

fk =
2

J2
n+1(γk)

�
dx xf(x)Jn(γkx). (3.42)

Ýòî ðàçëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ðàçëîæåíèÿ â ðÿä
Ôóðüå.

Çàäà÷à 3.3.11. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ J1(x)−xJ1(1) íà
èíòåðâàëå (0, 1) â ðÿä (3.41) ïî J1(γkx).

3.4 Ïîëèíîìû Ëåæàíäðà

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ òåîðèè ïîëÿ èëè êâàíòîâîé ìåõàíè-
êè çà÷àñòóþ âîçíèêàþò ñëó÷àè, êîãäà îïèñûâàþùèå ïî-
ëå óðàâíåíèÿ îáëàäàþò ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî âðà-
ùåíèé âîêðóã íåêîòîðîé òî÷êè. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à
äîïóñêàåò ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ. Òèïè÷íûì ïðèìå-
ðîì ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà äëÿ ÷àñòèöû, ïî-
ìåùåííîé â öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå ïîëå, ïîòåíöèàë
êîòîðîãî U çàâèñèò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ r äî íåêîòî-
ðîé òî÷êè, â êîòîðóþ ìû ïîìåñòèì íà÷àëî êîîðäèíàò.
Ïðè ðåøåíèè òàêîãî ðîäà óðàâíåíèé, äèôôåðåíöèàëü-
íàÿ ÷àñòü êîòîðîãî óïðàâëÿåòñÿ Ëàïëàñèàíîì, âîçíèêà-
þò ïîëèíîìû Ëåæàíäðà.
Íàïîìíèì, ÷òî â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Ëàïëà-

ñèàí ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà òî÷å÷íîãî çàðÿ-
äà 1/R ðàâåí íóëþ, ∇2(1/R) = 0. Çäåñü R � ðàññòî-
ÿíèå îò òî÷êè íàáëþäåíèÿ äî òî÷å÷íîãî çàðÿäà. Ïî-
ìåñòèì òî÷å÷íûé çàðÿä â òî÷êó (0, 0, 1) è ïåðåéäåì ê
ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò r, θ, ϕ. Â ýòîì ñëó÷àå
R =

√
1− 2r cos θ + r2. Óñëîâèå æå ∇2R−1 = 0 çàïèñû-

âàåòñÿ â âèäå(
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r

)
R−1 +

1

r2
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂R−1

∂θ

)
= 0.

Çäåñü îòñóòñòâóåò ïðîèçâîäíûå ïî ϕ, ïîñêîëüêó R îò
ýòîé ïåðåìåííîé íå çàâèñèò. Ïåðåõîäÿ ê ïåðåìåííîé µ =
cos θ, êîòîðàÿ ìåíÿåòñÿ îò −1 äî +1, ìû íàõîäèì

(r2∂2r + 2r∂r)R
−1 + ∂µ[(1− µ2)∂µR

−1] = 0. (3.43)

Ïîëèíîìû Ëåæàíäðà Pn(µ) ââîäÿòñÿ, êàê êîýôôèöè-
åíòû ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà âåëè÷èíû R−1:

1√
1− 2rµ+ r2

=

∞∑
n=0

Pn(µ)rn. (3.44)

Ïîñêîëüêó îñîáåííîñòè ëåâîé ÷àñòè (3.44) ïî r (òî÷êè
âåòâëåíèÿ) µ ± i

√
1− µ2 ëåæàò íà åäèíè÷íîì ðàññòîÿ-

íèè îò íà÷àëà êîîðäèíàò, òî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà â
ïðàâîé ÷àñòè (3.44) ðàâåí åäèíèöå, òî åñòü îí ñõîäèòñÿ
ïðè r < 1. Çàìåòèì, ÷òî

1√
1− 2rµ+ r2

=
r−1√

r−2 − 2r−1µ+ 1
.

Ýòî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ýêâèâàëåíòíîå (3.44) ðàçëîæå-
íèå ïî îòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì r:

1√
1− 2rµ+ r2

=

∞∑
n=0

Pn(µ)r−1−n. (3.45)

Ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè r > 1.
Êàê ñëåäóåò èç (3.44) èëè (3.45), ôóíêöèÿ Pn(µ) ÿâëÿ-

åòñÿ ïîëèíîìîì n-ãî ïîðÿäêà, ñèììåòðè÷íûì ïî µ ïðè
÷åòíûõ n è àíòèñèììåòðè÷íûì ïî µ ïðè íå÷åòíûõ n.
Îòìåòèì òàêæå ðàâåíñòâî Pn(1) = 1. Îíî íåïîñðåä-
ñòâåííî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðè µ = 1 R = 1 − r,
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Ðèñ. 3.9: Íåñêîëüêî ïåðâûõ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà.

à (1 − r)−1 =
∑
rn. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ ðàâåíñòâî

Pn(−1) = (−1)n.
ßâíûé âèä ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà ìîæåò áûòü íàéäåí

ïðÿìûì ðàçëîæåíèåì R−1 â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.44) èëè
(3.45). Ïåðâûå òðè ïîëèíîìà Ëåæàíäðà ðàâíû

P0(µ) = 1, P1(µ) = µ, P2(µ) =
1

2
(3µ2 − 1). (3.46)

Ãðàôèêè íåñêîëüêèõ ïåðâûõ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà ïðè-
âåäåíû íà ðèñóíêå 3.9, ãäå îíè èçîáðàæåíû íà èíòåðâà-
ëå −1 < µ < 1. Â ñèëó àíòèñèììåòðèè ïîëèíîìà äëÿ
íå÷åòíîãî èíäåêñà P2n+1(0) = 0.

Çàäà÷à 3.4.1. Íàéòè çíà÷åíèå P2n(0).

Ïîäñòàâëÿÿ ïðàâóþ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (3.44) âìåñòî
R−1 â óðàâíåíèå (3.43), ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèÿì

d

dµ

[
(1− µ2)

d

dµ
Pn

]
+ n(n+ 1)Pn = 0, (3.47)

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ ïîëó-
÷èâøåãîñÿ ñîîòíîøåíèÿ ïî ñòåïåíÿì r. Â òåðìèíàõ óãëà
θ, µ = cos θ, óðàâíåíèå (3.47) ïåðåïèñûâàþòñÿ â âèäå

d2

dθ2
Pn + cot θ

dPn
dθ

+ n(n+ 1)Pn = 0, (3.48)

Âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì

K̂1
1√

1− 2rµ+ r2
= 0, (3.49)

K̂1 = ∂r − µ (2r∂r + 1) +
(
r2∂r + r

)
, (3.50)

êîòîðîå ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Ïðèìåíÿÿ
îïåðàòîð K̂1 ê ïðàâîé ÷àñòè (3.44) è ïðèðàâíèâàÿ ê íó-
ëþ êîýôôèöèåíòû ïðè âñåõ ñòåïåíÿõ r, íàõîäèì ñëåäó-
þùåå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

(n+ 1)Pn+1 − (2n+ 1)µPn + nPn−1 = 0. (3.51)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò ÿâíî íàõîäèòü Pn+1(µ), åñëè
èçâåñòíû âûðàæåíèÿ äëÿ Pn−1(µ) è Pn(µ). Òàêèì îáðà-
çîì, ñòàðòóÿ ñ ïåðâûõ äâóõ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà, ìîæ-
íî, ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ (3.51), íàéòè âûðàæåíèå
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëèíîìà Ëåæàíäðà.

Çàäà÷à 3.4.2. Íàéòè âûðàæåíèå äëÿ P3(µ), âîñïîëü-
çîâàâøèñü ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì (3.51).

Çàäà÷à 3.4.3. Äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå

n∑
k=0

(2k + 1)Pk(x)Pk(y)

= (n+ 1)
Pn(x)Pn+1(y)− Pn+1(x)Pn(y)

y − x
.

Óêàçàíèå: äåéñòâîâàòü ïî èíäóêöèè ñ ó÷åòîì ðå-
êóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (3.51).

Äàëåå, èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

K̂2
1√

1− 2rµ+ r2
= 0, (3.52)

K̂2 = ∂r + (1− µ/r)∂µ, (3.53)

êîòîðîå ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Ïðèìåíÿÿ
îïåðàòîð K̂2 ê ïðàâîé ÷àñòè (3.44) è ïðèðàâíèâàÿ ê íó-
ëþ êîýôôèöèåíòû ïðè âñåõ ñòåïåíÿõ r, íàõîäèì ñîîò-
íîøåíèå

nPn − µ
d

dµ
Pn +

d

dµ
Pn−1 = 0,

êîòîðîå ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

(n+ 1)Pn =
d

dµ
(µPn)− d

dµ
Pn−1. (3.54)

Äëÿ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
âûðàæåíèå

Pn(µ) =
1

2nn!

dn

dµn
(µ2 − 1)n. (3.55)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî äîêàçàòü ïî èíäóêöèè, èñõîäÿ
èç ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (3.51): åñëè (3.55) ñïðà-
âåäëèâî äëÿ Pn−1 è Pn, òî â ñèëó (3.51) îíî ñïðàâåäëèâî
è äëÿ Pn+1. Êðîìå òîãî, âûðàæåíèå (3.55) ëåãêî ïðî-
âåðÿåòñÿ äëÿ ïåðâûõ äâóõ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà (3.46),
÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Çàäà÷à 3.4.4. Ïîêàçàòü, ÷òî â ñèëó (3.51) ñîîòíîøå-
íèå (3.55) ñïðàâåäëèâî äëÿ Pn+1, åñëè (3.55) ñïðà-
âåäëèâî äëÿ Pn−1 è Pn.

Çàäà÷à 3.4.5. Ïîêàçàòü, ÷òî â ñèëó (3.54) ñîîòíîøå-
íèå (3.55) ñïðàâåäëèâî äëÿ Pn, åñëè (3.55) ñïðàâåä-
ëèâî äëÿ Pn−1.

Çàäà÷à 3.4.6. Íàéòè çíà÷åíèå P2n(0), èñõîäÿ èç
(3.55).

Ñîîòíîøåíèå (3.54) îçíà÷àåò, ÷òî ÷ëåí n(n + 1)Pn â
óðàâíåíèè (3.47) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ïîëíîé ïðîèçâîä-
íîé. Áåðÿ ïåðâîîáðàçíóþ îò ïîëó÷èâøåãîñÿ âûðàæåíèÿ,
íàõîäèì

(µ2 − 1)
d

dµ
Pn(µ) = n[µPn(µ)− Pn−1(µ)]. (3.56)
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Re z

Im z

θϑ

Ðèñ. 3.10: Ïðåîáðàçîâàíèå êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ â
èíòåãðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà.

Êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ çäåñü ðàâíà íóëþ, ïîñêîëü-
êó ïðè µ = 1 îáå ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (3.56) îáðàùàþòñÿ
â íîëü. Ñîîòíîøåíèÿ (3.56) ïîçâîëÿþò ñâåñòè ïðîèçâîä-
íûå îò ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà ê êîìáèíàöèè ñàìèõ ýòèõ
ïîëèíîìîâ.

Çàäà÷à 3.4.7. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñîîòíîøåíèå
(3.56) ñïðàâåäëèâî äëÿ n− 1, òî â ñèëó ñîîòíîøå-
íèé (3.51,3.54) îíî ñïðàâåäëèâî è äëÿ n.

Çàäà÷à 3.4.8. Âûâåñòè ñîîòíîøåíèÿ (3.56), èñõîäÿ èç
ñîîòíîøåíèÿ (3.55).

Çàäà÷à 3.4.9. Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óðàâíåíèÿ
(3.47) äëÿ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà, èñõîäÿ èç ôîðìóë
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (3.54,3.56).

Ñîîòíîøåíèå (3.44) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ïîëèíîìîâ Ëå-
æàíäðà. Âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé î âû÷åòå, ìû íà-
õîäèì èç ñîîòíîøåíèÿ (3.44)

Pn(µ) =
1

2πi

�
dz

zn+1

1√
1− 2zµ+ z2

,

ãäå èíòåãðàë èäåò ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ïî íåáîëü-
øîìó çàìêíóòîìó êîíòóðó, îõâàòûâàþùåìó íà÷àëî êî-
îðäèíàò. Êîðåíü êâàäðàòíûé èìååò òî÷êè âåòâëåíèÿ
ïî z ïðè z± = µ ± i

√
1− µ2, êîòîðûå ëåæàò íà åäè-

íè÷íîé îêðóæíîñòè, åñëè µ � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî è
|µ| < 1. Ýòè òî÷êè âåòâëåíèÿ ðàñïîëîæåíû â òî÷êàõ
z± = exp(±iθ), ãäå µ = cos θ. Òàêèì îáðàçîì, ðàçðåç
ôóíêöèè (1− 2zµ+ z2)−1/2 ìîæíî ïðîâåñòè âäîëü äóãè
åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè â ïëîñêîñòè z, êîòîðàÿ îïðåäå-
ëÿåòñÿ óñëîâèÿìè θ < ϑ < 2π − θ, ãäå θ ïðåäïîëàãàåòñÿ
ëåæàùèì â èíòåðâàëå 0 < θ < π, à ϑ � àðãóìåíò z. Ýòî
ïîñòðîåíèå ïðåäñòàâëåíî íà ðèñóíêå 3.10, ãäå ðàçðåç ïî-
êàçàí ÷åðíîé äóãîé.

Äåôîðìèðóåì òåïåðü êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ â ïðèâå-
äåííîì âûøå èíòåãðàëå. Ñíà÷àëà ìû óâåëè÷èì åãî ðà-
äèóñ, à çàòåì �âûâåðíåì� ÷åðåç áåñêîíå÷íîñòü. Â ðåçóëü-
òàòå êîíòóð áóäåò îõâàòûâàòü ðàçðåç ôóíêöèè (1−2zµ+
z2)−1/2. Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåôîðìàöèé ïðîèëëþ-
ñòðèðîâàíà íà ðèñóíêå 3.10, ãäå êîíòóðû èíòåãðèðîâà-
íèÿ ïîêàçàíû ñèíèì öâåòîì. Ïðèæèìàÿ êîíòóð èíòå-
ãðèðîâàíèÿ ê ðàçðåçó, ìû ñâîäèì èíòåãðàë ê èíòåãðàëó
ïî ðàçðåçó îò ñêà÷êà ôóíêöèè z−n−1(1− 2zµ+ z2)−1/2,
êîòîðàÿ èìååò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè ïî áåðåãàì ðàç-
ðåçà. Ìû ìîæåì ïîäñòàâèòü íà ðàçðåçå z = eiϑ, òîãäà
1−2zµ+z2 = 2eiϑ(cos θ−cosϑ). Ïðåîáðàçóåì èíòåãðèðî-
âàíèå ïî êîíòóðó ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî óãëó dz = ieiϑdϑ.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

Pn(cos θ) =
2

π

� π

θ

dϑ
sin[(n+ 1/2)ϑ]√
2(cos θ − cosϑ)

, (3.57)

ãäå ñèíóñ âîçíèê â ðåçóëüòàòå ñóììèðîâàíèÿ âêëàäîâ îò
âåðõíåé è îò íèæíåé ïîëóäóã.
Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (3.57) ïîçâîëÿåò íàéòè

àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà
ïðè áîëüøèõ n. Â ýòîì ñëó÷àå â ñèëó áûñòðîé îñöèëëÿ-
öèè sin[(n+1/2)ϑ] ãëàâíûé âêëàä â èíòåãðàë íàáèðàåòñÿ
âáëèçè íèæíåãî ïðåäåëà èíòåãðèðîâàíèÿ èç-çà çíàìåíà-
òåëÿ â (3.57). Ïîäñòàâëÿÿ ϑ = θ + x, ðàñêëàäûâàÿ ïî x
ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå è óñòðåìëÿÿ çàòåì âåðõ-
íèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ìû íàõî-
äèì

Pn(cos θ) ≈ 2

π

� ∞
0

dx
sin[(n+ 1/2)(θ + x)]√

2 sin θ x
. (3.58)

Âû÷èñëÿÿ çäåñü èíòåãðàë ïî x, ìû íàõîäèì àñèìïòîòè-
÷åñêîå âûðàæåíèå

Pn(cos θ) ≈ 2 cos[(n+ 1/2)θ − π/4]√
(2n+ 1)π sin θ

. (3.59)

Çàäà÷à 3.4.10. Ïîëó÷èòü âûðàæåíèå (3.59) èç (3.58).

Âûðàæåíèå (3.59) ìîæíî ïîëó÷èòü òàêæå ìåòîäîì
WKB (ñìîòðè ðàçäåë 3.7.3), êîòîðûé ðàáîòàåò êàê ðàç
ïðè áîëüøèõ n. ×òîáû ïðèìåíèòü ýòîò ìåòîä, ïåðå-
ïèøåì óðàâíåíèå (3.48) â òåðìèíàõ ïåðåìåííîé t =
ln tan(θ). Òîãäà îíî ïðèíèìàåò âèä óðàâíåíèÿ (3.106):

d2Pn
dt2

+
n(n+ 1)

cosh2 t
Pn = 0. (3.60)

Òàêèì îáðàçîì

p = i(n+ 1/2)/ cosh t = i(n+ 1/2) sin θ,

S =

�
dt p(t) = i(n+ 1/2)θ,

ãäå ìû ïîäñòàâèëè
√
n(n+ 1) ≈ n + 1/2. Ïðè áîëüøèõ

n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî dp/dt� p2, ÷òî îïðàâäûâà-
åò ïðèìåíåíèå ìåòîäà WKB. Ñóììèðóÿ òåïåðü äâà ÷ëå-
íà (3.107), ìû è ïîëó÷àåì âûðàæåíèå (3.59). Ðàçóìååò-
ñÿ, ïðèâåäåííûì ìåòîäîì íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü îáùèé
ìíîæèòåëü è ñäâèã ôàçû.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(3.47), ðåãóëÿðíîå â òî÷êå µ = 1, êîãäà îíî ðàçëàãàåòñÿ
â ðÿä Òåéëîðà ïî x = µ−1. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (3.47)
â òåðìèíàõ ïåðåìåííîé x:

(2x+ x2)P ′′ + 2(1 + x)P ′ − n(n+ 1)P = 0,

ãäå øòðèõ îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî x. Ïîäñòàâ-
ëÿÿ â ýòî âûðàæåíèå ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà P ïî x,
P =

∑
k pkx

k, ìû íàõîäèì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

2(k + 1)2pk+1 = [n(n+ 1)− k(k + 1)]pk.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè öåëîì n öåïî÷êà ñîîòíîøåíèé îá-
ðûâàåòñÿ íà k = n, è ðåøåíèå îêàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì
ïîëèíîìîì, êîòîðûé (ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ) ñîâ-
ïàäàåò ñ Pn(µ). Åñëè æå n íå ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì
öåëûì ÷èñëîì, òî â ðàçëîæåíèè ïðèñóòñòâóþò âñå ñòå-
ïåíè x. Â ïðåäåëå áîëüøèõ k ìû èìååì pk+1 = −(1/2)pk.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà ðà-
âåí 2, è, áîëåå òîãî, îí ïðèâîäèò ê ïðîñòîìó ïîëþñó
ïðè x = −2, òî åñòü µ = −1. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçà-
ëè, ÷òî ïîëèíîìàìè Ëåæàíäðà èñ÷åðïûâàþòñÿ ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (3.47), ðåãóëÿðíûå êàê â òî÷êå µ = 1, òàê è â
òî÷êå µ = −1.
Êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (3.47), ïîëèíîìû Ëåæàíäðà

ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè îïåðàòîðà

L̂ =
d

dµ
(1− µ2)

d

dµ
, (3.61)

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì íà êëàññå ôóíê-
öèé, çàäàííûõ íà èíòåðâàëå −1 < µ < 1 è îñòàþ-
ùèõñÿ îãðàíè÷åííûìè íà ýòîì èíòåðâàëå, âêëþ÷àÿ êî-
íå÷íûå òî÷êè. Ñàìîñîïðÿæåííîñòü îïåðàòîðà (3.61), òî
åñòü ñâîéñòâî (2.60), ñìîòðè ðàçäåë 2.4.1, ëåãêî ïðîâå-
ðÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì. Ïîýòîìó ïîëèíî-
ìû Ëåæàíäðà óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì îðòîãîíàëüíî-
ñòè (2.61): � 1

−1
dµ Pn(µ)Pl(µ) = 0, (3.62)

åñëè n 6= l.

Çàäà÷à 3.4.11. Ïðÿìî äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå îðòî-
ãîíàëüíîñòè (3.62). Óêàçàíèå: âîñïîëüçîâàòüñÿ
ïðåäñòàâëåíèåì (3.55).

Ñîîòíîøåíèå (3.62) ìîæíî ïîëó÷èòü è èç óðàâíå-
íèÿ (3.48), â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì ïîëèíîìû Ëå-
æàíäðà ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè îïåðàòîðà
Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ (2.6) c Q = cot θ è U = 0. Â ýòîì
ñëó÷àå â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.67) ρ = sin θ. Èíòåðâàë æå
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî óãëó θ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ îò 0 äî π.
Óñëîâèå (2.61) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

�
dµ fnfm = 0,

ãäå µ = cos θ. Òàêèì îáðàçîì, â òåðìèíàõ ïåðåìåííîé µ
ïîëèíîìû Ëåæàíäðà îðòîãîíàëüíû ñ âåñîì åäèíèöà íà
èíòåðâàëå −1 < µ < 1, ÷òî è çàôèêñèðîâàíî ñîîòíîøå-
íèåì (3.62).

Íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü äëÿ ïîëèíîìîâ Ëåæàíä-
ðà äàåòñÿ âûðàæåíèåì

� 1

−1
dµ P 2

n(µ) =
2

2n+ 1
. (3.63)

Îáùåå ñîîòíîøåíèå (2.64) îçíà÷àåò, ÷òî ïîëèíîìû Ëå-
æàíäðà, êàê ïîëíàÿ ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïå-
ðàòîðà (3.61), êîíå÷íûõ íà èíòåðâàëå (−1,+1), óäîâëå-
òâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

∞∑
k=0

(k + 1/2)Pk(x)Pk(y) = δ(x− y). (3.64)

Çàäà÷à 3.4.12. Ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ íîðìèðî-
âî÷íîãî ìíîæèòåëÿ (3.63). Óêàçàíèå: âîñïîëüçî-
âàòüñÿ ñîîòíîøåíèåì (3.44).

Çàäà÷à 3.4.13. Ïðÿìî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå (3.64).
Óêàçàíèå: âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòîì çàäà÷è
(3.4.3).

Çàäà÷à 3.4.14. Íàéòè
� 1

−1 dx x
2Pn−1(x)Pn+1(x).

Çàäà÷à 3.4.15. Íàéòè ðàçëîæåíèå â ðÿä ïî ïîëèíî-
ìàì Ëåæàíäðà Pn(x) ìîíîìà xk.

3.5 Ïîëèíîìû Ýðìèòà

Ïîëèíîìû Ýðìèòà âîçíèêàþò â çàäà÷å î êâàíòîâîì îñ-
öèëëÿòîðå, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç áàçèñíûõ çàäà÷
êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Ïîìèìî ýòîãî, îíè âîçíèêàþò â
ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ, òðåáóþùèõ ðàññìîòðåíèÿ ôóíêöèé
íà âñåé ïðÿìîé, â îòëè÷èå îò ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà, êî-
òîðûå îòíîñÿòñÿ ê îòðåçêó (−1, 1). Êðîìå òîãî, â ðÿ-
äå ñëó÷àåâ ðàçëîæåíèå ôóíêöèè ïî ïîëèíîìàì Ýðìèòà
îêàçûâàåòñÿ áîëåå ýôôåêòèâíûì, ÷åì ðÿä Òåéëîðà.
Ïîëèíîìû Ýðìèòà îïðåäåëÿþòñÿ, êàê êîýôôèöèåíòû

ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè:

exp(−t2 + 2tx) =

∞∑
n=0

tn

n!
Hn(x), (3.65)

ãäå n íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì ïîëèíîìà Ýðìèòà. Ëåãêî ïî-
íÿòü, ÷òî Hn(x) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì n-îé ñòåïåíè, ïî-
ñêîëüêó íàèáîëüøàÿ ñòåïåíü x ïðè tn â ðàçëîæåíèè ïðî-
èçâîäÿùåé ôóíêöèè exp(−t2 + 2tx) â ðÿä Òåéëîðà ïîëó-
÷àåòñÿ ïðè ðàçëîæåíèè exp(2tx). Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíê-
öèÿ exp(−t2+2tx) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ t, x→ −t,−x. Ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèè â ïðàâîé
÷àñòè èçìåíÿåò çíàê àðãóìåíò Hn, à tn çàìåíÿåòñÿ íà
(−1)ntn. Ïîñêîëüêó ðàçëîæåíèå äîëæíî îñòàòüñÿ ïðåæ-
íèì, ìû íàõîäèì Hn(−x) = (−1)nHn(x). Äðóãèìè ñëî-
âàìè ïîëèíîìû Ýðìèòà ñ ÷åòíûì èíäåêñîì ÿâëÿþòñÿ
÷åòíûìè ôóíêöèÿìè x, à ïîëèíîìû Ýðìèòà ñ íå÷åòíûì
èíäåêñîì ÿâëÿþòñÿ íå÷åòíûìè ôóíêöèÿìè x.
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Ðèñ. 3.11: Íåñêîëüêî ïåðâûõ ïîëèíîìîâ Ýðìèòà.

Ðàñêëàäûâàÿ exp(−t2 + 2tx) äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî t,
íàõîäèì âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðâûõ òðåõ ïîëèíîìîâ Ýðìè-
òà

H0(x) = 1, H1(x) = 2x, H2(x) = 4x2 − 2. (3.66)

Ñëåäóþùèå ïîëèíîìû Ýðìèòà ìîãóò áûòü íàéäåíû, åñ-
ëè ðàçëîæèòü exp(−t2 +2tx) äî ñëåäóþùèõ ïîðÿäêîâ ïî
t. Ãðàôèêè íåñêîëüêèõ ïåðâûõ ïîëèíîìîâ Ýðìèòà ïðè-
âåäåíû íà ðèñóíêå 3.11.
Ïîëàãàÿ â âûðàæåíèè (3.65) x = 0 è ðàñêëàäûâàÿ

exp(−t2) â ðÿä ïî t, íàõîäèì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ÷åò-
íûõ ïîëèíîìîâ Ýðìèòà â íóëå

H2n(0) = (−1)n2n(2n− 1)!!, (3.67)

ãäå (2n− 1)!! ≡ (2n− 1)(2n− 3) . . . . Äàëåå, ïðè ìàëûõ x
ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå exp(−t2 + 2tx) ≈ exp(−t2)(1 +
2tx). Ñíîâà ðàñêëàäûâàÿ exp(−t2) â ðÿä ïî t, íàõîäèì
ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ íå÷åòíûõ ïîëèíîìîâ
Ýðìèòà â íóëå

H ′2n+1(0) = (−1)n2n+1(2n+ 1)!!. (3.68)

Äèôôåðåíöèðóÿ ñîîòíîøåíèå (3.65) ïî x è ïðèðàâ-
íèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ t â ïîëó÷èâøèõñÿ
ðÿäàõ, ìû íàõîäèì âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé

dHn(x)

dx
= 2nHn−1(x). (3.69)

Äàëåå, áåðÿ ïðîèçâîäíóþ ïî t îò ñîîòíîøåíèÿ (3.65) è
ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ t â ïîëó÷èâ-
øèõñÿ ðÿäàõ, ìû ïîëó÷àåì

Hn+1(x) = 2xHn(x)− 2nHn−1(x). (3.70)

Ýòî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò ïîñëåäîâà-
òåëüíî âû÷èñëÿòü ïîëèíîìû Ýðìèòà, ñòàðòóÿ ñ ïåðâûõ
äâóõ.
Ñîîòíîøåíèå (3.69) ïðèâîäèò íàñ ê âûâîäó, ÷òî ôóíê-

öèÿ Hn(x) èìååò ðîâíî n íóëåé ïðè äåéñòâèòåëüíîì x.

Äðóãèìè ñëîâàìè, âñå êîðíè óðàâíåíèÿ Hn(x) = 0 äåé-
ñòâèòåëüíû. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè. Åñ-
ëèHn(x) èìååò n íóëåé, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.69) ôóíê-
öèÿ Hn+1(x) èìååò n ýêñòðåìóìîâ. Ìåæäó íèìè ëåæèò
n − 1 íóëåé ôóíêöèè Hn+1(x). Åùå äâà íóëÿ Hn+1(x)
ëåæàò âíå êðàéíèõ ýêñòðåìóìîâ Hn+1(x), ïîñêîëüêó íà
áîëüøèõ x â ïîëèíîìå äîìèíèðóåò ÷ëåí ñ íàèâûñøåé
ñòåïåíüþ x, òî åñòü íà áîëüøèõ x ôóíêöèÿ Hn+1(x) ìî-
íîòîííî ñòðåìèòñÿ ê ∞ èëè −∞.
Âûðàæàÿ â ñîîòíîøåíèè (3.69) Hn−1 â ñîîòâåòñòâèè

ñ (3.70), íàõîäèì(
d

dx
− 2x

)
Hn = −Hn+1. (3.71)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ëåãêî ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ïî èíäóêöèè
âûðàæåíèå

Hn(x) = (−1)n exp(x2)
dn

dxn
exp(−x2). (3.72)

Ñîîòíîøåíèå (3.72) î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ ïðè n =
0, è âîñïðîèçâîäèòñÿ ïðè ïðèìåíåíèè îïåðàòîðà â ëå-
âîé ÷àñòè (3.71), ïîñêîëüêó (d/dx − 2x)[exp(x2)A] =
exp(x2)dA/dx äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè A(x). Ñîîòíî-
øåíèå (3.72) åùå ðàç ïîêàçûâàåò, ÷òî Hn ÿâëÿåòñÿ ïî-
ëèíîìîì ñòåïåíè n.

Çàäà÷à 3.5.1. Äîêàçàòü, ÷òî ñòàðøèé ÷ëåí ðàçëîæå-
íèÿ Hn(x) èìååò âèä 2nxn.

Çàäà÷à 3.5.2. Ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå (3.65) èç
(3.72).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî(
∂2

∂x2
− 2x

∂

∂x
+ 2t

∂

∂t

)
exp(−t2 + 2tx) = 0.

Ïðèìåíÿÿ ïðèâåäåííûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ê
ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (3.65) è ïðèðàâíèâàÿ ðåçóëü-
òàò ê íóëþ, ìû íàõîäèì çàìêíóòîå äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå íà ïîëèíîì Ýðìèòà n-ãî ïîðÿäêà

d2Hn

dx2
− 2x

dHn

dx
+ 2nHn = 0. (3.73)

Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð â (3.73) îòíîñèòñÿ ê òèïó
Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ (2.6). Óðàâíåíèå (3.73) èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî çàìåíû x→ −x è ïîòîìó èìååò ÷åòíûå è
íå÷åòíûå ðåøåíèÿ, â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêàçàííîì âûøå
î ÷åòíîñòè ïîëèíîìîâ Ýðìèòà. Óðàâíåíèå (3.73) ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíî è èíà÷å. Ïîäñòàâëÿåì â ïðàâóþ ÷àñòü
ñîîòíîøåíèÿ (3.69) Hn−1, âûðàæåííîå â ñîîòâåòñòâèè ñ
(3.70) è äèôôåðåíöèðóåì ïîëó÷èâøååñÿ ñîîòíîøåíèå ïî
x. Âûðàæàÿ çàòåì èç (3.69) dHn+1/dx, íàõîäèì óðàâíå-
íèå (3.73).
×åòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.73) ìîæåò áûòü ðàçëî-

æåíî â ðÿä ïî ÷åòíûì ñòåïåíÿì x:

u =

∞∑
k=0

akx
2k.
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå (3.73) è ïðè-
ðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ x, ìû íàõîäèì
ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

ak+1 =
2k − n

(k + 1)(2k + 1)
ak,

êîòîðîå ïîçâîëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿòü êîýôôè-
öèåíòû ðàçëîæåíèÿ u â ðÿä ïî x. Ïðè ÷åòíûõ n ðÿä ïî
x îáðûâàåòñÿ íà k = n/2, è ìû èìååì äåëî ñ êîíå÷íûì
ïîëèíîìîì, ïðîïîðöèîíàëüíûì Hn ñ ÷åòíûì èíäåêñîì.
Ïðè íå÷åòíûõ n ìû èìååì äåëî ñ áåñêîíå÷íûì ðÿäîì,
êîòîðûé ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ (êîìïëåêñíûõ) x ïîñêîëü-
êó ak+1 ≈ ak/k ïðè áîëüøèõ k. Ýòîò ðÿä ïðåäñòàâëÿåò
âòîðîå (äîïîëíèòåëüíîå ê ïîëèíîìó Ýðìèòà) ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (3.73) ïðè íå÷åòíûõ n. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì
èññëåäóåòñÿ íå÷åòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.73), ðàçëî-
æåíèå êîòîðîãî â ðÿä ïî ñòåïåíÿì x ïðîïîðöèîíàëüíî
Hn(x) äëÿ íå÷åòíûõ n è äàåò âòîðîå (äîïîëíèòåëüíîå
ê ïîëèíîìó Ýðìèòà) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.73) ïðè ÷åò-
íûõ n.
×òîáû ïîëó÷èòü èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïî-

ëèíîìîâ Ýðìèòà, èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèå

exp(−ξ2 + 2ξx) =

� ∞
−∞

dt√
π

exp
[
−t2 + 2ξ(x+ it)

]
.

Ðàñêëàäûâàÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ â ðÿä ïî ξ,
íàõîäèì

Hn(x) =
2n√
π

� +∞

−∞
dt (x+ it)n exp(−t2). (3.74)

Ïðåäñòàâëÿåì ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â ñîîòíîøå-
íèè (3.74) â âèäå exp[n ln(x + it) − t2]. Äëÿ áîëüøèõ n
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä ïåðåâàëà, ìû íàõîäèì äâå
ïåðåâàëüíûå òî÷êè t± = ix/2 ±

√
n/2− x2/4. Äåôîð-

ìèðóÿ êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ òàê, ÷òîáû îí ïðîõîäèë
÷åðåç ýòè ïåðåâàëüíûå òî÷êè è ñóììèðóÿ ñîîòâåòñòâó-
þùèå ïåðåâàëüíûå âêëàäû, íàõîäèì

Hn(x) ≈
√

2 (2n/e)
n/2

exp(x2/2)

cos
(√

2n x− πn/2
)
, (3.75)

ñïðàâåäëèâîå ïðè n� x2, 1.
Îáðàùàåì âíèìàíèå íà îñöèëëèðóþùèé õàðàêòåð âû-

ðàæåíèÿ (3.75). Îñöèëëÿöèè âîçíèêàþò, êîãäà ïåðåâàëü-
íûå òî÷êè t± = ix/2 ±

√
n/2− x2/4 èìåþò ïðîòèâîïî-

ëîæíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè, ÷òî è îáåñïå÷èâàåò óñëî-
âèå n � x2, 1. Â îáðàòíîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå x2 � n
îáå ïåðåâàëüíûå òî÷êè t± = ix/2 ±

√
n/2− x2/4 ëåæàò

íà ìíèìîé îñè. Â ýòîì ñëó÷àå êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ
ñëåäóåò äåôîðìèðîâàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îí ïðîõî-
äèë ÷åðåç áëèæàéøóþ ê äåéñòâèòåëüíîé îñè ïåðåâàëü-
íóþ òî÷êó. (Îòìåòèì, ÷òî ïîïûòêà ïðîâåñòè êîíòóð ÷å-
ðåç âòîðóþ ïåðåâàëüíóþ òî÷êó íåêîððåêòíà, ïîñêîëü-
êó ýòà ïåðåâàëüíàÿ òî÷êà ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìóìó, à

íå ìàêñèìóìó ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ.) Âû÷èñ-
ëåíèå ïåðåâàëüíîãî çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà ïðèâîäèò ê ïî-
âåäåíèþ Hn ∝ xn, òî åñòü íà áîëüøèõ x�

√
n ãëàâíûé

âêëàä â Hn îïðåäåëÿåòñÿ ñòàðøèì ÷ëåíîì ïîëèíîìà,
êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü. Îòìåòèì, ÷òî íà èíòåðâàëå
−
√
n < x <

√
n, ãäå ðàáîòàåò ïðèáëèæåíèå (3.75), îñ-

öèëëÿöèè äàþò ∼ n íóëåé ôóíêöèè Hn, â ñîîòâåòñòâèè
ñ îáùèìè ñâîéñòâàìè Hn.
Óðàâíåíèå (3.73) äëÿ Hn ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíî,

êàê óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñ îïåðàòîðîì
Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ (2.6) ñ Q = −2x, U = 0. Îòñþäà ñëå-
äóåò óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè (2.68)

�
dx exp(−x2)Hn(x)Hm(x) = 0. (3.76)

ãäå â ñîîòâåòñòâèå ñ (2.67) ρ = exp(−x2), à èíòåãðèðî-
âàíèå èäåò âäîëü äåéñòâèòåëüíîé îñè. Íàéäåì òåïåðü
êîíñòàíòû An, ôèãóðèðóþùèå â âûðàæåíèè (2.69):

An =

� +∞

−∞
dx exp(−x2)H2

n(x) = 2nn!
√
π. (3.77)

Çàäà÷à 3.5.3. Äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå (3.77). Óêàçà-
íèå: ñîñòàâèòü êîìáèíàöèþ exp(−t2 + 2tx − s2 +
2sx), âûðàçèòü åå ÷åðåç äâîéíóþ ñóììó ïî ïîëèíî-
ìàì Ýðìèòà èç ñîîòíîøåíèÿ (3.65) è ïðîèíòå-
ãðèðîâàòü ïîëó÷èâøååñÿ ðàâåíñòâî ïî x ñ âåñîì
exp(−x2). Íà ýòîì ïóòè ïîëó÷àòñÿ è ñîîòíîøå-
íèÿ îðòîãîíàëüíîñòè (3.76).

Òàêèì îáðàçîì, ëþáóþ ôóíêöèþ f(x), çàäàííóþ íà
äåéñòâèòåëüíûõ x è íå ñëèøêîì áûñòðî ñòðåìÿùóþñÿ ê
áåñêîíå÷íîñòè ïðè x→ ±∞, ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä ïî
ïîëèíîìàì Ýðìèòà

f(x) =

∞∑
n=0

anHn(x), (3.78)

an =
1√

π 2nn!

� +∞

−∞
dx e−x

2

Hn(x)f(x). (3.79)

Ýòî ðàçëîæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäèôèêàöèþ ðàç-
ëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà. Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå ïîëíîòû
(2.70) èìååò âèä

∑
n

exp(−x2/2− y2/2)

2nn!
√
π

Hn(x)Hn(y) = δ(x− y). (3.80)

Çàäà÷à 3.5.4. Äîêàçàòü íåïîñðåäñòâåííî óñëîâèå ïîë-
íîòû (3.80).

Çàäà÷à 3.5.5. Íàéòè çíà÷åíèå èíòåãðàëà

� +∞

−∞
dx exp(−x2)H2n(xy).
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Çàäà÷à 3.5.6. Íàéòè çíà÷åíèå èíòåãðàëà

� +∞

−∞
dx exp[−(x− y)2]Hn(x).

Çàäà÷à 3.5.7. Íàéòè çíà÷åíèå èíòåãðàëà

� +∞

−∞
dx x exp(−x2)H2n−1(xy).

Çàäà÷à 3.5.8. Íàéòè çíà÷åíèå èíòåãðàëà

� +∞

−∞
dx xn exp(−x2)Hn(xy).

Ïðèìå÷àíèå: Îòâåò âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïîëèíîìû
Ëåæàíäðà.

Çàäà÷à 3.5.9. Íàéòè çíà÷åíèå èíòåãðàëà

� +∞

0

dx exp(−x2) sinh(βx)H2n+1(x).

Çàäà÷à 3.5.10. Íàéòè çíà÷åíèå èíòåãðàëà

� +∞

0

dx exp(−x2) cosh(βx)H2n(x).

Çàäà÷à 3.5.11. Äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå

Hn(x) = exp

(
−1

4

d2

dx2

)
(2x)n.

Óêàçàíèå: ïðîñóììèðîâàòü ïî n ïðàâóþ ÷àñòü
ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñ âåñîì tn/n! è ïîêàçàòü, ÷òî
ýòà ñóììà ñâîäèòñÿ ê ëåâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ
(3.65).

3.6 Âûðîæäåííàÿ ãèïåðãåîìåòðè-

÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

Âûðîæäåííàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Φ(α, γ, z)
(con�uent hypergeometric function) âîçíèêàåò âî ìíîãèõ
çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-
åì âûðîæäåííîãî ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

z
d2u

dz2
+ (γ − z)du

dz
− αu = 0, (3.81)

ãäå α è γ � ïðîèçâîëüíûå ïàðàìåòðû. Óðàâíåíèå (3.81)
ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå u′′ + (γ/z − 1)u′ − (α/z)u = 0,
òî åñòü ìû ñíîâà ñòàëêèâàåìñÿ ñ îïåðàòîðîì Øòóðìà-
Ëèóâèëëÿ (2.6). Ôóíêöèÿ Φ(α, γ, z) õàðàêòåðèçóåòñÿ

òåì, ÷òî îíà àíàëèòè÷íà â òî÷êå z = 0 è èìååò åäè-
íè÷íîå çíà÷åíèå â íóëå: Φ(α, γ, 0) = 1.
Óðàâíåíèå (3.81) ïîçâîëÿåò íàéòè êîýôôèöèåíòû ðàç-

ëîæåíèÿ âûðîæäåííîé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè
Φ(α, γ, z) â ðÿä Òåéëîðà îêîëî òî÷êè z = 0. Âû÷èñ-
ëÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî êîýôôèöèåíòû ýòîãî ðàçëîæåíèÿ
èç óðàâíåíèÿ (3.81) ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ Φ(α, γ, 0) = 1, ìû
íàõîäèì

Φ = 1 +
α

γ

z

1!
+
α(α+ 1)

γ(γ + 1)

z2

2!
+ . . . , (3.82)

ñ î÷åâèäíûì ñïîñîáîì ïîñòðîåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿ-
äà. Ïðè îòðèöàòåëüíûõ öåëûõ α ðÿä (3.82) îáðûâàåòñÿ è
Φ(α, γ, z) ñâîäèòñÿ ê ïîëèíîìó. Ïðè áîëüøèõ n îòíîøå-
íèå êîýôôèöèåíòîâ ïðè ñòåïåíÿõ zn è zn−1 â ðàçëîæå-
íèè (3.82) ñòðåìèòñÿ ê 1/n. Ïîýòîìó ðÿä (3.82) ñõîäèò-
ñÿ íà âñåé ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, òî åñòü
åäèíñòâåííîé îñîáåííîñòüþ âûðîæäåííîé ãèïåðãåîìåò-
ðè÷åñêîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîñòü, êîòîðàÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé îñîáîé òî÷êîé Φ(α, γ, z).
Ïðè íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ α ðÿä (3.82) îáðû-

âàåòñÿ è âûðîæäåííàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
Φ(α, γ, z) ñâîäèòñÿ ê ïîëèíîìó. Â ÷àñòíîñòè ñïðàâåäëè-
âû ñîîòíîøåíèÿ

H2n(x) = (−1)n
(2n)!

n!
Φ(−n, 1/2, x2), (3.83)

H2n+1(x) = 2(−1)n
(2n+ 1)!

n!
xΦ(−n, 3/2, x2), (3.84)

êîòîðûå ñâîäÿò ïîëèíîìû Ýðìèòà ê âûðîæäåííîé ãè-
ïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè.
Óðàâíåíèå (3.81) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-

íåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà è ïîòîìó èìååò äâà ëèíåé-
íî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ, îäíèì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ
âûðîæäåííàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Φ(α, γ, z).
Âòîðîå íåçàâèñèìîå ðåøåíèå ìîæíî íàéòè, çàìåòèâ,
÷òî åñëè u óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (3.81), òî zγ−1u
òàêæå óäîâëåòâîðÿåò âûðîæäåííîìó ãèïåðãåîìåòðè÷å-
ñêîìó óðàâíåíèþ ñ êîýôôèöèåíòàìè α′ = α − γ + 1,
γ′ = 2− γ. Òàêèì îáðàçîì, îáùèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
(3.81) ÿâëÿåòñÿ

u = c1Φ(α, γ, z) + c2z
1−γΦ(α− γ + 1, 2− γ, z), (3.85)

ãäå c1 è c2 � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû. Ïðè γ = 1 îáà
÷ëåíà â ñóììå (3.85) ñîâïàäàþò. Ýòîò ñëó÷àé òðåáóåò
îñîáîãî ðàññìîòðåíèÿ, òîãäà â îáùåì ðåøåíèè âîçíèêà-
åò äîïîëíèòåëüíûé ëîãàðèôìè÷åñêèé ìíîæèòåëü.
Óðàâíåíèå (3.81) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-

íåíèåì, â êîòîðîì ïåðåìåííàÿ z âõîäèò ëèíåéíî. Â ýòîì
ñëó÷àå ìîæíî íàéòè èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøå-
íèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðè ïîìîùè ìåòîäà Ëàïëàñà, ñìîò-
ðè ðàçäåë 3.7.1. Ñîñòàâëÿåì ôóíêöèè P è Q â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ âûðàæåíèÿìè (3.96): P = γt − α, Q = t(t − 1),
è äàëåå íàõîäèì Z = tα−1(t − 1)γ−α−1. Òàêèì îáðàçîì,
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.81) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå
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Ðèñ. 3.12: Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ â èíòåãðàëüíîì ïðåä-
ñòàâëåíèè âûðîæäåííîé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíê-
öèè.

êîíòóðíîãî èíòåãðàëà

u =

�
C

dt etztα−1(t− 1)γ−α−1.

Ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðó ê zγ−1u, ìû íàõîäèì

u = z1−γ
�
C

dt etztα−γ(t− 1)−α.

Ïðîèçâîäÿ â ýòîì èíòåãðàëå çàìåíó ïåðåìåííîé èíòå-
ãðèðîâàíèÿ tz → t, ìû ïîëó÷àåì

u =

�
C

dt ettα−γ(t− z)−α. (3.86)

Êîíòóð C â èíòåãðàëå (3.86) åñòåñòâåííî âûáðàòü òàê,
÷òîáû îí ïðèõîäèë èç −∞ è âîçâðàùàëñÿ â −∞ (îá-
õîäÿ êàêèì-òî îáðàçîì îñîáåííîñòè ïîäûíòåãðàëüíîãî
âûðàæåíèÿ, èìåþùèåñÿ ïðè t = 0 è t = z), òîãäà ïðîèç-
âåäåíèå ZQ exp(t) íà êîíöàõ ýòîãî êîíòóðà áóäåò ðàâíî
íóëþ.
Èíòåãðàë (3.86) íå èìååò îñîáåííîñòåé ïðè z = 0,

åñëè êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ �îõâàòûâàåò� îáå îñîáåí-
íîñòè. Âûáåðåì êîíòóð C, êîòîðûé ïðèõîäèò �ñíèçó�
èç −∞ îãèáàåò îñîáåííîñòè �ñïðàâà� è âîçâðàùàëñÿ â
−∞ �ñâåðõó�, ñìîòðè ðèñóíîê 3.12. Èíòåãðàë ïî ýòî-
ìó êîíòóðó äîëæåí ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ ñîâ-
ïàäàòü ñ âûðîæäåííîé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé
Φ(α, γ, z). Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ðàçðåçû ôóíêöèé tα−γ è
(t− z)−α èäóò â −∞, à çíà÷åíèÿ ýòèõ ôóíêöèé ïðè ïî-
ëîæèòåëüíîì çíà÷åíèè ïåðåìåííîé ïîëîæèòåëüíû. Ïðè
z = 0 êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ïðåâðàùàåòñÿ â C∗, èçîá-
ðàæåííûé íà ðèñóíêå 3.3, ïðè ýòîì âîçíèêàåò îáðàòíàÿ
Ãàììà-ôóíêöèÿ, ñìîòðè (3.10). Âñïîìèíàÿ òåïåðü, ÷òî
Φ(α, γ, 0) = 1, íàõîäèì

Φ(α, γ, z) =
Γ(γ)

2πi

�
C

dt ettα−γ(t− z)−α. (3.87)

Ïðè öåëûõ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ γ ðÿä (3.82) íå
îïðåäåëåí, òàê êàê, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ÷ëåíà, çíàìå-
íàòåëü îáðàùàåòñÿ â íîëü. Ýòîìó ñîîòâåòñòâóåò íàëè-
÷èå ïîëþñà ó Γ(γ) â ñîîòíîøåíèè (3.87). Â òî æå âðåìÿ
ñàì êîíòóðíûé èíòåãðàë â ñîîòíîøåíèè (3.87) îñòàåòñÿ
êîíå÷íûì è ïðè öåëûõ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ γ. Ïî-
ýòîìó Φ(α, γ, z), êàê ôóíêöèÿ γ, èìååò ïðîñòûå ïîëþñà
ïðè γ = 0,−1,−2, . . . .

Ïðîèçâîäÿ â ðàâåíñòâå (3.87) çàìåíó t → t + z, ìû
íàõîäèì ñîîòíîøåíèå

Φ(α, γ, z) = ezΦ(γ − α, γ,−z). (3.88)

Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî z ñîîòíîøåíèÿ (3.87) è èíòå-
ãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì â êîíòóðíîì èíòåãðàëå ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü ðÿä ñîîòíîøåíèé:

d

dz
Φ(α, γ, z) =

α

γ
Φ(α+ 1, γ + 1, z), (3.89)

z

γ
Φ(α+ 1, γ + 1, z) =

Φ(α+ 1, γ, z)− Φ(α, γ, z), (3.90)

αΦ(α+ 1, γ + 1, z) =

(α− γ)Φ(α, γ + 1, z) + γΦ(α, γ, z). (3.91)

Ïðè áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ z îñíîâíîé âêëàä â êîí-
òóðíûé èíòåãðàë â (3.87) îïðåäåëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ
îñîáîé òî÷êè t = z. Äåëàÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ t = z + ζ
è ïðåíåáðåãàÿ çàâèñèìîñòüþ îò ζ â tα−γ , ìû íàõîäèì

Φ(α, γ, z) ≈ Γ(γ)

2πi
ezzα−γ

�
C∗
dζ eζζ−α,

ãäå êîíòóð C∗ èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 3.3. Ýòîò êîíòóð-
íûé èíòåãðàë ñâîäèòñÿ ê îáðàòíîé Ãàììà-ôóíêöèè, è
ìû ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî

Φ(α, γ, z) ≈ Γ(γ)

Γ(α)
ezzα−γ . (3.92)

Àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå (3.92) ñïðàâåäëèâî è â
êîìïëåêñíîé îáëàñòè äëÿ z ñ áîëüøîé ïîëîæèòåëüíîé
äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ.

Çàäà÷à 3.6.1. Äîêàçàòü, ÷òî Φ(α, α, z) = exp(z).

Çàäà÷à 3.6.2. Äîêàçàòü ñîîòíîøåíèÿ
(3.89,3.90,3.91).

Çàäà÷à 3.6.3. Íàéòè ïîâåäåíèå âûðîæäåííîé ãèïåð-
ãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè Φ(α, γ, z) ïðè γ →
0. Âûïîëíÿåòñÿ ëè ïðè ìàëûõ γ ñîîòíîøåíèå
Φ(α, γ, 0) = 1?

Çàäà÷à 3.6.4. Íàéòè çíà÷åíèå Φ(α, γ, z) ïðè öåëûõ
ïîëîæèòåëüíûõ α è γ, α ≥ γ. Ïðîâåðèòü âûïîëíå-
íèå óñëîâèÿ Φ(α, γ, 0) = 1. Óêàçàíèå: â ýòîì ñëó÷àå
èíòåãðàë (3.87) ñâîäèòñÿ ê âû÷åòó â òî÷êå t = z.

Çàäà÷à 3.6.5. Íàéòè âòîðîå íåçàâèñèìîå ðåøåíèå
âûðîæäåííîãî ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
(3.81) ïðè γ = 1. Óêàçàíèå: â ñîîòâåòñòâèè ñ
(3.85) ïðè ïðîèçâîëüíîì γ âòîðîå íåçàâèñèìîå
ðåøåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

1

1− γ
[
z1−γΦ(α− γ + 1, 2− γ, z)− Φ(α, γ, z)

]
,

çäåñü íàäî ïåðåéòè ê ïðåäåëó γ → 1.
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3.7 Ñïðàâî÷íûå ìàòåðèàëû ê ãëà-

âå

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ïðèâîäèì ñïðàâî÷íûå äàííûå,
íåîáõîäèìûå äëÿ ïîíèìàíèÿ èçëîæåííîãî â íàñòîÿùåé
ãëàâå ìàòåðèàëà è ðåøåíèÿ ïðèâåäåííûõ çàäà÷.

3.7.1 Ìåòîä Ëàïëàñà

Ìåòîä Ëàïëàñà ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü èíòåãðàëüíûå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ðåøåíèé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé äëÿ ôóíêöèè Y (x), ëèíåéíûõ ïî ïåðåìåííîé
x:

N∑
m=0

(am + bmx)
dmY

dxm
= 0. (3.93)

Ýòî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå èìååò âèä

Y (x) =

�
C

dt Z(t) exp(xt), (3.94)

ãäå C � íåêîòîðûé êîíòóð â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè t.
Ïîäñòàâëÿÿ óðàâíåíèå (3.93) â ïðåäñòàâëåíèå (3.94), èñ-
ïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå x exp(xt) = d exp(xt)/dt è ïðåäïî-
ëàãàÿ, ÷òî â èíòåãðàëå (3.94) ìîæíî ïðîèçâåñòè èíòå-
ãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì ïî t áåç ãðàíè÷íûõ ÷ëåíîâ, ìû
íàõîäèì óðàâíåíèå

d

dt
(QZ) = PZ, (3.95)

P (t) =

N∑
m=0

amt
m, Q(t) =

N∑
m=0

bmt
m. (3.96)

Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.95) ÿâëÿåòñÿ

Z =
1

Q
exp

(�
dt P/Q

)
, (3.97)

ãäå â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû ñòîèò ïåðâîîáðàçíàÿ îò
P/Q (îïðåäåëåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû). Ïî-
ñêîëüêó P è Q ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè ïî t, ýòó ïåðâîîá-
ðàçíóþ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè.
Âûÿñíèì òåïåðü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíî óïî-

ìÿíóòîå âûøå èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì. Äëÿ ýòîãî
ïðîèçâåäåíèå ZQ exp(xt) äîëæíî èìåòü îäíî è òî æå
çíà÷åíèå íà êîíöàõ êîíòóðà C (êîòîðûé ìîæåò áûòü êàê
çàìêíóòûì, òàê è íåçàìêíóòûì). Íàèáîëåå åñòåñòâåí-
íûì âûáîðîì êîíòóðà C ÿâëÿåòñÿ êîíòóð, êîòîðûé èäåò
âäîëü îäíîãî èç íàïðàâëåíèé èç áåñêîíå÷íîñòè, âäîëü
êîòîðîãî ïðîèçâåäåíèå ZQ exp(xt) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, è
âîçâðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü âäîëü äðóãîãî íàïðàâëå-
íèÿ òàê, ÷òîáû âäîëü ýòîãî íàïðàâëåíèÿ ïðîèçâåäåíèå
ZQ exp(xt) òàêæå ñòðåìèëîñü ê íóëþ. ×èñëî òàêèõ íà-
ïðàâëåíèé ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì ïîðÿäêà óðàâíåíèÿ N ,
÷òî è îáåñïå÷èâàåò íåîáõîäèìîå ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ðå-
øåíèé óðàâíåíèÿ (3.93), êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç âûðà-
æåíèÿ (3.97) ïðè ðàçëè÷íûõ âûáîðàõ êîíòóðà èíòåãðè-
ðîâàíèÿ C.

Çàäà÷à 3.7.1. Íàéòè ìåòîäîì Ëàïëàñà ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (d/dx+ x)Y = 0.

3.7.2 Ìåòîä ïåðåâàëà è ñòàöèîíàðíîé

ôàçû

Ìåòîä ïåðåâàëà ïðèìåíèì ê èíòåãðàëàì âèäà

g =

� b

a

dx exp[f(x)], (3.98)

ãäå (äåéñòâèòåëüíàÿ) ôóíêöèÿ f(x) äîñòèãàåò íà èíòåð-
âàëå (a, b) àáñîëþòíîãî ìàêñèìóìà â íåêîòîðîé ïðîìå-
æóòî÷íîé òî÷êå c. Òîãäà ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ôóíê-
öèè f îñíîâíîé âêëàä â èíòåãðàë (3.98) îïðåäåëÿåòñÿ óç-
êîé îêðåñòíîñòüþ ýòîãî ìàêñèìóìà. Ðàñêëàäûâàÿ ôóíê-
öèþ f(x) â ðÿä Òåéëîðà âáëèçè òî÷êè x = c, ìû íàõîäèì
f ≈ f(c) + (1/2)f ′′(c)(x− c)2. Òàê êàê òî÷êà x = c ñîîò-
âåòñòâóåò ìàêñèìóìó ôóíêöèè f , òî f ′′(c) < 0. Ïîäñòàâ-
ëÿÿ ýòî ðàçëîæåíèå â (3.98), ìû ïðèõîäèì ê Ãàóññîâîìó
èíòåãðàëó. Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ f ′′ èíòåãðèðîâàíèå
ïî x â ýòîì èíòåãðàëå ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü îò −∞ äî
+∞. Âû÷èñëÿÿ ïîëó÷èâøèéñÿ Ãàóññîâ èíòåãðàë, íàõî-
äèì àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå

g ≈

√
2π

−f ′′(c)
exp[f(c)], (3.99)

êîòîðîå ñïðàâåäëèâî ïðè |f ′′(c)| � 1.
Îòìåòèì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x) äîñòèãàåò àáñîëþò-

íîãî ìàêñèìóìà íà îäíîì èç êðàåâ èíòåðâàëà (a èëè b),
òî èìåííî îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè îïðåäåëÿåò îñíîâíîé
âêëàä â èíòåãðàë (3.98) ïðè áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ
f . Ýòîò ñëó÷àé ìîæåò áûòü èññëåäîâàí àíàëîãè÷íî, â
ðàìêàõ ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f(x) âáëèçè a èëè b. Òî-
ãäà ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ëèíåéíûì ÷ëåíîì ðàçëîæåíèÿ
ôóíêöèè f(x) ïî x− a èëè x− b (åñëè òîëüêî ýòîò ÷ëåí
ðàçëîæåíèÿ íå ðàâåí íóëþ), ÷òî óïðîùàåò àíàëèç.
Ìåòîä ñòàöèîíàðíîé ôàçû ðàáîòàåò äëÿ èíòåãðàëîâ

âèäà
�
dx exp[ih(x)], ãäå h(x) � äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíê-

öèÿ, èìåþùàÿ â îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ ñòàöèîíàðíóþ
òî÷êó x0, òî åñòü dh/dx(x0) = 0, ïðè÷åì |d2h/dx2(x0)| �
1. Â ýòîì ñëó÷àå îñíîâíîé âêëàä â èíòåãðàë îïðåäåëÿåò-
ñÿ îêðåñòíîñòüþ ñòàöèîíàðíîé òî÷êè, òàê êàê èìåííî â
ýòîé îêðåñòíîñòè ôóíêöèÿ exp[ih(x)] îñöèëëèðóåò ìåä-
ëåííåå âñåãî. Â îêðåñòíîñòè ñòàöèîíàðíîé òî÷êè ôóíê-
öèþ h ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä ïî x − x0. Óäåðæèâàÿ
÷ëåíû äî âòîðîãî ïîðÿäêà, ìîæíî íàïèñàòü

h ≈ Θ± A

2
(x− x0)2, (3.100)

ãäå ëèíåéíûé ÷ëåí îòñóòñòâóåò â ñèëó ñòàöèîíàðíîñòè
ôàçû â òî÷êå x0, è ±A = d2h/dx2(x0). Çíàê ± ïåðåä A
ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî ìû ïîëàãàåì A > 0. Äàëåå

�
dx exp[ih(x)] ≈

� +∞

−∞
dx exp[iΘ± iA(x− x0)2/2]

=

√
2π

A
exp(iΘ± iπ/4). (3.101)
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Áåðÿ äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ
(3.101), ìû íàõîäèì

�
dx cosh ≈

√
2π

A
cos(Θ± π/4), (3.102)

�
dx sinh ≈

√
2π

A
sin(Θ± π/4). (3.103)

Ìåòîäû ïåðåâàëà è ñòàöèîíàðíîé ôàçû ìîæíî îáîá-
ùèòü íà ñëó÷àé êîíòóðíûõ èíòåãðàëîâ â êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè. Ïðè ýòîì ïåðåâàëüíàÿ òî÷êà (òî÷êà ñòàöè-
îíàðíîé ôàçû) íå îáÿçàíà ëåæàòü íà ñàìîì êîíòóðå.
Ñôîðìóëèðóåì îáîáùåíèå ìåòîäà ïåðåâàëà íà ýòîò ñëó-
÷àé.
Îáîáùåííûé ìåòîä ïåðåâàëà ïðèìåíèì ê êîíòóðíûì

èíòåãðàëàì òèïà

� b

a

dz exp[S(z)] (3.104)

ïðè âûïîëíåíèè îïðåäåëåííûõ óñëîâèé íà ôóíêöèþ
S(z). Ïðåæäå âñåãî ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíê-
öèÿ S(z) àíàëèòè÷íà âáëèçè ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ îò a
ê b è, ñëåäîâàòåëüíî, êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî äå-
ôîðìèðîâàòü â îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè S(z). Äàëåå, ìû
áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè èìå-
åòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíà òî÷êà ñ íóëåâîé ïðîèçâîäíîé
S′(z0) = 0 è ÷òî êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî äåôîð-
ìèðîâàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îí ïðîõîäèë ÷åðåç z0,
ïðè÷åì äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü S(z) äîëæíà äîñòèãàòü â
òî÷êå z0 ìàêñèìóìà ïðè äâèæåíèè âäîëü äåôîðìèðî-
âàííîãî êîíòóðà. Òîãäà òî÷êà z0 ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé, ïî-
ñêîëüêó äëÿ íàïðàâëåíèÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíîãî êîíòóðó,
äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü S(z) äîñòèãàåò â òî÷êå z0 ìèíè-
ìóìà.
Åñëè â ñåäëîâîé òî÷êå äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü S(z) äî-

ñòèãàåò àáñîëþòíîãî ìàêñèìóìà âäîëü êîíòóðà èíòå-
ãðèðîâàíèÿ, òî ìîæíî íàäåÿòüñÿ, ÷òî èìåííî îêðåñò-
íîñòü ñåäëîâîé òî÷êè äàñò ãëàâíûé âêëàä â èíòåãðàë
(3.104). Ðàçëîæèì S â ðÿä Òåéëîðà âáëèçè ñåäëîâîé òî÷-
êè: S ≈ S0 +S′′0 (z−z0)2/2, ãäå S0 è S′′0 � çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèè S è åå âòîðîé ïðîèçâîäíîé â òî÷êå z = z0. Åñëè S
äîñòàòî÷íî áûñòðî ìåíÿåòñÿ âáëèçè ñåäëîâîé òî÷êè, òî
ãëàâíûé âêëàä â èíòåãðàë äàåò óçêàÿ îêðåñòíîñòü ñåäëî-
âîé òî÷êè z = z0, è ìû ìîæåì îãðàíè÷èòüñÿ â èíòåãðàëå
(3.104) ýòèì ðàçëîæåíèåì, ðàñïðîñòðàíèâ èíòåãðèðîâà-
íèå äî áåñêîíå÷íîñòè â îáå ñòîðîíû. Òîãäà ìû ïðèõîäèì
ê Ãàóññîâîìó èíòåãðàëó, êîòîðûé äàåò

� b

a

dz exp[S(z)] ≈

√
2π

−S′′0
exp(S0). (3.105)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî îáå âåëè÷èíû, S0 è S′′0 , ìîãóò áûòü
êîìïëåêñíûìè. Çíàê ïåðåä êâàäðàòíûì êîðíåì â (3.105)
îïðåäåëÿåòñÿ íàïðàâëåíèåì, â êîòîðîì êîíòóð èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ïðîõîäèò ÷åðåç ñåäëîâóþ òî÷êó. Óñëîâèåì ïðè-
ìåíèìîñòè ïðèáëèæåíèÿ (3.105) ÿâëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíîå

èçìåíåíèå ôóíêöèè S(z) â îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè ïðè-
âåäåííîãî ðàçëîæåíèÿ, òî åñòü |S′′0 | äîëæíà áûòü äîñòà-
òî÷íî âåëèêà.
Â îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèè S(z) ìîæåò îêà-

çàòüñÿ íåñêîëüêî ñåäëîâûõ òî÷åê, ÷åðåç êîòîðûå ìîæåò
ïðîõîäèòü äåôîðìèðîâàííûé êîíòóð. Â ýòîì ñëó÷àå íà-
äî âûáðàòü òó èç íèõ, â êîòîðîé ReS0 ìàêñèìàëüíà, ïî-
ñêîëüêó èìåííî îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè äàåò ãëàâíûé
âêëàä â èíòåãðàë (3.104). Âîçìîæíî òàêæå âûðîæäåíèå,
êîãäà äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè S â íåñêîëüêèõ ñåäëîâûõ
òî÷êàõ îäèíàêîâû (èëè ìàëî îòëè÷àþòñÿ). Òîãäà äëÿ
îöåíêè èíòåãðàëà (3.104) íàäî áðàòü ñóììó âûðàæåíèé
(3.105) äëÿ ýòèõ ñåäëîâûõ òî÷åê.
Ðàññìîòðåííûå âûøå ìåòîä ñòàöèîíàðíîé ôàçû è ìå-

òîä ïåðåâàëà ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ, êàê ÷àñòíûå ñëó-
÷àè îáîáùåííîãî ìåòîäà ïåðåâàëà.

Çàäà÷à 3.7.2. Íàéòè çíà÷åíèå èíòåãðàëà� +∞
−∞ dx exp(αx2 − x4/2) ïðè áîëüøèõ ïîëî-
æèòåëüíûõ α.

Çàäà÷à 3.7.3. Íàéòè çíà÷åíèå èíòåãðàëà� +∞
−∞ dx cos(αx2/2 − x3/3) ïðè áîëüøèõ ïîëî-
æèòåëüíûõ α.

Çàäà÷à 3.7.4. Íàéòè çíà÷åíèå èíòåãðàëà

� +∞

−∞
dx exp(−x4/4) cos(αx)

ïðè áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ α.

3.7.3 Ìåòîä WKB

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (2.5), ãäå â îïåðàòîðå Øòóðìà-
Ëèóâèëëÿ (2.6) ìû ïîëîæèì Q = 0:

d2

dx2
f − Uf = 0. (3.106)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåëè÷èíà p =
√
U ìåíÿåòñÿ äîñòà-

òî÷íî ìåäëåííî íà ìàñøòàáå p−1, ÷òî îçíà÷àåò âûïîë-
íåíèå íåðàâåíñòâà dp/dx � p2. Òîãäà äëÿ ôóíêöèè f
ìîæíî ïîñòðîèòü ñëåäóþùåå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå

f =
C1√
p

exp(S) +
C2√
p

exp(−S), (3.107)

S(x) =

� x

dy p(y), (3.108)

ãäå C1, C2 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Âûðàæåíèå (3.107)
áûëî ïîëó÷åíî Âåíòöåëåì (Wentzel), Êðàìåðñîì
(Kramers) è Áðèëëþýíîì (Brillouin) è íîñèò íàçâàíèå
ïðèáëèæåíèÿ WKB, ÷òî ÿâëÿåòñÿ àááðåâèàòóðîé èìåí
ýòèõ àâòîðîâ.
Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (3.107) â óðàâíåíèå (3.106),

ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì, åñëè ïðå-
íåáðå÷ü â íåì ÷ëåíàìè ñ (dp/dx)2 è d2p/dx2. Ïåðâîå ïðå-
íåáðåæåíèå âîçìîæíî â ñèëó ïðåäïîëàãàåìîãî íåðàâåí-
ñòâà dp/dx� p2, à âòîðîå â ñèëó íåðàâåíñòâà d2p/dx2 �



Ãëàâà 3. Ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè 48

p dp/dx, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåãî äèôôåðåí-
öèðîâàíèåì ïî x.
Ôàêòîð U â óðàâíåíèè (3.106) ìîæåò áûòü êàê ïîëî-

æèòåëüíûì, òàê è îòðèöàòåëüíûì, ê îáîèì ýòèì ñëó÷à-
ÿì îäèíàêîâî ïðèìåíèì ìåòîä WKB. Â ïåðâîì ñëó÷àå
âåëè÷èíà p ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé, è äâà ñëàãàåìûõ
â âûðàæåíèè (3.107) ÿâëÿþòñÿ ðàñòóùåé è óáûâàþùåé
ïî x ýêñïîíåíòàìè. Âî âòîðîì ñëó÷àå âåëè÷èíà p ÿâëÿ-
åòñÿ ÷èñòî ìíèìîé, è ìû èìååì äåëî ñ ýêñïîíåíòàìè îò
ìíèìûõ âåëè÷èí S. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû èìååì äåëî
ñ îñöèëëèðóþùèìè ôóíêöèÿìè, åñëè ðå÷ü èäåò î äåé-
ñòâèòåëüíûõ ðåøåíèÿõ. Òîãäà ìû ìîæåì çàïèñàòü

f =
C

|p|1/2
cos(A+ ϕ), (3.109)

ãäå S = iA, C � äåéñòâèòåëüíàÿ êîíñòàíòà è ϕ � íåêîòî-
ðàÿ ôàçà.
Ïðèâåäåííàÿ ñõåìà ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ïðî-

èçâîëüíîãî îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ (2.6)

d2

dx2
f +Q

df

dx
− Uf = 0.

Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî (3.107,3.108) íàõîäèì

f =
C1√
p
1

exp(S1) +
C2√
p
2

exp(S2), (3.110)

S1,2(x) =

� x

dy p1,2(y), (3.111)

ãäå p1,2 ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

p2 +Qp− U = 0,

êîòîðûå ìîãóò áûòü êàê äåéñòâèòåëüíûìè, òàê è êîì-
ïëåêñíûìè.
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Ãëàâà 4

ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ ËÈÍÅÉÍÛÅ ÏÎËß

Ïðè îòêëîíåíèè ñîñòîÿíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû îò ðàâíî-
âåñèÿ ìîãóò íàáëþäàòüñÿ ðàçëè÷íûå ïðîöåññû. Ñðåäà
ìîæåò ðåëàêñèðîâàòü ê ðàâíîâåñèþ. Ïðèìåðîì ÿâëÿåò-
ñÿ äèôôóçèîííîå ïîâåäåíèå, êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ äèô-
ôóçèîííûì óðàâíåíèåì. Â óñëîâèÿõ ñëàáîé äèññèïà-
öèè â ñïëîøíûõ ñðåäàõ íàáëþäàþòñÿ âîëíîâûå ïðîöåñ-
ñû. Îíè õàðàêòåðèçóþòñÿ ñëîæíûì ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåíí�ûì ðàñïðåäåëåíèåì ïîëåé. Ïðè ìàëîé àìïëèòó-
äå âîëí èõ ìîæíî îïèñûâàòü â ðàìêàõ ëèíåéíûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

4.1 Âîëíîâîå äâèæåíèå â îäíî-

ðîäíîé ñðåäå

Âîëíîâîå äâèæåíèå âåñüìà ðàñïðîñòðàíåíî â ïðèðîäå.
Îíî ðåàëèçóåòñÿ òîãäà, êîãäà äèññèïàöèÿ â ñèñòåìå îò-
íîñèòåëüíî ñëàáà, è ïîòîìó îòêëîíåíèå åå ñîñòîÿíèÿ îò
ðàâíîâåñèÿ ïðèâîäèò ê êîëåáàòåëüíûì äâèæåíèÿì. Ðàñ-
ïðîñòðàíåíèå êîëåáàíèé â ïðîñòðàíñòâå è ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé âîëíîâîå äâèæåíèå.

4.1.1 Çàêîí äèñïåðñèè

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì âîëíîâîå äâèæåíèå â
îäíîðîäíîé ñðåäå. Âîëíû ìîãóò èìåòü ðàçëè÷íóþ ôèçè-
÷åñêóþ ïðèðîäó: ýòî ìîæåò áûòü ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîë-
íà, çâóêîâàÿ âîëíà, ñïèíîâàÿ âîëíà, ïîâåðõíîñòíàÿ âîë-
íà è òàê äàëåå. Ñïîñîá îïèñàíèÿ âîëí ðàçëè÷íîé ïðèðî-
äû åäèíîîáðàçåí: ìû äîëæíû ââåñòè ôèçè÷åñêèå ïàðà-
ìåòðû, êîòîðûå èçìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâå
ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè âîëíû, è ñôîðìóëèðîâàòü óðàâíå-
íèÿ, êîòîðûì îíè ïîä÷èíÿþòñÿ. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
àìïëèòóäà âîëí äîñòàòî÷íî ìàëà äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæ-
íî áûëî ïðåíåáðå÷ü èõ âçàèìîäåéñòâèåì. Â ýòîì ñëó÷àå
óðàâíåíèÿ, êîòîðûå îïèñûâàþò ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí,
áóäóò ëèíåéíûìè. Ýòî, êàê ïðàâèëî, äèôôåðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ñîäåðæàò êàê ïðîèçâîäíûå ïî
âðåìåíè, òàê è ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîèçâîäíûå.
Ìû íà÷íåì ñ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ïîëÿ u(t, r):

(∂2t − c2∇2)u = 0, (4.1)

ãäå c � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, èìåþùàÿ ñìûñë ñêîðîñòè
ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû. Îòìåòèì, ÷òî âîëíîâîå óðàâ-
íåíèå (4.1) ñîäåðæèò äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âòî-
ðîãî ïîðÿäêà ñ ðàçíûìè çíàêàìè ïðè âòîðûõ ïðîèç-
âîäíûõ. Òàêîãî ðîäà äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð íà-
çûâàþò ãèïåðáîëè÷åñêèì. Ãèïåðáîëè÷åñêèå îïåðàòîðû
âñòðå÷àþòñÿ îáû÷íî èìåííî â êîíòåêñòå âîëíîâûõ ïðî-
öåññîâ.

Óðàâíåíèå (4.1) âñòðå÷àåòñÿ â ñàìûõ ðàçíûõ ôèçè÷å-
ñêèõ êîíòåêñòàõ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè
ðàñïðîñòðàíåíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â âàêóóìå, êî-
òîðûå îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà

∂tE = c∇×B, (4.2)

∂tB = −c∇×E. (4.3)

Çäåñü E è B � íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàã-
íèòíîãî ïîëåé, a c � ñêîðîñòü ñâåòà. Óðàâíåíèÿ (4.2,4.3)
äîëæíû áûòü äîïîëíåíû óñëîâèÿìè ∇ ·E = 0 = ∇ ·B.
Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ óðàâíåíèå (4.2) ïî âðåìåíè, ïîä-
ñòàâèâ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò B èç óðàâíåíèÿ (4.3)
è âîñïîëüçîâàâøèñü óñëîâèåì ∇ · E = 0, ìû ïîëó÷àåì
óðàâíåíèå (∂2t − c2∇2)E, òî åñòü âîëíîâîå óðàâíåíèå.
Âîëíîâîå óðàâíåíèå (4.1) îïèñûâàåò òàêæå çâóêîâûå

âîëíû â æèäêîñòÿõ è êðèñòàëëàõ. Â ýòîì ñëó÷àå ïî-
ëåì u ÿâëÿåòñÿ ñìåùåíèå ñðåäû îò ðàâíîâåñíîãî ïîëî-
æåíèÿ, à c � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêîâûõ âîëí. Â
æèäêîñòÿõ èìååòñÿ îäèí òèï çâóêîâûõ âîëí, ñâÿçàííûõ
ñ êîëåáàíèÿìè ïëîòíîñòè æèäêîñòè. Â êðèñòàëëàõ æå
èìååòñÿ òðè òèïà çâóêîâûõ âîëí ñ ðàçëè÷íîé ïîëÿðè-
çàöèåé, êîòîðûå èìåþò ðàçëè÷íûå ñêîðîñòè. Íàïðèìåð,
â èçîòðîïíûõ êðèñòàëëàõ ñóùåñòâóþò ðàñïðîñòðàíÿþ-
ùèåñÿ ñ ðàçëè÷íîé ñêîðîñòüþ ïðîäîëüíûå è ïîïåðå÷íûå
çâóêîâûå âîëíû: â ïðîäîëüíûõ âîëíàõ ñðåäà ñìåùàåòñÿ
â íàïðàâëåíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû, à â ïîïåðå÷íûõ
� ïåðïåíäèêóëÿðíî íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîë-
íû.

Çàäà÷à 4.1.1. Êàê çàïèñûâàåòñÿ ðåøåíèå âîëíîâîãî
óðàâíåíèÿ (4.1) â îäíîìåðíîì ñëó÷àå?

Ðàññìîòðèì ñïèíîâûå âîëíû â ôåððîìàãíåòèêàõ, êî-
òîðûå îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì Ëàíäàó-Ëèôøèöà

∂tM = γHeff ×M , (4.4)

ãäå M � íàìàãíè÷åííîñòü ìàòåðèàëà, γ � êîíñòàíòà,
çàâèñÿùàÿ îò ìàãíèòíûõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà, à Heff �
ýôôåêòèâíîå ìàãíèòíîå ïîëå, êîòîðîå ñîñòîèò èç äâóõ
÷àñòåé: âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ è èíäóöèðîâàííî-
ãî âêëàäà. Óðàâíåíèå Ëàíäàó-Ëèôøèöà (4.4) ÿâëÿåò-
ñÿ íåëèíåéíûì. Îíî ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó, åñëè ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ ñëàáûå îòêëîíåíèÿ íàìàãíè÷åííîñòè îò
ðàâíîâåñíîãî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ðàâíîâåñèè âíåøíåå
ìàãíèòíîå ïîëå è íàìàãíè÷åííîñòü íàïðàâëåíû âäîëü
îñè Z. Òîãäà îòêëîíåíèÿ íàìàãíè÷åííîñòè îò ðàâíîâå-
ñèÿ îïèñûâàþòñÿ êîìïîíåíòàìè Mα = (Mx,My). Ëèíå-
àðèçóÿ óðàâíåíèå Ëàíäàó-Ëèôøèöà (4.4) ïî Mα, íàõî-
äèì ëèíåéíîå óðàâíåíèå

∂tMα = εαβ(Ω− b∇2)Mβ . (4.5)
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Çäåñü Ω � Ëàðìîðîâñêàÿ ÷àñòîòà, à b � êîíñòàíòà, çà-
âèñÿùàÿ îò ñâîéñòâ ôåððîìàãíåòèêà. ×ëåí ñ Ëàïëàñè-
àíîì â (4.5) ïðîèñõîäèò èç âêëàäà â Heff , ñâÿçàííîãî
ñ íåîäíîðîäíîñòüþ íàìàãíè÷åííîñòè è ïðîïîðöèîíàëü-
íîãî ∇2M . Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò âû-
ðàæåíèÿ äëÿ ∂tMx è ïîäñòàâëÿÿ â íåãî âûðàæåíèå äëÿ
∂tMy, ìû íàõîäèì çàìêíóòîå óðàâíåíèå

∂2tMx = −(Ω− b∇2)2Mx. (4.6)

Çäåñü óæå ôèãóðèðóåò ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ
÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà.
Ðàñêëàäûâàÿ ïîëå u â ïðîñòðàíñòâåííûé èíòåãðàë

Ôóðüå

u =

�
d3q

(2π)3
ũ(t, q) exp(iqr), (4.7)

ìû íàõîäèì èç âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (4.1)

∂2t ũ(q) = −c2q2ũ(q). (4.8)

Ìû óæå àíàëèçèðîâàëè ïîäîáíîå óðàâíåíèå, ñìîòðè
ðàçäåë 1.1.2. Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðèâåäåííûì òàì ðå-
çóëüòàòîì, ìû çàïèøåì ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ
óðàâíåíèÿ (4.8) â âèäå ũ(q) = w1(q) exp(−icqt) +
w2(q) exp(icqt). Çäåñü ôóíêöèè w1(q), w2(q) îïðåäåëÿ-
þòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ïî âðåìåíè. Ìû çàêëþ-
÷àåì, ÷òî Ôóðüå-êîìïîíåíòà ïîëÿ u, ïîä÷èíÿþùåãîñÿ
âîëíîâîìó óðàâíåíèþ, èìååò ÷àñòîòû ω = ±cq, êîòîðûå
îïðåäåëÿþòñÿ âîëíîâûì âåêòîðîì q.
Ïðèâåäåííûé ïðèìåð äåìîíñòðèðóåò îáùåå ñâîé-

ñòâî âîëíîâîãî äâèæåíèÿ â îäíîðîäíîé ñðåäå: Ôóðüå-
êîìïîíåíòà âîëíîâîãî ïîëÿ ñ âîëíîâûì âåêòîðîì q èìå-
åò çàâèñÿùèå îò âîëíîâîãî âåêòîðà ÷àñòîòû, êîòîðûå ìû
áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå ω = ±$(q), $ > 0. Ôóíêöèÿ
$(q) íàçûâàåòñÿ çàêîíîì äèñïåðñèè âîëíû. Îòíîøåíèå
$(q)/q íàçûâàåòñÿ ôàçîâîé ñêîðîñòüþ âîëíû, ïðîèçâîä-
íàÿ æå ∂$/∂q íàçûâàåòñÿ åå ãðóïïîâîé ñêîðîñòüþ.
Äëÿ óðàâíåíèé (4.1) è (4.6) çàêîíû äèñïåðñèè èìåþò

âèä $ = cq, $ = Ω + bq2. Âñòðå÷àþòñÿ è áîëåå ñëîæíûå
ñëó÷àè. Íàïðèìåð, äëÿ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ íà
ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè, çàêîí äèñïåðñèè èìååò âèä

$ =
√
gq + (σ/ρ)q3. (4.9)

Çäåñü g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, σ � êîýôôè-
öèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ, è ρ � ïëîòíîñòü æèä-
êîñòè. Ñòîëü ñëîæíûé çàêîí äèñïåðñèè ñâÿçàí ñ òåì,
÷òî ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ïîâåðõíîñòíîé âîëíû â èã-
ðå ó÷àñòâóþò êàê ãðàâèòàöèÿ, òàê è êàïèëëÿðíûå ñè-
ëû, à â âîëíîâîå äâèæåíèå âîâëåêàåòñÿ ïðèïîâåðõíîñò-
íûé ñëîé æèäêîñòè, òîëùèíà êîòîðîãî çàâèñèò îò q. Â
ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ãðàâèòàöèîííûõ âîëí (ìàëûå q) âû-
ðàæåíèå (4.9) äàåò $ =

√
gq, à â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå

êàïèëëÿðíûõ âîëí (áîëüøèå q) âûðàæåíèå (4.9) äàåò
$ = (σ/ρ)1/2q3/2.

Çàäà÷à 4.1.2. Íàéòè âûðàæåíèå äëÿ ãðóïïîâîé ñêî-
ðîñòè ïîâåðõíîñòíûõ âîëí ñ çàêîíîì äèñïåðñèè
(4.9).

Âðåìåíí�àÿ çàâèñèìîñòü Ôóðüå-êîìïîíåíòû ïîëÿ u ñ
çàêîíîì äèñïåðñèè $ ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

ũ(q) = w1(q) exp(−i$t) + w2(q) exp(i$t). (4.10)

Çäåñü ôóíêöèè w1(q), w2(q) îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè ïî âðåìåíè, êîòîðûå ôîðìóëèðóþòñÿ â òåð-
ìèíàõ ïîëÿ u è åãî ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè.

Çàäà÷à 4.1.3. Íàéòè ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ
(4.1) â ñëó÷àå, êîãäà ïðè t = 0 ïîëå u = exp(−r2), à
åãî ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè ðàâíà íóëþ.

Çàäà÷à 4.1.4. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.6) â ñëó-
÷àå, êîãäà ïðè t = 0 ïîëå Mx = exp(−r2), à åãî
ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè ðàâíà íóëþ.

Çàäà÷à 4.1.5. Íàéòè çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ñìå-
ùåíèÿ ïîâåðõíîñòè âîäû u, åñëè â íà÷àëüíûé ìî-
ìåíò âðåìåíè (ïðè t = 0) u = Re (1 + ix)−1/2,
∂tu = 0 è äâèæåíèå ïîâåðõíîñòè ìîæíî îïèñû-
âàòü â ðàìêàõ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí.

4.1.2 Èçëó÷åíèå

Äî ñèõ ïîð ìû èçó÷àëè ñâîáîäíîå âîëíîâîå äâèæåíèå.
Äîáàâèì òåïåðü èñòî÷íèê, êîòîðûé ïðîèçâîäèò âîëíî-
âîå äâèæåíèå. Â îáùåì âèäå óðàâíåíèå íà âîëíîâîå ïîëå
u ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

[∂2t +$2(−i∇)]u = χ. (4.11)

Çäåñü ìû ó÷ëè, ÷òî −i∇ exp(iqr) = q exp(iqr). Ââåäåì
ôóíêöèþ Ãðèíà óðàâíåíèÿ (4.11), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿ-
åò óðàâíåíèþ

[∂2t +$2(−i∇)]G = δ(t)δ(r). (4.12)

Òîãäà âûíóæäåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.11) çàïèñû-
âàåòñÿ â âèäå

u(t, r) =

�
dt1 d

3r1G(t− t1, r − r1)χ(t1, r1). (4.13)

Ïîëíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.11) ñîñòîèò èç âûíóæäåí-
íîãî ðåøåíèÿ (4.13) è ðåøåíèÿ ñâîáîäíîãî óðàâíåíèÿ
[∂2t +$2(−i∇)]u = 0.
×òîáû íàéòè ôóíêöèþ Ãðèíà G, ïðîèçâåäåì Ôóðüå-

ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèÿ (4.12). Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì
óðàâíåíèå [∂2t +$2(q)]G̃ = δ(t), ñ êîòîðûì ìû óæå ñòàë-
êèâàëèñü, ñìîòðè ðàçäåë 1.1.2. Âîñïîëüçîâàâøèñü âûðà-
æåíèåì (1.10), íàõîäèì

G̃(t) = θ(t)
1

$
sin($t). (4.14)

×òîáû íàéòè ôóíêöèþ Ãðèíà â ðåàëüíîì ïðîñòðàíñòâå,
íåîáõîäèìî ñäåëàòü îáðàòíîå Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå:

G(t, r) = θ(t)

�
d3q

(2π)3
sin($t)

$
exp(iqr). (4.15)
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Åñëè $ çàâèñèò òîëüêî îò àáñîëþòíîãî çíà÷åíèÿ âîëíî-
âîãî âåêòîðà, òî â âûðàæåíèè (4.15) ìîæíî ïðîèçâåñòè
èíòåãðèðîâàíèå ïî óãëó ìåæäó q è r, ÷òî âåäåò ê

G(t, r) = θ(t)

� ∞
0

dq q

2π2r

sin($t)

$
sin(qr). (4.16)

Êîíêðåòíûé âèä ôóíêöèè G çàâèñèò îò çàêîíà äèñïåð-
ñèè.
Âû÷èñëèì ôóíêöèþ Ãðèíà äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

(∂2t − c2∇2)u = χ. (4.17)

Â ýòîì ñëó÷àå $ = cq, è èíòåãðèðîâàíèå â âûðàæåíèè
(4.16) ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåíî ÿâíî. Â ðåçóëüòàòå ìû
íàõîäèì

G(t, r) =
θ(t)

4πcr
δ(r − ct). (4.18)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (4.18) â ñîîòíîøåíèå (4.13), íà-
õîäèì

u(t, r) =
1

4πc2

�
d3r1
R

χ(t−R/c, r1), (4.19)

ãäå R = |r − r1|. Òàêèì îáðàçîì, âîçäåéñòâèå èñòî÷íè-
êà íà ïîëå u îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ çàïàçäûâàíèåì íà âðåìÿ
R/c, êîòîðîå ðàâíî âðåìåíè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû îò
èñòî÷íèêà äî òî÷êè íàáëþäåíèÿ.

Çàäà÷à 4.1.6. Íàéòè ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ
(4.17) äëÿ òî÷å÷íîãî ãàðìîíè÷åñêîãî èñòî÷íèêà
χ = cos(ωt)δ(r).

Çàäà÷à 4.1.7. Íàéòè çíà÷åíèå ôóíêöèè Ãðèíà ïðè
r = 0 äëÿ óðàâíåíèÿ (∂2t +∇4)u = χ.

4.1.3 Óðàâíåíèå íà îãèáàþùóþ

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé âîëíîâîãî ïîëÿ u, êîãäà ũ(q)
ëîêàëèçîâàíî îêîëî âîëíîâîãî âåêòîðà q0 (èëè îêîëî
âîëíîâûõ âåêòîðîâ ±q0, ÷òî íåèçáåæíî äëÿ äåéñòâè-
òåëüíîãî ïîëÿ). Â ýòîì ñëó÷àå â t, r-ïðåäñòàâëåíèè

u = Ψ(t, r) exp(−iω0t+ iq0r), (4.20)

ãäå ω0 = $(q0) è (êîìïëåêñíàÿ) àìïëèòóäà Ψ ìåíÿåòñÿ
íà âðåìåíàõ ìíîãî áîëüøå ω−10 è íà ìàñøòàáàõ ìíîãî
áîëüøå q−10 . Äðóãèìè ñëîâàìè, õàðàêòåðíûé âîëíîâîé
âåêòîð k îãèáàþùåé ìíîãî ìåíüøå q0. Åñëè ïîëå u ÿâ-
ëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì, òî â êà÷åñòâå u ñëåäóåò áðàòü
äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü ïðàâîé ÷àñòè (4.20). Ôóíêöèþ Ψ
â (4.20) îáû÷íî íàçûâàþò îãèáàþùåé (envelop).
Â Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèè ∂tũ = −i$ũ. Îòñþäà ñëåäóåò

óðàâíåíèå

∂tΨ̃(k) = −i [$(q0 + k)− ω0] Ψ̃(k),

äëÿ Ôóðüå-êîìïîíåíòû îãèáàþùåé. Òàêèì îáðàçîì

∂tΨ = −i
�

d3k

(2π)3
Ψ̃(k) [$(q0 + k)− ω0] exp(ikr).

Â ýòîì ñîîòíîøåíèè â $(q0 + k) âîëíîâîé âåêòîð k
ìîæíî çàìåíèòü íà −i∇, ïîñêîëüêó −i∇ exp(ikr) =
k exp(ikr). Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì óðàâíåíèå äëÿ îãèáà-
þùåé

∂tΨ = −i[$(q0 − i∇)−$(q0)]Ψ, (4.21)

ãäå ìû ó÷ëè, ÷òî ω0 = $(q0). Îòìåòèì, ÷òî âèä íàé-
äåííîãî óðàâíåíèÿ íå çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàí-
ñòâà, â êîòîðîì èçó÷àåòñÿ âîëíîâîå äâèæåíèå.
Ïîñêîëüêó õàðàêòåðíûé âîëíîâîé âåêòîð k îãèáàþ-

ùåé ìíîãî ìåíüøå q0, ðàçíîñòü $(q0 − i∇) − $(q0) â
(4.21) ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà ïî ∇. Â ïåðâîì
ïîðÿäêå íàõîäèì

(∂t + V ∇)Ψ = 0, V =
∂$

∂q
(q0). (4.22)

Ñòîÿùàÿ çäåñü âåëè÷èíà V ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, ãðóïïî-
âîé ñêîðîñòüþ âîëíîâîãî äâèæåíèÿ.
Óðàâíåíèå (4.22) ñîäåðæèò ïðîèçâîäíûå íå âûøå ïåð-

âîãî ïîðÿäêà è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåò áûòü ðåøåíî ìå-
òîäîì õàðàêòåðèñòèê, ñìîòðè ðàçäåë 4.4.1. Â äàííîì
ñëó÷àå ñêîðîñòü V ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, è ðåøåíèå
(4.22) ëåãêî âûïèñûâàåòñÿ ÿâíî

Ψ = Φ(r − V t), (4.23)

ãäå Φ � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ êîîðäèíàò. Äðóãèìè ñëî-
âàìè, Ψ íå ìåíÿåòñÿ â ñèñòåìå îòñ÷åòà, êîòîðàÿ äâèæåò-
ñÿ îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñ ãðóïïîâîé ñêîðîñòüþ.
Ïóñòü â óðàâíåíèè íà èñõîäíóþ ïåðåìåííóþ u ïðè-

ñóòñòâóåò èñòî÷íèê ñ ÷àñòîòàìè âáëèçè ω0 è âîëíîâûìè
âåêòîðàìè âáëèçè q0, êîòîðûé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
φ exp(−iω0t + iq0r), ãäå φ � ìåäëåííàÿ ôóíêöèÿ âðåìå-
íè è êîîðäèíàò. Òîãäà ìû ïîëó÷àåì âìåñòî (4.22)

(∂t + V ∇)Ψ = φ. (4.24)

Ýòî óðàâíåíèå ëåãêî ðåøàåòñÿ ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê,
ñìîòðè ðàçäåë 4.4.1. Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì

Ψ(t, r) = b(r − V t) +

� t

dτ φ(τ, r + V τ − V t). (4.25)

Çàäà÷à 4.1.8. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.24) â îä-
íîìåðíîì ñëó÷àå äëÿ íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé
è φ = A cosh−2(x).

×òîáû îïèñàòü ýâîëþöèþ âîëíîâîãî ïàêåòà â ñèñòåìå
îòñ÷åòà, äâèæóùåéñÿ ñ ãðóïïîâîé ñêîðîñòüþ, óðàâíåíèå
(4.22) ñëåäóåò óòî÷íèòü. Äëÿ ýòîãî ðàçíîñòü â óðàâíå-
íèè (4.21) ñëåäóåò ðàçëîæèòü äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ∇,
÷òî äàåò

−i d
dt

Ψ =

[
V

2q0
∇2
⊥ +

1

2

∂V

∂q0
∂2x

]
Ψ, (4.26)

ãäå îñü X íàïðàâëåíà âäîëü q0, à ∇⊥ äåéñòâóåò â ïåð-
ïåíäèêóëÿðíîé ê îñè X ïëîñêîñòè. Â óðàâíåíèè (4.26)
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d/dt = ∂t + V ∂x, ýòî ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè â ñè-
ñòåìå îòñ÷åòà, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ ñ ãðóïïîâîé ñêîðî-
ñòüþ V . Åñëè îáå âåëè÷èíû, V è ∂v/∂q0, ïîëîæèòåëüíû,
òî óðàâíåíèå (4.26) ïåðåìàñøòàáèðîâàíèåì ïåðåìåííûõ
ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê ñâîáîäíîìó óðàâíåíèþ Øð¼äèí-
ãåðà −i∂tΨ = ∇2Ψ. Åñëè æå V è ∂v/∂q0 èìåþò ðàçíûå
çíàêè, òî ìû ïîëó÷àåì â ïðàâîé ÷àñòè (4.26) ãèïåðáî-
ëè÷åñêèé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð. Íàïðèìåð, ýòî
èìååò ìåñòî äëÿ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí ñ çàêîíîì äèñ-
ïåðñèè $ =

√
gq.

4.1.4 Óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà

Ðàññìîòðèì ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ â ïðîñòðàíñòâå ìî-
íîõðîìàòè÷åñêóþ âîëíó, êîòîðàÿ èìååò îïðåäåëåííóþ
÷àñòîòó ω. Ðàçðåøàÿ çàêîí äèñïåðñèè ω = ±$(q) îò-
íîñèòåëüíî q, ìû íàõîäèì âûðàæåíèå q2 ÷åðåç ÷àñòîòó.
Íàïðèìåð, äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (4.1) q2 = ω2/c2.
Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ âûðàæåíèå äëÿ q2 ìîæåò îêàçàòüñÿ
áîëåå ñëîæíûì. Íî â ëþáîì ñëó÷àå q2 â ìîíîõðîìàòè-
÷åñêîé âîëíå ÿâëÿåòñÿ (çàâèñÿùåé îò ÷àñòîòû) êîíñòàí-
òîé, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì κ2. Â Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèè
óðàâíåíèå äëÿ àìïëèòóäû âîëíû èìååò âèä (−q2 +
κ2)f̃ = 0. Òàêèì îáðàçîì, â ðàçëîæåíèè Ôóðüå ìîíî-
õðîìàòè÷åñêîé âîëíû ïðèñóòñòâóþò òîëüêî ãàðìîíèêè
ñ âîëíîâûìè âåêòîðàìè |q| = κ.
Â ðåàëüíîì ïðîñòðàíñòâå àìïëèòóäà ìîíîõðîìàòè÷å-

ñêîé âîëíû ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ

(∇2 + κ2)f = 0, Helmholtz, (4.27)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ãåëüìãîëüöà. Ïîñêîëü-
êó â ðàçëîæåíèè Ôóðüå ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû ïðè-
ñóòñòâóþò òîëüêî ãàðìîíèêè ñ âîëíîâûìè âåêòîðàìè
|q| = κ, îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà (4.27)
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

f(r) =

�
d3q

(2π)3
exp(iqr)δ(q2 − κ2)w(q). (4.28)

Åñëè ïîëå f ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì, òî w(q) =
w?(−q).

Çàäà÷à 4.1.9. Íàéòè èçîòðîïíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
Ãåëüìãîëüöà (4.27).

Êàê ïðàâèëî, óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà (4.27) ïðèõî-
äèòñÿ ðåøàòü â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ñ îïðåäåëåííûìè
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìå-
ðà ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â âîëíîâîäå ïîñòîÿííîãî ñå-
÷åíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ââåñòè êîîðäèíàòó âäîëü
ýòîãî âîëíîâîäà è ñäåëàòü Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå ïî
ýòîé êîîðäèíàòå. Â ñèëó îäíîðîäíîñòè çàäà÷è óðàâíå-
íèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ Ôóðüå-ãàðìîíèê îêàçûâàþòñÿ íåçà-
âèñèìûìè. Òàêèì îáðàçîì óäàåòñÿ ýôôåêòèâíî ïîíè-
çèòü ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì ðåøàåòñÿ çà-
äà÷à.

Çàäà÷à 4.1.10. Íàéòè íàáîð ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ
âäîëü âîëíîâîäà êâàäðàòíîãî ñå÷åíèÿ l × l ìîä,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Ãåëüì-
ãîëüöà (4.27) ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
íà ñòåíêàõ âîëíîâîäà.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î âîçáóæäåíèè âîëí âíåøíèì èñ-
òî÷íèêîì. Äëÿ îïèñàíèÿ ýòîãî ïðîöåññà â óðàâíåíèå
Ãåëüìãîëüöà (4.27) íåîáõîäèìî äîáàâèòü ïðàâóþ ÷àñòü:

(∇2 + κ2)f = φ(r), (4.29)

êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò èñòî÷íèê âîëí. Äëÿ ðàçíûõ ñëó-
÷àåâ ôèçè÷åñêèé ñìûñë èñòî÷íèêà φ ðàçëè÷åí. Íàïðè-
ìåð, äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí èñòî÷íèêîì ÿâëÿåòñÿ
äâèæåíèå çàðÿäîâ. Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà
(4.27) ñïðàâåäëèâî äëÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû, èñ-
òî÷íèê φ òàêæå äîëæåí áûòü ìîíîõðîìàòè÷åñêèì, òî
åñòü ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé Ôóðüå-êîìïîíåíòó ïî âðåìåíè
ñ ÷àñòîòîé ω.
Êàê è ðàíüøå, ìû áóäåì ðåøàòü óðàâíåíèå (4.29) ïðè

ïîìîùè ôóíêöèè Ãðèíà G, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ

(∇2 + κ2)G(r) = δ(r). (4.30)

Åñëè ôóíêöèè Ãðèíà G èçâåñòíà, òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(4.29) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

f(r) = f0 +

�
d3r1G(r − r1)φ(r1), (4.31)

ãäå f0 � ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà
(4.27).
Âíå íà÷àëà êîîðäèíàò (∇2 + κ2)G(r) = 0. Ââåäÿ

G = χ/r, íàõîäèì â òðåõìåðíîì ñëó÷àå (∂2r + κ2)χ = 0.
Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ êîì-
áèíàöèÿ cos(κr) è sin(κr). Ïðè ìàëûõ r ÷ëåíîì ñ κ
â óðàâíåíèè Ãåëüìãîëüöà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ïîýòîìó
ïðè ìàëûõ r ìû äîëæíû ïîëó÷èòü (2.41). Ýòîìó óäî-
âëåòâîðÿåò, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ G = − cos(κr)/(4πr),
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4.30). Îäíàêî
ìû ìîæåì äîáàâèòü ê χ è ñèíóñ ñ ïðîèçâîëüíûì ìíî-
æèòåëåì. Äðóãèìè ñëîâàìè, ôóíêöèÿ Ãðèíà óðàâíåíèÿ
Ãåëüìãîëüöà îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ðåøåíèÿ îä-
íîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðûì è ÿâëÿåòñÿ r−1 sin(κr) ñ
ïðîèçâîëüíûì êîýôôèöèåíòîì. Â ýòîì îòëè÷èå çàäà÷è
îò ñëó÷àåâ óðàâíåíèé Ëàïëàñà è Äåáàÿ, êîãäà ôóíêöèÿ
Ãðèíà îïðåäåëÿëàñü îäíîçíà÷íî.
×òîáû ðàçðåøèòü ýòó íåîäíîçíà÷íîñòü, íåîáõîäèìî

ïðèâëå÷ü äîïîëíèòåëüíûå ñîîáðàæåíèÿ. Ââåäåì â óðàâ-
íåíèå äëÿ âîëíîâîãî ïîëÿ ìàëîå çàòóõàíèå (êîòîðîå âñå-
ãäà ïðèñóòñòâóåò â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ). Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ìîäèôèöèðóåòñÿ ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (4.11):

[(∂t + γ)2 +$2(−i∇)]u = χ,

ãäå γ � çàòóõàíèå. Äëÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû ∂t →
−iω. Âûðàæàÿ òåïåðü ∇2, íàõîäèì âìåñòî (4.29)

(∇2 + κ2 + 2iεκsignω)f = φ(r),
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ãäå ε > 0 � ìàëàÿ âåëè÷èíà. Òðåáóÿ, ÷òîáû ôóíêöèÿ
Ãðèíà ñòðåìèëàñü ê íóëþ ïðè r → ∞, ïîëó÷àåì G ∝
exp[i(κ+iε)r] ïðè ω > 0 è G ∝ exp[−i(κ−iε)r] ïðè ω < 0.
Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ε→ 0, íàõîäèì îêîí÷àòåëüíî

G = −exp(iκr)

4πr
, ω > 0,

G = −exp(−iκr)
4πr

, ω < 0. (4.32)

Çàäà÷à 4.1.11. Íàéòè âûíóæäåííîå ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (4.29) äëÿ èçëó÷àòåëÿ-äèïîëÿ φ = ∂zδ(r).

4.2 Äèíàìè÷åñêèå ïîëåâûå çàäà-

÷è

Äèíàìèêà ïîëÿ äàæå â îäíîðîäíîé ñðåäå íå âñåãäà íîñèò
âîëíîâîé õàðàêòåð. Âàæíûì ïðèìåðîì òàêîãî ðîäà ÿâ-
ëÿåòñÿ äèôôóçèîííîå ïîâåäåíèå, êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì äèôôóçèè. Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ñìîò-
ðè ðàçäåë 4.1.3, îãèáàþùàÿ âîëíîâîãî ïîëÿ îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì Øð¼äèíãåðà äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû. Îíî
ìîæåò áûòü ïðîàíàëèçèðîâàíî â ðàìêàõ òîé æå ñõåìû,
÷òî è óðàâíåíèå äèôôóçèè. Îáà óðàâíåíèÿ ìîæíî àíà-
ëèçèðîâàòü äëÿ ïðîñòðàíñòâà ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíî-
ñòè d, êîíêðåòíûé âûáîð ðàçìåðíîñòè çàâèñèò îò ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé ôèçè÷åñêîé çàäà÷è.

4.2.1 Óðàâíåíèå äèôôóçèè

Â ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ âñòðå÷àåòñÿ
óðàâíåíèå äèôôóçèè

∂u

∂t
= ∇2u. (4.33)

Ýòî óðàâíåíèå îïèñûâàåò, íàïðèìåð, ýâîëþöèþ ïëîòíî-
ñòè ÷èñëà ÷àñòèö èëè ïðîñòðàíñòâåííûõ âàðèàöèé òåì-
ïåðàòóðû. Íî îíî æå îïèñûâàåò ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîé-
ñòâà ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé (Áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ).
Èçó÷èì ñâîéñòâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.33). Â äàëü-

íåéøåì ïîä ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ìû îáû÷íî èìååì â âè-
äó ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè, òî åñòü âîññòàíîâëåíèå ôóíê-
öèè, ïîä÷èíÿþùåéñÿ çàäàííîìó óðàâíåíèþ, ïî åå íà-
÷àëüíîìó çíà÷åíèþ. Åñëè íå îãîâîðåíî îáðàòíîå, çà íà-
÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïðèíèìàåòñÿ t = 0.
Ïðîèçâåä¼ì Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå:

ũ(t, q) =

�
dy1 . . . dyd exp(−iqy)u(t,y). (4.34)

Òîãäà óðàâíåíèå (4.33) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ ∂ũ/∂t =
−q2ũ äëÿ Ôóðüå-êîìïîíåíòû, êîòîðîå èìååò î÷åâèäíîå
ðåøåíèå ũ(t, q) = exp(−q2t)ũ(0, q). Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âû-
ðàæåíèå â èíòåãðàë Ôóðüå

u(t,x) =

�
dq1 . . . dqd

(2π)d
exp(iqx)ũ(t, q), (4.35)

îáðàòíûé ê ñîîòíîøåíèþ (4.34), è áåðÿ èíòåãðàëû ïî q,
ìû íàõîäèì

u(t,x) =

�
dy1 . . . dyd
(4πt)d/2

exp

[
− (x− y)2

4t

]
u(0,y). (4.36)

Ñîîòíîøåíèå (4.36) â ïðèíöèïå ðåøàåò çàäà÷ó Êîøè,
êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ äàííîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïî íà÷àëüíîìó çíà÷å-
íèþ ôóíêöèè.

Çàäà÷à 4.2.1. Íàéòè àíàëîã ïðåäñòàâëåíèÿ (4.36)
äëÿ îäíîìåðíîãî ïîëÿ u(t, x), äèíàìèêà êîòîðî-
ãî â Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèè çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì
∂ũ/∂t = −|q|ũ.

Åñëè íà÷àëüíîå ïîëå u(0,x) ëîêàëèçîâàíî âáëèçè íà-
÷àëà êîîðäèíàò, òî åñòü åñëè u(0,x) äîñòàòî÷íî áûñòðî
ñïàäàåò ïðè ðîñòå |x|, òî ðåøåíèå u(t,x) îáëàäàåò óíè-
âåðñàëüíîé àñèìïòîòèêîé íà áîëüøèõ âðåìåíàõ. ×òîáû
óñòàíîâèòü ýòó àñèìïòîòèêó, ìû ðàññìîòðèì âðåìåíà
t � l2, ãäå l � äëèíà, íà êîòîðîé ëîêàëèçîâàíî ïîëå
u(0,x). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðàë (4.36) íàáèðàåòñÿ â
îáëàñòè |y| . l. Ïðè ýòîì óñëîâèè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü y
â ýêñïîíåíòå â (4.36). Â ðåçóëüòàòå ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî
ïðè t� l2

u(t,x) ≈ A

(4πt)d/2
exp

[
−x2/(4t)

]
(4.37)

A =

�
dy1 . . . dyd u(0,y). (4.38)

Îòìåòèì, ÷òî ïðèáëèæåíèå (4.37) ñîîòâåòñòâóåò ïîä-
ñòàíîâêå u(0,y) → Aδ(y). Åñëè äëÿ ëîêàëèçîâàííîãî
âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò ïîëÿ u(0,x) èíòåãðàë A (4.38)
ðàâåí íóëþ, òî àñèìïòîòèêà u(t,x) íà áîëüøèõ âðåìå-
íàõ áóäåò óæå èíîé. Ðàñêëàäûâàÿ ýêñïîíåíòó â (4.36)
ïî y, ìû íàõîäèì ñëåäóþùèé âåäóùèé ÷ëåí ðàçëîæå-
íèÿ ïðè A = 0:

u(t,x) ≈ Bx

(4πt)d/2+1
exp

[
−x2/(4t)

]
(4.39)

B = 2π

�
dy1 . . . dyd y u(0,y). (4.40)

Âûðàæåíèÿ (4.37,4.39) ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè ìóëüòè-
ïîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ (ïîëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà è ïîëÿ òî-
÷å÷íîãî äèïîëÿ) â ýëåêòðîñòàòèêå.

Çàäà÷à 4.2.2. Íàéòè ðåøåíèå îäíîìåðíîãî äèôôóçè-
îííîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ñëåäóþùåãî íà÷àëüíîãî óñëî-
âèÿ: u(0, x) = exp[−x2/(2l2)]. Ñðàâíèòå îòâåò ñ
àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì (4.37).

Çàäà÷à 4.2.3. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðå-
øåíèÿ îäíîìåðíîãî äèôôóçèîííîãî óðàâíåíèÿ äëÿ
ñëåäóþùèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé: 1) u(0, x) =
x exp[−x2/(2l2)]; 2) u(0, x) = exp(−|x|/l); 3)
u(0, x) = x exp(−|x|/l); 4) u(0, x) = (x2 + l2)−1; 5)
u(0, x) = x (x2 + l2)−2.
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Çàäà÷à 4.2.4. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå íà
áîëüøèõ âðåìåíàõ äëÿ îäíîìåðíîãî ïîëÿ u(t, x), äè-
íàìèêà êîòîðîãî â Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèè çàäàåòñÿ
óðàâíåíèåì ∂ũ/∂t = −|q|ũ.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå äèôôóçèè ñ ïðàâîé ÷àñòüþ,

(∂t −∇2)u = φ, (4.41)

ãäå φ èìååò ñìûñë èñòî÷íèêà ÷àñòèö, ïëîòíîñòü êîòî-
ðûõ u â äàëüíåéøåì ýâîëþöèîíèðóåò â ñîîòâåòñòâèè ñ
óðàâíåíèåì äèôôóçèè. Ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ôóíêöèè Ãðèíà G:

u(τ,x) =

�
dt ddy G(τ − t,x− y)φ(t,y). (4.42)

Ó÷èòûâàÿ îäíîðîäíîñòü çàäà÷è ïî âðåìåíè è ïðîñòðàí-
ñòâó, ìû ñðàçó ïîäñòàâèëè ôóíêöèþ Ãðèíà, êîòîðàÿ çà-
âèñèò òîëüêî îò ðàçíîñòåé âðåìåí è êîîðäèíàò. Ôóíêöèÿ
Ãðèíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

(∂t −∇2)G(t, r) = δ(t)δ(r), (4.43)

Ìû óæå ôàêòè÷åñêè íàøëè ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ,
òàê êàê ïðè t > 0 îíî îïèñûâàåò ñâîáîäíóþ ýâîëþöèþ,
êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ G(+0, r) =
δ(r). Ïîäñòàâëÿÿ ýòî íà÷àëüíîå óñëîâèå â (4.36), íàõî-
äèì

G(t, r) =
1

(4πt)d/2
exp

(
−r

2

4t

)
. (4.44)

Çàäà÷à 4.2.5. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.41) äëÿ
φ = θ(t) exp[−x2/(2l2)] â ÷åòûðåõìåðíîì ñëó÷àå.

Çàìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (4.36) ìîæåò áûòü ïåðåïè-
ñàíî â âèäå

u(t,x) =

�
ddy G(t,x− y)u(0,y). (4.45)

Ñïðàâåäëèâî òàêæå

u(t+ τ,z) =

�
ddx G(τ,z − x)u(t,x).

Ñðàâíèâàÿ ýòî ñ ïðÿìûì ïðèìåíåíèåì (4.45) ê u(t+τ,z),
íàõîäèì

G(t+ τ,z − y) =

�
ddx G(t, z − x)G(τ,x− y).

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïîñòðîåíî òîëüêî íà (4.45) è ñïðàâåä-
ëèâî äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé Ãðèíà óðàâíåíèé ñ ïåðâîé
ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè.
Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

äèôôóçèè â íåîãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå. Âîîáùå ãî-
âîðÿ, ìîæíî ðåøàòü åãî â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðî-
ñòðàíñòâà. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå äîëæíî áûòü äî-
ïîëíåíî óñëîâèÿìè íà ãðàíèöå ýòîé îáëàñòè. Â êà÷åñòâå

èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì ïîëóïðîñòðàíñòâî x1 > 0. Åñ-
ëè ïîëå u = 0 ïðè x1 = 0, òî çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïðè ïîìî-
ùè ôóíêöèè Ãðèíà

G(t,x, z) = (4.46)

1

(4πt)d/2
exp

[
− (x1 − z1)2 + (x2 − z2)2 + . . .

4t

]
− 1

(4πt)d/2
exp

[
− (x1 + z1)2 + (x2 − z2)2 + . . .

4t

]
.

Î÷åâèäíî, ÷òî â ïîëóïðîñòðàíñòâå x1 > 0 âûðàæåíèå
(4.46) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (4.43), à òàêæå îáðà-
ùàåòñÿ â íîëü ïðè x1 = 0. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ðåøåíèè
çàäà÷è ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì, êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ â
ðàâåíñòâå ïðè x1 = 0 ïðîèçâîäíîé îò u â íàïðàâëåíèè,
ïåðïåíäèêóëÿðíîì ïëîñêîñòè x1 = 0, ñëåäóåò èñïîëüçî-
âàòü ôóíêöèþ Ãðèíà, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò (4.46) çíà-
êîì ïðè âòîðîì ÷ëåíå.

Çàäà÷à 4.2.6. Êàê áóäåò âåñòè ñåáÿ èçíà÷àëüíî ëîêà-
ëèçîâàííîå âáëèçè ñòåíêè x1 = 0 ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ äèôôóçèè íà áîëüøèõ âðåìåíàõ, åñëè íà ñòåí-
êå u = 0?

Â óðàâíåíèå äèôôóçèè ìîæíî ââåñòè çàòóõàíèå γ:

(∂t + γ −∇2)u = φ, (4.47)

Íàïðèìåð, òàêîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò ýâîëþöèþ ïëîò-
íîñòè äèôôóíäèðóþùèõ ÷àñòèö, ÷àñòü êîòîðûõ ïîãëî-
ùàåòñÿ èëè âûáûâàåò çà ñ÷åò õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé. Âî-
îáùå ãîâîðÿ, γ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé êîîðäèíàò. Ðàññìîò-
ðåííûé íàìè ñëó÷àé, êîãäà u îáðàùàåòñÿ â íîëü íà ãðà-
íèöå íåêîòîðîé îáëàñòè, ñîîòâåòñòâóåò ñèëüíîìó ïîãëî-
ùåíèþ â ýòîé îáëàñòè. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ îäíîðîäíîãî
â ïðîñòðàíñòâå çàòóõàíèÿ γ ïåðåõîä ê ôóíêöèè v, ãäå
u = exp(−γt)v, ïðèâîäèò ê ÷èñòî äèôôóçèîííîìó óðàâ-
íåíèþ (∂t − ∇2)v = 0 íà ýòó ôóíêöèþ, ÷òî ñâîäèò ýòó
çàäà÷ó ê ïðåäûäóùåé. Ñëåäóåò òîëüêî ïîìíèòü, ÷òî èñ-
òî÷íèê φ äëÿ ôóíêöèè v ïðåâðàùàåòñÿ â φ exp(γt). Ïî-
ýòîìó ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.47) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

u(t, r) =

�
dτ ddxG(t− τ, r − x)e−γ(t−τ)φ(τ,x), (4.48)

ãäå G � ôóíêöèÿ Ãðèíà äèôôóçèîííîãî óðàâíåíèÿ
(4.44).

Çàäà÷à 4.2.7. Íàéòè u(t, 0) äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(4.47) ïðè d = 3 ñ îäíîðîäíûì γ â ñëó÷àå, êîãäà
φ = 1/r.

Çàäà÷à 4.2.8. Íàéòè ðåøåíèå îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ
∂tu = (∂2x − x2)u ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì u = 1.

4.2.2 Óðàâíåíèå Ñòîêñà

Çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì óðàâíåíèÿ, êîòîðûå îïèñûâà-
þò ëèíåéíóþ äèíàìèêó æèäêîñòè. Ýòî âîçìîæíî ïðè
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ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ñêîðîñòè òå÷åíèÿ v, êîãäà íåëèíåé-
íûìè ýôôåêòàìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ìû òàêæå ñ÷èòà-
åì, ÷òî ìàëî ÷èñëî Ìàõà, òî åñòü îòíîøåíèå õàðàêòåð-
íîé ñêîðîñòè æèäêîñòè ê ñêîðîñòè çâóêà. Â ýòîì ñëó÷àå
æèäêîñòü ìîæíî ñ÷èòàòü íåñæèìàåìîé, òî åñòü ïëîò-
íîñòü ìàññû æèäêîñòè ρ ìîæíî ñ÷èòàòü îäíîðîäíîé (íå
çàâèñÿùåé îò êîîðäèíàò), à ñêîðîñòü æèäêîñòè v óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ ∇v = 0.
Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ òå÷åíèå æèäêîñòè îïèñûâàåòñÿ

óðàâíåíèåì Ñòîêñà (Stokes)

∂tv +∇p− ν∇2v = f , (4.49)

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ óæå ëèíåéíûì. Â óðàâíåíèè (4.49) p �
äàâëåíèå, à ν � êîýôôèöèåíò êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè.
Â óðàâíåíèè (4.49) ôèãóðèðóåò òàêæå ïëîòíîñòü ñèëû
(íà åäèíèöó ìàññû) f , ïðèëîæåííàÿ ê æèäêîñòè. Óðàâ-
íåíèå Ñòîêñà áëèçêî ê óðàâíåíèþ äèôôóçèè è èìååò
ïîõîæåå ïîâåäåíèå ñâîèõ ðåøåíèé.
Äàâëåíèå p íå ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêîé ïåðåìåííîé,

îíî ïðèçâàíî îáåñïå÷èòü ðåøåíèå ñ íóæíûìè ãðàíè÷-
íûìè óñëîâèÿìè, ïîñêîëüêó íà ïîëå ñêîðîñòè íàëîæåíî
óñëîâèå áåçäèâåðãåíòíîñòè ∇v = 0. Áåðÿ äèâåðãåíöèþ
îò óðàâíåíèÿ Ñòîêñà (4.49), íàõîäèì, ÷òî äàâëåíèå óäî-
âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ∇2p = 0, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ãàðìî-
íè÷åñêîé ôóíêöèåé. Åñëè äèâåðãåíöèÿ ñèëû f íå ðàâíà
íóëþ, òî ∇2p = ∇f .
Íàéäåì ôóíêöèþ Ãðèíà óðàâíåíèÿ Ñòîêñà. Â äàí-

íîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ Ãðèíà ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé, êîòîðàÿ
îïðåäåëÿåò òå÷åíèå, êîòîðîå âûçûâàåòñÿ âíåøíåé ñèëîé
f :

vi(t, r) =

�
dt1d

3r1Gik(t− t1, r − r1)fk(t1, r1).

Ôóíêöèÿ Ãðèíà óðàâíåíèÿ Ñòîêñà îïðåäåëÿåòñÿ óðàâ-
íåíèåì

(∂t − ν∇2)Gik(t, r) = δ(t)(δik − ∂i∂k∇−2)δ(r), (4.50)

ãäå âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè îïðåäåëÿåòñÿ äàâ-
ëåíèåì. Ôîðìà îïåðàòîðà â ïðàâîé ÷àñòè ãàðàíòèðó-
åò óñëîâèå áåçäèâåðãåíòíîñòè ∂iGik = 0. Â Ôóðüå-
ïðåäñòàâëåíèè (4.50) äàåò

(∂t + νq2)G̃ik = δ(t)(δik − qiqk/q2).

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

G̃ik = θ(t)(δik − qiqk/q2) exp(−tνq2). (4.51)

Äåëàÿ îáðàòíîå Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå, íàõîäèì èç
óðàâíåíèÿ (4.51)

Gik =
θ(t)δik

8(πνt)3/2
exp

(
− r2

4νt

)
+θ(t)∂i∂k

� ∞
0

dq

2π2qr
exp(−tνq2) sin(qr). (4.52)

Â ïåðâîì ñëàãàåìîì ìû ïðîèçâåëè ñòàíäàðòíîå èíòå-
ãðèðîâàíèå ïî âñåì êîìïîíåíòàì q, à âî âòîðîì ìû

ïåðåøëè ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì è âûïîëíèëè èí-
òåãðèðîâàíèå ïî óãëàì (ïîëÿðíîìó è àçèìóòàëüíîìó).
Äàëüíåéøåå èíòåãðèðîâàíèå ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó

Gik =
θ(t)

4π

(
3rirk
r5
− δik
r3

)
erf

(
r√
4νt

)
+

θ(t)

2π3/2
√

4νt

(
δik
r2
− 3rirk

r4

)
exp

(
− r2

4νt

)
+

θ(t)

(4νπt)3/2

(
δik −

rirk
r2

)
exp

(
− r2

4νt

)
. (4.53)

Çäåñü erf � ôóíêöèÿ îøèáîê (error function)

erf(x) =
2√
π

� x

0

dt exp(−t2).

Çàäà÷à 4.2.9. Ïîëó÷èòü âûðàæåíèå (4.53) èç (4.52).

4.3 Óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà

Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ñîñòîÿíèå ÷àñòèöû îïðåäåëÿåòñÿ
åå âîëíîâîé ôóíêöèåé ψ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñ-
íûì ïîëåì, çàâèñÿùåì îò âðåìåíè è êîîðäèíàò. Óðàâ-
íåíèå, êîòîðîìó ïîä÷èíÿåòñÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ êâàí-
òîâîé ÷àñòèöû âî âíåøíåì ïîëå ñ âíåøíèì ïîòåíöèàëîì
U , èìååò âèä

i∂tψ = −∇2ψ + Uψ. (4.54)

Âîîáùå ãîâîðÿ, ïîòåíöèàë U ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé
ôóíêöèåé âðåìåíè è êîîðäèíàò. Â äàëüíåéøåì ìû ñ÷è-
òàåì, ÷òî ïîòåíöèàë U íå çàâèñèò îò âðåìåíè è ñòðåìèò-
ñÿ ê íóëþ ïðè ñòðåìëåíèè êîîðäèíàò ê áåñêîíå÷íîñòè.
Óðàâíåíèå (4.54) âåäåò ê çàêîíó ñîõðàíåíèÿ âåëè÷è-

íû
�
dr |ψ|2, êîòîðàÿ èìååò ñìûñë ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

íàéòè ÷àñòèöó â êàêîé-ëèáî òî÷êå ïðîñòðàíñòâà, è ïî-
òîìó äîëæíà áûòü ðàâíà åäèíèöå. Ïîìèìî ýòîãî, äëÿ
ñòàòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà U óðàâíåíèå (4.54) ãàðàíòèðó-
åò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, êîòîðàÿ çàïèñûâàåòñÿ â
âèäå èíòåãðàëà

�
dr (∇ψ?∇ψ + Uψ?ψ) . (4.55)

Èìïóëüñ æå ñèñòåìû, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñîõðàíÿåòñÿ,
ïîñêîëüêó íàëè÷èå çàâèñÿùåãî îò êîîðäèíàò ïîòåíöèà-
ëà íàðóøàåò ïðîñòðàíñòâåííóþ îäíîðîäíîñòü ñèñòåìû.
Ïóñòü χ(r) � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà −∇2 +

U ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ε. Åñëè â íà÷àëüíûé ìî-
ìåíò âðåìåíè ψ = χ, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì
(4.54) åå ýâîëþöèÿ ñî âðåìåíåì îïðåäåëÿåòñÿ ôàêòîðîì
exp(−iεt). Äðóãèìè ñëîâàìè,

ψ(t, r) = exp(−iεt)χ(r), (4.56)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4.54). Ýòî çàìå÷àíèå äà-
åò ïðèíöèïèàëüíóþ âîçìîæíîñòü íàéòè âðåìåíí�óþ çà-
âèñèìîñòü ψ(t, r) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íà÷àëüíîãî çíà÷å-
íèÿ ψ(0, r).
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Êàê ìû óæå âûÿñíèëè â ðàçäåëå 2.3, ëþáàÿ ôóíêöèÿ
ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì îïå-
ðàòîðà −∇2+U . Ýòè ôóíêöèè ðàñïàäàþòñÿ íà ôóíêöèè
íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ψk, êîòîðûå íà áîëüøèõ ðàññòî-
ÿíèÿõ ðàâíû exp(ikr), è ôóíêöèè äèñêðåòíîãî ñïåêòðà
ψj . Ðàçëîæèì ψ(0, r) ïî ýòèì ôóíêöèÿì:

ψ(0, r) =

�
d3k

(2π)3
a(k)ψk +

∑
j

bjψj . (4.57)

Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.56) â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè

ψ =

�
d3k

(2π)3
a(k)ψke

−ik2t +
∑
j

bjψje
−iεjt. (4.58)

Åñëè âíà÷àëå ôóíêöèÿ ψ áûëà ëîêàëèçîâàíà â òîé æå
îáëàñòè, ÷òî è ïîòåíöèàë U , òî åå ÷àñòü, ñâÿçàííàÿ
ñî ñâÿçàííûìè ñîñòîÿíèÿìè ψj , îñòàíåòñÿ ëîêàëèçîâàí-
íîé â ýòîé îáëàñòè, à åå ÷àñòü, ñâÿçàííàÿ ñ ôóíêöèÿ-
ìè íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ψk, áóäåò ïîñòåïåííî ðàñïëû-
âàòüñÿ ñî âðåìåíåì.
Êîýôôèöèåíòû a(k), bj ðàçëîæåíèÿ (4.57) ìîæíî íàé-

òè â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèÿìè

a(k) =

�
d3r ψ−kψ(0, r),

bj =

�
d3r ψjψ(0, r). (4.59)

Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âçÿòû äåéñòâèòåëüíûå ôóíê-
öèè äèñêðåòíîãî ñïåêòðà, íîðìèðîâàííûå íà åäèíèöó:�
d3r ψ2

j = 1.

Çàäà÷à 4.3.1. Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå êâàíòîâîé ÷à-
ñòèöû äàåòñÿ íîðìèðîâàííîé íà åäèíèöó ôóíêöè-
åé ψ(0, r) = [κ/(2π)]1/2r−1 exp(−κr). Íàéòè êîýô-
ôèöèåíò b â ðàçëîæåíèè (4.57) ïî ñîáñòâåííûì
ôóíêöèÿì îïåðàòîðà Øð¼äèíãåðà ñ ïðèòÿãèâàþ-
ùèì Êóëîíîâñêèì ïîòåíöèàëîì.

4.3.1 Óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà äëÿ ñâî-

áîäíîé ÷àñòèöû

Åñëè âíåøíèé ïîòåíöèàë U ðàâåí íóëþ, òî ìû ïîëó÷àåì
èç (4.54) óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû

−i∂ψ
∂t

= ∇2ψ, (4.60)

êîòîðîå ïîõîæå íà óðàâíåíèå äèôôóçèè (4.33). Êàê ìû
ïîêàçàëè â ðàçäåëå 4.1.3, îãèáàþùàÿ âîëíîâîãî ïîëÿ
îïèñûâàåòñÿ òåì æå óðàâíåíèåì (4.60) (ñ ó÷åòîì ïåðå-
ìàñøòàáèðîâêè êîîðäèíàò). Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå
(4.60) íîñèò óíèâåðñàëüíûé õàðàêòåð.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (4.60). Êàê

è â ñëó÷àå ñ óðàâíåíèåì äèôôóçèè, äëÿ åå ðåøåíèÿ ýô-
ôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ïîñêîëü-
êó â Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèè ýâîëþöèîííàÿ çàäà÷à ðåøà-
åòñÿ ÿâíî. Ïåðåõîäÿ çàòåì îáðàòíî ê ïðîñòðàíñòâåííîìó

ïðåäñòàâëåíèþ, íàõîäèì âûðàæåíèå

ψ(t,x) =

�
dy1 . . . dyd
(4πit)d/2

exp

[
i
(x− y)2

4t

]
ψ(0,y), (4.61)

àíàëîãè÷íîå (4.36).

Çàäà÷à 4.3.2. Íàéòè àíàëîã ïðåäñòàâëåíèÿ (4.61) äëÿ
óðàâíåíèÿ −i∂tψ = (∂2x − ∂2y)ψ.

Îäíàêî èìååòñÿ è ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå ìåæäó âû-
ðàæåíèÿìè (4.36) è (4.61). Â òî âðåìÿ êàê íå ñóùåñòâóåò
èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, ïîçâîëÿþùåãî âîññòàíî-
âèòü u(0,x) ïî u(t,x), âûðàæåíèå (4.61) äîïóñêàåò îá-
ðàùåíèå ïî âðåìåíè:

ψ(0,x) =

�
dy1 . . . dyd
(−4πit)d/2

exp

[
−i (x− y)2

4t

]
ψ(t,y).

Ýòî ñâÿçàíî ñ ðàçëè÷íûì õàðàêòåðîì ïðîöåññîâ, îïèñû-
âàåìûõ óðàâíåíèÿìè (4.33) è (4.60). Óðàâíåíèå äèôôó-
çèè (4.33) îïèñûâàåò äèññèïàòèâíûé ïðîöåññ, âåäóùèé ê
ðàñïëûâàíèþ ñî âðåìåíåì ëîêàëèçîâàííûõ ïîëåé, ñìîò-
ðè âûðàæåíèÿ (4.37,4.39). Ïîýòîìó óðàâíåíèå äèôôó-
çèè (4.33) íå äîïóñêàåò îáðàùåíèÿ âðåìåíè. Óðàâíåíèå
æå Øð¼äèíãåðà (4.60), êàê, âïðî÷åì, è óðàâíåíèå (4.54),
îáðàùåíèå âðåìåíè äîïóñêàåò: îíî èíâàðèàíòíî îòíîñè-
òåëüíî çàìåíû t→ −t, ψ → ψ?. Ïîýòîìó íàðÿäó ñ ïðÿ-
ìûì âûðàæåíèåì (4.61) ðàáîòàåò è îáðàòíîå åìó âûðà-
æåíèå.

Çàäà÷à 4.3.3. Íàéòè äëÿ ñâîáîäíîãî óðàâíåíèÿ Øð¼-
äèíãåðà àñèìïòîòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ, àíàëîãè÷-
íûå (4.37,4.39).

Çàäà÷à 4.3.4. Íàéòè ðåøåíèÿ îäíîìåðíîãî ñâîáîäíîãî
óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà äëÿ ñëåäóþùèõ íà÷àëüíûõ
óñëîâèé: 1) ψ(0, x) = exp[−x2/(2l2)]; 2) ψ(0, x) =
x exp[−x2/(2l2)].

4.4 Ñïðàâî÷íûå ìàòåðèàëû ê ãëà-

âå

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ïðèâîäèì ñïðàâî÷íûå äàííûå,
íåîáõîäèìûå äëÿ ïîíèìàíèÿ èçëîæåííîãî â íàñòîÿùåé
ãëàâå ìàòåðèàëà è ðåøåíèÿ ïðèâåäåííûõ çàäà÷.

4.4.1 Ìåòîä õàðàêòåðèñòèê

Ìåòîä õàðàêòåðèñòèê ïîçâîëÿåò ñâåñòè ðåøåíèå îïðåäå-
ëåííîãî êëàññà óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ê ðå-
øåíèþ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
À èìåííî, îí ïðèìåíèì ê óðàâíåíèÿì, êîòîðûå ñîäåð-
æàò òîëüêî ïåðâûå ïðîèçâîäíûå è ëèíåéíûì ïî ýòèì
ïðîèçâîäíûì. Òàêîå óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∂g

∂t
+ V ∇g = f, (4.62)
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ãäå g � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè t
è êîîðäèíàò x ïðîñòðàíñòâà ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíî-
ñòè. �Ñêîðîñòü� V è �íàêà÷êà� f ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè
ôóíêöèÿìè âðåìåíè è êîîðäèíàò, t,x, à òàêæå ñàìîé èñ-
êîìîé ôóíêöèè g. Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.62) ìî-
æåò áûòü ïîñòðîåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íàäî íàéòè
ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

dg

dt
= f, (4.63)

dx

dt
= V . (4.64)

Òðàåêòîðèè, îïèñûâàåìûå óðàâíåíèåì (4.64), íàçûâà-
þòñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè ñèñòåìû. ×òîáû íàéòè çíà÷åíèå
ôóíêöèè g â ìîìåíò âðåìåíè t è â òî÷êå x, íåîáõîäèìî
âçÿòü õàðàêòåðèñòèêó, êîòîðàÿ çàêàí÷èâàåòñÿ â ìîìåíò
âðåìåíè t â òî÷êå x. Ïîñëå ýòîãî íàäî ðåøèòü óðàâíåíèå
(4.63) âäîëü ýòîé õàðàêòåðèñòèêè, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå
íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ g(t0,x0), ãäå t0 � íà÷àëüíîå âðåìÿ,
ïðè êîòîðîì çàäàåòñÿ íà÷àëüíîå óñëîâèå íà ôóíêöèþ g,
à x0 � òî÷êà, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(4.64) â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0.

Çàäà÷à 4.4.1. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.62) äëÿ
ñäâèãîâîãî ïîëÿ Vx = sy, Vy = 0 ñ íóëåâûìè íà÷àëü-
íûìè óñëîâèÿìè è ñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ f(x, y) =
∂xF (x, y).
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Ãëàâà 5

ÀÂÒÎÍÎÌÍÛÅ ÑÈÑÒÅÌÛ

Â îòñóòñòâèå âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ èëè â ñëó÷àå, êî-
ãäà îíî ñòàöèîíàðíî, ôèçè÷åñêàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèÿìè, êîòîðûå íå çàâèñÿò ÿâíî îò âðåìåíè. Òà-
êèå ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ àâòîíîìíûìè. Ìû áóäåì èíòå-
ðåñîâàòüñÿ ñëó÷àåì, êîãäà äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ àâ-
òîíîìíîé ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûìè,
÷òî ìîæåò ïðèâîäèòü ê äîñòàòî÷íî ñëîæíîìó äèíàìè-
÷åñêîìó ïîâåäåíèþ, âêëþ÷àÿ õàîòè÷åñêèé ðåæèì.

5.1 Ôèêñèðîâàííûå òî÷êè è ïðå-

äåëüíûå öèêëû

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ðåøåíèÿ àâòîíîìíîé
ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
ñðåäè êîòîðûõ âñòðå÷àþòñÿ ñòàöèîíàðíûå (íå çàâèñÿ-
ùèå îò âðåìåíè) ðåøåíèÿ. Ýòè ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò
íåêîòîðûì òî÷êàì â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðûå íà-
çûâàþòñÿ ôèêñèðîâàííûìè òî÷êàìè. Ìû èññëåäóåì ïî-
âåäåíèå ðåøåíèÿ âáëèçè ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê è ðàñ-
ñìîòðèì òàêæå òàê íàçûâàåìûå ïðåäåëüíûå öèêëû.
Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå îäíîé ïåðåìåííîé x àâòîíîìíîå

äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå èìååò âèä

dx/dt = v(x). (5.1)

Óðàâíåíèå (5.1) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê óðàâíåíèå
äâèæåíèÿ òî÷å÷íîé ÷àñòèöû, èìåþùåé êîîðäèíàòó x,
òîãäà v � ñêîðîñòü ýòîé ÷àñòèöû. Ñòàöèîíàðíûå ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèÿ (5.1) îïðåäåëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ
v(x) = 0. Åñëè òàêîé êîðåíü x? ñóùåñòâóåò, òî x = x?
ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (5.1). Òî÷-
êà x = x? íàçûâàåòñÿ ôèêñèðîâàííîé òî÷êîé óðàâíåíèÿ
(5.1).
Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ âáëèçè ôèêñèðîâàí-

íîé òî÷êè. Ïðè x, áëèçêèõ ê x?, ôóíêöèÿ v(x) ìîæåò
áûòü ðàçëîæåíà â ðÿä Òåéëîðà. Ãëàâíûé ÷ëåí ýòîãî ðàç-
ëîæåíèÿ èìååò âèä

v(x) ≈ α(x− x?). (5.2)

Ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ dx/dt = α(x − x?) èìååò
âèä x− x? ∝ exp(αt).Òàêèì îáðàçîì, ïðè α > 0 òî÷êà x
óäàëÿåòñÿ îò ôèêñèðîâàííîé òî÷êè x? ñ òå÷åíèåì âðå-
ìåíè. Â ýòîì ñëó÷àå ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà íàçûâàåòñÿ
íåóñòîé÷èâîé. Ïðè α < 0 òî÷êà x ïðèáëèæàåòñÿ ôèêñè-
ðîâàííîé òî÷êå x? ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Â ýòîì ñëó÷àå
ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîé. Îòìåòèì,
÷òî âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà x ñ òå÷åíèåì âðåìåíè óõî-
äèò íà áåñêîíå÷íîñòü. Â ýòîì ñëó÷àå áåñêîíå÷íîñòü âå-
äåò ñåáÿ ïîäîáíî óñòîé÷èâîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êå.

Ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ óðàâíåíèÿ (5.1) ìîæåò
áûòü êà÷åñòâåííî îïèñàíî, åñëè èçâåñòíû åãî ôèêñèðî-
âàííûå òî÷êè, òî åñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ v(x) = 0. Òî÷-
êà x �îòòàëêèâàåòñÿ� îò íåóñòîé÷èâûõ ôèêñèðîâàííûõ
òî÷åê è �ïðèòÿãèâàåòñÿ� ê óñòîé÷èâûì ôèêñèðîâàííûì
òî÷êàì. Åñëè íóëè ôóíêöèè v(x) íå ÿâëÿþòñÿ êðàòíû-
ìè, ôóíêöèÿ v(x) ìåíÿåò çíàê â êàæäîé ôèêñèðîâàííîé
òî÷êå. Âñëåäñòâèå ýòîãî ïðîèçâîäíàÿ α ìåíÿåò ñâîé çíàê
îò îäíîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè ê äðóãîé ïðè óâåëè÷å-
íèè x. Äðóãèìè ñëîâàìè, óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå
ôèêñèðîâàííûå òî÷êè ÷åðåäóþòñÿ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ïðè óâåëè÷åíèè t óñòîé÷èâàÿ ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà ñî-
áèðàåò â ñâîåé îêðåñòíîñòè ðåøåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ x â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïîïàäàåò â îäèí èç ïðèëå-
ãàþùèõ ê ýòîé òî÷êå èíòåðâàëîâ, êîòîðûå îãðàíè÷èâà-
þòñÿ ñîñåäíèìè íåóñòîé÷èâûìè ôèêñèðîâàííûìè òî÷-
êàìè.

Çàäà÷à 5.1.1. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèé

dx

dt
= x3 − x;

dx

dt
= x− x3.

Óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâó-
åò ïðèâåäåííîé â òåêñòå êà÷åñòâåííîé êàðòèíå.

Îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ çàñëóæèâàåò ñëó÷àé êðàò-
íîãî êîðíÿ ôóíêöèè v(x). Äëÿ äâóêðàòíî âûðîæäåííî-
ãî êîðíÿ âáëèçè íåãî v ≈ β(x − x?)2. Ïðîàíàëèçèðóåì
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

dx/dt = β(x− x?)2, (5.3)

êîòîðîå îïèñûâàåò ïîâåäåíèå x âáëèçè ôèêñèðîâàííîé
òî÷êè. Åãî ðåøåíèå èìååò âèä

x− x? = − 1

β(t− t0)
, (5.4)

ãäå t0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ íà-
÷àëüíûì çíà÷åíèåì x = x0 ïðè t = 0. Ïîâåäåíèå ðåøå-
íèÿ çàâèñèò îò çíàêà β(x0 − x?). Åñëè β(x0 − x?) > 0,
òî t0 > 0. Â ýòîì ñëó÷àå |x| ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè
ïðè t → t0. Åñëè β(x0 − x?) < 0, òî t0 < 0. Â ýòîì ñëó-
÷àå |x| ñòðåìèòñÿ ê x? ïðè t → ∞. Òàêèì îáðàçîì, ýòà
ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ �ïîëóóñòîé÷èâîé�.

Çàäà÷à 5.1.2. Ïðîàíàëèçèðîâàòü ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ
âáëèçè ôèêñèðîâàííîé òî÷êè, äëÿ êîòîðîé êîðåíü
v(x) ÿâëÿåòñÿ òðåõêðàòíî âûðîæäåííûì.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê àâòîíîìíîé ñèñòåìå äâóõ îáûêíî-
âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà
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äëÿ äâóõ ñêàëÿðíûõ ïåðåìåííûõ x, y. Ýòà ñèñòåìà çàïè-
ñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

dx

dt
= v(x, y),

dy

dt
= u(x, y), (5.5)

ãäå v è u � íåêîòîðûå ôóíêöèè x, y. Ñèñòåìó (5.5) ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü, êàê óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå òðà-
åêòîðèþ äâóìåðíîãî äâèæåíèÿ òî÷å÷íîé ÷àñòèöû, ïî-
ëîæåíèå êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ êîîðäèíàòàìè (x, y), òî-
ãäà (v, u) � êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ýòîé ÷àñòèöû. Äëÿ
îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ òðàåêòîðèè íåîáõîäèìî çà-
äàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, íàïðèìåð, ïîëîæåíèå ÷àñòèöû
(x0, y0) â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Îáðàòèì âíèìà-
íèå íà òî, ÷òî òåïåðü íåîáõîäèìû äâà ñêàëÿðíûõ íà-
÷àëüíûõ óñëîâèÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó ïåðåìåííûõ.
Äëÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìû, êîãäà ôóíêöèè v è u â (5.5)

íå çàâèñÿò îò âðåìåíè t, ôîðìà òðàåêòîðèè, ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç íåêîòîðóþ òî÷êó (x0, y0), íå çàâèñèò îò ìî-
ìåíòà âðåìåíè t, êîãäà ýòî ïðîèñõîäèò. Äðóãèìè ñëî-
âàìè, íà ïëîñêîñòè X − Y èìååòñÿ ñîâîêóïíîñòü íå çà-
âèñÿùèõ îò âðåìåíè òðàåêòîðèé, ïî êîòîðûì äâèæåò-
ñÿ ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà, ïîïàâøàÿ íà ýòó òðàåêòîðèþ.
Ýòà ñîâîêóïíîñòü íàçûâàåòñÿ ôàçîâûì ïîðòðåòîì ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé (5.5). Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè x(t), y(t)
çàäàþò ýòè òðàåêòîðèè ïàðàìåòðè÷åñêè, ïàðàìåòðîì æå
ñëóæèò �âðåìÿ� t.
Âàæíóþ ðîëü â õàðàêòåðèñòèêå äèíàìèêè àâòîíîì-

íîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (5.5) èãðàþò ôèêñèðîâàííûå
òî÷êè ýòîé ñèñòåìû, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé
óðàâíåíèé v = 0, u = 0. Ïðåæäå âñåãî, î÷åâèäíî, ÷òî
ëþáàÿ ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ íå çàâèñÿùåì îò
âðåìåíè ðåøåíèåì àâòîíîìíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (5.5).
Ïðîàíàëèçèðóåì ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé âáëèçè ôèêñè-
ðîâàííîé òî÷êè. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò óñòîé÷è-
âûå ôèêñèðîâàííûå òî÷êè. Ïî îïðåäåëåíèþ, ôèêñèðî-
âàííàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé, åñëè ïðè ðîñòå âðå-
ìåíè t ê íåé ñòðåìèòñÿ ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ, íà÷èíàþùèå-
ñÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè.
Ðàññìîòðèì ðåãóëÿðíóþ ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó xf , yf

ñèñòåìû óðàâíåíèé (5.5), âáëèçè êîòîðîé ãëàâíûå ÷ëå-
íû ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé v è u â ðÿä Òåéëîðà ëèíåéíû
ïî x − xf , y − yf . Âáëèçè òàêèõ ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê
âîçìîæíî ðàçëè÷íîå ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé. Ïðîàíàëè-
çèðóåì ýòî ïîâåäåíèå. Ïîìåñòèì ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó
â íà÷àëî êîîðäèíàò, ÷òî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü çà ñ÷åò
ñäâèãà ïåðåìåííûõ x, y. Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé (5.5)
âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò áóäåò èìåòü âèä

d

dt

(
x
y

)
=

(
M11 M12

M21 M22

)(
x
y

)
, (5.6)

ãäå êîìïîíåíòû ìàòðèöû M̂ îïðåäåëÿþòñÿ ïåðâûìè
ïðîèçâîäíûìè v, u, âçÿòûìè â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå.
Ðåøåíèå ñèñòåìû (5.6) ìîæåò áûòü âûðàæåíî ÷åðåç

ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû
M̂ . Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå â âèäå φ1(t)a1 + φ2(t)a2, ãäå
a1 è a2 � ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû M̂ . Ïîäñòà-
íîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ â (5.6) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì

Ðèñ. 5.1: Òðàåêòîðèè â îêðåñòíîñòè óçëîâîé ôèêñèðî-
âàííîé òî÷êè.

dφ1/dt = λ1φ1, dφ2/dt = λ2φ2, ãäå λ1, λ2 � ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ìàòðèöû M̂ . Ýòè óðàâíåíèÿ íåìåäëåííî ðåøà-
þòñÿ è ìû íàõîäèì îáùåå ðåøåíèå(

x
y

)
= c1a1 exp(λ1t) + c2a2 exp(λ2t). (5.7)

Çäåñü c1, c2 � êîíñòàíòû, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëü-
íûìè óñëîâèÿìè.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé äåéñòâèòåëüíîé ìàòðèöû M̂ . Ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1, λ2 îïðåäåëÿþòñÿ èç õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ det (M̂ −λ1̂) = 0. Â íàøåì ñëó÷àå
ýòî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôè-
öèåíòàìè, òî åñòü λ1, λ2 ìîãóò áûòü íàéäåíû ïî ôîð-
ìóëàì Âèåòà. Â çàâèñèìîñòè îò çíàêà äèñêðèìèíàíòà
λ1, λ2 ìîãóò áûòü äåéñòâèòåëüíûìè èëè êîìïëåêñíî ñî-
ïðÿæåííûìè. Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå âîçìîæíîñòè.
Åñëè λ1 > 0, λ2 > 0, òî ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ óõîäèò èç

ôèêñèðîâàííîé òî÷êè, êîòîðàÿ â ýòîì ñëó÷àå íàçûâà-
åòñÿ íåóñòîé÷èâûì óçëîì. Òðàåêòîðèè âáëèçè óçëîâîé
ôèêñèðîâàííîé òî÷êè ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 5.1. Åñëè
λ1 > λ2, òî ãîðèçîíòàëüíûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò c2 = 0,
à âåðòèêàëüíûå � c1 = 0. Â ñèëó λ1 > λ2 íà áîëüøèõ
âðåìåíàõ ãëàâíûì â âûðàæåíèè (5.7) ñòàíîâèòñÿ ïåðâîå
ñëàãàåìîå (åñëè c1 6= 0), ïîýòîìó òðàåêòîðèè ñòðåìÿòñÿ
ñòàòü ãîðèçîíòàëüíûìè. Ðèñóíîê 5.1 ñîîòâåòñòâóåò îð-
òîãîíàëüíûì âåêòîðàì a1, a2. Åñëè îíè íå îðòîãîíàëü-
íû, òî ñèñòåìà òðàåêòîðèé ïåðåêàøèâàåòñÿ.
Åñëè λ1 < 0, λ2 < 0, òî ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ ñ ðîñòîì t

ñòðåìèòñÿ ê ôèêñèðîâàííîé òî÷êå, òî åñòü â ýòîì ñëó÷àå
îíà ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé, òàêàÿ ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà
íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì óçëîì. Ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé
âáëèçè óñòîé÷èâîãî óçëà èëëþñòðèðóåòñÿ òåì æå ðèñóí-
êîì 5.1, íî òîëüêî äâèæåíèå ïî òðàåêòîðèÿì ïðîèñõîäèò
â äðóãóþ ñòîðîíó. Îïÿòü æå, ðèñóíîê 5.1 ñîîòâåòñòâóåò
îðòîãîíàëüíûì âåêòîðàì a1, a2. Åñëè îíè íå îðòîãî-
íàëüíû, òî ñèñòåìà òðàåêòîðèé ïåðåêàøèâàåòñÿ.
Åñëè çíàêè λ1 è λ2 ðàçëè÷íû, òî òàêàÿ òî÷êà íàçû-

âàåòñÿ ñåäëîâîé. Ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé âáëèçè ñåäëî-
âîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè èëëþñòðèðóåò ðèñóíîê 5.2.
Ïóñòü λ1 > 0, λ2 < 0. Òîãäà ãîðèçîíòàëüíàÿ ëèíèÿ ñî-
îòâåòñòâóåò c2 = 0, à âåðòèêàëüíàÿ ëèíèÿ � c1 = 0. Íà
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Ðèñ. 5.2: Òðàåêòîðèè â îêðåñòíîñòè ñåäëîâîé ôèêñèðî-
âàííîé òî÷êè.

Ðèñ. 5.3: Òðàåêòîðèè â îêðåñòíîñòè ôîêàëüíîé ôèêñè-
ðîâàííîé òî÷êè.

áîëüøèõ âðåìåíàõ ãëàâíûì â âûðàæåíèè (5.7) ñòàíîâèò-
ñÿ ïåðâîå ñëàãàåìîå (åñëè c1 6= 0), ïîýòîìó òðàåêòîðèè
ñòðåìÿòñÿ ñòàòü ãîðèçîíòàëüíûìè. Ðèñóíîê 5.1 ñîîòâåò-
ñòâóåò îðòîãîíàëüíûì âåêòîðàì a1, a2. Åñëè îíè íå îð-
òîãîíàëüíû, òî ñèñòåìà òðàåêòîðèé ïåðåêàøèâàåòñÿ.

Çàäà÷à 5.1.3. Íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé

dx

dt
= −y, dy

dt
= −x.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà λ1 è λ2 ÿâëÿþòñÿ
êîìïëåêñíûìè (êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè) ÷èñëàìè. Â
ýòîì ñëó÷àå è a1 è a2 òàêæå ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè
(êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè) âåêòîðàìè. Åñëè ìû õîòèì
èìåòü äåëî ñ äåéñòâèòåëüíûì ðåøåíèåì, òî è êîíñòàíòû
c1 è c2 â âûðàæåíèè (5.7) ñëåäóåò âûáðàòü êîìïëåêñíî
ñîïðÿæåííûìè ÷èñëàìè. Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì(

x
y

)
= 2(c′a′ − c′′a′′) exp(λ′t) cos(λ′′t)

−2(c′′a′ + c′a′′) exp(λ′t) sin(λ′′t), (5.8)

ãäå λ1 = λ′ + iλ′′, c1 = c′ + ic′′, a1 = a′ + ia′′.
Ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé âáëèçè ôèêñèðîâàííîé òî÷êè,

êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè λ1

è λ2, ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 5.3, òàêàÿ ôèêñèðîâàííàÿ
òî÷êà íàçûâàåòñÿ ôîêóñîì. Ìû âèäèì, ÷òî òðàåêòîðèè
ÿâëÿþòñÿ ñïèðàëÿìè, ðàñêðó÷èâàþùèìèñÿ îò ôèêñèðî-
âàííîé òî÷êè ïðè λ′ > 0 è çàêðó÷èâàþùèìèñÿ ê ôèê-
ñèðîâàííîé òî÷êå ïðè λ′ < 0. Òàêèì îáðàçîì, ôîêóñ
ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì, åñëè λ′ < 0.
Îòäåëüíî ñëåäóåò ïðîàíàëèçèðîâàòü ñëó÷àé, êîãäà

ìàòðèöà M̂ ñâîäèòñÿ ê êëåòêå Æîðäàíà,

M̂ =

(
λ 1
0 λ

)
.

Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöè-
åé äâóõ ÷ëåíîâ, çàâèñèìîñòü êîòîðûõ îò âðåìåíè îïðå-
äåëÿåòñÿ ìíîæèòåëÿìè exp(λt) è t exp(λt). Òðàåêòîðèè,
êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ýòèì ðåøåíèÿì, âåäóò ñåáÿ, êàê
â îêðåñòíîñòè óçëà, ïðè÷åì îí ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì,
åñëè λ < 0.
Ó÷åò ñëåäóþùèõ çà ëèíåéíûìè ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ v

è u â ðÿä Òåéëîðà ïî x, y ïðèâîäèò ê èñêàæåíèþ òðà-
åêòîðèé, íàéäåííûõ â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè. Îäíàêî,
ïîêà ïîïðàâêè ê ëèíåéíîìó ÷ëåíó â v è u íåâåëèêè,
ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé âáëèçè óçëà, ñåäëà è ôîêóñà êà-
÷åñòâåííî îñòàåòñÿ òàêèì æå, êàê è íà ðèñóíêàõ 5.1-5.3.
Â îáùåì ñëó÷àå ôîðìà òðàåêòîðèé àâòîíîìíîé ñè-

ñòåìû óðàâíåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì
ïåðâîãî ïîðÿäêà

dy

dx
= f(x, y), f =

u

v
, (5.9)

êîòîðîå âûòåêàåò èç ñèñòåìû (5.5). Èìåííî ýòî óðàâ-
íåíèå îïðåäåëÿåò ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû. Îáðàòèì
âíèìàíèå íà òî, ÷òî äèíàìèêà ñèñòåìû íå îïðåäåëÿåò-
ñÿ îäíîçíà÷íî åå òðàåêòîðèÿìè (ôàçîâûì ïîðòðåòîì).
Äåéñòâèòåëüíî, çàìåíèâ u è v â ñèñòåìå (5.5) íà hu è hv
(ãäå h � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ x, y), ìû ïðèäåì ê äðóãîìó
äèíàìè÷åñêîìó ïîâåäåíèþ. Â òî æå âðåìÿ â ñèëó (5.9)
ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè íå
èçìåíèòñÿ. Ïðåîáðàçîâàíèå v, u → hv, hu îçíà÷àåò, ÷òî
ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå ïàðàìåòðà t â îïðåäåëÿþùèõ òðà-
åêòîðèþ ôóíêöèÿõ x(t), y(t).

Çàäà÷à 5.1.4. Íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé

dx

dt
= −xy2, dy

dt
= −x2y.

Â ðÿäå ñëó÷àåâ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.9) ïîçâîëÿåò
íàéòè ïîëíîå ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è (5.5). Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ (5.9) óäàåòñÿ íàéòè
ôîðìó òðàåêòîðèè y(x), òî ïîäñòàíîâêà ýòîãî âûðàæå-
íèÿ â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ dx/dt = v(x, y) ïðåâðà-
ùàåò åãî â óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà. Åñëè è ýòî óðàâ-
íåíèå óäàåòñÿ ðåøèòü, òî ìû è ïîëó÷àåì ðåøåíèå èñõîä-
íîé çàäà÷è äëÿ x(t). Ôóíêöèþ y(t) ìîæíî çàòåì íàéòè,
ïîñêîëüêó ìû çíàåì çàâèñèìîñòü y(x).
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Ðèñ. 5.4: Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû âáëèçè óñòîé÷èâîãî
ïðåäåëüíîãî öèêëà.

Çàäà÷à 5.1.5. Íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé

dx

dt
= x2 − y2, dy

dt
= 2xy.

Àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (5.5) äîïóñêàåò òàêæå
òàê íàçûâàåìûå ïðåäåëüíûå öèêëû. Ïðåäåëüíûì öèê-
ëîì íàçûâàåòñÿ çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå
òðàåêòîðèè âáëèçè ïðåäåëüíîãî öèêëà íå ÿâëÿåòñÿ çà-
ìêíóòûìè, òî åñòü ïðåäåëüíûé öèêë ÿâëÿåòñÿ èçîëèðî-
âàííîé çàìêíóòîé òðàåêòîðèåé. Òðàåêòîðèè â îêðåñòíî-
ñòè ïðåäåëüíîãî öèêëà ìîãóò �ïðèòÿãèâàòüñÿ� ê öèêëó
èëè �îòòàëêèâàòüñÿ� îò íåãî. Â ïåðâîì ñëó÷àå öèêë íà-
çûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì, à âî âòîðîì ñëó÷àå � íåóñòîé÷è-
âûì. Òèïè÷íîå óñòðîéñòâî òðàåêòîðèé âáëèçè óñòîé÷è-
âîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 5.4.

Çàäà÷à 5.1.6. Íàéòè ïðåäåëüíûé öèêë ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé

dx

dt
= −y + x(1− r2),

dy

dt
= x,

ãäå r2 = x2 + y2. Óñòàíîâèòü åãî óñòîé÷èâîñòü.
Íàéòè ïåðèîä äëÿ ýòîãî öèêëà.

Ïðèâåäåííûå ñîîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò êà÷åñòâåííî
ïîñòðîèòü ôàçîâûé ïîðòðåò ëþáîé àâòîíîìíîé ñèñòå-
ìû. Ïðåæäå âñåãî, íàäî íàéòè âñå ôèêñèðîâàííûå òî÷-
êè è ïðåäåëüíûå öèêëû è óñòàíîâèòü ïîâåäåíèå òðàåê-
òîðèé âáëèçè íèõ. Ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé âäàëè îò ôèê-
ñèðîâàííûõ òî÷åê è ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ïîëó÷àþòñÿ ïó-
òåì ýêñòðàïîëÿöèè. Òðàåêòîðèè íà÷èíàþòñÿ â íåóñòîé-
÷èâûõ ôèêñèðîâàííûõ òî÷êàõ è çàêàí÷èâàþòñÿ â óñòîé-
÷èâûõ. Îíè òàêæå ìîãóò ïðèõîäèòü èç áåñêîíå÷íîñòè
è óõîäèòü íà áåñêîíå÷íîñòü, ïîýòîìó ïîâåäåíèå òðàåê-
òîðèé ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ òðåáóþò îò-
äåëüíîãî àíàëèçà. Ïðåäåëüíûå öèêëû äåëÿò ïëîñêîñòü

x− y íà îòäåëüíûå îáëàñòè, ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ îñòàåòñÿ
âíóòðè òàêîé îáëàñòè.

Çàäà÷à 5.1.7. Íàðèñîâàòü êà÷åñòâåííî ôàçîâûé
ïîðòðåò ñèñòåìû óðàâíåíèé

dx

dt
= −y sinx,

dy

dt
= (1 + y2) cosx.

5.1.1 Óðàâíåíèå Âàí äåð Ïîëÿ

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Âàí äåð Ïîëÿ

∂2t x+ x = µ(1− x2)∂tx, (5.10)

êîòîðîå áûëî ââåäåíî äëÿ îïèñàíèÿ ðàáîòû ãåíåðàòîðà,
îñíîâàííîãî íà L− C êîíòóðå ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ. Î÷å-
âèäíî, óðàâíåíèå (5.10) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå
ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

dx/dt = y, dy/dt = −x+ µ(1− x2)y. (5.11)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (5.11) èìååò åäèíñòâåííóþ ôèêñè-
ðîâàííóþ òî÷êó (0, 0), êîòîðàÿ íåóñòîé÷èâà ïðè µ > 0.
Íèæå ìû èçó÷àåì èìåííî ýòîò ñëó÷àé, êîãäà ñèñòåìà
(5.11) îáëàäàåò óñòîé÷èâûì ïðåäåëüíûì öèêëîì.
Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (5.14) â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

x = r cosϕ, y = r sinϕ:

dr/dt = µ(1− r2 cos2 ϕ)r sin2 ϕ, (5.12)

dϕ/dt = −1 + µ(1− r2 cos2 ϕ) cosϕ sinϕ. (5.13)

Èç óðàâíåíèÿ (5.12) ñëåäóåò, ÷òî ïðè áîëüøèõ r ïðî-
èçâîäíàÿ dr/dt îòðèöàòåëüíà. Ïîýòîìó òðàåêòîðèè íå
ìîãóò óõîäèòü íà áåñêîíå÷íîñòü. Ïîñêîëüêó ïðè µ > 0
ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà 0, 0 íåóñòîé÷èâà, ìû çàêëþ÷àåì,
÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (5.11) îáëàäàåò óñòîé÷èâûì ïðå-
äåëüíûì öèêëîì. Ôîðìà ýòîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà äëÿ
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà µ ïîêàçàíà íà ðèñóíêå
5.5.

Çàäà÷à 5.1.8. Íàéòè ôîðìó òðàåêòîðèé ñèñòåìû
ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ r.

Êàê ñëåäóåò èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (5.11), òðàåêòîðèè
ñèñòåìû äàþòñÿ óðàâíåíèåì

dy

dx
= µ(1− x2)− x

y
. (5.14)

Ïðåäåëüíûé öèêë ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé òðàåêòîðèåé, êî-
òîðàÿ äàåòñÿ óðàâíåíèåì (5.14). Â îáùåì ñëó÷àå ôîð-
ìà ïðåäåëüíîãî öèêëà ìîæåò áûòü íàéäåíà òîëüêî ÷èñ-
ëåííî. Òåì íå ìåíåå, ìû ìîæåì óñòàíîâèòü íåêîòîðûå
åãî îáùèå ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà. Ïðåæäå âñåãî, çàìå-
òèì, ÷òî â ñèëó ñèììåòðèè óðàâíåíèÿ (5.14) ïðåäåëüíûé
öèêë ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ èíâåð-
ñèè x, y → −x,−y. Äàëåå, íà ãðàíèöàõ èíòåðâàëà ïî x,
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Ðèñ. 5.5: Ôîðìà ïðåäåëüíîãî öèêëà óðàâíåíèÿ Âàí äåð
Ïîëÿ íà ïëîñêîñòè X−Y ïðè ðàçäè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïà-
ðàìåòðà µ.

âíóòðè êîòîðîãî ðàñïîëàãàåòñÿ ïðåäåëüíûé öèêë, ïðî-
èçâîäíàÿ dy/dx îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Ïîýòîìó
ýòè òî÷êè ïðåäåëüíîãî öèêëà äîëæíû èìåòü êîîðäèíà-
òó y = 0, òàê êàê òîëüêî ïðè ýòîì óñëîâèè îáðàùàåòñÿ
â áåñêîíå÷íîñòü ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (5.14). Òàêèì
îáðàçîì, ïðåäåëüíûé öèêë ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ñèììåò-
ðè÷íûå âåòâè, äëÿ âåðõíåé èç êîòîðûõ y > 0, à äëÿ
íèæíåé y < 0, ñìîòðè ðèñóíîê 5.5.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ìàëûõ µ. Ïðè µ = 0 óðàâíåíèå

(5.12) âûðîæäåíî, îíî äàåò â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ îêðóæ-
íîñòü ïðîèçâîëüíîãî ðàäèóñà r. ×òîáû óñòàíîâèòü ýòîò
ðàäèóñ, íàäî ó÷åñòü ïîïðàâêó, ñâÿçàííóþ ñ ÷ëåíîì ñ µ.
Ïðè ìàëûõ µ ñèñòåìà óðàâíåíèé (5.12,5.13) äàåò

d ln r

dϕ
= −µ(1− r2 cos2 ϕ) sin2 ϕ. (5.15)

Â ñèëó ñèììåòðèè ïðåäåëüíîãî öèêëà ïðè èçìåíåíèè ϕ
îò 0 äî π ðàäèóñ r äîëæåí âåðíóòüñÿ ê ñâîåìó èñõîäíîìó
çíà÷åíèþ. Èíòåãðèðóÿ ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (5.15)
(ïðè r = const) ïî óãëó ϕ îò 0 äî π è ïðèðàâíèâàÿ ðå-
çóëüòàò ê íóëþ, íàõîäèì r = 2.

Çàäà÷à 5.1.9. Íàéòè ïåðâóþ ïî µ ïîïðàâêó ê r = 2.

Ïðîàíàëèçèðóåì ôîðìó ïðåäåëüíîãî öèêëà óðàâíå-
íèÿ Âàí äåð Ïîëÿ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà µ.
Ðàññìàòðèâàåì âåðõíþþ âåòâü ïðåäåëüíîãî öèêëà. Ïðè
x < −1 çíà÷åíèå y ìàëî. Ïðåíåáðåãàÿ â óðàâíåíèè (5.14)
ëåâîé ÷àñòüþ, íàõîäèì

y = µ−1x/(1− x2). (5.16)

Ýòî ðåøåíèå òåðÿåò ñâîþ ïðèìåíèìîñòü âáëèçè x = −1.
Ïðè x > −1 çíà÷åíèå y, íàîáîðîò, âåëèêî. Ïîýòîìó â
óðàâíåíèè (5.14) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïîñëåäíèì ÷ëåíîì.
Èíòåãðèðóÿ îñòàâøååñÿ óðàâíåíèå ñ ãðàíè÷íûì óñëîâè-
åì y = 0 ïðè x = −1, íàõîäèì

y = µ(x− x3/3 + 2/3). (5.17)

Ýòî ðåøåíèå äîñòèãàåò ìàêñèìóìà ïðè x = 1 è îáðà-
ùàåòñÿ â íîëü ïðè x = 2. Îêðåñòíîñòè òî÷êè x = −1,
ãäå ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ñ îäíîãî ðåæèìà íà äðóãîé, è
òî÷åê x = ±2, ãäå ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ñ îäíîé âåòâè
íà âòîðóþ, òðåáóåò ñïåöèàëüíîãî àíàëèçà. Ïîëó÷åííóþ
ôîðìó ïðåäåëüíîãî öèêëà ìîæíî óâèäåòü íà ðèñóíêå
5.5 ïðè áîëüøèõ µ.

Çàäà÷à 5.1.10. Íàéòè ïåðèîä ïðåäåëüíîãî öèêëà óðàâ-
íåíèÿ Âàí äåð Ïîëÿ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðà-
ìåòðà µ.

Çàäà÷à 5.1.11. Ïðîàíàëèçèðîâàòü ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (5.14) âáëèçè òî÷êè x = −1 ïðè áîëüøèõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà µ.

Çàäà÷à 5.1.12. Ïðîàíàëèçèðîâàòü ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (5.14) âáëèçè òî÷êè x = 2 ïðè áîëüøèõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà µ.
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5.2 Áèôóðêàöèè

Áèôóðêàöèåé íàçûâàåòñÿ êà÷åñòâåííîå èçìåíåíèå ôà-
çîâîãî ïîðòðåòà ñèñòåìû ïðè èçìåíåíèè îäíîãî èëè
íåñêîëüêèõ ïàðàìåòðîâ. Íàïðèìåð, ôèêñèðîâàííàÿ òî÷-
êà ìîæåò èç óñòîé÷èâîé ñòàòü íåóñòîé÷èâîé, ÷òî ñîïðî-
âîæäàåòñÿ ïåðåñòðîéêîé ôàçîâîãî ïîðòðåòà.
Ïðîñòåéøèé òèï áèôóðêàöèè äàåòñÿ óðàâíåíèåì

dx

dt
= µ− x2. (5.18)

Åñëè ïàðàìåòð µ îòðèöàòåëåí, òî x çà êîíå÷íîå âðåìÿ
óõîäèò â ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòü. Åñëè æå ïàðàìåòð µ ïî-
ëîæèòåëåí, òî óðàâíåíèå (5.18) èìååò äâå ôèêñèðîâàí-
íûå òî÷êè x = ±√µ. Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ôèêñèðî-
âàííàÿ òî÷êà x =

√
µ ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé, à ôèêñèðî-

âàííàÿ òî÷êà x = −√µ ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîé. Òàêèì
îáðàçîì, åñëè íà÷àëüíîå çíà÷åíèå x0 ëåæèò â èíòåðâà-
ëå −√µ < x0, òî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè x ïðèáëèæàåòñÿ ê
ôèêñèðîâàííîé òî÷êå

√
µ, à åñëè íà÷àëüíîå çíà÷åíèå x0

ëåæèò â èíòåðâàëå x0 < −
√
µ, òî x çà êîíå÷íîå âðåìÿ

óõîäèò â ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòü.

Çàäà÷à 5.2.1. Íàéòè âðåìÿ, çà êîòîðîå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (5.18) îáðàùàåòñÿ â ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòü
ïðè îòðèöàòåëüíîì µ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïðîõîæäåíèè ïàðàìåòðà µ ÷åðåç
íîëü ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (5.18) êà÷åñòâåííî
ìåíÿåòñÿ. Òàêîå èçìåíåíèå è íàçûâàåòñÿ áèôóðêàöèåé,
à çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò áèôóð-
êàöèÿ, íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêèì. Äëÿ óðàâíåíèÿ (5.18)
êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà µ ÿâëÿåòñÿ µ = 0.
Ñëåäóþùèì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå

dx

dt
= µx− x3. (5.19)

Åñëè ïàðàìåòð µ îòðèöàòåëåí, òî óðàâíåíèå (5.19) èìååò
åäèíñòâåííóþ óñòîé÷èâóþ ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó x = 0.
Ïðè ïîëîæèòåëüíûõ µ ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà x = 0
ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâîé, à âîçíèêàþò äâå óñòîé÷èâûå
ôèêñèðîâàííûå òî÷êè x = ±√µ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè
êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè µ = 0 ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ,
êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåñòðîéêå ñèñòåìû ôèêñèðî-
âàííûõ òî÷åê.
Ïåðåõîäèì òåïåðü ê ñèñòåìàì ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè.

Êàê èçâåñòíî, â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæíû ðàçëè÷íûå òè-
ïû ïîâåäåíèÿ, ñìîòðè ðàçäåë 5.1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó
óðàâíåíèé (5.6), êîòîðàÿ îïèñûâàåò ïîâåäåíèå ñèñòåìû
âáëèçè ôèêñèðîâàííîé òî÷êè. Ýòî ïîâåäåíèå çàâèñèò îò
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû M̂ . Åñëè îáà ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèÿ λ1, λ2 îòðèöàòåëüíû, òî ìû èìååì äåëî ñ
óñòîé÷èâûì óçëîì, åñëè îáà ýòè çíà÷åíèÿ ïîëîæèòåëü-
íû, òî ìû èìååì äåëî ñ íåóñòîé÷èâûì óçëîì, à åñëè îäíî
èç ýòèõ çíà÷åíèé ïîëîæèòåëüíî, à äðóãîå îòðèöàòåëüíî,
òî ìû èìååì äåëî ñ ñåäëîì. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïðè
èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû λ1 èëè λ2 ìåíÿåò ñâîé

çíàê, òî ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ èçìåíåíè-
åì õàðàêòåðà ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû âáëèçè ôèêñèðîâàííîé
òî÷êè: óçåë ìåíÿåòñÿ íà ñåäëî èëè, íàîáîðîò, ñåäëî ìå-
íÿåòñÿ íà óçåë. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè ïðè èçìåíåíèè
ïàðàìåòðîâ ìàòðèöû M̂ ó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ1, λ2
âîçíèêàåò ìíèìàÿ ÷àñòü (òî åñòü îíè ñòàíîâÿòñÿ êîì-
ïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè), òî óçåë çàìåíÿåòñÿ íà ôîêóñ.
Ýòî åùå îäèí òèï áèôóðêàöèé.

Âîçìîæíû áèôóðêóöèè, êîãäà ïðè èçìåíåíèè ïàðà-
ìåòðîâ ñèñòåìû âìåñòî îäíîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè âîç-
íèêàåò òðè èëè íàîáîðîò, îñòàåòñÿ îäíà âìåñòî òðåõ.
Ýòîò ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì, àíàëîãè÷íûì
(5.19). Âîçìîæíî òàêæå âîçíèêíîâåíèå äâóõ ôèêñèðî-
âàííûõ òî÷åê èëè èõ èñ÷åçíîâåíèå. Ýòîò ïðîöåññ îïè-
ñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì, àíàëîãè÷íûì (5.18).

Áîëåå ñëîæíûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ áèôóðêàöèÿ
Õîïôà, êîòîðàÿ ïðîèñõîäèò â ñèñòåìå óðàâíåíèé,
êîòîðûå îïèñûâàþò îêðåñòíîñòü ôèêñèðîâàííîé òî÷êè
x = 0, y = 0. Ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò âèä

dz

dt
=
[
(µ+ i) + (α+ iβ)|z|2

]
z, (5.20)

ãäå z = x+iy, à µ, α, β � äåéñòâèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû.

Ïðè îòðèöàòåëüíîì µ ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà z = 0 ÿâ-
ëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé. Åñëè α < 0 (ýòîò ñëó÷àé íàçûâà-
þò ñóïåðêðèòè÷åñêèì), òî ôàçîâûé ïîðòðåò óðàâíåíèÿ
(5.20) íå èìååò áîëüøå íèêàêèõ îñîáåííîñòåé. Åñëè æå
α > 0 (ýòîò ñëó÷àé íàçûâàþò ñóáêðèòè÷åñêèì), òî ôàçî-
âûé ïîðòðåò óðàâíåíèÿ (5.20) èìååò íåóñòîé÷èâûé ïðå-
äåëüíûé öèêë ðàäèóñà |z| =

√
|µ|/α. Ïðè ïîëîæèòåëü-

íîì µ ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà z = 0 ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé-
÷èâîé. Â ñóïåðêðèòè÷åñêîì ñëó÷àå, α < 0, ïðè ïîëî-
æèòåëüíîì µ âîçíèêàåò óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë
ðàäèóñà |z| =

√
µ/|α|. Â ñóáêðèòè÷åñêîì ñëó÷àå, α > 0,

ïðè ïîëîæèòåëüíîì µ ïðåäåëüíûé öèêë èñ÷åçàåò.

Òàêèì îáðàçîì, áèôóðêàöèÿ Õîïôà, êîòîðàÿ ïðîèñ-
õîäèò ïðè èçìåíåíèè çíàêà µ (òî åñòü êðèòè÷åñêèì çíà-
÷åíèåì ïàðàìåòðà µ ÿâëÿåòñÿ µ = 0), çàêëþ÷àåòñÿ â
çàìåíå óñòîé÷èâîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè íà íåóñòîé÷è-
âóþ, ÷òî ñîïðîâîæäàåòñÿ ëèáî èñ÷åçíîâåíèåì íåóñòîé-
÷èâîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà, ëèáî âîçíèêíîâåíèåì óñòîé-
÷èâîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà. Êàê è ñëåäóåò èç îáùèõ
ïðàâèë, óñòîé÷èâàÿ ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà ìîæåò ñîïðî-
âîæäàòüñÿ òîëüêî íåóñòîé÷èâûì ïðåäåëüíûì öèêëîì,
à íåóñòîé÷èâàÿ ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà ìîæåò ñîïðîâîæ-
äàòüñÿ òîëüêî óñòîé÷èâûì ïðåäåëüíûì öèêëîì.

Çàäà÷à 5.2.2. Íàéòè çàêîí äâèæåíèÿ ïî ïðåäåëüíîìó
öèêëó (åñëè îí ñóùåñòâóåò), ê êîòîðîìó ïðèâî-
äèò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.20).

Çàäà÷à 5.2.3. Ïðîàíàëèçèðîâàòü óñòîé÷èâîñòü ïðå-
äåëüíûõ öèêëîâ â ñóïåðêðèòè÷åñêîì è ñóáêðèòè-
÷åñêîì ñëó÷àÿõ äëÿ óðàâíåíèÿ (5.20).
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5.2.1 Ìîäåëü Ëîðåíöà

Äî ñèõ ïîð ìû îãðàíè÷èâàëèñü ðàññìîòðåíèåì àâòîíîì-
íûõ ñèñòåì, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ îäíîé ïåðåìåííîé
èëè äâóìÿ ïåðåìåííûìè. Ïðè ïåðåõîäå ê ñèñòåìàì, êî-
òîðûå îïèñûâàþòñÿ á�îëüøèì ÷èñëîì ïåðåìåííûõ, âîç-
íèêàåò íîâàÿ êà÷åñòâåííàÿ îñîáåííîñòü � ïðè íåêîòîðûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ äèíàìèêà ñèñòåìû ìîæåò îêà-
çàòüñÿ õàîòè÷åñêîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òðàåêòîðèÿ ñèñòå-
ìû íå ïðèòÿãèâàåòñÿ ê êàêèì-ëèáî óñòîé÷èâûì ôèêñè-
ðîâàííûì òî÷êàì èëè ïðåäåëüíûì öèêëàì, à �çàìåòàåò�
âñå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî èëè åãî ÷àñòü. Äðóãèìè ñëî-
âàìè, äëÿ ëþáîé òî÷êè çàìåòàåìîé îáëàñòè òðàåêòîðèÿ
îêàæåòñÿ ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê ýòîé òî÷êå, åñëè íàáëþ-
äàòü åå äîñòàòî÷íî áîëüøîå âðåìÿ.
Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ñöåíàðèè ïåðåõîäà ê õàîòè÷å-

ñêîìó ïîâåäåíèþ ñèñòåìû. Èõ îáñóæäåíèå âûõîäèò çà
ðàìêè íàñòîÿùåãî ïîñîáèÿ, îíî ìîæåò áûòü íàéäåíî â
ñïåöèàëüíîé ëèòåðàòóðå. Çäåñü ìû òîëüêî êðàòêî îáñó-
äèì ìîäåëü Ëîðåíöà, êîòîðàÿ èñòîðè÷åñêè ÿâèëàñü ïåð-
âîé ìîäåëüþ, â êîòîðîé ïðè èçìåíåíèè åå ïàðàìåòðîâ
íàáëþäàåòñÿ ïåðåõîä ê õàîòè÷åñêîìó ïîâåäåíèþ. Â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíî îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ïîäîáíûõ
ìîäåëåé, êîòîðûå ïîêàçûâàþò, ÷òî õàîòè÷åñêîå ïîâåäå-
íèå ÿâëÿåòñÿ ñêîðåå ïðàâèëîì, ÷åì èñêëþ÷åíèåì äëÿ
ñèñòåì ñ ÷èñëîì ïåðåìåííûõ áîëåå äâóõ.
Ìîäåëü Ëîðåíöà ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé äëÿ òðåõ ïåðåìåííûõ x, y, z, êîòîðûå ïîä÷èíÿþò-
ñÿ ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì

∂tx = σ(y − x),

∂ty = x(r − z)− y,
∂tz = xy − bz. (5.21)

Çäåñü r, σ, b � ïàðàìåòðû, êîòîðûå ñ÷èòàþòñÿ ïîëîæè-
òåëüíûìè. Ïåðåõîä ê õàîñó ïðîèñõîäèò ïðè óâåëè÷åíèè
ïàðàìåòðà r. Ïðèâåäåì íåáîëüøîé àíàëèç ðåøåíèÿ ñè-
ñòåìû (5.21).
Ñèñòåìà (5.21) èìååò ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó (0, 0, 0),

êîòîðàÿ óñòîé÷èâà ïðè r < 1 è ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé-
÷èâîé ïðè r > 1, òî åñòü ïðè r = 1 ïðîèñõîäèò áè-
ôóðêàöèÿ. Â ðåçóëüòàòå áèôóðêàöèè âîçíèêàåò äâå íî-
âûå ôèêñèðîâàííûå òî÷êè (

√
b(r − 1),

√
b(r − 1), r − 1)

è (−
√
b(r − 1),−

√
b(r − 1), r − 1). Ñíà÷àëà ýòè ôèêñè-

ðîâàííûå òî÷êè óñòîé÷èâû, íî ïðè óâåëè÷åíèè r ïðîèñ-
õîäèò áèôóðêàöèÿ, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé ýòè ôèêñèðî-
âàííûå òî÷êè òåðÿþò óñòîé÷èâîñòü ïðè íåêîòîðîì çíà-
÷åíèè ïàðàìåòðà r. Ïðè ýòîé áèôóðêàöèè íå âîçíèêàåò
íîâûõ ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê èëè óñòîé÷èâîãî ïðåäåëü-
íîãî öèêëà è ñèñòåìà îêàçûâàåòñÿ â ñîñòîÿíèè õàîñà.

Çàäà÷à 5.2.4. Ïîêàçàòü, ÷òî ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà
(0, 0, 0) ñèñòåìû (5.21) óñòîé÷èâà ïðè r < 1 è ñòà-
íîâèòñÿ íåóñòîé÷èâîé ïðè r > 1.

Çàäà÷à 5.2.5. Ïîêàçàòü, ÷òî ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà
(
√
b(r − 1),

√
b(r − 1), r− 1) ñèñòåìû (5.21) óñòîé-

÷èâà ïðè ìàëîì ïîëîæèòåëüíîì r−1 è ñòàíîâèò-
ñÿ íåóñòîé÷èâîé ïðè áîëüøèõ r.

Ïðè ñàìûõ áîëüøèõ r âîçíèêàåò óñòîé÷èâûé ïðåäåëü-
íûé öèêë, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñêåé-
ëèíãîâûå ñîîòíîøåíèÿ ïî r

T ∝ r−1/2, x ∝ r1/2, y ∝ r, z ∝ r.

Ñ ó÷åòîì ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñèñòåìà óðàâíåíèé (5.21)
ñâîäèòñÿ ê

∂tx = σy, ∂ty = x(r − z), ∂t(r − z) = −xy. (5.22)

Îòñþäà ñëåäóåò y2 + (r − z)2 = R2, x2/(2σ) + r − z = C,
ãäå êîíñòàíòû R ∼ C ∼ r. Ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî áûëî
ñäåëàíî äëÿ îñöèëëÿòîðà Âàí äåð Ïîëÿ, ýòè êîíñòàíòû
äîëæíû áûòü íàéäåíû èç óñëîâèé, ÷òî ïåðâûå ïîïðàâêè
ïî 1/r íå ðàçðóøàþò çàìêíóòîñòè íàéäåííîãî ïðåäåëü-
íîãî öèêëà.

Çàäà÷à 5.2.6. Íàéòè êîíñòàíòû R è C, êîòîðûå õà-
ðàêòåðèçóþò ïðåäåëüíûé öèêë ìîäåëè Ëîðåíöà,
êîòîðûé âîçíèêàåò ïðè b = 1, σ � 1 è áîëüøèõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà r.

Òàêèì îáðàçîì, õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ìîäåëè Ëîðåí-
öà ðåàëèçóåòñÿ â íåêîòîðîì èíòåðâàëå ïî îñíîâíîìó ïà-
ðàìåòðó r, ãðàíèöû êîòîðîãî çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ ìî-
äåëè b, σ.

5.3 Ëàãðàíæåâû óðàâíåíèÿ

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì äèíàìèêó ôèçè-
÷åñêèõ ñèñòåì, óðàâíåíèÿ äëÿ êîòîðûõ ïîëó÷àþòñÿ, êàê
óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà íåêîòîðîãî ôóíêöèîíàëà, êîòîðûé
íàçûâàåòñÿ äåéñòâèåì. Ìû ðàññìîòðèì äåéñòâèå

S =

�
dt L(∂tx,x), (5.23)

ãäå x � íàáîð ïåðåìåííûõ, õàðàêòåðèçóþùèõ ñèñòå-
ìó, à L íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà. Àâòîíîìíîñòü
ñèñòåìû âûðàæàåòñÿ â îòñóòñòâèè ÿâíîé çàâèñèìîñòè
ôóíêöèè Ëàãðàíæà îò âðåìåíè. Óñëîâèå ýêñòðåìóìà
äåéñòâèÿ (5.23) èìååò âèä

∂t
∂L

∂(∂tx)
=
∂L

∂x
. (5.24)

Óðàâíåíèå (5.24) ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà
ïî âðåìåíè.
Íåñëîæíî ïåðåïèñàòü óðàâíåíèå (5.24) â âèäå óðàâ-

íåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò
ââåñòè ïåðåìåííûå p = ∂L∂(∂tx), à òàêæå ôóíêöèþ Ãà-
ìèëüòîíà

H(p,x) = p∂tx− L. (5.25)

Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ, dH = dp∂tx − dx∂L/∂x.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèÿì ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà

∂tx = ∂H/∂p, (5.26)

∂tp = −∂H/∂x, (5.27)



65 5. Àâòîíîìíûå ñèñòåìû

êîòîðûå íàçûâàþò êàíîíè÷åñêèìè. Ýòî ñèñòåìà 2n
óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, ãäå n � ÷èñëî ïåðåìåííûõ
x. Ýôôåêòèâíîå äåéñòâèå, ýêñòðåìóìîì êîòîðîãî ÿâëÿ-
þòñÿ êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (5.26,5.27), èìååò âèä

S =

�
dt [p∂tx−H(p,x)] . (5.28)

Âàðüèðîâàòü äåéñòâèå (5.28) íàäî êàê ïî ïåðåìåííûì x,
òàê è ïî ïåðåìåííûì p.
Äëÿ ñèñòåìû âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö ôóíêöèÿ

Ãàìèëüòîíà èìååò âèä

H =
∑
i

p2i
2mi

+ U(xi), (5.29)

ãäå èíäåêñ i íóìåðóåò ÷àñòèöû, mi � èõ ìàññû, à ïîòåí-
öèàë U ñîäåðæèò êàê âíåøíèé ïîòåíöèàë, òàê è ýíåðãèþ
âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Íàïðèìåð, äëÿ îñ-
öèëëÿòîðà, òî åñòü äëÿ ÷àñòèöû â êâàäðàòè÷íîì âíåø-
íåì ïîòåíöèàëå

H =
p2

2m
+
mω2x2

2
, (5.30)

ãäå m � ìàññà ÷àñòèöû, à ω � ÷àñòîòà êîëåáàíèé.
Óðàâíåíèÿ (5.26,5.27) ïðèâîäÿò ê çàêîíó ñîõðàíåíèÿ

ýíåðãèè H = const. Äåéñòâèòåëüíî, âñëåäñòâèå óðàâíå-
íèé (5.26,5.27) íàõîäèì

dH

dt
=
∂H

∂x
∂tx+

∂H

∂p
∂tp = 0.

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ëàãðàí-
æåâîé ôîðìóëèðîâêè óðàâíåíèé äèíàìèêè ñèñòåìû è
àâòîíîìíîñòè, òî åñòü îäíîðîäíîñòè ñèñòåìû ïî âðåìå-
íè. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ïîçâîëÿåò ïîíèçèòü íà
åäèíèöó ÷èñëî 2n óðàâíåíèé (5.26,5.27). Â ÷àñòíîñòè,
äëÿ ñëó÷àÿ îäíîé ïåðåìåííîé x âòîðîé ïîðÿäîê óðàâíå-
íèé ïîíèæàåòñÿ äî ïåðâîãî.

Çàäà÷à 5.3.1. Íàéòè óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ
îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññû m âî âíåø-
íåì ïîòåíöèàëå U .

Íàëè÷èå äîïîëíèòåëüíîé ñèììåòðèè ôóíêöèè
Ëàãðàíæà èëè ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà ïðèâîäèò ê äîïîë-
íèòåëüíûì çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò
äàëåå ïîíèçèòü ïîðÿäîê ñèñòåìû óðàâíåíèé (5.26,5.27).
Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñëó÷àé ñèñòåìû, êî-

òîðàÿ îïèñûâàåòñÿ äâóìÿ ïåðåìåííûìè x, y. Áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà èíâàðèàíòà îòíîñèòåëüíî
ñäâèãà ôàçû z → eiαz, ãäå z = x + iy. Íàïðèìåð, òàêîé
ñèììåòðèåé îáëàäàåò ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà

L =
m(∂tx)2

2
+
m(∂ty)2

2
− U

(√
x2 + y2

)
, (5.31)

êîòîðàÿ îïèñûâàåò äâóìåðíîå äâèæåíèå ÷àñòèöû â ïî-
òåíöèàëå, çàâèñÿùåì òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ äî íà÷àëà

êîîðäèíàò. Ïðîèçâåäåì èíôèíèòåçåìàëüíîå ïðåîáðàçî-
âàíèå êîîðäèíàò δz = iαz, ãäå α � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíê-
öèÿ âðåìåíè. Âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ (5.23) â ñèëó èíâàðè-
àíòíîñòè ôóíêöèè Ëàãðàíæà L èìååò âèä

δS =

�
dt

[
∂L

∂(∂tx)
(−∂tαy) +

∂L

∂(∂ty)
(∂tαx)

]
.

Äëÿ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì äâèæå-
íèÿ, âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ äëÿ
ëþáûõ âàðèàöèé ïåðåìåííûõ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êî-
ýôôèöèåíò ïðè ∂tα äîëæåí áûòü ðàâåí êîíñòàíòå. Òà-
êèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê çàêîíó ñîõðàíåíèÿ

pxy − pyx = const. (5.32)

Ýòî åñòü íå ÷òî èíîå, êàê çàêîí ñîõðàíåíèÿ óãëîâîãî
ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ, êîòîðûé äîëæåí âûïîë-
íÿòüñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå.

5.4 Ðåëàêñàöèîííûå óðàâíåíèÿ

Ðåëàêñàöèîííûå óðàâíåíèÿ îïèñûâàþò ïðèáëèæåíèå
ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû ê ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ. Äëÿ ñè-
ñòåìû ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, êîòîðûå îïè-
ñûâàþòñÿ íàáîðîì ïåðåìåííûõ xi, ðåëàêñàöèîííîå óðàâ-
íåíèå èìååò âèä

dxi
dt

= − ∂F
∂xi

, (5.33)

ãäå F � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ xi. Åñëè ñèñòåìà õàðàêòå-
ðèçóåòñÿ åäèíñòâåííûì ïàðàìåòðîì x, òî ê âèäó (5.33)
ñâîäèòñÿ ïðîèçâîëüíîå óðàâíåíèå dx/dy = v(x), òîãäà F
ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé îò −v. Â ýòîì ñëó÷àå íèêàêîé
ñïåöèôèêè â ðåëàêñàöèîííîì óðàâíåíèè íåò.
Îäíàêî óæå äëÿ äâóõ xi äàëåêî íå âñÿêàÿ ñèñòåìà

óðàâíåíèé (5.5)

dx/dt = v, dy/dt = u,

ñâîäèòñÿ ê ðåëàêñàöèîííîìó âèäó (5.33). Äåéñòâèòåëü-
íî, âûðàæåíèÿ v = −∂F/∂x, u = −∂F/∂y îçíà÷àþò, ÷òî

∂v

∂y
=
∂u

∂x
= − ∂2F

∂x∂y
.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîèçâîäíûå îò u è v ñâÿçàíû ìåæ-
äó ñîáîé. Àíàëîãè÷íàÿ ñâÿçü ñïðàâåäëèâà è äëÿ ñëó÷àÿ
á�îëüøåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ.
Ôèêñèðîâàííûå òî÷êè óðàâíåíèÿ (5.33) îïðåäåëÿþòñÿ

óñëîâèÿìè ∂F/∂xi = 0. Âáëèçè ôèêñèðîâàííîé òî÷êè
x?i ôóíêöèÿ F ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

F ≈ F0 +
1

2
Mij(xi − x?i)(xj − x?j),

ãäå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóì-
ìèðîâàíèå. Çäåñü F0 � çíà÷åíèå ôóíêöèè â ôèêñèðî-
âàííîé òî÷êå, à Mij = ∂2F/∂xi∂xj � ìàòðèöà âòîðûõ
ïðîèçâîäíûõ â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå. Ïîýòîìó ìàòðèöà
Mij ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé.
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Óðàâíåíèå (5.33) âáëèçè ôèêñèðîâàííîé òî÷êè x?j
èìååò âèä

dxi
dt

= −Mij(xj − x?j). (5.34)

Â ñèëó ñèììåòðèè ìàòðèöû M̂ åå âñåãäà ìîæíî ïðè-
âåñòè ê äèàãîíàëüíîìó âèäó. Ïðåäñòàâëåíèå (5.34) ïî-
êàçûâàåò, ÷òî ôèêñèðîâàííûå òî÷êè ðåëàêñàöèîííîãî
óðàâíåíèÿ (5.33) ìîãóò áûòü óñòîé÷èâûìè èëè íåóñòîé-
÷èâûìè óçëàìè, à òàêæå ñåäëàìè. Â òî æå âðåìÿ îíè
íå ìîãóò áûòü ôîêóñàìè, ïîñêîëüêó ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ (äåéñòâèòåëüíîé) ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû âñåãäà
äåéñòâèòåëüíû. Îòìåòèì, ÷òî óñòîé÷èâûå óçëû ñîîòâåò-
ñòâóþò ìèíèìóìàì ôóíêöèè F , íåóñòîé÷èâûå óçëû ñî-
îòâåòñòâóþò ìàêñèìóìàì ôóíêöèè F , à ñåäëîâàÿ òî÷êà
ñîîòâåòñòâóåò ýêñòðåìóìó ôóíêöèè F , êîòîðûå íå ñâî-
äèòñÿ ê ìèíèìóìó èëè ìàêñèìóìó.
Â ñëó÷àå, êîãäà íåêîòîðûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðè-

öû M̂ ðàâíû íóëþ, ñëåäóåò ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå áî-
ëåå âûñîêèå, ÷åì âòîðîé, ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè
F ïî xi − x?i. Òîãäà ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ ñëó÷àé, êî-
ãäà ÷àñòü òðàåêòîðèé óõîäèò îò ôèêñèðîâàííîé òî÷êè,
à ÷àñòü ïðèáëèæàåòñÿ ê íåé.

Çàäà÷à 5.4.1. Êàê âûãëÿäèò ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòå-
ìû, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (5.5) ñ äâóìÿ
ïåðåìåííûìè è F = xy2?

Â ñèëó óðàâíåíèÿ (5.33)

dF

dt
= −

(
∂F

∂xi

)2

. (5.35)

Ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (5.35) íåîòðèöàòåëü-
íà, ôóíêöèÿ F ìîíîòîííî óáûâàåò ñî âðåìåíåì. Îòñþäà
ñëåäóåò â ÷àñòíîñòè, ÷òî ðåøåíèÿìè ñèñòåìû (5.33) íå
ìîãóò áûòü ïðåäåëüíûå öèêëû.
Îáû÷íî (åñëè íåò íèêàêèõ îñîáåííîñòåé â ôóíêöèè

F ) ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ óðàâíåíèÿ (5.5) ïðèáëèæàåòñÿ ê
íåêîòîðîìó óñòîé÷èâîìó óçëó, â êîòîðîì ôóíêöèÿ F
äîñòèãàåò ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà. Òàêèì îáðàçîì, ïðî-
ñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ xi äåëèòñÿ íà îáëàñòè ïðèòÿ-
æåíèÿ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ �ïðèíàäëåæèò� íåêîòîðîìó
óñòîé÷èâîìó óçëó: òðàåêòîðèÿ, íà÷èíàþùàÿñÿ â òàêîé
îáëàñòè, ñî âðåìåíåì ïðèáëèæàåòñÿ ê ñâîåìó óñòîé÷èâî-
ìó óçëó. Íàäî èìåòü â âèäó, ÷òî îäíèì èç òàêèõ óñòîé÷è-
âûõ óçëîâ ìîæåò îêàçàòüñÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà.
Ãðàíèöû ìåæäó îáëàñòÿìè ïðèòÿæåíèÿ ñîäåðæàò òðà-
åêòîðèè óðàâíåíèÿ (5.5). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñèñòåìû ñ
äâóìÿ ïàðàìåòðàìè, êîãäà ãðàíèöà ìåæäó îáëàñòÿìè
ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé êðèâîé, îíà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç òðà-
åêòîðèé.

Çàäà÷à 5.4.2. Óñòàíîâèòü çàêîí, ïî êîòîðîìó òðàåê-
òîðèè óðàâíåíèÿ (5.33) äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåí-
íûõ F = (x4+y4)/4−(x2+y2)/2−3xy ïðèáëèæàþò-
ñÿ ê óñòîé÷èâûì ôèêñèðîâàííûì òî÷êàì. Êàêîâû
îáëàñòè èõ ïðèòÿæåíèÿ? Ïðîâåðèòü, ÷òî ãðàíè-
öà ìåæäó íèìè ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç òðàåêòîðèé.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ F èìååò
âèä

F =
a

2
x2 +

λ

24
x4, (5.36)

x2 = x21 + · · ·+ x2n.

Ýòà ôóíêöèÿ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé â
ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ xi è îòíîñèòåëüíî èçìåíåíèÿ
çíàêà x → −x. Ïðè ïðîõîæäåíèè ïàðàìåòðà a ÷åðåç
íîëü ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ. Ïðè a > 0 èìååòñÿ åäèí-
ñòâåííàÿ óñòîé÷èâàÿ òî÷êà x = 0, ãäå äîñòèãàåò ìèíè-
ìóìà. À ïðè a < 0 ôóíêöèÿ F äîñòèãàåò ìèíèìóìà íà
ñôåðå x2 = x21 + · · ·+ x2n = −6a/λ.
Óðàâíåíèå (5.33) äëÿ ôóíêöèè (5.36) èìååò âèä

∂txi = −axi − (λ/6)x2xi. (5.37)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî óðàâíåíèå (5.37) ñ ôóíêöèåé
(5.36) ñîõðàíÿåò åäèíè÷íûé âåêòîð x/|x|. Äðóãèìè ñëî-
âàìè, óðàâíåíèå (5.37) îïèñûâàåò èçìåíåíèå x âäîëü
íåêîòîðîé ðàäèàëüíîé ïðÿìîé: x = xn, ãäå x =√
x21 + · · ·+ x2n. Óðàâíåíèå íà x èìååò âèä

∂tx = −ax− (λ/6)x3. (5.38)

Ïðè a > 0 âåëè÷èíà x ðåëàêñèðóåò ê íóëþ, à ïðè a < 0
âåëè÷èíà x ðåëàêñèðóåò ê çíà÷åíèþ

√
6|a|/λ.

Çàäà÷à 5.4.3. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.38) ïðè
a < 0 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ x0.

Ïóñòü óêàçàííàÿ ñèììåòðèÿ ñëàáî íàðóøåíà, òî åñòü
ê âûðàæåíèþ (5.36) äîáàâëåí ìàëûé ÷ëåí δF , íàðóøàþ-
ùèé óêàçàííóþ ñèììåòðèþ. Òîãäà ïðè a < 0 ýâîëþöèÿ
x ïðîõîäèò â äâà ýòàïà: ñíà÷àëà ïðîèñõîäèò áûñòðàÿ
ðåëàêñàöèÿ x ê çíà÷åíèþ

√
6|a|/λ, à çàòåì ïðîèñõîäèò

ìåäëåííàÿ ðåëàêñàöèÿ x ïî ñôåðå x =
√

6|a|/λ ê ìèíè-
ìóìó ôóíêöèè F + δF . ×òîáû óñòàíîâèòü çàêîí ðåëàê-
ñàöèè ïî ñôåðå, ìû äîëæíû ïåðåéòè ê óðàâíåíèþ íà
åäèíè÷íûé âåêòîð n = x/x:

dn

dt
= − 1

x

[
∂

∂x
δF − n

(
n
∂

∂x
δF

)]
. (5.39)

Ïðè èçó÷åíèè ðåëàêñàöèè íà âòîðîì ýòàïå (ðåëàêñàöèÿ
ïî ñôåðå) ìû ìîæåì ïîäñòàâèòü çäåñü x =

√
6|a|/λ.

Ðàññìîòðèì δF = −hx. Â ýòîì ñëó÷àå ìèíèìóì
ôóíêöèè F+δF äîñòèãàåòñÿ ïðè x, ïàðàëëåëüíûì h, òî
åñòü ïðè ðåëàêñàöèè ïî ñôåðå åäèíè÷íûé âåêòîð n ïî-
âîðà÷èâàåòñÿ ê íàïðàâëåíèþ h. Âñëåäñòâèå óðàâíåíèÿ
(5.40) íàõîäèì

dn

dt
=

1

x
[h− n(hn)]. (5.40)

Òàêèì îáðàçîì, òåìï ðåëàêñàöèè ïî ñôåðå îöåíèâàåòñÿ,
êàê h/x, ãäå x =

√
6|a|/λ.

Çàäà÷à 5.4.4. Íàéòè çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè åäè-
íè÷íîãî âåêòîðà, êîòîðûé ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ
(5.40), â äâóõêîìïîíåíòíîì ñëó÷àå.
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Çàäà÷à 5.4.5. Íàéòè çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè åäè-
íè÷íîãî âåêòîðà, êîòîðûé ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ
(5.40), â òðåõêîìïîíåíòíîì ñëó÷àå.

5.4.1 Ïîëåâûå ðåëàêñàöèîííûå óðàâíå-

íèÿ

Ïåðåõîäèì ê ñëó÷àþ, êîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåëàêñà-
öèÿ ïîëÿ ϕ(r). Äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå, êîòîðîå ìû
áóäåì àíàëèçèðîâàòü, àíàëîãè÷íî (5.33):

∂tϕ = −δF/δϕ. (5.41)

Â ïðàâîé ÷àñòè çäåñü ñòîèò âàðèàöèîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ
íåêîòîðîãî ôóíêöèîíàëà F îò ϕ. Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîä-
íóþ îò F , íàõîäèì

∂tF = −
�
dV (δF/δϕ)2 = −

�
dV (∂tϕ)2. (5.42)

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (5.41) ïðèâîäèò ê ìîíîòîí-
íîìó óáûâàíèþ ôóíêöèîíàëà F ñî âðåìåíåì. Ïîýòîìó
êîíå÷íûì ðåçóëüòàòîì ýâîëþöèè áóäåò ñîñòîÿíèå ñè-
ñòåìû, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò (ëîêàëüíîìó) ìèíèìóìó
ôóíêöèîíàëà F â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé ϕ(r).
Ðàññìîòðèì îáîáùåíèå ôóíêöèè (5.36) íà ñëó÷àé ïî-

ëÿ

F =

�
dV

[
1

2
(∇ϕ)2 +

1

2
aϕ2 +

1

24
λϕ4

]
, (5.43)

ãäå λ > 0. Ïîñêîëüêó ãðàäèåíòíàÿ ýíåðãèÿ, ïðîïîðöèî-
íàëüíàÿ (∇ϕ)2, íåîòðèöàòåëüíà, ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà
(5.43) äîñòèãàåòñÿ íà îäíîðîäíîì ðåøåíèè, êîãäà ãðàäè-
åíòíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà íóëþ. Ïîýòîìó àíàëèç ìèíèìóìîâ
ôóíêöèîíàëà F àíàëîãè÷åí óæå ðàññìîòðåííîìó ñëó-
÷àþ. Ïðè a > 0 ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà F äîñòèãàåò-
ñÿ ïðè ϕ = 0, à ïðè a < 0 ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè
ϕ0 =

√
6|a|/λ.

Óðàâíåíèå (5.41) äëÿ ôóíêöèîíàëà (5.43) èìååò âèä

∂tϕ = ∇2ϕ− aϕ− λ

6
ϕ3. (5.44)

Â ñëó÷àå a > 0 ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà (5.43) ñîîòâåò-
ñòâóåò ϕ = 0. Âáëèçè ýòîãî ìèíèìóìà óðàâíåíèå (5.44)
ìîæíî ëèíåàðèçîâàòü, ÷òî äàåò ∂tϕ = ∇2ϕ− aϕ. Äåëàÿ
ïîäñòàíîâêó ϕ = exp(−at)φ, íàõîäèì

ϕ = exp(−at)φ, ∂tφ = ∇2φ. (5.45)

Òàêèì îáðàçîì íàðÿäó ñ ìíîæèòåëåì exp(−at), êîòî-
ðûé îïèñûâàåò çàòóõàíèå ϕ ñî âðåìåíåì, ïîëå ϕ ñîäåð-
æèò ôàêòîð φ, êîòîðûé ïîä÷èíÿåòñÿ äèôôóçèîííîìó
óðàâíåíèþ. Àíàëîãè÷íî ïðîèñõîäèò ðåëàêñàöèÿ ñîñòîÿ-
íèÿ ñèñòåìû ê çíà÷åíèþ ϕ0 =

√
6|a|/λ ïðè a < 0.

Çàäà÷à 5.4.6. Íàéòè óðàâíåíèå, êîòîðîå îïèñûâàåò
ïðèáëèæåíèå ϕ ê ϕ0 ïðè a < 0 è îïèñàòü åãî ðå-
øåíèå.

Ïîìèìî ìèíèìóìà ϕ = ϕ0 ôóíêöèîíàë (5.43) èìå-
åò ìèíèìóì ϕ = −ϕ0. Ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî â ðàçíûõ
îáëàñòÿõ ïðîñòðàíñòâà ϕ ðåëàêñèðóåò ê ðàçíûì çíà÷å-
íèÿì, ϕ = ϕ0 è ϕ = −ϕ0. Â ýòîì ñëó÷àå êîíå÷íûì ðå-
çóëüòàòîì ýâîëþöèè ÿâëÿåòñÿ âîçíèêíîâåíèå ãðàíèöû
ìåæäó îáëàñòÿìè, ãäå ϕ ìåíÿåòñÿ îò −ϕ0 äî +ϕ0. Íàé-
äåì ñòðóêòóðó ýòîé ãðàíèöû (äîìåííîé ñòåíêè), ñ÷èòàÿ
åå ïëîñêîé. Ïîñëåäíåå ìîòèâèðóåòñÿ òåì, ÷òî èìåííî
äëÿ ïëîñêîé ãðàíèöû äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì ôóíêöèîíà-
ëà (5.43) ïðè óñëîâèè, ÷òî çíà÷åíèÿ ϕ âäàëè îò ãðàíèöû
ðàâíû ±ϕ0.
Â ðàâíîâåñèè ∂tϕ = 0, òî åñòü ñòðóêòóðó äîìåííîé

ñòåíêè îïðåäåëÿåò óðàâíåíèå δF/δϕ = 0. Äëÿ ïëîñêîé
ãðàíèöû îíî ïðèîáðåòàåò âèä

aϕ− ∂2xϕ+
λ

6
ϕ3 = 0,

ãäå îñü X ïåðïåíäèêóëÿðíà ãðàíèöå ðàçäåëà. Ýòî óðàâ-
íåíèå èìååò ïåðâûé èíòåãðàë, êîòîðûé çàïèñûâàåòñÿ â
âèäå

(∂xϕ)2 =
λ

12
(ϕ2 − ϕ2

0)2,

ãäå ìû ó÷ëè, ÷òî ïðè x→ ±∞ ïîëå ϕ âûõîäèò íà îäíî-
ðîäíîå çíà÷åíèå ±ϕ0. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ïðè x→∞ ïîëå
ϕ→ ϕ0. Òîãäà

∂xϕ =
√
λ/12(ϕ2

0 − ϕ2).

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

ϕ = ϕ0 tanh
[√
|a|/2 (x− x0)

]
, (5.46)

ãäå x0 îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå ãðàíèöû ðàçäåëà.
Ïðè äîáàâëåíèè ê ôóíêöèîíàëó (5.43) äîïîëíèòåëü-

íûõ ÷ëåíîâ äîìåííàÿ ñòåíêà ïåðåñòàåò áûòü ñòàòè÷å-
ñêèì ðåøåíèåì, à íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ ñ êîíå÷íîé ñêî-
ðîñòüþ. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé äîïîëíèòåëüíûé ÷ëåí

δF = −
�
dV hϕ. (5.47)

Ïðè h > 0 ìèíèìóì F ñ ϕ = ϕ+ > 0 ñòàíîâèòñÿ áîëåå
ãëóáîêèì, ÷åì ñ ϕ = ϕ− < 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äîìåí-
íàÿ ñòåíêà, ðàçäåëÿþùàÿ îáëàñòè ñ ϕ > 0 è ϕ < 0, áóäåò
äâèãàòüñÿ â ñòîðîíó îáëàñòè ñ ϕ < 0, òàê êàê ïðè ýòîì
âåëè÷èíà F óìåíüøàåòñÿ. Íàéäåì ñîîòíîøåíèå, îïðåäå-
ëÿþùåå ñêîðîñòü ýòîãî äâèæåíèÿ. Â ñèëó îäíîðîäíîñòè
çàäà÷è ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.41) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå ϕ = φ(x+vt), ãäå φ→ ϕ+ ïðè x→∞ è φ→ ϕ− ïðè
x → −infty. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè h > 0 äîìåííàÿ ñòåíêà
äâèæåòñÿ âëåâî, òî åñòü v > 0. Â ýòîì ðåæèìå ôóíêöè-
îíàë (5.43) íå ìåíÿåòñÿ, òî åñòü èçìåíåíèå F ñâÿçàíî ñ
÷ëåíîì (5.47). Äëÿ ýòîãî âêëàäà íàõîäèì

−∂tδF =

�
dV h∂tφ =

�
dV hv∂xφ = Shv(ϕ+ − ϕ−),

äå S � ïëîùàäü äîìåííîé ñòåíêè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â
ñèëó (5.42)

−∂tF =

�
dV (∂tφ)2 = Sv2

�
dx (∂xφ)2.
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Ïðèðàâíèâàÿ äàííûå âåëè÷èíû, íàõîäèì ñîîòíîøåíèå

h(ϕ+ − ϕ−) = v

� +∞

−∞
dx (∂xφ)2, (5.48)

êîòîðîå è îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü äâèæåíèÿ äîìåííîé
ñòåíêè.

Çàäà÷à 5.4.7. Íàéòè ñêîðîñòü äâèæåíèÿ äîìåííîé
ñòåíêè ïðè ìàëûõ h, êîãäà âûðàæåíèå (5.46) îñòà-
åòñÿ õîðîøèì ïðèáëèæåíèåì äëÿ ôóíêöèè φ.

Óðàâíåíèå (5.44) ïðè a < 0 èìååò ðåøåíèå, êîòîðîå
îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå ôðîíòà, ïåðåä êîòîðûì ïî-
ëå ϕ èìååò íåóñòîé÷èâîå ðåøåíèå ϕ = 0, à çà ôðîíòîì
ïîëå ϕ âûõîäèò íà ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå ϕ = ϕ0. Áóäåì
ðàññìàòðèâàòü ïëîñêèé ôðîíò, ïåðïåíäèêóëÿðíûé îñè
X. Â ñèëó îäíîðîäíîñòè çàäà÷è ôðîíò ðàñïðîñòðàíÿåò-
ñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v. Òîãäà ïîëå ϕ ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ â âèäå ϕ = ϕ0u(x − vt), ïðè÷åì u(ξ) → 0 ïðè
ξ → +∞ è u(ξ) → 1 ïðè ξ → −∞. Ïîäñòàâëÿÿ ïðèâå-
äåííîå ïðåäñòàâëåíèå â óðàâíåíèå (5.44), íàõîäèì

v∂ξu+ ∂2ξu+ |a|(u− u3) = 0. (5.49)

Óðàâíåíèå (5.49) èìååò ðåøåíèå

u(ξ) =
1

1 + exp(κξ)
. (5.50)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå (5.49) è ïðèðàâ-
íèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ðàçëè÷íûõ ñòåïåíÿõ exp(κξ),
íàõîäèì

−vκ+ κ2 + |a| = 0,

−vκ− κ2 + 2|a| = 0.

Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé äàåò κ =
√
|a|/2, v =

3
√
|a|/2.

Çàäà÷à 5.4.8. Íàéòè òåìï óáûâàíèÿ ôóíêöèîíàëà
(5.43) íà åäèíèöó ïëîùàäè ïðè äâèæåíèè ôðîíòà.

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè ñêàëÿðíîå ïîëå. Ðàñ-
ñìîòðèì òåïåðü âåêòîðíîå ïîëå ϕ. Ìû ðàññìàòðèâàåì
òîò æå ôóíêöèîíàë (5.43), êîòîðûé ïðèâîäèò ê óðàâíå-
íèþ

∂tϕ = ∇2ϕ− aϕ− λ

6
ϕ2ϕ, (5.51)

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì óðàâíåíèÿ (5.44). Ýâîëþ-
öèÿ ïîëÿ ϕ, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (5.44), ïðè
a < 0 ïðîõîäèò â äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà çà âðåìÿ ïîðÿäêà
|a|−1 ïðîèñõîäèò ðåëàêñàöèÿ àáñîëþòíîé âåëè÷èíû ïî-
ëÿ ϕ ê ðàâíîâåñíîìó çíà÷åíèþ ϕ0, ïîñëå ÷åãî ïîëå ϕ
ïðèîáðåòàåò âèä ϕ = ϕ0n, ãäå n � åäèíè÷íûé âåêòîð.
Íà á�îëüøèõ âðåìåíàõ ïðîèñõîäèò ðåëàêñàöèÿ åäèíè÷-
íîãî âåêòîðà n ê îäíîðîäíîìó çíà÷åíèþ.
Íàéäåì óðàâíåíèå, êîòîðîå îïèñûâàåò ýòó âòîðóþ

ñòàäèþ. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì ϕ = |ϕ|n â óðàâíåíèå

(5.51), ñïðîåêòèðóåì ðåçóëüòàò íà íàïðàâëåíèå, ïåðïåí-
äèêóëÿðíîå n, è ïðåíåáðåæåì ïðîèçâîäíûìè îò |ϕ| ≈
ϕ0. Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì

∂tnα = ∇2nα + nα(∇nβ)2. (5.52)

Ýòî óðàâíåíèå, êàê è ïîëîæåíî, ñîõðàíÿåò óñëîâèå n2 =
1, òî åñòü ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îò n2 â ñîîòâåòñòâèè
ñ ýòèì óðàâíåíèåì ðàâíà íóëþ. Îòìåòèì, ÷òî èç óðàâ-
íåíèÿ (5.52) âûïàëè ÷ëåíû ñ a è λ, îòâåòñòâåííûå çà
ðåëàêñàöèþ àáñîëþòíîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà.
Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî óðàâíåíèå (5.52) ÿâëÿåòñÿ
íåëèíåéíûì.

Çàäà÷à 5.4.9. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.52) äëÿ
äâóõêîìïîíåíòíîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, êîãäà êîì-
ïîíåíòû n ìîæíî çàïèñàòü â âèäå n1 = cos θ,
n2 = sin θ.

Çàäà÷à 5.4.10. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.52) äëÿ
òðåõêîìïîíåíòíîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, êîãäà ïðè
t = 0 êîìïîíåíòû n ìîæíî çàïèñàòü â âèäå n1 =
s0 cos(q0z), n2 = s0 sin(q0z), n3 =

√
1− s20.

Ðàññìîòðèì íåóñòîé÷èâîñòü íà êîíå÷íîì âîëíîâîì
âåêòîðå, êîòîðóþ ìîæíî îïèñàòü ôóíêöèîíàëîì

F =

�
dV

[
1

8q20
[(∇2 + q20)ϕ]2 +

1

2
aϕ2 +

1

24
λϕ4

]
, (5.53)

ãäå λ > 0, à q0 � íåêîòîðûé âîëíîâîé âåêòîð. Óðàâíåíèå
(5.41) äëÿ ôóíêöèîíàëà (5.53) èìååò âèä

∂tϕ = − 1

4q20
(∇2 + q20)2ϕ− aϕ− λ

6
ϕ3. (5.54)

Îáðàùàåì âíèìàíèå íà äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð
÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà â ýòîì óðàâíåíèè.
Ïðè a > 0 ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà (5.53) äîñòèãàåò-

ñÿ ïðè ϕ = 0, à ïðè a < 0 ýòîò ìèíèìóì ñîîòâåòñòâóåò
íåíóëåâîìó ϕ. Â ñèëó òîãî, ÷òî ãðàäèåíòíûé ÷ëåí ôóíê-
öèîíàëà (5.53) èìååò ìèíèìóì ïðè êîíå÷íîì âîëíîâîì
âåêòîðå q = q0, ïðè a < 0 ïîëå ϕ â ìèíèìóìå íåîäíî-
ðîäíî, åãî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ϕ = φ cos(q0x), (5.55)

ãäå φ íå çàâèñèò îò êîîðäèíàò, à íàïðàâëåíèå îñè X ïðî-
èçâîëüíî. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (5.55) â ôóíêöèîíàë
(5.53), íàõîäèì

F = V

(
+

1

4
aφ2 +

1

64
λφ4

)
, (5.56)

ãäå V � îáúåì ñèñòåìû. Âûðàæåíèå (5.56) äîñòèãàåò ìè-
íèìóìà ïðè φ = φ0, ãäå φ0 =

√
8|a|/λ.

Âîîáùå ãîâîðÿ, ôîðìóëà (5.56) äàåò ïðèáëèæåííîå
âûðàæåíèå äëÿ ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà (5.53), êîòîðîå
ðàáîòàåò ïðè óñëîâèè q20 � |a|. Ïîïðàâêè ê (5.56) ìîæ-
íî íàéòè èç óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà δF/δϕ = 0. Âûðàæåíèå
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äëÿ −δF/δϕ âûïèñàíî â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (5.54).
Ïðèðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå ê íóëþ, ìû íàõîäèì, ÷òî,
âî-ïåðâûõ, â ïîëå ϕ ïîÿâëÿþòñÿ âûñøèå ãàðìîíèêè âè-
äà φn cos[(2n+ 1)q0x], âî-âòîðûõ, âîçíèêàþò ïîïðàâêè ê
çíà÷åíèþ φ0 =

√
8|a|/λ.

Çàäà÷à 5.4.11. Íàéòè ïåðâóþ ïîïðàâêó ê âûðàæåíèþ
(5.55) ñ φ0 =

√
8|a|/λ.

Íàéäåì çàêîí ðåëàêñàöèè ñèñòåìû ê ñîñòîÿíèþ (5.55).
Äëÿ ýòîãî ëèíåàðèçóåì óðàâíåíèå (5.54) ïî δϕ = ϕ −
φ0 cos(q0x):

∂tδϕ = − 1

4q20
(∇2 + q20)2δϕ− aδϕ− 2|a|[1 + cos(2q0z)]δϕ.

Ðàññìîòðèì ðåëàêñàöèþ δϕ ñ âîëíîâûìè âåêòîðàìè,
áëèçêèìè ê q0. Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæèòåëü cos(2q0z) ïîðî-
äèò âêëàä â δϕ ñ âîëíîâûìè âåêòîðàìè, äàëåêèìè îò q0,
êîòîðûé áóäåò ìàë èç-çà áîëüøîãî â ýòîé îáëàñòè ãðà-
äèåíòíîãî ÷ëåíà. Ïîýòîìó ìû ïðåíåáðåãàåì ìíîæèòå-
ëåì cos(2q0z). Ïåðåõîäÿ ê Ôóðüå-ãàðìîíèêå ñ âîëíîâûì
âåêòîðîì q è ðàñêëàäûâàÿ ãðàäèåíòíûé ÷ëåí ïî q − q0,
íàõîäèì

∂tϕ̃ = −(q − q0)2ϕ̃− |a|ϕ̃. (5.57)

Çàäà÷à 5.4.12. Íàéòè Ãðèíîâñêóþ ôóíêöèþ óðàâíå-
íèÿ (5.57).

5.5 Òåîðèÿ âîçìóùåíèé.

Êàê ïðàâèëî, ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
íå ìîãóò áûòü íàéäåíû â àíàëèòè÷åñêîì âèäå. Â ýòîì
ñëó÷àå äëÿ èõ èññëåäîâàíèÿ ñëåäóåò ïðèìåíÿòü ÷èñëåí-
íûå ìåòîäû. Â òî æå âðåìÿ ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííûé
íàáîð �áàçèñíûõ� çàäà÷, ðåøåíèÿ êîòîðûõ ìîãóò áûòü
íàéäåíû àíàëèòè÷åñêè. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà äèô-
ôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ âåëè÷èíû u óðàâíåíèå
ñâîäèòñÿ ê âèäó

F (x, u, ∂xu, . . . ) + εG(x, u, ∂xu, . . . ) = 0. (5.58)

Ìû ïîëàãàåì, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ F = 0 èçâåñòíî
àíàëèòè÷åñêè, à ε� 1 � ìàëûé ïàðàìåòð. Â ýòîì ñëó÷àå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.58) ìîæíî èñêàòü â âèäå ðÿäà ïî
ε, ÷ëåíû êîòîðîãî, íà÷èíàÿ ñ ïåðâîãî, äàþò ïîïðàâêè
ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ F = 0. Êàê ïðàâèëî, ðÿä ïî ε
ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ F ëèíåéíà ïî ñòàðøåé

ïðîèçâîäíîé ∂nxu, à òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé ôóíêöè-
åé ñâîèõ ïåðåìåííûõ, íå èìåþùåé ïî íèì îñîáåííîñòåé
â èíòåðåñóþùåé íàñ îáëàñòè ïàðàìåòðîâ. Ýòîãî âñåãäà
ìîæíî äîáèòüñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì óðàâíåíèÿ F = 0. Ïî-
ñòðîåíèå âîçìóùåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5.58) ñâî-
äèòñÿ ê ñëåäóþùåìó. Ìû áåðåì íåêîòîðîå ðåøåíèå u0
óðàâíåíèÿ F = 0 è ïîäñòàâëÿåì åãî â ïðàâóþ ÷àñòü

óðàâíåíèÿ (5.58). Ïîñëå ýòîãî ñëåäóåò íàéòè ïîïðàâêó
u1 ê u0, êîòîðóþ ìîæíî íàéòè, êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

∂F

∂u
u1 +

∂F

∂(∂xu)
∂xu1 + · · · = εG,

êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ëèíåàðèçàöèåé ëåâîé ÷àñòè óðàâíå-
íèÿ (5.58). Â ïðîèçâîäíûå ∂F/∂u, ∂F/∂(∂xu) çäåñü íàäî
ïîäñòàâëÿòü u0. Ïðèâåäåííîå ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíå-
íèå ñëåäóåò ðåøàòü ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Â ðå-
çóëüòàòå ðåøåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ ïîïðàâêà u1 ∝ ε.

Çàäà÷à 5.5.1. Íàéòè íóëåâîé è ïåðâûé ïî ε ÷ëåíû ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèÿ ∂xu + γu + εxu = 0 ñ ãðàíè÷íûì
óñëîâèåì u(0) = 1. Ñðàâíèòü åãî ñ òî÷íûì ðåøå-
íèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ.

×òîáû íàéòè ïîïðàâêó âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ε, u2, ñëå-
äóåò ïîäñòàâèòü ñóììó u = u0 + u1 + u2 â ëåâóþ ÷àñòü
óðàâíåíèÿ (5.58) è óäåðæàòü â íåé ÷ëåí, êâàäðàòè÷íûé
ïî ε. Äëÿ ýòîãî F ñëåäóåò ðàçëîæèòü äî ïåðâîãî ïîðÿäêà
ïî u2 è äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî u1. Â ïðàâîé ÷àñòè óðàâ-
íåíèÿ (5.58) òàêæå ñëåäóåò íàéòè âêëàä, êâàäðàòè÷íûé
ïî ε. Äëÿ ýòîãî â G ñëåäóåò ïîäñòàâèòü u = u0 + u1 è
óäåðæàòü ÷ëåí, ëèíåéíûé ïî u1. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ
ëèíåéíîå óðàâíåíèå íà u2, ðåøåíèå êîòîðîãî (ñ ó÷åòîì
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé) è äàñò âêëàä âòîðîãî ïî ε ïîðÿäêà
â u.
Îáîáùåíèå ýòîé ïðîöåäóðû íà áîëåå âûñîêèå ïîðÿä-

êè î÷åâèäíî. Ìû äîëæíû êàæäûé ðàç çàïèñûâàòü u â
âèäå u = u0 + u1 + u2 + . . . è ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèòü
u1, u2, . . . , ðåøàÿ ëèíåéíîå óðàâíåíèå íà î÷åðåäíóþ ïî-
ïðàâêó, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå óäåðæèâàíèÿ â
ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (5.58) ÷ëåíîâ ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ïîðÿäêà ïî ε. Íåñìîòðÿ íà íåêîòîðóþ ãðî-
ìîçäêîñòü, ýòà ïðîöåäóðà ïîçâîëÿåò ïðÿìûì âû÷èñëå-
íèåì íàéòè ðàçëîæåíèå u ïî ε.
Îäíàêî ïðÿìàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé ïî ε îêàçûâàåòñÿ

íåïðèìåíèìîé âáëèçè îñîáûõ òî÷åê, ãäå êîýôôèöèåíò
ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé â ôóíêöèè F îáðàùàåòñÿ â
íîëü. Îíà òàêæå íåïðèìåíèìà ïðè àíàëèçå ïîãðàíè÷-
íûõ ñëîåâ, êîòîðûå ôîðìèðóþòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà ÷ëåí
ñî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé îòñóòñòâóåò â F , íî ïðèñóòñòâó-
åò â G, òî åñòü èìååò ìàëîñòü ε. Äàëåå ìû ðàçáèðàåì ýòè
ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè.

5.5.1 Ðåøåíèå âáëèçè îñîáîé òî÷êè îñ-

íîâíîãî óðàâíåíèÿ

Ìû áóäåì íàçûâàòü îñîáûìè òå òî÷êè, ãäå êîýôôèöèåíò
ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé â F îáðàùàåòñÿ â íîëü. Ýòî
ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ îñîáîé òî÷êè, ââåäåííîå
â ðàçäåëå 2.1.1. Ïðè íàëè÷èè îñîáîé òî÷êè (êîòîðóþ
ìû áåç ïîòåðè îáùíîñòè áóäåì ïîìåùàòü â x = 0) íó-
ëåâîå ïðèáëèæåíèå óðàâíåíèÿ (5.58) äîëæíî ñòðîèòüñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îíî çàäàåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
F = 0 âåçäå, çà èñêëþ÷åíèåì óçêîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
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x = 0. ×òîáû íàéòè ïîâåäåíèå ôóíêöèè u â ýòîé îáëà-
ñòè, â ôóíêöèÿõ F è G ñëåäóåò ñîõðàíèòü ãëàâíûå ïî
x ÷ëåíû è ðåøèòü ïîëó÷èâøååñÿ óðàâíåíèå. Åãî ðåøå-
íèå âíå ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè âûõîäèò íà ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ F = 0, à âáëèçè îñîáîé òî÷êè ðåãóëÿðíî ïî
x.
Ïðîäåìîíñòðèðóåì ñêàçàííîå íà ïðèìåðå ñëåäóþùåãî

óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà (Ëàéòõèëë)

(x+ εu)∂xu+ (2 + x)u = 0. (5.59)

Ïðåíåáðåãàÿ çäåñü ÷ëåíîì ñ ε, íàõîäèì óðàâíåíèå x∂xu+
(2+x)u = 0, êîòîðîå èìååò îñîáóþ òî÷êó x = 0. Ðåøåíèå
ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

u =
C

x2
exp(−x), (5.60)

ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà. Ýòî ðåøåíèå îáðàùà-
åòñÿ ïðè x→ 0 â áåñêîíå÷íîñòü. ×òîáû èññëåäîâàòü ïî-
âåäåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (5.59) ïðè ìàëûõ x, ñëå-
äóåò ó÷åñòü ÷ëåí ñ ε è ñîõðàíèòü â óðàâíåíèè ãëàâíûå
÷ëåíû ïî ìàëîìó x, ÷òî ñâîäèòñÿ ê ïðåíåáðåæåíèþ x â
ôàêòîðå 2 + x. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

(x+ εu)∂xu+ 2u = 0. (5.61)

Ñðàâíåíèå ôàêòîðîâ x è εu ïîçâîëÿåò íàéòè øèðèíó
îáëàñòè, ãäå ñóùåñòâåíåí ÷ëåí ñ ε, ýòà øèðèíà ðàâ-
íà (Cε)1/3. Ïîäñòàíîâêà u = xη/ε ïðèâîäèò óðàâíåíèå
(5.61) ê óðàâíåíèþ íà η ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííû-
ìè. Åãî ðåøåíèå äàåò

u(x+ εu/3)2 = C, (5.62)

÷òî ïðè x � (Cε)1/3 ñâîäèòñÿ ê u = C/x2. Òàêèì îáðà-
çîì, ðåøåíèÿ (5.60) è (5.62) ñîâïàäàþò â ïðîìåæóòî÷-
íîé îáëàñòè (Cε)1/3 � x� 1. Ïðè x� (Cε)1/3 ðåøåíèå
u âûõîäèò íà êîíñòàíòó u0 = (9C/ε2)1/3. Îáðàùàåì âíè-
ìàíèå íà íåàíàëèòè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü u0 îò ε.

Çàäà÷à 5.5.2. Ïîñòðîèòü íóëåâîå ïðèáëèæåíèå ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèÿ

(x+ εu)∂xu+ (3 + x)u = 0.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ëèíåéíîå óðàâíåíèå âòîðîãî
ïîðÿäêà (ε > 0)[

(x2 + ε)2∂2x + 2(x2 + ε)x∂x + 1
]
u = 0, (5.63)

ïðè ïîëîæèòåëüíûõ x. Ïðåíåáðåãàÿ ε â (5.63), ïîëó÷à-
åì óðàâíåíèå, ðåøåíèÿ êîòîðîãî cos(1/x), sin(1/x) âåäóò
ñåáÿ ñèíãóëÿðíî ïðè x→ 0. ×ëåíû ñ ε â (5.63) ñòàíîâÿò-
ñÿ ñóùåñòâåííûìè ïðè x ∼

√
ε. Ïðè x � ε èñõîäíîå

óðàâíåíèå (5.63) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ

(ε2∂2x + 1)u = 0,

ðåøåíèÿ êîòîðîãî cos(x/ε), sin(x/ε) âåäóò ñåáÿ ðåãóëÿð-
íî ïðè x→ 0. Ìîæíî íàéòè ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíå-
íèÿ (5.63)

cos

[
1√
ε

arctan
x√
ε

]
,

sin

[
1√
ε

arctan
x√
ε

]
, (5.64)

êîòîðûå ïîêðûâàþò îáå àñèìïòîòè÷åñêèå îáëàñòè. Ïðè
x�

√
ε ìû ïîëó÷àåì èç (5.64) cos(x/ε), sin(x/ε), òàê êàê

arctan(y) ≈ y ïðè ìàëûõ y. Ïðè x �
√
ε ñèòóàöèÿ ÷óòü

ñëîæíåå.

Çàäà÷à 5.5.3. Ïðîñëåäèòü, êàê ðåøåíèÿ (5.64) ïåðåõî-
äÿò â ðåøåíèÿ cos(1/x), sin(1/x) ïðè x�

√
ε.

Â ðàññìîòðåííûõ âûøå ïðèìåðàõ óäàâàëîñü àíàëè-
òè÷åñêè íàéòè âûðàæåíèÿ, êîòîðûå áûëè ñïðàâåäëèâû
ñðàçó â äâóõ àñèìïòîòè÷åñêèõ îáëàñòÿõ. Êàê ïðàâèëî,
ýòîãî ñäåëàòü íå óäàåòñÿ, è â ëó÷øåì ñëó÷àå ðåøåíèå
ìîæíî íàéòè ÷èñëåííî. Îäíàêî äëÿ îáùåãî àíàëèçà ðå-
øåíèÿ äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü åãî ïîâåäåíèå â êàæäîé
àñèìïòîòè÷åñêîé îáëàñòè è ïîòðåáîâàòü ñøèâêè (òî åñòü
ðàâåíñòâà ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû) íàéäåííûõ ðåøåíèé íà
ãðàíèöå îáëàñòåé. Äëÿ óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà âûøå ïåðâîãî
ñøèâàòü íàäî êàê ñàìè ôóíêöèè, òàê è èõ ïðîèçâîäíûå
(êðîìå ñòàðøåé). Ýòî äàåò ïðåäñòàâëåíèå îá îáùåì õà-
ðàêòåðå ðåøåíèÿ è ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü åãî èçìåíåíèÿ
ïðè âàðèàöèÿõ ε.

Çàäà÷à 5.5.4. Ïîñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (x > 0, ε > 0)

(x+ ε)∂2x + 2∂xu+ xu = 0,

è ïðîñëåäèòü, êàê îíè ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà.

5.5.2 Ïîãðàíè÷íûé ñëîé

Ïîãðàíè÷íûé ñëîé âîçíèêàåò â ñëó÷àå, êîãäà äèôôå-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðîìó ïîä÷èíÿåòñÿ ôóíê-
öèÿ èëè ïîëå, èìååò ìàëûé êîýôôèöèåíò ïðè ñòàðøåé
ïðîèçâîäíîé. Ïðåíåáðåæåíèå ÷ëåíîì ñî ñòàðøåé ïðîèç-
âîäíîé óïðîùàåò óðàâíåíèå, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ ïîçâî-
ëÿåò ðåøèòü åãî àíàëèòè÷åñêè. Íî ýòî àíàëèòè÷åñêîå
ðåøåíèå íå ìîæåò óäîâëåòâîðèòü ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì,
ïîñêîëüêó ïîðÿäîê óñå÷åííîãî óðàâíåíèÿ íèæå, ÷åì èñ-
õîäíûé. Ïîýòîìó çàäà÷ó ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü îòäåëüíî
äëÿ îñíîâíîé îáëàñòè, ãäå ðàáîòàåò óñå÷åííîå óðàâíå-
íèå, è äëÿ óçêîãî ñëîÿ âáëèçè ãðàíèöû (ïîãðàíè÷íîãî
ñëîÿ), ãäå ó÷åò âûñøåé ïðîèçâîäíîé îáÿçàòåëåí. Îáùåå
ðåøåíèå íàõîäèòñÿ ñøèâêîé íàéäåííûõ âûðàæåíèé íà
ãðàíèöå ýòèõ îáëàñòåé.
Ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò, íàïðèìåð, ïðè àíàëè-

çå ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ
Ðåéíîëüäñà. Òîãäà âÿçêèì ÷ëåíîì â óðàâíåíèè Íàâüå-
Ñòîêñà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïðè àíàëèçå òå÷åíèÿ â îáúåìå
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(èñêëþ÷àÿ òå÷åíèÿ ñ î÷åíü ìàëûìè ìàñøòàáàìè), è ìû
ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ Ýéëåðà, êîòîðîå èìååò ïåðâûé
ïîðÿäîê ïî ãðàäèåíòó. Îäíàêî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ýé-
ëåðà íå ìîãóò óäîâëåòâîðèòü ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (íó-
ëåâîìó çíà÷åíèþ ñêîðîñòè íà ãðàíèöå). Ïîýòîìó âáëèçè
ãðàíèöû èìååòñÿ âÿçêèé ïîãðàíè÷íûé ñëîé, òå÷åíèå â
êîòîðîì ìîæåò áûòü ïðîàíàëèçèðîâàíî òîëüêî â ðàìêàõ
óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà, ñîäåðæàùåãî âòîðóþ ñòåïåíü
ãðàäèåíòà.
Ïðîèëëþñòðèðóåì ñêàçàííîå íà ïðîñòåéøåì ïðèìåðå

óðàâíåíèÿ
ε∂2xu+ ∂xu+ u = 0, (5.65)

ãäå ε � 1. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ñ ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè u = 0, ∂xu = 1 ïðè x = 0. Ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíîì
ñ ε â óðàâíåíèè (5.65), íàõîäèì óðàâíåíèå ∂xu + u = 0,
îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä u = a exp(−x). Î÷å-
âèäíî, ýòî ðåøåíèå íå ìîæåò óäîâëåòâîðèòü ãðàíè÷íûì
óñëîâèÿì. Ïîýòîìó ïðè ìàëûõ x ðåøåíèå òðåáóåò êîð-
ðåêöèè. Ïîñêîëüêó u = 0 ïðè x = 0, ìû ìîæåì ïðè
ìàëûõ x ïðåíåáðå÷ü ÷ëåíîì ñ u â óðàâíåíèè (5.65), ÷òî
äàåò ε∂2xu+∂xu = 0. Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ äàííûìè
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èìååò âèä u = ε[1− exp(−x/ε)].
Óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ èìååò âèä
∂xu � u, ÷òî äàåò íåðàâåíñòâî x � ε ln(1/ε), êîòîðîå
îïðåäåëÿåò òîëùèíó ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Ïðè ε ln(1/ε)�
x� ε íàéäåííîå ðåøåíèå âûõîäèò íà êîíñòàíòó, ðàâíóþ
ε. Ñðàâíèâàÿ ýòó êîíñòàíòó ñ u = a exp(−x), íàõîäèì
êîíñòàíòó a = ε. Òàêèì îáðàçîì, ìû íàõîäèì ðåøåíèå
u = ε exp(−x), êîòîðîå ðàáîòàåò ïðè óñëîâèè x� ε.

Çàäà÷à 5.5.5. Óðàâíåíèå (5.65) ðåøàåòñÿ òî÷íî. Íàé-
òè åãî ðåøåíèå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè u = 0,
∂xu = 1 ïðè x = 0 è ñðàâíèòü åãî ñ íàéäåííûì
ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì.

Ïåðåõîäèì òåïåðü ê íåëèíåéíûì óðàâíåíèÿì. Â ýòîì
ñëó÷àå âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå íåñêîëüêèõ ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ è äàæå ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ, êîòîðîå çàäà-
åòñÿ ðàçëè÷íûìè âûðàæåíèÿìè íà ðàçíûõ èíòåðâàëàõ.
Íà ãðàíèöàõ èíòåðâàëà äîëæíû áûòü âûïîëíåíû óñëî-
âèÿ �ñêëåéêè�: íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè è åå ïðîèçâîä-
íûõ âïëîòü äî ïðîèçâîäíîé, íà åäèíèöó ìåíüøå ïîðÿä-
êà óðàâíåíèÿ. Íàïðèìåð, äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿä-
êà äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü íåïðåðûâíîñòè ñàìîé ôóíê-
öèè, à äëÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà äîëæíû áûòü
íåïðåðûâíû ñàìà ôóíêöèÿ è åå ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ.
Ïðè ýòîì âîçíèêàåò �êîíòðèíòóèòèâíàÿ� ñèòóàöèÿ, êî-
ãäà, ñêàæåì, äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà â òî÷êå
ñêëåéêè ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ìîæåò èñïûòûâàòü ñêà-
÷îê. Ïîíÿòèå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ïîçâîëÿåò ïðîÿñíèòü
ýòó ñèòóàöèþ.
Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà óðàâíåíèå ïåðâîãî

ïîðÿäêà (∂xu)2 = 1. Îíî èìååò ðåøåíèå u = |x|, êî-
òîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íåïðåðûâíîñòè, íî èìååò
ñêà÷îê ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x = 0. Ñïðàøèâàåòñÿ, êàê
âîçìîæíî âîçíèêíîâåíèå òàêîãî ðàçðûâíîãî ðåøåíèÿ?

Äëÿ âûÿñíåíèÿ ýòîãî âîïðîñà ââåäåì â óêàçàííîå óðàâ-
íåíèÿ âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ñ ìàëûì êîýôôèöèåíòîì:
ε∂2xu+ (∂xu)2 = 1. Ýòî óðàâíåíèå ëåãêî ðåøàåòñÿ àíàëè-
òè÷åñêè, äëÿ ÷åãî ñëåäóåò ââåñòè ïåðåìåííóþ w = ∂xu,
äëÿ êîòîðîé ïðèâåäåííîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíè-
åì ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.
Åãî ðåøåíèåì (ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà ïî x) ÿâëÿåòñÿ
w = tanh(x/ε). Èíòåãðèðîâàíèå ýòîãî âûðàæåíèÿ äàåò

u = ε ln cosh(x/ε).

Ýòî ðåøåíèå áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìî è íå èìååò
íèêàêèõ îñîáåííîñòåé íà äåéñòâèòåëüíîé îñè. Â òî æå
âðåìÿ ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ ïîãðàíè÷íûì ñëîåì òîëùèíîé
ε, âíå êîòîðîãî, òî åñòü ïðè |x| � ε, ôóíêöèÿ u ≈ |x|.
Ïîíÿòíî, ÷òî â ïðåäåëå ε → 0 ìû ïîëó÷àåì u = |x|, ñ
ðàçðûâîì ïðîèçâîäíîé. Îáîáùàÿ ýòî íàáëþäåíèå, ìîæ-
íî ñêàçàòü, ÷òî ðåøåíèÿ ñ ðàçðûâàìè â ïðîèçâîäíûõ
ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì íàëè÷èÿ ïîãðàíè÷íûõ ñëîåâ, òîë-
ùèíà êîòîðûõ óñòðåìëÿåòñÿ ê íóëþ.
Ïðîàíàëèçèðóåì íåëèíåéíîå óðàâíåíèå

ε∂2xu+ (1 + u2)∂xu− 2 = 0, (5.66)

ãäå ε � 1. Ñíîâà áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ñ ãðàíè÷íû-
ìè óñëîâèÿìè u = 0, ∂xu = 1 ïðè x = 0. Ïðåíåáðåãàÿ
÷ëåíîì ñ ε â óðàâíåíèè (5.66), íàõîäèì óðàâíåíèå, ðå-
øåíèå êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì u+ u3/3 =
2(x − x0), êîòîðîå, î÷åâèäíî, íå ìîæåò óäîâëåòâîðèòü
îáåèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Â ñèëó òîãî, ÷òî u = 0 äëÿ
x = 0, ïðè ìàëûõ x ÷ëåíîì ñ u2 â óðàâíåíèè (5.66)
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Â ðåçóëüòàòå ìû íàõîäèì óðàâíå-
íèå ε∂2xu + ∂xu − 2 = 0, ðåøåíèå êîòîðîãî ñ ïðèíÿòû-
ìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ
ε∂xu + u = 2x + ε. Ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå äàííûì
ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, èìååò âèä

u = 2x− ε+ ε exp(−x/ε). (5.67)

Êðèòåðèåì ïðèìåíèìîñòè (5.67) ÿâëÿåòñÿ u� 1, òî åñòü
x � 1. Â òî æå âðåìÿ óæå ïðè x � ε ðåøåíèå (5.67)
âûõîäèò íà 2x− ε, îòêóäà ñëåäóåò x0 = ε/2.
Â ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðàõ óäàâàëîñü àíàëèòè÷åñêè

íàéòè âûðàæåíèÿ, êîòîðûå áûëè ñïðàâåäëèâû ñðàçó
â äâóõ àñèìïòîòè÷åñêèõ îáëàñòÿõ. Êàê ïðàâèëî, ýòîãî
ñäåëàòü íå óäàåòñÿ, è â ëó÷øåì ñëó÷àå ðåøåíèå ìîæíî
íàéòè ÷èñëåííî. Îäíàêî äëÿ îáùåãî àíàëèçà ðåøåíèÿ
äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü åãî ïîâåäåíèå â êàæäîé àñèìï-
òîòè÷åñêîé îáëàñòè è ïîòðåáîâàòü ñøèâêè (òî åñòü ðà-
âåíñòâà ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû) íàéäåííûõ ðåøåíèé íà
ãðàíèöå îáëàñòåé. Ýòà ïðîöåäóðà äàåò ïðåäñòàâëåíèå îá
îáùåì õàðàêòåðå ðåøåíèÿ è ïîçâîëÿåò íàéòè åãî èçìå-
íåíèÿ ïðè âàðèàöèÿõ ε.

Çàäà÷à 5.5.6. Ïðîàíàëèçèðîâàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
ε∂2xu+ ∂xu+ xu = 0 ïðè ìàëûõ ε.

Ïîãðàíè÷íûé ñëîé ìîæåò ñîäåðæàòü íåñêîëüêî ïîä-
ñëîåâ. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà óðàâíåíèå

ε3∂2xu+ x3∂xu+ (x2 − ε)u = 0, (5.68)



Ãëàâà 5. Àâòîíîìíûå ñèñòåìû 72

ãäå x > 0, ε > 0, ε � 1. Ïîëàãàÿ â (5.68) ε = 0, íàõîäèì
óðàâíåíèå x∂xu+ u = 0. Åãî ðåøåíèå ∝ 1/x, îíî ðåàëè-
çóåòñÿ â îñíîâíîé îáëàñòè x� ε1/2. Ïðè ε2/3 � x� ε1/2

ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïåðâûì ÷ëåíîì â (5.68) è x2 ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ ε, ÷òî ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ x3∂xu − εu = 0,
ðåøåíèå êîòîðîãî ∝ exp[−ε/(2x2)]. Ïðè x� ε2/3 â (5.68)
ñëåäóåò îñòàâèòü òîëüêî ÷ëåíû ñ ε, ÷òî ïðèâîäèò ê óðàâ-
íåíèþ ε2∂2xu − u = 0, ðåøåíèÿ êîòîðîãî exp(±x/ε). Òà-
êèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

u = Dε1/2/x, x� ε1/2,

u = C exp[−ε/(2x2)], ε2/3 � x� ε1/2,

u = A exp(x/ε) +B exp(−x/ε), x� ε2/3. (5.69)

Ýòè âûðàæåíèÿ äîëæíû ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ñîâïà-
äàòü íà ãðàíèöàõ îáëàñòåé, ÷òî äàåò äâà óñëîâèÿ íà
êîíñòàíòû A,B,C,D. Åùå äâà ñîîòíîøåíèÿ äàþò ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ. Åñëè, ñêàæåì, u(0) ∼ 1 u(1) ∼ 1, òî
A ∼ B ∼ 1, lnC ∼ ε−1/3, D ∼ C.

Çàäà÷à 5.5.7. Ïðîàíàëèçèðîâàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
ε3∂2xu+ ε sinhu∂xu+x∂xu+ tanhu = 0 ïðè ìàëûõ ε.
Ðàññìîòðåòü ñëó÷àé ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ u = 0 ïðè
x = 0.
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Ãëàâà 6

ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÛÅ È ÑÏÅÖÈÀËÜÍÛÅ
ÐÅØÅÍÈß

Â àíàëèçå ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé, êîòîðûå
îïèñûâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, áîëü-
øóþ ðîëü èãðàåò ïîâåäåíèå ðåøåíèé ýòèõ óðàâíåíèé
âáëèçè îñîáûõ òî÷åê. Òàêèìè òî÷êàìè ÿâëÿþòñÿ òî÷êè,
ãäå êîýôôèöèåíò ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ îáðàùàåòñÿ â íîëü. Îñîáåííîñòÿ-
ìè îáëàäàþò òàêæå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé, ó êîòîðûõ êîýôôèöèåíò ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîä-
íîé ÿâëÿåòñÿ àíîìàëüíî ìàëûì. Êàê ïðàâèëî, ýòî âåäåò
ê âîçíèêíîâåíèþ òàê íàçûâàåìûõ ïîãðàíè÷íûõ ñëîåâ.
Ìû îáñóæäàåì òàêæå �ìåäëåííóþ� äèíàìèêó ôèçè÷å-
ñêîé ñèñòåìû, óñðåäíåííóþ ïî áûñòðûì îñöèëëÿöèÿì.

6.1 Ïàðàìåòðè÷åñêàÿ íåóñòîé÷è-

âîñòü

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ïàðàìåòðè÷åñêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü
íàáëþäàåòñÿ â ñèñòåìå ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Ðàñ-
ñìîòðèì îñöèëëÿòîð, ÷àñòîòà êîòîðîãî çà ñ÷åò âíåøíåãî
âîçäåéñòâèÿ ïåðèîäè÷åñêè ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì. Òîãäà
äëÿ îïèñûâàþùåé êîëåáàíèÿ ïåðåìåííîé x ìîæíî ñôîð-
ìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå óðàâíåíèå

∂2t x+ x− 2f cos(2ωt)x = 0, (6.1)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ìàòü¼. Ìû ïîëàãàåì
f > 0. Ïðè f = 0 óðàâíåíèå (6.1) îïèñûâàåò îñöèëëÿöèè
ñ ÷àñòîòîé, ðàâíîé åäèíèöå. Â äàëüíåéøåì ìû ñ÷èòà-
åì ôàêòîð f ìàëîé âåëè÷èíîé, ÷òî îçíà÷àåò ñëàáîñòü
âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ.
Ïðè íåêîòîðûõ ÷àñòîòàõ ω âáëèçè åäèíè÷íîé óðàâ-

íåíèå (6.1) ïðèâîäèò ê íåóñòîé÷èâîñòè. Óñòàíîâèì êðè-
òåðèé äëÿ åå âîçíèêíîâåíèÿ. Íåóñòîé÷èâîñòü âîçíèêàåò
íà ïîëîâèííîé ÷àñòîòå âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ, òî åñòü ω.
Â ýòîì ñëó÷àå x ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü âûðàæåíèåì
x = a cos(ωt+ϕ), ê êîòîðîìó èìåþòñÿ ïîïðàâêè, ìàëûå
ïî ïàðàìåòðó f èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ïî áëèçîñòè ÷à-
ñòîòû ω ê åäèíèöå. Àìïëèòóäà a è ôàçà ϕ ìåíÿþòñÿ ñî
âðåìåíåì ìåäëåííî, òî åñòü íà âðåìåíàõ ãîðàçäî áîëü-
øå åäèíèöû. Ïîäñòàâëÿÿ x = a cos(ωt + ϕ) â óðàâíåíèå
(6.1) è ñîõðàíÿÿ â íåì òîëüêî ïåðâûå ïðîèçâîäíûå îò a
è ϕ, íàõîäèì

(1− ω2)a cos(ωt+ ϕ)− 2ω∂ta sin(ωt+ ϕ)

−2aω∂tϕ cos(ωt+ ϕ)− fa cos(ωt− ϕ) = 0. (6.2)

Ìû ñîõðàíèëè çäåñü òîëüêî ðåçîíàíñíûé ÷ëåí ïðîèçâå-
äåíèÿ 2f cos(2ωt)x. ×ëåí ñ òðîéíîé ÷àñòîòîé 3ω ïðîèç-
âåäåò ìàëûé âêëàä â x, ïîñêîëüêó âìåñòî ìàëîãî ìíî-

æèòåëÿ 1 − ω2 â (6.2) ïðè àìïëèòóäå ÷ëåíà ñ òðîéíîé
÷àñòîòîé 3ω áóäåò ñòîÿòü íå ìàëûé ìíîæèòåëü 1− 9ω2.
Óðàâíåíèå (6.2) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ïðè

ôèêñèðîâàííîé (íå çàâèñÿùåé îò âðåìåíè) ôàçå ϕ. Òî-
ãäà, ó÷èòûâàÿ áëèçîñòü ÷àñòîòû ω ê åäèíèöå, íàõîäèì
ñîîòíîøåíèå

2δωa cos(ωt+ ϕ) + 2∂ta sin(ωt+ ϕ) + fa cos(ωt− ϕ) = 0,

ãäå δω = ω−1. Ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ êîýôôèöèåíòû ïðè
cos(ωt) è sin(ωt), íàõîäèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

(2δω + f)a cosϕ+ 2 sinϕ∂ta = 0,

(−2δω + f)a sinϕ+ 2 cosϕ∂ta = 0. (6.3)

Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû óðàâíå-
íèé äëÿ a, ∂ta ïîëó÷àåòñÿ ïðè óñëîâèè ðàâåíñòâà íóëþ
äåòåðìèíàíòà, ÷òî äàåò

2δω + f cos(2ϕ) = 0. (6.4)

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ϕ ñóùåñòâóåò, åñëè 2|δω| <
f , ÷òî è ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì íåóñòîé÷èâîñòè. Òàêèì îá-
ðàçîì, íåóñòîé÷èâîñòü äîñòèãàåòñÿ â óçêîé îêðåñòíîñòè
åäèíè÷íîé ÷àñòîòû. Äàëåå, ìû íàõîäèì èç (6.3) âûðà-
æåíèå

∂t ln a = α, α =
√
f2/4− (δω)2. (6.5)

Òàêèì îáðàçîì, àìïëèòóäà a ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòåò ñî
âðåìåíåì, a ∝ exp(αt), òî åñòü α ÿâëÿåòñÿ èíêðåìåíòîì
íåóñòîé÷èâîñòè.
Èíêðåìåíò íåóñòîé÷èâîñòè α (6.5) îêàçûâàåòñÿ òåì

áîëüøå, ÷åì ìåíüøå δω è äîñòèãàåò ìàêñèìóìà â óñëî-
âèÿõ òî÷íîãî ðåçîíàíñà δω = 0. Â ýòîì ñëó÷àå α = f/2.
Êàê ñëåäóåò èç óñëîâèÿ (6.4), â óñëîâèÿõ òî÷íîãî ðåçî-
íàíñà cos(2ϕ) = 0. Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì ðàñòó-
ùóþ ñî âðåìåíåì ìîäó, ∂t ln a > 0, òî èç ñèñòåìû (6.3)
ñëåäóåò, ÷òî â óñëîâèÿõ òî÷íîãî ðåçîíàíñà ϕ = 3π/4.

Çàäà÷à 6.1.1. ×åìó ðàâåí ñäâèã ôàç ϕ íà ãðàíèöàõ èí-
òåðâàëà íåóñòîé÷èâîñòè?

Óðàâíåíèå Ìàòü¼ (6.1) îòíîñèòñÿ ê ÷èñòûì êîëåáà-
íèÿì áåç çàòóõàíèÿ. Ó÷åò çàòóõàíèÿ, êîòîðîå ìû áó-
äåì ñ÷èòàòü ñëàáûì, íåñêîëüêî ìåíÿåò ñäåëàííûå âûøå
âûâîäû. Ââåäåì äåêðåìåíò çàòóõàíèÿ γ, êîòîðûé â ñî-
îòâåòñòâèè ñî ñäåëàííûì ïðåäïîëîæåíèåì ìíîãî ìåíü-
øå åäèíèöû. Ôîðìàëüíî ýòî îçíà÷àåò ââåäåíèå â óðàâ-
íåíèå Ìàòü¼ (6.1) äîïîëíèòåëüíîãî ÷ëåíà 2γ∂tx. Ïðî-
äåëûâàÿ òå æå øàãè, ÷òî è âûøå, ìû íàõîäèì âìå-
ñòî (6.5) óðàâíåíèå ∂t ln a = α − γ. Òàêèì îáðàçîì,
ïðè ó÷åòå çàòóõàíèÿ îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè, êîòîðàÿ
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õàðàêòåðèçóåòñÿ íàëè÷èåì ðàñòóùåãî ñî âðåìåíåì ðå-
øåíèÿ, ∂t ln a > 0, ñóæàåòñÿ. Íåóñòîé÷èâîñòü íàáëþ-
äàåòñÿ òîëüêî ïðè óñëîâèè f/2 > γ, òî åñòü âíåøíåå
âîçäåéñòâèå äîëæíî ïðåîäîëåòü çàòóõàíèå. Îíà ðåàëè-
çóåòñÿ ïðè îòñòðîéêàõ δω, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
(δω)2 < f2/4− γ2.
Â ðàìêàõ ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ íåóñòîé÷èâîñòü

ïðèâîäèò ê íåîãðàíè÷åííîìó ðîñòó àìïëèòóäû a ñî âðå-
ìåíåì. Îäíàêî ïðè ðîñòå àìïëèòóäû íåèçáåæíî ñòà-
íîâÿòñÿ ñóùåñòâåííûìè íåëèíåéíûå ýôôåêòû, êîòî-
ðûå ïðèâîäÿò ê ñòàáèëèçàöèè àìïëèòóäû íà íåêîòîðîì
óðîâíå. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè, ñ
ó÷åòîì êîòîðîé óðàâíåíèå Ìàòü¼ (6.1) ïðåîáðàçóåòñÿ â

∂2t x+ x+ x3 − 2f cos(2ωt)x = 0, (6.6)

ãäå ìû âûáðàëè åäèíè÷íûì êîýôôèöèåíò ïðè x3, ÷åãî
âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ ïåðåìàñøòàáèðîâêîé x.
Ñíîâà ïðîäåëàåì ïðèâåäåííûé âûøå àíàëèç, ïîäñòàâ-

ëÿÿ x = a cos(ωt+ϕ). Â ýòîì ñëó÷àå x3 áóäåò ñîäåðæàòü
÷àñòîòû ω è 3ω. Ìû ñîõðàíèì òîëüêî ÷ëåí ñ ω, ïîñêîëü-
êó, êàê è âûøå, ÷ëåí ñ 3ω äàñò ìàëûå ïîïðàâêè. Òîãäà
âìåñòî óðàâíåíèÿ (6.2) ìû ïîëó÷èì

(2δω − 3a2/4)a cos(ωt+ ϕ) + 2∂ta sin(ωt+ ϕ)

+2a∂tϕ cos(ωt+ ϕ) + fa cos(ωt− ϕ) = 0, (6.7)

ãäå ìû ó÷ëè áëèçîñòü ω ê åäèíèöå. Ìû âèäèì, ÷òî åäèí-
ñòâåííûì îòëè÷èåì óðàâíåíèÿ (6.7) îò ëèíåéíîãî ñëó-
÷àÿ ÿâëÿåòñÿ çàìåíà δω → δω − 3a2/8. Ýòî ñâÿçàíî
ñ íåëèíåéíûì ñäâèãîì êâàäðàòà ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû
1→ 1 + 3a2/4.
Òàêèì îáðàçîì, ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò,

êîãäà δω − 3a2/8 íàõîäèòñÿ íà ãðàíèöàõ èíòåðâàëà
íåóñòîé÷èâîñòè, òî åñòü ðàâíà ±f/2. Åñëè δω ëåæèò
âíóòðè èíòåðâàëà ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè, |δω| < f/2,
òî òîëüêî îäíî çíà÷åíèå ñîâìåñòèìî ñ ïîëîæèòåëüíî-
ñòüþ a2, à èìåííî ñäâèíóòàÿ ÷àñòîòà äîëæíà ëåæàòü
íà íèæíåé ãðàíèöå èíòåðâàëà íåóñòîé÷èâîñòè ëèíåéíîé
çàäà÷è. Â ðåçóëüòàòå ìû íàõîäèì ñòàöèîíàðíóþ àìïëè-
òóäó

3a20/8 = f/2 + δω. (6.8)

Îòìåòèì, ÷òî ñòàöèîíàðíàÿ àìïëèòóäà a0 (6.8) ìàëà â
ñèëó ïðåäïîëîæåííîé ìàëîñòè f . Ýòî îïðàâäûâàåò èñ-
ïîëüçîâàíèå òîëüêî ïåðâîãî íåèñ÷åçàþùåãî íåëèíåéíî-
ãî ÷ëåíà (êóáè÷åñêîãî) â óðàâíåíèè (6.6).

Çàäà÷à 6.1.2. Íåëèíåéíîñòü â óðàâíåíèè (6.6) ìî-
æåò áûòü è èíîãî çíàêà:

∂2t x+ x− x3 − 2f cos(2ωt)x = 0.

Êàêîâî â ýòîì ñëó÷àå áóäåò âûðàæåíèå äëÿ ñòà-
öèîíàðíîé àìïëèòóäû a?

Çàäà÷à 6.1.3. Ïðîàíàëèçèðîâàòü äèíàìè÷åñêèé ðå-
æèì âáëèçè ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ (6.8).

Ó÷òåì òåïåðü çàòóõàíèå, äîáàâèâ â óðàâíåíèå (6.6)
÷ëåí 2γ∂tx. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (6.7) ïðåâðàùàåòñÿ
â

(2δω − 3a2/4 + 2∂tϕ)a cos(ωt+ ϕ)

+2(∂ta+ γ) sin(ωt+ ϕ) + fa cos(ωt− ϕ) = 0, (6.9)

ãäå ìû ó÷ëè áëèçîñòü ω ê åäèíèöå. Ïðèðàâíèâàÿ êî-
ýôôèöèåíòû ïðè cos(ωt) è sin(ωt), íàõîäèì ñëåäóþùóþ
ñòàöèîíàðíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

(2δω − 3a2/4 + f) cosϕ+ 2γ sinϕ = 0,

(−2δω + 3a2/4 + f) sinϕ+ 2γ cosϕ = 0.

Îòñþäà íàõîäèì ðåøåíèå

3a20/8 =
√
f2/4− γ2 + δω, (6.10)

âìåñòî (6.8). Ðåøåíèå (6.10), êàê è ðàíüøå, ñîîòâåòñòâó-
åò íèæíåé ãðàíèöå èíòåðâàëà íåóñòîé÷èâîñòè ëèíåé-
íîé çàäà÷è äëÿ ñäâèíóòîé ÷àñòîòû. Êàê è ñëåäîâàëî
îæèäàòü, çàòóõàíèå ïðèâîäèò ê ïîäàâëåíèþ a0 ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ áåççàòóõàòåëüíûì ñëó÷àåì. Óãîë ϕ â äàííîì
ñëó÷àå ìåíüøå π, åãî çíà÷åíèå îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì
sin(2ϕ0) = −2γ/f .

Çàäà÷à 6.1.4. Ïðîàíàëèçèðîâàòü äèíàìè÷åñêèé ðå-
æèì âáëèçè ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ (6.10).

6.2 Ìåòîä óñðåäíåíèÿ è ìåäëåí-

íàÿ ýâîëþöèÿ

Ñíîâà îáðàòèìñÿ ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ
(5.58), êîòîðîå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü â ðàìêàõ âðå-
ìåíí�îé ýâîëþöèè. Ïîýòîìó íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé òå-
ïåðü áóäåò âðåìÿ t, à óðàâíåíèå (5.58) ïåðåïèøåòñÿ â
âèäå

F (t, x, ∂tx, . . . ) + εG(t, x, ∂tx, . . . ) = 0. (6.11)

Óðàâíåíèå (6.11) ìîæíî ðåøàòü ïî òåîðèè âîçìóùåíèé,
êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ñíà÷àëà ìû íàõî-
äèì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ F = 0, çàòåì ïîäñòàâëÿåì ýòî
íóëåâîå ðåøåíèå â G è íàõîäèì èç óðàâíåíèÿ (6.11)
ïåðâóþ ïî ε ïîïðàâêó ê íóëåâîìó ðåøåíèþ, è òàê äà-
ëåå. Òåì ñàìûì ðåøåíèå áóäåò íàéäåíî â âèäå ðÿäà ïî
ε. Ýòà ïðîöåäóðà ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíà àíàëèòè÷å-
ñêè, åñëè ôóíêöèè F , G äîñòàòî÷íî ïðîñòû. Â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå åå ìîæíî îñóùåñòâëÿòü òîëüêî ÷èñëåííî.
Îäíàêî â ðÿäå ñëó÷àåâ ðàçëîæåíèå ïî ε ìîæåò ðàç-

ðóøàòüñÿ íà áîëüøèõ âðåìåíàõ t. Ýòî ïðîèñõîäèò, åñ-
ëè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ F = 0 èìååò îñöèëëÿòîðíûé õà-
ðàêòåð, à ôóíêöèÿ G ïðèâîäèò ê ðåçîíàíñó ñ ýòèìè îñ-
öèëëÿöèÿìè. Â ýòîì ñëó÷àå â ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (6.11)
âîçíèêàþò òàê íàçûâàåìûå âåêîâûå (ñåêóëÿðíûå) ÷ëå-
íû, êîòîðûå ðàñòóò ñî âðåìåíåì áûñòðåå, ÷åì íóëåâîå
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ðåøåíèå, òî åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ F = 0. Ýòî ïðèâî-
äèò ê òîìó, ÷òî ñî âðåìåíåì ñåêóëÿðíûå ÷ëåíû, íåñìîò-
ðÿ íà ìàëîñòü ïî ε, ìîãóò ñòàòü ñðàâíèìûìè ñ íóëåâûì
ðåøåíèåì, ÷òî è ïðèâîäèò ê åãî ðàçðóøåíèþ. Ðîëü ñåêó-
ëÿðíûõ ÷ëåíîâ â äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ èññëå-
äîâàëàñü åùå â 18 âåêå â ðàáîòàõ Ëàãðàíæà è Ëàïëàñà
ïðè ðàñ÷åòå ýâîëþöèè ïëàíåòíûõ îðáèò.
Â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåé èëëþñòðàöèè ñêàçàííîãî ðàñ-

ñìîòðèì óðàâíåíèå

∂2t x+ x = εx3. (6.12)

Ïðè ε = 0 ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.12) èìååò âèä x0 =
a cos(t − τ), ãäå τ � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà. Ïîäñòàâ-
ëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (6.12),
ìû íàõîäèì óðàâíåíèå äëÿ ïåðâîé ïîïðàâêè x1 ê x0 :

∂2t x1 + x1 =
1

4
εa3[cos(3t− 3τ) + 3 cos(t− τ)]. (6.13)

Âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (6.13) èìååò ÷àñòîòó
îñíîâíîãî ðåøåíèÿ, òî åñòü íàõîäèòñÿ â ðåçîíàíñå ñ ëå-
âîé ÷àñòüþ ýòîãî óðàâíåíèÿ. Îíî ïîðîæäàåò ñëåäóþùèé
ñåêóëÿðíûé âêëàä â x1:

x1 =
3

8
εa3(t− τ) sin(t− τ).

Î÷åâèäíî, ÷òî íà äîñòàòî÷íî áîëüøèõ âðåìåíàõ, êîãäà
t ∼ (εa2)−1, ïðèâåäåííàÿ ïîïðàâêà ñòàíîâèòñÿ ïîðÿäêà
íóëåâîãî ðåøåíèÿ, ÷òî è îçíà÷àåò íàðóøåíèå ïðèìåíè-
ìîñòè ðàçëîæåíèÿ ïî ε.
Ìîæíî ñóùåñòâåííî óñîâåðøåíñòâîâàòü ñõåìó ðåøå-

íèÿ óðàâíåíèÿ (6.12) ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðÿìîé òåîðèåé
âîçìóùåíèé, ïîñòðîèâ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå
ðàáîòàåò íà âðåìåíàõ t ìíîãî á�îëüøèõ (εa2)−1. Áóäåì
èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â âèäå x = a cos(t − τ), ãäå
a è τ ÿâëÿþòñÿ ìåäëåííûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè. Ïîä-
ñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå (6.12) è ñîõðàíÿÿ
òîëüêî ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè îò a, τ , íàõî-
äèì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå

−∂ta sin(t− τ) + ∂tτa cos(t− τ) =
3

8
εa3 cos(t− τ),

ãäå ìû îñòàâèëè â ïðàâîé ÷àñòè òîëüêî ðåçîíàíñíûé
÷ëåí. Îïóùåííûé (íå ðåçîíàíñíûé) ÷ëåí äàåò ïîïðàâ-
êè, ìàëûå ïî ε, íà âñåõ âðåìåíàõ. Ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ
êîýôôèöèåíòû ïðè ñèíóñå è êîñèíóñå, íàõîäèì ñèñòåìó
óðàâíåíèé

∂ta = 0, ∂tτ =
3

8
εa2. (6.14)

Î÷åâèäíûì ðåøåíèåì ñèñòåìû (6.14) ÿâëÿåòñÿ a =
const, τ = τ0 + (3/8)εa2t, ãäå τ0 � ïðîèçâîëüíàÿ êîí-
ñòàíòà. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ðåøåíèþ

x = a cos[t− (3/8)εa2t− τ0], (6.15)

êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îñöèëëÿöèè ñ ÷àñòîòîé ω =
1 − (3/8)εa2. Ïîïðàâêà ê åäèíèöå íàçûâàåòñÿ íåëèíåé-
íûì ñäâèãîì ÷àñòîòû.

Óñòàíîâèì êðèòåðèé ïðèìåíèìîñòè âûðàæåíèÿ
(6.15). Ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ (6.14) ìû îòáðîñèëè
÷ëåíû ñ ∂2t τ è ñ ∂2t a. Ìàëûì ïàðàìåòðîì, ïî êîòîðî-
ìó ýòî ìîæíî ñäåëàòü, ÿâëÿåòñÿ εa2. Èìåííî ñ ýòîé
îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòüþ íàéäåíî âûðàæåíèå äëÿ ∂tτ ,
ïîýòîìó ïîïðàâêà ê ýòîìó âûðàæåíèþ ìîæåò áûòü
îöåíåíà, êàê ε2a4. Òàêèì îáðàçîì, ïîïðàâêà ê àðãóìåí-
òó êîñèíóñà â âûðàæåíèè x = a cos(t − τ) ìîæåò áûòü
îöåíåíà, êàê tε2a4, òî åñòü ðåøåíèå (6.15) ðàáîòàåò ïðè
óñëîâèè t� (ε2a4)−1.

Çàäà÷à 6.2.1. Ñðàâíèòü ðåøåíèå (6.15) ñ òî÷íûì ðå-
øåíèåì óðàâíåíèÿ (6.12) è ïðîâåðèòü êðèòåðèé
ïðèìåíèìîñòè âûðàæåíèÿ (6.15).

Ïðèâåäåííóþ âûøå ñõåìó ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé
ïðîèçâîëüíîãî ìàëîãî âîçìóùåíèÿ óðàâíåíèÿ ãàðìîíè-
÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. À èìåííî, ðàññìîòðèì óðàâíåíèå
îñöèëëÿòîðà ñ ÷àñòîòîé 1 è äîáàâèì â ïðàâóþ ÷àñòü ýòî-
ãî óðàâíåíèÿ ïðîèçâîëüíûé ìàëûé ÷ëåí, çàâèñÿùèé îò
x è ∂tx:

∂2t x+ x = εG(x, ∂tx). (6.16)

Ñïîñîá ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ òàêîãî óðàâíåíèÿ íà-
çûâàåòñÿ ìåòîäîì Áîãîëþáîâà-Êðûëîâà. Ââåäåì âñïî-
ìîãàòåëüíóþ ïåðåìåííóþ z = x+ i∂tx. Â òåðìèíàõ ýòîé
ôóíêöèè óðàâíåíèå (6.16) ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùóþ ôîð-
ìó

∂tz = −iz + iεG(Re z, Im z). (6.17)

Ââîäèì àáñîëþòíîå çíà÷åíèå è ôàçó z: z = a exp(iϕ).
Òîãäà óðàâíåíèå (6.17) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

∂ta = ε sinϕG(a cosϕ, a sinϕ),

∂tτ = ε
cosϕ

a
G(a cosϕ, a sinϕ), (6.18)

ãäå ϕ = −t+ τ .
Äî ñèõ ïîð ïðåîáðàçîâàíèÿ áûëè òî÷íûìè. ×òîáû

ïðîäâèíóòüñÿ äàëüøå, çàìåòèì, ÷òî ïðèðàùåíèÿ a è τ
çà ïåðèîä ìàëû â ñèëó ìàëîñòè ε. Ïîýòîìó ïðè âû÷èñëå-
íèè ýòèõ ïðèðàùåíèé â ïðàâîé ÷àñòè (6.18) a è τ ìîæíî
ñ÷èòàòü êîíñòàíòàìè, ÷òî äàåò

∆a = ε

� 2π

0

dϕ sinϕG(a cosϕ, a sinϕ),

∆τ = ε

� 2π

0

dϕ
cosϕ

a
G(a cosϕ, a sinϕ).

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî τ âûïàäàåò èç âûðàæåíèé
äëÿ ýòèõ ïðèðàùåíèé (â ñèëó òîãî, ÷òî íà÷àëî îòñ÷åòà
ïåðèîäà ïðîèçâîëüíî). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìåäëåííîé
ýâîëþöèè (íà áîëüøèõ âðåìåíàõ) ìû íàõîäèì ñëåäóþ-
ùèå ýôôåêòèâíûå óðàâíåíèÿ

∂ta =
ε

2π

� 2π

0

dϕ sinϕG(a cosϕ, a sinϕ), (6.19)

∂tτ =
ε

2π

� 2π

0

dϕ
cosϕ

a
G(a cosϕ, a sinϕ). (6.20)
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Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ïðîàíàëèçèðîâàííîé íàìè çà-
äà÷è (6.12), êîãäà G = x3, óðàâíåíèÿ (6.19,6.20) ñâîäÿò-
ñÿ ê óðàâíåíèÿì (6.14).

Çàäà÷à 6.2.2. Íàéòè ïîâåäåíèå íà áîëüøèõ âðåìåíàõ
àìïëèòóäû êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà ñ íåëèíåéíûì
çàòóõàíèåì ∂2t x+ x = −ε(∂tx)3 ïðè ìàëîì ε.

Çàäà÷à 6.2.3. Ïðîàíàëèçèðîâàòü ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ ∂2t x+ x = −ε∂tx|∂tx| ïðè ìàëîì ε.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Âàí äåð Ïîëÿ ñ ìàëûì ìíî-
æèòåëåì â ïðàâîé ÷àñòè, ε� 1:

∂2t x+ x = ε(1− x2)∂tx. (6.21)

Óðàâíåíèÿ (6.19,6.20) äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ñâîäÿòñÿ ê

∂ta =
ε

2
a(1− a2/4), ∂tτ = 0. (6.22)

Óðàâíåíèå (6.22) îïèñûâàåò ïðèáëèæåíèå àìïëèòóäû a
ê óñòîé÷èâîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êå a = 2, êîòîðàÿ ñî-
îòâåòñòâóåò àñèìïòîòè÷åñêîìó ðåæèìó àâòîêîëåáàíèé
(ïðåäåëüíîìó öèêëó).

Çàäà÷à 6.2.4. Ïðîàíàëèçèðîâàòü ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ ∂2t x+ x = −ε(1− x2)2∂tx ïðè ìàëîì ε.

Çàäà÷à 6.2.5. Ïðîàíàëèçèðîâàòü ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ ∂2t x+x = ε(1−x2)∂tx+ εx3 ïðè ìàëîì ε.

Ìåòîä Áîãîëþáîâà-Êðûëîâà ìîæåò áûòü îáîáùåí íà
ñëó÷àé ÿâíîé çàâèñèìîñòè ôóíêöèè G â óðàâíåíèè
(6.16) îò âðåìåíè ïðè óñëîâèè, ÷òî ôóíêöèÿ G îñòàåò-
ñÿ ïðèáëèçèòåëüíî ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé âðåìåíè ñ
ïåðèîäîì 2π. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è â ýòîì ñëó÷àå ñíîâà
èñõîäèì èç óðàâíåíèé (6.18), ãäå â ïðàâîé ÷àñòè ïîÿâ-
ëÿåòñÿ ÿâíàÿ çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè:

∂ta = ε sinϕG(t, a cosϕ, a sinϕ),

∂tτ = ε
cosϕ

a
G(t, a cosϕ, a sinϕ), (6.23)

ãäå ϕ = −t + τ . Ñíîâà èíòåãðèðóÿ ïî ïåðèîäó è íàõîäÿ
ïðèðàùåíèÿ a è τ , íàõîäèì ýôôåêòèâíûå óðàâíåíèÿ

∂ta =
ε

2π

� 2π

0

dφ sinϕG(t− φ, a cosϕ, a sinϕ), (6.24)

∂tτ =
ε

2π

� 2π

0

dφ
cosϕ

a
G(t− φ, a cosϕ, a sinϕ), (6.25)

ãäå ϕ = τ − t + φ. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî òåïåðü
τ ÿâíî âõîäèò â ðåøåíèå.

Çàäà÷à 6.2.6. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèé (6.24,6.25)
äëÿ ðåçîíàíñíîé íàêà÷êè G = cos t.

Çàäà÷à 6.2.7. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèé (6.24,6.25)
äëÿ ðåçîíàíñíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé íàêà÷êè G =
x cos(2t).

Çàäà÷à 6.2.8. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèé (6.24,6.25)
äëÿ îñöèëëÿòîðà Âàí äåð Ïîëÿ ñ íàêà÷êîé G =
(1− x2)∂tx+ κ cos t.

Äî ñèõ ïîð ìû ïðèâîäèëè âûðàæåíèÿ äëÿ ïðèáëè-
æåííûõ óðàâíåíèé êîëåáàíèé âîçìóùåííîãî îñöèëëÿ-
òîðà ñ åäèíè÷íîé ÷àñòîòîé. Âñå íàéäåííûå âûðàæåíèÿ
ëåãêî îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé êîíå÷íîé ÷àñòîòû îñöèëëÿ-
òîðà ω. Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ. Âìåñòî
óðàâíåíèÿ (6.16) ñëåäóåò ðàññìîòðåòü óðàâíåíèå

∂2t x+ ω2x = εG, (6.26)

ãäå ω � ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà îñöèëëÿòîðà. Áóäåì èñêàòü
ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ â âèäå

x = a cos(−ωt+ θ), (6.27)

ãäå a, θ � ìåäëåííûå ôóíêöèè âðåìåíè. Óðàâíåíèÿ íà
ýòè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûì îáîáùåíèåì óðàâíåíèé
(6.19,6.20)

∂ta =
ε

ω

� 2π

0

dϕ

2π
sin(ϕ)G, (6.28)

∂tθ =
ε

ωa

� 2π

0

dϕ

2π
cos(ϕ)G. (6.29)

Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ (6.28,6.29)
â ôóíêöèþ G ñëåäóåò ïîäñòàâèòü u → a cosϕ, ∂tu →
ω sinϕ. Óðàâíåíèÿ (6.28,6.29), î÷åâèäíî, ñâîäÿòñÿ ê
(6.19,6.20) ïðè ω = 1.
Â êà÷åñòâå òðèâèàëüíîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ëè-

íåéíûé îñöèëëÿòîð ñ çàòóõàíèåì. Â ýòîì ñëó÷àå G =
−2∂tx, à ε ÿâëÿåòñÿ äåêðåìåíòîì çàòóõàíèÿ. Ïîäñòàâ-
ëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â ñîîòíîøåíèÿ (6.28,6.29), íàõîäèì
∂tθ = 0, ∂ta = −εa. Êàê è ñëåäóåò, àìïëèòóäà a çàòóõàåò
ñî âðåìåíåì ñ äåêðåìåíòîì ε.

6.2.1 Óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ äëÿ âîë-

íîâîãî äâèæåíèÿ

Ìåòîä óñðåäíåíèÿ, ðàçâèòûé âûøå äëÿ êîëåáàòåëüíîãî
äâèæåíèÿ, íåïîñðåäñòâåííî îáîáùàåòñÿ è äëÿ âîëíîâîãî
äâèæåíèÿ. Êàê è äëÿ êîëåáàòåëüíîãî äâèæåíèÿ, ìû áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè âîëíîâîå äâè-
æåíèå îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíûìè âîëíîâûìè óðàâíåíèÿ-
ìè, è áóäåì èçó÷àòü ðîëü ìàëûõ ïîïðàâîê, ñâÿçàííûõ
ñ íåëèíåéíîñòüþ, âíåøíèì âîçäåéñòâèåì, íåîäíîðîäíî-
ñòüþ è òàê äàëåå.
Ðàññìîòðèì âîëíîâîå äâèæåíèå, êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ

ïîëåì u(t, r), óðàâíåíèå íà êîòîðîå èìååò âèä

∂2t u+ $̂2u = εG. (6.30)

Çäåñü îïåðàòîð $̂ = $(−i∇) îïðåäåëÿåòñÿ çàêîíîì
äèñïåðñèè $(q) âîëíîâîãî äâèæåíèÿ, à G � íåêîòîðàÿ
ôóíêöèÿ ïîëÿ u, åãî ïðîèçâîäíûõ, à òàêæå, âîçìîæíî,
âðåìåíè è êîîðäèíàò. Ïàðàìåòð ε â ïðàâîé ÷àñòè óðàâ-
íåíèÿ (6.30) ñ÷èòàåòñÿ ìàëûì. Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè,
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êîãäà ε = 0, óðàâíåíèå (6.30) ñâîäèòñÿ ê ÷èñòî âîëíîâî-
ìó ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ, êîòîðîå, â ÷àñòíîñòè, èìååò
ðåøåíèå â âèäå áåãóùåé ïëîñêîé âîëíû ñ âîëíîâûì âåê-
òîðîì q: u = a cos(−ωt + qr + θ), ãäå ω = $(q), à θ �
ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (6.30) â òîì æå âèäå u = a cos(−ωt + qr + θ), ãäå
òåïåðü (ñ ó÷åòîì äîïîëíèòåëüíîãî ÷ëåíà ñ G) ïàðàìåò-
ðû a è θ ÿâëÿþòñÿ ìåäëåííûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè è
êîîðäèíàò.
Èñïîëüçóåì òîò æå ïðèåì, êîòîðûé ïîçâîëèë íàéòè

óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ äëÿ âîçìóùåííîãî ãàðìîíè÷å-
ñêîãî îñöèëëÿòîðà. Äëÿ ýòîãî ââîäèì ôóíêöèè u1 è w:
∂tu1 = $̂u, w = u+ iu1. Òîãäà óðàâíåíèå (6.30) ïåðåïè-
øåòñÿ â âèäå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

∂tw = −i$̂w + iε$̂−1G. (6.31)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà w = a exp(−iωt+ iqr + iθ), íàõîäèì

∂ta+ ia∂tθ + v∇a+ iav∇θ =
iε

ω
G exp(−iϕ),

ãäå v = ∂$/∂q � ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü âîëíû. Ïðè âûâîäå
ìû èñïîëüçîâàëè ñîîòíîøåíèå (ψ = aeiθ)

$(−i∇)[exp(iqr)ψ] = exp(iqr)$(q − i∇)ψ, (6.32)

è ñîõðàíèëè â $(q − i∇) íóëåâîé è ïåðâûé ÷ëåíû ðàç-
ëîæåíèÿ ïî ∇/q. Ìû òàêæå çàìåíèëè â ïðàâîé ÷àñòè
$̂ → ω−1, ÷òî ñïðàâåäëèâî â ãëàâíîì ïîðÿäêå ïî ε.
Âûäåëÿÿ â ïîëó÷åííîì óðàâíåíèè äåéñòâèòåëüíóþ è

ìíèìóþ ÷àñòè, íàõîäèì

∂ta+ v∇a =
ε

ω
sin(ϕ)G,

∂tθ + v∇θ =
ε

ωa
cos(ϕ)G.

Óñðåäíÿÿ ýòè óðàâíåíèÿ ïî ïåðèîäó, ìû íàõîäèì óðàâ-
íåíèÿ äëÿ ìåäëåííûõ ïåðåìåííûõ

∂ta+ v∇a =
ε

ω

� 2π

0

dϕ

2π
sin(ϕ)G, (6.33)

∂tθ + v∇θ =
ε

ωa

� 2π

0

dϕ

2π
cos(ϕ)G. (6.34)

Â àðãóìåíòå ôóíêöèè G â âûðàæåíèÿõ (6.33,6.34) ñëå-
äóåò ïîäñòàâëÿòü u → a cosϕ, ∇u → −qa sinϕ, ∂tu →
ωa sinϕ. Ïîñëåäíèå âûðàæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ â ãëàâíîì
ïðèáëèæåíèè ïî ε, ÷òî äîñòàòî÷íî â ñèëó òîãî, ÷òî ïðà-
âàÿ ÷àñòü âûðàæåíèé (6.33,6.34) óæå ñîäåðæèò ìàëîñòü
ïî ε.
Óðàâíåíèÿ (6.33,6.34) ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûì îáîáùåíèåì

óðàâíåíèé (6.28,6.29). Åäèíñòâåííàÿ ðàçíèöà çàêëþ÷à-
åòñÿ â íàëè÷èè ïåðåíîñíîãî ÷ëåíà ñ ãðàäèåíòîì. Ìîæíî
ñêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèÿ (6.33,6.34) ñîâïàäàþò ñ óðàâíå-
íèÿìè (6.28,6.29) â ñèñòåìå îòñ÷åòà, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ
ñ ãðóïïîâîé ñêîðîñòüþ v. Ñëåäóåò, îäíàêî, ïîìíèòü î
òîì, ÷òî ìû èìååì äåëî ñ ïîëåì, çàäàííûì â ïðîñòðàí-
ñòâå. È ïîòîìó óðàâíåíèÿ (6.33,6.34) íåîáõîäèìî ðåøàòü
ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Â êà÷åñòâå òðèâèàëüíîé èëëþñòðàöèè ñêàçàííîãî ðàñ-
ñìîòðèì ñëó÷àé çàòóõàþùåé âîëíû. Â ýòîì ñëó÷àå G =
−2∂tu, à ε ÿâëÿåòñÿ äåêðåìåíòîì çàòóõàíèÿ âîëíû. Ïîä-
ñòàíîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ â ñîîòíîøåíèÿ (6.33,6.34)
ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì

∂ta+ v∇a = −εa, ∂tθ + v∇θ = 0.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ àìïëèòóäû a íåîäíîçíà÷íî.
Íàïðèìåð, ðåøåíèÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ a ∝
exp(−εt) (a íå çàâèñèò îò êîîðäèíàò), èëè a ∝
exp(−εvr/v2) (a íå çàâèñèò îò âðåìåíè). Íàéòè èñòèí-
íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ àìïëèòóäû a ìîæíî òîëüêî
ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.
Ïåðåéäåì òåïåðü ê óðàâíåíèþ íà îãèáàþùóþ ψ =

a exp(iθ). Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (6.33,6.34) ïåðåïè-
ñûâàþòñÿ â âèäå

∂tψ + v∇ψ =
iε

ω
exp(iθ)

� 2π

0

dϕ

2π
exp(−iϕ)G. (6.35)

Íàïðèìåð, äëÿ G = u3 óðàâíåíèå (6.35) ñâîäèòñÿ ê

∂tψ + v∇ψ =
3iε

8ω
|ψ|2ψ. (6.36)

Åñëè ïåðåéòè â ñèñòåìó îòñ÷åòà, äâèæóùóþñÿ ñ ãðóïïî-
âîé ñêîðîñòüþ v è ó÷åñòü ñëåäóþùèé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ
$(q − i∇) ïî ∇/q â (6.32), òî ìû ïîëó÷èì íåëèíåéíîå
óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà.

Çàäà÷à 6.2.9. Íàéòè óðàâíåíèå íà îãèáàþùóþ ψ äëÿ
G = u(∇u)2.

Çàäà÷à 6.2.10. Íàéòè óðàâíåíèå íà îãèáàþùóþ ψ äëÿ
íåëèíåéíîãî çàòóõàíèÿ G = −∂tu(∇u)2.

6.3 Ñïåöèàëüíûå ðåøåíèÿ

Çäåñü ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñïåöèàëüíûå ðåøåíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ,
êîòîðûå ñâîäÿòñÿ ê ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé. Ñó-
ùåñòâîâàíèå òàêîãî ñîðòà ðåøåíèé îáÿçàíî ñèììåòðèè
óðàâíåíèÿ (îäíîðîäíîñòü, èçîòðîïèÿ, èíâàðèàíòíîñòü
îòíîñèòåëüíî ïåðåìàñøòàáèðîâîíèÿ âðåìåíè, êîîðäè-
íàò è èñêîìîãî ïîëÿ). Îòäåëüíûé âîïðîñ ñâÿçàí ñî ñòà-
òóñîì ïîäîáíûõ ðåøåíèé: îíè ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü óíè-
âåðñàëüíóþ àñèìïòîòèêó íà áîëüøèõ âðåìåíàõ èëè, íà-
îáîðîò, ÿâëÿòüñÿ ñåïàðàòðèñîé (àáñîëþòíî íåóñòîé÷è-
âûì ðåøåíèåì). Âûÿñíåíèå ýòîãî âîïðîñà äîëæíî ïðî-
âîäèòüñÿ äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî óðàâíåíèÿ. Ìû ñî-
ñðåäîòî÷èìñÿ çäåñü íà íàõîæäåíèè ñîáñòâåííî àâòîìî-
äåëüíûõ ðåøåíèé.

6.3.1 Àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ

Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëå u(t, r) ïîä÷èíÿåòñÿ íåêîòî-
ðîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ, êîòîðîå îäíîðîäíî (ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó)
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è èçîòðîïíî. Â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå àâ-
òîìîäåëüíûõ ðåøåíèé, êîòîðûå èìåþò âèä

u =
1

ta
f(r/tb), (6.37)

ãäå a è b � íåêîòîðûå ÷èñëà. Àðãóìåíò ôóíêöèè f , òî
åñòü r/tb, íàçûâàåòñÿ àâòîìîäåëüíîé ïåðåìåííîé. ×òî-
áû óðàâíåíèå èìåëî àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå (6.37), îíî
äîëæíî áûòü èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïåðåìàñøòàáè-
ðîâêè

t→ Zt, r → Zbr, u→ Z−au, (6.38)

ãäå Z � ïðîèçâîëüíûé ôàêòîð. Î÷åâèäíî, ðåøåíèå (6.37)
èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ (6.38).
Ìû óæå ñòàëêèâàëèñü ñ àâòîìîäåëüíûì ïîâåäåíèåì.

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ Ãðèíà óðàâíåíèÿ äèôôóçèè ∂tu =
∇2u, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

(∂t −∇2)G = δ(t)δ(r), (6.39)

èìååò àâòîìîäåëüíûé âèä (6.37)

G(t, r) =
θ(t)

(4πt)d/2
exp

(
−r

2

4t

)
, (6.40)

ãäå d � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà. Â äàííîì ñëó÷àå àâ-
òîìîäåëüíîé ïåðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ r/

√
t. Äåéñòâèòåëü-

íî, óðàâíåíèå äèôôóçèè ∂tu = ∇2u èíâàðèàíòíî îòíî-
ñèòåëüíî t → Zt, r → Z1/2r. ×òî æå êàñàåòñÿ ïîêà-
çàòåëÿ a â âûðàæåíèè (6.40), òî îí ñâÿçàí ñ ïðàâîé ÷à-
ñòüþ óðàâíåíèÿ (6.39): îáå ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ äîëæ-
íû îäèíàêîâî âåñòè ñåáÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèè t → Zt,
r → Z1/2r.
Ïðè t > 0 ôóíêöèÿ Ãðèíà (6.40) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-

åì óðàâíåíèÿ äèôôóçèè ñ íóëåâîé ïðàâîé ÷àñòüþ è ìî-
æåò ðàññìàòðèâàòüñÿ, êàê åãî àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå.
Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ëèíåéíîñòè óðàâíåíèå äèôôóçèè
ñàìî ïî ñåáå íå ôèêñèðóåò ïîêàçàòåëü a â (6.37). Îä-
íàêî ýòîò ïîêàçàòåëü ôèêñèðóåòñÿ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ�
dV u = const, êîòîðûé ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ äèôôó-

çèè ∂tu − ∇2u = 0 äëÿ ëîêàëèçîâàííîãî â ïðîñòðàí-
ñòâå ïîëÿ. Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå
db − a = 0, êîòîðîå â ñîâîêóïíîñòè ñ b = 1/2 äàåò
a = d/2, ÷òî è ñîîòâåòñòâóåò àâòîìîäåëüíîñòè ðåøå-
íèÿ (6.40). Ðàçóìååòñÿ, íå âñÿêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
äèôôóçèè ∂tu − ∇2u = 0 èìååò àâòîìîäåëüíûé õàðàê-
òåð. Îäíàêî íà áîëüøèõ âðåìåíàõ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
äèôôóçèè ñ ëîêàëèçîâàííûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì ñòà-
íîâèòñÿ áëèçêèì ê ïîâåäåíèþ ôóíêöèè Ãðèíà, òî åñòü
àâòîìîäåëüíîñòü ðåøåíèÿ âîçíèêàåò àñèìïòîòè÷åñêè.

Çàäà÷à 6.3.1. Íàéòè àâòîìîäåëüíîå ëîêàëèçîâàííîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

∂tu+ ∂3xu = 0.

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíîå íåëèíåéíîå óðàâíåíèå äèô-
ôóçèè

∂tu = ∂x(u∂xu). (6.41)

Áóäåì èñêàòü àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ
âèäà (6.37). Óðàâíåíèå (6.41) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî
ïðåîáðàçîâàíèÿ (6.38) ïðè óñëîâèè a+ 2b = 1. Äîïîëíè-
òåëüíîå óñëîâèå íà ïîêàçàòåëè a, b ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ìû
ðàññìàòðèâàåì ïîëå u, äîñòàòî÷íî áûñòðî ñòðåìÿùååñÿ
ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì èç
óðàâíåíèÿ (6.41)

∂t

�
dxu = 0→

�
dxu = const.

Îòñþäà íàõîäèì a = b. Òàêèì îáðàçîì, a = b = 1/3, è
àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå (6.37) èìååò âèä

u = t−1/3f(xt−1/3). (6.42)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (6.42) â óðàâíåíèå (6.41), íàõî-
äèì

∂ξ(f∂ξf) +
1

3
∂ξ(ξf) = 0,

ãäå ξ = xt−1/3 � àâòîìîäåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ. Èíòåãðèðóÿ
ýòî óðàâíåíèå, íàõîäèì

f∂ξf +
1

3
ξf = 0, (6.43)

ïîñêîëüêó êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ ðàâíà íóëþ â ñè-
ëó ïðåäïîëàãàåìîãî áûñòðîãî ñòðåìëåíèÿ f ê íóëþ ïðè
ñòðåìëåíèè ξ ê áåñêîíå÷íîñòè. Íàõîäèì äâà ðåøåíèÿ:
f = 0 è f = C − ξ2/6, ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà.
Ðåøåíèå, ñòðåìÿùååñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè, ñêëåè-
âàåòñÿ èç ýòèõ äâóõ ðåøåíèé:

f(ξ) =

{
f = C − ξ2/6, ξ2 < 6C,
f = 0, ξ2 > 6C.

(6.44)

Âîçìîæíîñòü ñêëåéêè ñâÿçàíà ñ ïåðâûì ïîðÿäêîì
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (6.43), êîòîðîå òðåáóåò
íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f , íî äîïóñêàåò ñêà÷îê â åå
ïðîèçâîäíîé.

Çàäà÷à 6.3.2. Íàéòè ëîêàëèçîâàííîå àâòîìîäåëüíîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

∂tu = ∂x(u2∂xu).

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

∂tu = −∂x[(∂xu)2]. (6.45)

Áóäåì èñêàòü åãî ëîêàëèçîâàííîå àâòîìîäåëüíîå ðåøå-
íèå âèäà (6.37) . Èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ (6.38) â ñîâîêóïíîñòè ñ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ�
dxu = const äàåò a = b = 1/4. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå

(6.37) ñ ýòèìè ïîêàçàòåëÿìè â óðàâíåíèå (6.45), íàõîäèì

∂ξ(ξf) = 4∂ξ[(∂ξf)2].
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Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå, íàõîäèì

ξf = 4(∂ξf)2,

ïîñêîëüêó êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ ðàâíà íóëþ â ñè-
ëó ïðåäïîëàãàåìîãî áûñòðîãî ñòðåìëåíèÿ f ê íóëþ ïðè
ñòðåìëåíèè ξ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïîìèìî òðèâèàëüíîãî
ðåøåíèÿ f = 0 íàéäåííîå óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå, êî-
òîðîå ìîæíî íàéòè ïîñëå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ f =
(1/36)(ξ3/2−C)2, ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ó÷è-
òûâàÿ, ÷òî f ëîêàëèçîâàíî, íàõîäèì

f(ξ) =

{
f = (1/36)(ξ3/2 − C)2, ξ < C2/3,

f = 0, ξ > C2/3.
(6.46)

Çàäà÷à 6.3.3. Íàéòè ëîêàëèçîâàííîå àâòîìîäåëüíîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

∂tu = −∂x[(∂xu)4].

Âûøå ìû ðàññìàòðèâàëè äâó÷ëåííûå óðàâíåíèÿ, èí-
âàðèàíòíîñòü êîòîðûõ îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ
(6.38) äàâàëà îäíî ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïîêàçàòåëÿìè
a è b. Äîïîëíèòåëüíóþ ñâÿçü ìåæäó ïîêàçàòåëÿìè a
è b óäàâàëîñü íàéòè çà ñ÷åò çàêîíà ñîõðàíåíèÿ. Ýòî è
ôèêñèðîâàëî âåëè÷èíû a è b. Âñòðå÷àþòñÿ è òðåõ÷ëåí-
íûå óðàâíåíèÿ, èíâàðèàíòíîñòü êîòîðûõ îòíîñèòåëüíî
ïðåîáðàçîâàíèÿ (6.38) äàåò ñðàçó äâà óñëîâèÿ, êîòîðûå
ôèêñèðóþò a è b. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà íåëè-
íåéíîå óðàâíåíèå äèôôóçèè ñ èñòî÷íèêîì

∂tu = ∂x(un∂xu) + uk. (6.47)

Èíâàðèàíòíîñòü óðàâíåíèÿ (6.47) îòíîñèòåëüíî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ (6.38) äàåò äâà óñëîâèÿ, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê

a =
1

k − 1
, b =

k − n− 1

2(k − 1)
. (6.48)

Óðàâíåíèå íà ôóíêöèþ f â òåðìèíàõ àâòîìîäåëüíîé ïå-
ðåìåííîé ξ = x/tb â äàííîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü ðåøåíî
òîëüêî ÷èñëåííî.

Çàäà÷à 6.3.4. Âûïèñàòü óðàâíåíèå íà ôóíêöèþ f â
òåðìèíàõ àâòîìîäåëüíîé ïåðåìåííîé ξ = x/tb äëÿ
óðàâíåíèÿ (6.47).

Çàäà÷à 6.3.5. Íàéòè ëîêàëèçîâàííîå àâòîìîäåëüíîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

∂tu = ∂x(u−1∂xu) + ∂xu.

6.3.2 Äâèæåíèå ôðîíòà

Îäíîðîäíûå ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó äèôôåðåíöè-
àëüíûå óðàâíåíèÿ äîïóñêàþò ðåøåíèÿ âèäà u(t, r) =

w(r − V t), êîòîðûå îïèñûâàþò ýâîëþöèþ ïîëÿ u, êîòî-
ðàÿ ñâîäèòñÿ ê äâèæåíèþ íåêîòîðîãî ïðîôèëÿ ñî ñêî-
ðîñòüþ V . Ìû áóäåì ãîâîðèòü î òàêîé ýâîëþöèè, êàê
î äâèæåíèè ôðîíòà, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì
r = V t, åñëè äàëåêî âïåðåäè (ïåðåä ôðîíòîì) è äàëåêî
ïîçàäè (çà ôðîíòîì) ïîëå u ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðûì êîí-
ñòàíòàì. Ðàçóìååòñÿ, ýòè êîíñòàíòû ñàìè ïî ñåáå äîëæ-
íû áûòü ðåøåíèÿìè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.
Ïðîàíàëèçèðóåì óðàâíåíèå Ôèøåðà

∂tu = ∂2xu+ u(1− u), (6.49)

êîòîðîå âñòðå÷àåòñÿ â ðàçëè÷íûõ êîíòåêñòàõ. Íàïðè-
ìåð, îíî ìîäåëèðóåò ïðîöåññ ãîðåíèÿ, òîãäà u = 0 ñî-
îòâåòñòâóåò èñõîäíîé ñìåñè ãîðþ÷åãî è îêèñëèòåëÿ, à
u = 1 � ïîëíîñòüþ ñãîðåâøåé ñìåñè. Óðàâíåíèå (6.49)
èìååò äâà ñòàöèîíàðíûõ îäíîðîäíûõ ðåøåíèÿ, u = 0 è
u = 1, ïåðâîå èç êîòîðûõ íåóñòîé÷èâî, à âòîðîå óñòîé÷è-
âî. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âî âñåì ïðîñòðàíñòâå 0 < u < 1.
Ýòî ñâîéñòâî ïîääåðæèâàåòñÿ óðàâíåíèåì. Íàïðèìåð,
ïîëàãàÿ

u =
exp(η)

1 + exp(η)
,

íàõîäèì óðàâíåíèå

∂tη = ∂2xη − tanh(η/2)(∂xη)2 + 1,

êîòîðîå íå èìååò îñîáåííîñòåé ïî η íà âñåé äåéñòâè-
òåëüíîé îñè. Òàêèì îáðàçîì, ýâîëþöèÿ η íå ïðèâîäèò ê
âûõîäó u çà ïðåäåëû èíòåðâàëà (0, 1).
Óðàâíåíèå (6.49) îòíîñèòñÿ ê òèïó ðåëàêñàöèîííûõ

óðàâíåíèé (5.41), îíî ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå ∂tu =
−δF/δu, ãäå

F =

�
dx

[
1

2
(∂xu)2 − 1

2
u2 +

1

3
u3
]
. (6.50)

Âñëåäñòâèå óðàâíåíèÿ (6.49) ôóíêöèîíàë (6.50) ìîíî-
òîííî óáûâàåò ñî âðåìåíåì, ïîñêîëüêó åãî ïðîèçâîäíàÿ
ïî âðåìåíè

∂tF = −
�
dx (δF/δu)2 = −

�
dx (∂tu)2,

îòðèöàòåëüíà. Ýòî ñâîéñòâî ñîîòâåòñòâóåò íåîáðàòèìî-
ñòè ïðîöåññà ãîðåíèÿ.
Óðàâíåíèå (6.49) äîïóñêàåò ðåøåíèå â âèäå ðàñïðî-

ñòðàíÿþùåãîñÿ ôðîíòà u(t, x) = w(x−V t), êîãäà ïðîèñ-
õîäèò ïåðåõîä îò íåóñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ u = 0, êîòî-
ðîå ðåàëèçóåòñÿ ïåðåä ôðîíòîì, ê óñòîé÷èâîìó ñîñòîÿ-
íèþ u = 1, êîòîðîå ðåàëèçóåòñÿ çà ôðîíòîì. Êàê ñëåäó-
åò èç óðàâíåíèÿ (6.49), óðàâíåíèå íà ôóíêöèþ w èìååò
âèä

V ∂xw + ∂2xw + (1− w)w = 0. (6.51)

Èìååòñÿ îãðàíè÷åíèå ñíèçó íà ñêîðîñòü äâèæåíèÿ
ôðîíòà V > 2, êîòîðîå ìîæíî ïîëó÷èòü èç àíàëèçà ïðè-
áëèæåíèÿ óðàâíåíèÿ (6.51) ê íóëåâîìó çíà÷åíèþ ïðè
x→∞, êîãäà w ìàëî. Â ñëó÷àå V < 2 óðàâíåíèå (6.51)
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ïðèâîäèò ê îñöèëëÿòîðíîìó õàðàêòåðó ïðèáëèæåíèÿ w
ê íóëþ ïðè x → ∞, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ w > 0.
Ïðè V > 2 óðàâíåíèå (6.51) èìååò ðåøåíèå, óäîâëåòâî-
ðÿþùåå óñëîâèþ 0 < w < 1, êîòîðîå îïèñûâàåò ðàñ-
ïðîñòðàíÿþùèéñÿ ôðîíò. Â îáùåì ñëó÷àå ýòî ðåøåíèå
ìîæíî íàéòè òîëüêî ÷èñëåííî.

Çàäà÷à 6.3.6. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.51), êîòî-
ðîå èìååò âèä w = [1 + exp(cx)]−2. Êàêîìó çíà÷å-
íèþ ñêîðîñòè V îíî ñîîòâåòñòâóåò?

Çàäà÷à 6.3.7. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ∂tF ïðè äâèæåíèè
ôðîíòà, êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì u(t, x) =
w(x− V t).

Ñïðàøèâàåòñÿ, êàêîìó çíà÷åíèþ ñêîðîñòè V ñîîòâåò-
ñòâóåò ðåøåíèå ðåàëüíîé çàäà÷è Êîøè? Îòâåò çàâèñèò
îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Êàê ïîêàçàëè Êîëìîãîðîâ, Ïåò-
ðîâñêèé è Ïèñêóíîâ, íà÷àëüíûå óñëîâèÿ u = 0 ïðè x > 0
è u = 1 ïðè x < 0 ïðèâîäÿò ê âîçíèêíîâåíèþ ôðîí-
òà, êîòîðûé äâèæåòñÿ ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíîé ñêî-
ðîñòüþ V = 2. Ýòî ñâÿçàíî ñ íóëåâûì çíà÷åíèåì u â
òîé îáëàñòè, êóäà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ôðîíò. Ìîæíî îáåñ-
ïå÷èòü è á�îëüøóþ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ôðîíòà.
Íî äëÿ ýòîãî â îáëàñòè, êóäà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ôðîíò,
íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü íåíóëåâîå çíà÷åíèå u, êîòîðîå
áóäåò ïîääåðæèâàòü ðàñïðîñòðàíåíèå ôðîíòà ñî ñêîðî-
ñòüþ V > 2. Íàïðèìåð, â ýòîé îáëàñòè ìîæíî ñîçäàòü
u(x), êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (6.51).
Ðàçîáðàííîå íàìè óðàâíåíèå (6.49) èìååò òîëüêî äâà

ñòàöèîíàðíûõ îäíîðîäíûõ ðåøåíèÿ, 0 è 1. Ñîîòâåò-
ñòâåííî, ðàñïðîñòðàíåíèå ôðîíòà çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðå-
õîäå îò íåóñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ 0 ê óñòîé÷èâîìó 1. Â
òî æå âðåìÿ èìååòñÿ êëàññ óðàâíåíèé, êîòîðûå äîïóñ-
êàþò â êà÷åñòâå ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ ïðîèçâîëüíóþ
êîíñòàíòó. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðèâåäåì õîðîøî
èçâåñòíîå óðàâíåíèå Áþðãåðñà

∂tu+ u∂xu = ∂2xu, (6.52)

êîòîðîå, î÷åâèäíî, èìååò ñâîèì ðåøåíèåì ïðîèçâîëü-
íóþ êîíñòàíòó u = const. Â ïîäîáíîì ñëó÷àå ðàñïðî-
ñòðàíåíèå ôðîíòà ìîæåò çàêëþ÷àòüñÿ â ïåðåõîäå îä îä-
íîé êîíñòàíòû ê äðóãîé.
Ïðîèëëþñòðèðóåì ñêàçàííîå íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ

Áþðãåðñà (6.52). Áóäåì èñêàòü åãî ðåøåíèå, êîòîðîå
çàêëþ÷àåòñÿ â ðàñïðîñòðàíåíèè ôðîíòà, ïåðåä êîòî-
ðûì çíà÷åíèå u ðàâíî íóëþ, à çà ôðîíòîì � íåêî-
òîðîé êîíñòàíòå. Ïîäñòàíîâêà u(t, x) = w(x − V t) â
óðàâíåíèå Áþðãåðñà (6.52) äàåò ñîîòíîøåíèå −V ∂xw +
w∂xw−∂2xw = 0, êîòîðîå ïðèâîäèò ê ïåðâîìó èíòåãðàëó
−V w + w2/2 − ∂xw = C. Ìû ðàññìàòðèâàåì ðåøåíèå,
êîòîðîå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè x → ∞, â ýòîì ñëó÷àå
C = 0. Ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå â îñòàâøåìñÿ óðàâíåíèè
ïåðâîãî ïîðÿäêà, íàõîäèì V (x − x0) = ln[(2V − w)/w],
ãäå x0 � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà. Îòñþäà íàõîäèì

w(x) =
2V

1 + exp[V (x− x0)]
. (6.53)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðè x→ −∞ w → 2V . Òà-
êèì îáðàçîì, íàéäåííîå ðåøåíèå îïèñûâàåò äâèæåíèå
ôðîíòà, ïåðåä êîòîðûì u ðàâíî íóëþ, à çà êîòîðûì u
ðàâíî 2V .

Çàäà÷à 6.3.8. Íàéòè ôîðìó ôðîíòà, ïåðåä êîòîðûì
u = 0, äëÿ óðàâíåíèÿ ∂tu+ 3u2∂xu = ∂2xu.

Çàäà÷à 6.3.9. Íàéòè ôîðìó àíòèñèììåòðè÷íîãî
ôðîíòà äëÿ óðàâíåíèÿ ∂tu+ 3u2∂xu+ ∂3xu = 0

Ïðèâåäåì ïðèìåð, êîãäà ðàçíîñòü çíà÷åíèé ïîëÿ u ïå-
ðåä ôðîíòîì è çà íèì íå ñâÿçàíà ñî ñêîðîñòüþ åãî äâè-
æåíèÿ. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

2u∂tu = ∂x[(∂xu)2], (6.54)

êîòîðîå òàêæå äîïóñêàåò â êà÷åñòâå ñòàöèîíàðíîãî ðå-
øåíèÿ ïðîèçâîëüíóþ êîíñòàíòó. Ïîäñòàíîâêà u = w(x−
V t) â óðàâíåíèå (6.54) äàåò

2V w∂xw + ∂x[(∂xw)2] = 0. (6.55)

Ýòî óðàâíåíèå èìååò, î÷åâèäíî, ïåðâûé èíòåãðàë

V w2 + (∂xw)2 = C, (6.56)

êîòîðûé äîëæåí áûòü ïîëîæèòåëüíûì ïðè V > 0. Íàé-
äåííûé ïåðâûé èíòåãðàë (6.56) èìååò ñìûñë çàêîíà ñî-
õðàíåíèÿ äëÿ îñöèëëÿòîðà, êîòîðûé ïðèâîäèò ê ðåøå-
íèÿì â âèäå ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Åñëè ìû õîòèì
ïîëó÷èòü ðåøåíèå â âèäå ôðîíòà, òî ìû äîëæíû ñêëå-
èòü åãî ñ êîíñòàíòàìè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè
óðàâíåíèÿ (6.55). Ïîñêîëüêó (6.55) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíè-
åì âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ïðîèçâîäíîé, òî â ìåñòå ñêëåéêè
äîëæíû áûòü íåïðåðûâíû êàê ñàìà ôóíêöèÿ, òàê è åå
ïðîèçâîäíàÿ. Îòñþäà ïîëó÷àåì ðåøåíèå

w(x) = −
√
C/V , x < − π

2
√
V
,

w(x) =
√
C/V sin(

√
V x), − π

2
√
V
< x <

π

2
√
V

w(x) =
√
C/V , x >

π

2
√
V
.

Î÷åâèäíî, ÷òî àðãóìåíò x â ýòèõ âûðàæåíèÿõ ìîæåò
áûòü ñäâèíóò íà ïðîèçâîëüíóþ êîíñòàíòó. Áîëåå òîãî,
ìîæíî ïîñòðîèòü è áîëåå ñëîæíûå ðåøåíèÿ, êîãäà ìåæ-
äó àñèìïòîòè÷åñêèìè êîíñòàíòàìè ïðîèñõîäèò ïðîèç-
âîëüíîå ÷èñëî ïîëóïåðèîäîâ, à íå îäèí, êàê ïðèâåäå-
íî âûøå. Îòìåòèì, ÷òî ïðè V < 0 ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
(6.55), êîòîðûå äàâàëè áû ôðîíòû, íåò. Ýòî ñâÿçàíî ñ
òåì, ÷òî ïðè V < 0 ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6.56) âûðàæà-
þòñÿ ÷åðåç ãèïåðáîëè÷åñêèå êîñèíóñ è ñèíóñ, êîòîðûå íå
ìîãóò áûòü ïîäêëååíû ê àñèìïòîòè÷åñêèì êîíñòàíòàì.

Çàäà÷à 6.3.10. Êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé àñèìïòî-
òè÷åñêèå çíà÷åíèÿ w äëÿ ôðîíòà, êîòîðûé îïè-
ñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (6.55), åñëè ìåæäó íèìè
âñòàâëåí îäèí ïåðèîä?
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Ãëàâà 7

ÍÅËÈÍÅÉÍÛÅ ÏÎËÅÂÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Íåëèíåéíûå ÿâëåíèÿ èãðàþò âåñüìà âàæíóþ ðîëü â
ñîâðåìåííîé ôèçèêå. Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ðàññìàò-
ðèâàåì îñíîâíûå ñâîéñòâà íåëèíåéíûõ ïîëåâûõ óðàâ-
íåíèé. Â ÷àñòíîñòè, ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àè, êîãäà
çà ñ÷åò íåëèíåéíîé ýâîëþöèè â ïîëå çà êîíå÷íîå âðåìÿ
ôîðìèðóåòñÿ îñîáåííîñòü, èëè, êàê ãîâîðÿò, ïðîèñõîäèò
êîëëàïñ. Ìû èçó÷àåì òàêæå ñîëèòîíû, êîòîðûå ñîîò-
âåòñòâóþò ëîêàëèçîâàííûì â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèÿì,
äâèæóùèìñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ.

7.1 Óðàâíåíèÿ Õîïôà è Áþðãåðñà

Ìû íà÷èíàåì èçó÷åíèå íåëèíåéíûõ ÿâëåíèé ñ àêóñòèêè.
Ñíà÷àëà ìû ðàññìîòðèì îäíîìåðíûé ñëó÷àé, êîãäà âñå
õàðàêòåðèçóþùèå àêóñòè÷åñêîå ïîëå âåëè÷èíû çàâèñÿò
òîëüêî îò îäíîé êîîðäèíàòû x. Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü
ÿâëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ âîëíàìè, ðàñïðîñòðàíÿþùèìèñÿ â
îäíîì íàïðàâëåíèè. Êàê èçâåñòíî, â ëèíåéíîì ïðèáëè-
æåíèè ðåøåíèå îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî àêóñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ ãîâîðèò, ÷òî â ñèñòåìå îòñ÷åòà, äâèæóùåéñÿ
ñ (ëèíåéíîé) ñêîðîñòüþ çâóêà, õàðàêòåðèñòèêè àêóñòè-
÷åñêîãî ïîëÿ íå ìåíÿþòñÿ. Ó÷òåì òåïåðü íåëèíåéíûå
ýôôåêòû, êîòîðûå ìû áóäåì àíàëèçèðîâàòü â òîé æå
ñèñòåìå îòñ÷åòà. Íåëèíåéíûå ýôôåêòû áóäóò ñ÷èòàòü-
ñÿ ñëàáûìè, òî åñòü ìû áóäåì ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå
òîëüêî ãëàâíûå íåëèíåéíûå ÷ëåíû â óðàâíåíèÿõ.

7.1.1 Óðàâíåíèå Õîïôà

Ââåäåì õàðàêòåðèçóþùóþ àêóñòè÷åñêîå ïîëå âåëè÷è-
íó u, êîòîðàÿ, íàïðèìåð, ìîæåò îïèñûâàòü îòêëîíåíèå
ïëîòíîñòè âåùåñòâà îò åãî ðàâíîâåñíîãî çíà÷åíèÿ. Â
ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè â âûáðàííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà
ìû èìååì òðèâèàëüíîå óðàâíåíèå ∂tu = 0. Ó÷òåì òå-
ïåðü íåëèíåéíîñòü. Â ãëàâíîì ïîðÿäêå ýòî êâàäðàòè÷-
íàÿ íåëèíåéíîñòü. Îäíàêî ìû íå ìîæåì ââåñòè â óðàâ-
íåíèå ÷ëåí, ïðîïîðöèîíàëüíûé u2. Äåëî â òîì, ÷òî îä-
íîðîäíîå â ïðîñòðàíñòâå ïîëå u ñîîòâåòñòâóåò îäíîðîä-
íîìó æå èçìåíåíèþ äàâëåíèÿ ñðåäû, ÷òî íå ìîæåò âû-
çâàòü ýâîëþöèþ u. Ïîýòîìó ìû äîëæíû ââåñòè â óðàâ-
íåíèå ÷ëåí, ñîäåðæàùèé ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîèçâîä-
íûå. Â ãëàâíîì ïîðÿäêå îí ïðîïîðöèîíàëåí u∂xu.
Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùåãî ïåðåìàñøòà-

áèðîâàíèÿ ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0, (7.1)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå Õîïôà (Hopf). Ìîæíî
ñêàçàòü, ÷òî íåëèíåéíûé ÷ëåí â óðàâíåíèè Õîïôà îò-
ðàæàåò çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè çâóêà îò ïëîòíîñòè (èëè

äàâëåíèÿ). Äåéñòâèòåëüíî, â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îò-
ñ÷åòà óðàâíåíèå (7.1) èìååò âèä ∂tu + (c0 + u)∂xu = 0,
ãäå c0 � ñêîðîñòü çâóêà â ëèíåéíîì óðàâíåíèè. Îòñþäà
âèäíî, ÷òî u � ïîïðàâêà ê ýòîé ñêîðîñòè.
Óðàâíåíèå Õîïôà (7.1) ñîäåðæèò òîëüêî ïåðâûå ïðî-

èçâîäíûå îò u è ëèíåéíî ïî ýòèì ïðîèçâîäíûì. Òàêîå
óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ðåøåíî ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê,
ñìîòðè ðàçäåë 4.4.1. À èìåííî, ìîæíî íàéòè óðàâíåíèÿ
äëÿ èçìåíåíèÿ ïîëÿ u âäîëü ñïåöèàëüíûõ òðàåêòîðèé
(õàðàêòåðèñòèê), êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè:

du

dt
= 0,

dx

dt
= u. (7.2)

Òàêèì îáðàçîì, íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ïîëÿ u, íå ìåíÿÿñü,
ïåðåíîñÿòñÿ ñî ñêîðîñòüþ u. Ïîëå u âñëåäñòâèå óðàâíå-
íèé (7.2) íåÿâíî îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèé

x = y + ut, u = u(0, y), (7.3)

ãäå, êàê è âûøå, u(0, x) � íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ïîëÿ.
Åñëè u(0, x) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî ðàñòóùåé ôóíêöèåé

x, òî ýâîëþöèÿ, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ (7.3), çàêëþ÷àåòñÿ
â íåðãðàíè÷åííîì `ðàñòÿãèâàíèè' ïîëÿ u âäîëü îñè X,
áåç èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé ýòîãî ïîëÿ. Òàêèì îáðàçîì, ëî-
êàëüíî ïîëå u ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå ïîõîæèì íà ëèíåé-
íûé ïðîôèëü, à íàêëîí ýòîãî ïðîôèëÿ óìåíüøàåòñÿ ñî
âðåìåíåì. Ëåãêî óñòàíîâèòü çàêîí ýòîãî óáûâàíèÿ. Äëÿ
ýòîãî íàéäåì óðàâíåíèå íà ïðîèçâîäíóþ s = ∂u/∂x, êî-
òîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç óðàâíåíèÿ Õîïôà (7.1) ïîñëå äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ:

∂s

∂t
+ u

∂s

∂x
= −s2. (7.4)

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîëæíû ðåøàòü âäîëü õàðàêòåðè-
ñòèêè óðàâíåíèå ds/dt = −s2, ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò
âèä s = (1/s0 + t)−1, ãäå s0 � çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé s
ïðè t = 0. Åñëè s0 > 0 (÷òî ñîîòâåòñòâóåò ìîíîòîííî
ðàñòóùåé ôóíêöèè u), òî íà áîëüøèõ âðåìåíàõ s ≈ t−1,
òî åñòü íàêëîí íà âñåõ õàðàêòåðèñòèêàõ ñòàíîâèòñÿ îäè-
íàêîâûì. Ýòî è îçíà÷àåò ôîðìèðîâàíèå ëèíåéíîãî ïðî-
ôèëÿ.
Îòìåòèì, ÷òî ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê ìîæíî ðåøèòü

è áîëåå îáùåå óðàâíåíèå

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= f, (7.5)

êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò óðàâíåíèÿ Õîïôà (7.1) äîïîëíè-
òåëüíûì ÷ëåíîì â ïðàâîé ÷àñòè, �íàêà÷êîé� f , êîòî-
ðàÿ ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé âðåìåíè t è
ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû x. Òîãäà âìåñòî ñèñòåìû
(7.2) íàäî ðåøàòü óðàâíåíèÿ

du

dt
= f(t, x),

dx

dt
= u. (7.6)
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Îäíàêî äèíàìèêà, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
Õîïôà, îáû÷íî ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ îñîáåííî-
ñòåé â ïîëå u. Îíè ñâÿçàíû ñ òåìè ó÷àñòêàìè â íà÷àëü-
íîì ïðîôèëå, ãäå íàêëîí u(0, x) îòðèöàòåëåí. Ýâîëþ-
öèþ ýòîãî íàêëîíà ìîæíî íàéòè ïðè ïîìîùè òîãî æå
óðàâíåíèÿ (7.4), êîòîðîå ïðèâîäèò ê s = (1/s0+t)−1. Åñ-
ëè s0 < 0, òî çíà÷åíèå s îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü ïðè
t = −1/s0. Òàêèì îáðàçîì, åñëè â íà÷àëüíîì ïðîôèëå
s(0, x) èìåþòñÿ ó÷àñòêè ñ îòðèöàòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè
s, òî çà êîíå÷íîå âðåìÿ ïðîèçâîäíàÿ s = ∂xu îáðàùàåò-
ñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Áûñòðåå âñåãî ýòî ïðîèñõîäèò äëÿ
íàèáîëüøåãî ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå çíà÷åíèÿ s, êîòî-
ðîå îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì ∂s/∂x = ∂2u/∂x2 = 0. Èìåí-
íî íà õàðàêòåðèñòèêå, êîòîðàÿ ñòàðòóåò èç ýòîé òî÷êè,
êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì y0, âïåðâûå îáðàùàåòñÿ â áåñêî-
íå÷íîñòü s.
Ïðîàíàëèçèðóåì ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

Õîïôà âáëèçè õàðàêòåðèñòèêè, ñòàðòóþùåé èç òî÷êè
y0. Ðàñêëàäûâàÿ ôóíêöèþ u(0, y) â ðÿä Òåéëîðà âáëèçè
òî÷êè y0, ìû íàõîäèì

u(0, y) ≈ u0 − c1(y − y0) + c2(y − y0)3,

ãäå c1 è c2 � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû. Ïîëîæèòåëü-
íîñòü c1 îçíà÷àåò îòðèöàòåëüíîñòü s âáëèçè òî÷êè y0,
à ïîëîæèòåëüíîñòü c2 îçíà÷àåò, ÷òî çíà÷åíèå s ìàêñè-
ìàëüíî ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå â òî÷êå y0. Äàëåå, ðå-
øàÿ óðàâíåíèÿ (7.3), ìû íàõîäèì

u = u0− c1(x−ut−x0 +u0/c1) + c2(x−ut−x0 +u0/c1)3,

ãäå ìû ââåëè îáîçíà÷åíèå x0 = y0 + u0/c1. Â ýòîì ñëó-
÷àå â ìîìåíò âðåìåíè t = 1/c1, êîòîðûé è ÿâëÿåòñÿ ìî-
ìåíòîì, êîãäà s îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü â òî÷êå x0,
ïðèâåäåííîå ñîîòíîøåíèå ñâîäèòñÿ ê

c2(u− u0)3 = −c41(x− x0),

ãäå ìû îïóñòèëè ëèíåéíîå ïî x − x0 ñëàãàåìîå â ÷ëåíå
ñ òðåòüåé ñòåïåíüþ, êàê äàþùåå ìàëûå ïîïðàâêè ïðè
ìàëûõ x − x0. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ïðîôè-
ëþ u− u0, êîòîðûé ïðîïîðöèîíàëåí (x− x0)1/3, òî åñòü
ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíûì â òî÷êå x = x0. Ýòà ñèíãóëÿð-
íîñòü è ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíîé ïðè÷èíîé, ïî êîòîðîé s
îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü.
Òàêèì îáðàçîì, äàæå åñëè íåëèíåéíîñòü ñëàáà, îíà

çà êîíå÷íîå âðåìÿ ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ îñîáåííî-
ñòè â ïîëå u. Ïðè ïðèáëèæåíèè ê îñîáåííîñòè óðàâíåíèå
Õîïôà ñòàíîâèòñÿ íåïðèìåíèìûì, òàê êàê ðàñòåò âòî-
ðàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò u, è ïîòîìó äëÿ àíàëèçà äàëüíåéøåé
ýâîëþöèè óðàâíåíèå Õîïôà ñëåäóåò ìîäèôèöèðîâàòü.
Èìåííî íà ýòîì ïóòè âîçíèêàåò óðàâíåíèå Áþðãåðñà.

Çàäà÷à 7.1.1. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Õîïôà (7.1) ñ íà-
÷àëüíûìè óñëîâèÿìè u = −c1x + c2x

3, ïîëó÷åííîå
ñ ïîìîùüþ ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê, ìîæíî ôîð-
ìàëüíî ïðîäîëæèòü è íà âðåìåíà t > c−11 , ÷òî
ïðèâîäèò ê íåîäíîçíà÷íîìó ðåøåíèþ u(x). Íàéòè
îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ýòîé íåîäíîçíà÷íîñòè è
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè u â ýòîé îáëàñòè.

Çàäà÷à 7.1.2. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Õîïôà (7.1)
ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè u = −c1x+ c2x

2.

Çàäà÷à 7.1.3. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.5) ñ íóëå-
âûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè è íàêà÷êîé, êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé f0 íà èíòåðâàëå −x0 < x <
x0 è ðàâíà íóëþ âíå ýòîãî èíòåðâàëà. Êàê çàâèñèò
îòâåò îò çíàêà f0?

Çàäà÷à 7.1.4. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.5) ñ íóëå-
âûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè è íàêà÷êîé, êîòîðàÿ
ðàâíà h0x íà èíòåðâàëå −x0 < x < x0 è ðàâíà íó-
ëþ âíå ýòîãî èíòåðâàëà. Êàê çàâèñèò îòâåò îò
çíàêà h0?

7.1.2 Óðàâíåíèå Áþðãåðñà

Óðàâíåíèå Áþðãåðñà (Burgers) îòëè÷àåòñÿ îò óðàâíåíèÿ
Õîïôà (7.1) ââåäåíèåì äîïîëíèòåëüíîãî ÷ëåíà, êîòîðûé
îïèñûâàåò äèññèïàöèþ, ñâÿçàííóþ ñ âÿçêîñòüþ, è ïîòî-
ìó ïðîïîðöèîíàëüíîãî âòîðîé ïðîèçâîäíîé. Â áåçðàç-
ìåðíûõ ïåðåìåííûõ ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
=
∂2u

∂x2
. (7.7)

êîòîðîå è íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Áþðãåðñà. Ïîä÷åðê-
íåì, ÷òî îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà îò-
íþäü íå îãðàíè÷èâàåòñÿ àêóñòèêîé, îíî âîçíèêàåò âî
ìíîãèõ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷àõ.
Íà ñàìûõ áîëüøèõ âðåìåíàõ ëþáîå ðåøåíèå óðàâíå-

íèÿ (7.7), ñòðåìÿùååñÿ ê íóëþ íà ±∞ ïî x, ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ, u → 0. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó óðàâíåíèÿ Áþð-
ãåðñà

∂

∂t

�
dx

u2

2
= −

�
dx

(
∂u

∂x

)2

. (7.8)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ âåëè÷èíà�
dx u2 óáûâàåò ñî âðåìåíåì è, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì

t, ñòàíîâèòñÿ ñêîëü óãîäíî ìàëûì. Îòñþäà è ñëåäóåò
ïðèâåäåííîå óòâåðæäåíèå.
Ëåãêî íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïî âðåìåíè ïîâåäåíèå

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà u, êîòîðîå ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ ïðè x → ±∞. Òîãäà ïðè áîëüøèõ t çíà÷åíèå u
ñòàíîâèòñÿ ìàëûì è ìû ìîæåì ïðåíåáðå÷ü íåëèíåéíûì
÷ëåíîì â óðàâíåíèè (7.7). Â ðåçóëüòàòå ìû ïðèõîäèì ê
÷èñòî äèôôóçèîííîìó óðàâíåíèþ. Ëîêàëèçîâàííûå ðå-
øåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ èìåþò âèä

u ∝ 1

t1/2
exp

[
− (x− x0)2

4t

]
,

u ∝ x− x0
t3/2

exp

[
− (x− x0)2

4t

]
,

âòîðàÿ àñèìïòîòèêà ðåàëèçóåòñÿ ïðè óñëîâèè
�
dx u =

0.
Â ñëó÷àå ñèëüíîé íåëèíåéíîñòè, êîòîðûé ðåàëèçóåò-

ñÿ, åñëè äëÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé UL � 1, ãäå L � õà-
ðàêòåðíûé ìàñøòàá (êîððåëÿöèîííàÿ äëèíà) íà÷àëüíî-
ãî ñîñòîÿíèÿ u(0, x), à U � õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå ïî-
ëÿ u(0, x). Â ýòîì ñëó÷àå íà÷àëüíàÿ ýâîëþöèÿ ïîëÿ u
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ìîæåò áûòü îïèñàíà â ïðåíåáðåæåíèå âòîðîé ïðîèçâîä-
íîé â óðàâíåíèè (7.7), êîãäà îíî ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ
Õîïôà (7.1), êîòîðîå, îäíàêî, âåäåò ê ñèíãóëÿðíîñòè.
Óðàâíåíèå Áþðãåðñà ïîçâîëÿåò ïðîàíàëèçèðîâàòü

ñòðóêòóðó, êîòîðàÿ âîçíèêàåò ïîñëå âîçíèêíîâåíèÿ ñèí-
ãóëÿðíîñòè â óðàâíåíèè Õîïôà. Ïîñëå íåêîòîðîãî ïå-
ðåõîäíîãî ïðîöåññà ôîðìèðóåòñÿ ñïåöèàëüíîå ðåøåíèå,
êîòîðîå äâèãàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ u0, òî åñòü ∂u/∂t =
−u0∂u/∂x. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå â óðàâíåíèå
Áþðãåðñà (7.7), ìû íàõîäèì çàòåì åãî ïåðâûé èíòåãðàë
(u − u0)2 − 2∂u/∂x = const. Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ
èìååò âèä

u = u0 − 2a tanh [a(x− x0)] , (7.9)

êîòîðîå íàçûâàþò øîêîì. Ýòî ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò
òîìó, ÷òî â îáëàñòè øèðèíû a−1 ïîëå u èñïûòûâàåò ñêà-
÷îê 4a. Ðåøåíèå (7.9) äàåò óíèâåðñàëüíóþ ôîðìó øî-
êîâ, êîòîðûå ôîðìèðóþòñÿ ïðè óñëîâèè UL� 1, òîãäà
a ∼ U . Çàìåòèì, ÷òî ñòàöèîíàðíîñòü ýòîãî ðåøåíèÿ íå
ïðîòèâîðå÷èò ñäåëàííîìó âûøå óòâåðæäåíèþ î ñòðåì-
ëåíèè u ê íóëþ íà áîëüøèõ âðåìåíàõ, ïîñêîëüêó ïî-
ñëåäíåå ñïðàâåäëèâî òîëüêî äëÿ ðåøåíèé, ñòðåìÿùèõñÿ
ê íóëþ ïðè x → ±∞, â òî âðåìÿ êàê âûðàæåíèå (7.9)
ýòîìó óñëîâèþ íå óäîâëåòâîðÿåò.
Ïîÿñíèì îáùóþ ñòðóêòóðó ïîëÿ u, êîòîðàÿ âîçíèêàåò

ïðè ýâîëþöèè íåêîòîðîãî õàðàêòåðèçóþùåãîñÿ ñèëüíîé
íåëèíåéíîñòüþ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ. Çà êîíå÷íîå âðåìÿ
èç ó÷àñòêîâ u ñ îòðèöàòåëüíûì íàêëîíîì ôîðìèðóþòñÿ
øîêè, à èç ó÷àñòêîâ ñ ïîëîæèòåëüíûì íàêëîíîì ôîð-
ìèðóþòñÿ ïðîìåæóòêè ìåæäó øîêàìè. Â äàëüíåéøåì
ïîëå â ýòèõ ïðîìåæóòêàõ ñòðåìèòñÿ ê ëèíåéíîìó ïðî-
ôèëþ, ïîñêîëüêó åãî ýâîëþöèÿ óïðàâëÿåòñÿ óðàâíåíè-
åì Õîïôà. Êàê ñëåäóåò èç âûðàæåíèÿ (7.9), øîê äâèãà-
åòñÿ ñî ñêîðîñòüþ u0, êîòîðóþ ìîæíî îïðåäåëèòü, êàê
ïîëóñóììó çíà÷åíèé ïîëÿ u íà êðàÿõ øîêà. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî âðåìÿ îò âðåìåíè ïðîèñõîäÿò ñîáûòèÿ, êîãäà
áîëüøîé øîê (ñî çíà÷èòåëüíîé àìïëèòóäîé a) äîãîíÿåò
ìåíüøèé øîê. Ýòî êîí÷àåòñÿ ïîãëîùåíèåì ìàëîãî øîêà
áîëüøèì. Ïîýòîìó êîëè÷åñòâî øîêîâ â ñèñòåìå ïîñòå-
ïåííî óáûâàåò.
Äåòàëè ýòèõ ïðîöåññîâ ìîæíî ïðîñëåäèòü ñ ïîìîùüþ

ïðåîáðàçîâàíèÿ Êîóëà-Õîïôà (Cole-Hopf)

Ψ = exp (−h/2) , u = ∂h/∂x. (7.10)

Îíî ïðèâîäèò óðàâíåíèå Áþðãåðñà (7.7) ê ÷èñòî äèô-
ôóçèîííîìó óðàâíåíèþ

∂Ψ/∂t = ∂2Ψ/∂x2, (7.11)

êîòîðîå èçó÷àëîñü â ðàçäåëå (4.2.1). Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(7.11) ìîæåò áûòü âûðàæåíî â âèäå èíòåãðàëà îò íà-
÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ

Ψ(t, x) =

�
dy√
4πt

exp

[
− (x− y)2

4t

]
Ψ(0, y), (7.12)

â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.36).

Âûðàæåíèå (7.12) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ïî-
ëó÷åíèÿ ðÿäà òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà.
Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà÷àëüíîå óñëîâèå
Ψ(0, x) = cosh(ax), êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò øîêó (7.9) ñ
u0 = x0 = 0. Â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ, ïðîèçâîäÿ îáðàò-
íîå ïî îòíîøåíèþ ê (7.10) ïðåîáðàçîâàíèå

u = −2∂(ln Ψ)/∂x. (7.13)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå Ψ(0, x) = cosh (ax) â óðàâíå-
íèå (7.12) è âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë ïî y, ìû íàõîäèì
Ψ(t, x) = cosh(ax) exp(a2t). Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå
â ñîîòíîøåíèå (7.13), ìû íàõîäèì òî æå âûðàæåíèå
u = −2a tanh(ax), ïîñêîëüêó äîïîëíèòåëüíûé âðåìåí-
íîé ìíîæèòåëü âûïàäàåò èç îòâåòà. Òàêèì îáðàçîì, ìû
äðóãèì ñïîñîáîì óáåäèëèñü â òîì, ÷òî âûðàæåíèå (7.9)
äàåò ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà. Îáðà-
òèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ìû ïîëó÷èëè ðàñòóùåå ñî âðå-
ìåíåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äèôôóçèè. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì,
÷òî ïîëå Ψ íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò ïðè x→ ±∞.

Çàäà÷à 7.1.5. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.11) ñ íà-
÷àëüíûì óñëîâèåì Ψ(0, x) = cosh(ax) + B cosh(bx).
Âû÷èñëèòü ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëå u. Ïðîñëå-
äèòü, êàê áîëüøîé øîê �ïîåäàåò� ìàëåíüêèé, ñ÷è-
òàÿ b > a è B � 1.

Çàäà÷à 7.1.6. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.11) ñ íà-
÷àëüíûì óñëîâèåì Ψ(0, x) = 1 − A exp(−x2). Âû-
÷èñëèòü ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëå u.

7.2 Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øð¼-

äèíãåðà

Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà (ÍÓØ) îïèñûâà-
åò ýâîëþöèþ îãèáàþùèõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí, ïëàç-
ìåííûõ êîëåáàíèé, è òàê äàëåå. Äðóãèìè ñëîâàìè,
ÍÓØ îòíîñèòñÿ ê óíèâåðñàëüíûì âîëíîâûì óðàâíåíè-
ÿì, êîòîðûå ïðèìåíèìû â ñàìûõ ðàçíûõ ôèçè÷åñêèõ
ñëó÷àÿõ.
Êàê ìû óæå óñòàíîâèëè â ðàçäåëå (4.1.3), â ëèíåéíîì

ïðèáëèæåíèè óðàâíåíèå íà îãèáàþùóþ ψ ìîæíî ñâåñòè
ê ñâîáîäíîìó óðàâíåíèþ Øð¼äèíãåðà (4.60) (ìû íå ðàñ-
ñìàòðèâàåì âîçíèêàþùèé èíîãäà ãèïåðáîëè÷åñêèé ñëó-
÷àé). Òåïåðü ìû ó÷òåì íåëèíåéíîñòü â óðàâíåíèè äëÿ
àìïëèòóäû ψ. Äëÿ ðÿäà ñëó÷àåâ ýòà íåëèíåéíîñòü ïî
ôèçè÷åñêèì ñîîáðàæåíèÿì ìîæåò áûòü òîëüêî òðåòüåãî
ïîðÿäêà. Íàïðèìåð, ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ýëåêòðîìàã-
íèòíûõ âîëí â ìàòåðèàëüíûõ ñðåäàõ îñíîâíûì èñòî÷-
íèêîì íåëèíåéíîñòè ÿâëÿåòñÿ ýôôåêò Êåððà, òî åñòü
çàâèñèìîñòü äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ñðåäû îò
íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Äèýëåêòðè÷åñêàÿ
ïðîíèöàåìîñòü ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî ÷åòíûì ñòåïåíÿì íà-
ïðÿæåííîñòè ïîëÿ. Ãëàâíûì ÷ëåíîì ðàçëîæåíèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ êâàäðàòè÷íûé, îòñþäà è êóáè÷åñêàÿ íåëèíåéíîñòü
â óðàâíåíèè íà îãèáàþùóþ.
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Íåëèíåéíîñòü äîëæíà áûòü äîáàâëåíà â óðàâíåíèå
Øð¼äèíãåðà (4.60), îíà ïðîïîðöèîíàëüíà òðåòüåé ñòå-
ïåíè ψ. Åñëè ñèñòåìà îäíîðîäíà ïî âðåìåíè, òî èìååò-
ñÿ äîïîëíèòåëüíîå ïðàâèëî îòáîðà íåëèíåéíîãî ÷ëåíà.
Êàê ñëåäóåò èç (4.20), ñäâèã ïî âðåìåíè ýêâèâàëåíòåí
äîáàâëåíèþ ôàçû ê ψ. Ïîýòîìó óðàâíåíèå íà ψ äîëæíî
áûòü èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñäâèãà ôàçû ψ, ÷òî îä-
íîçíà÷íî îïðåäåëÿåò âèä íåëèíåéíîãî ÷ëåíà, êîòîðûé
äîëæåí áûòü ïðîïîðöèîíàëåí |ψ|2ψ. Åùå îäíèì äîïîë-
íèòåëüíûì ïðàâèëîì îòáîðà ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå äèñ-
ñèïàöèè, ÷òî ôèêñèðóåò äåéñòâèòåëüíûé êîýôôèöèåíò
ïðè |ψ|2ψ â óðàâíåíèè.
Èçìåíÿÿ ìàñøòàáû èçìåðåíèÿ âðåìåíè è êîîðäèíà-

òû, ìîæíî ìåíÿòü ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîýôôèöèåíòà-
ìè ïðè íåëèíåéíîì è äèñïåðñèîííîì ñëàãàåìûõ ÍÓØ,
íî íå èõ îòíîñèòåëüíûé çíàê. Ïîýòîìó ÍÓØ ìîæåò
áûòü ïðèâåäåíî ê äâóì êàíîíè÷åñêèì òèïàì:

i∂tψ +∇2ψ + 2|ψ|2ψ = 0, (7.14)

è
i∂tψ +∇2ψ − 2|ψ|2ψ = 0. (7.15)

Ìû âèäèì, ÷òî îáà ýòèõ óðàâíåíèÿ èìåþò âèä êâàíòîâî-
ìåõàíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà (4.54) ñ ïîòåíöè-
àëîì U , ðàâíûì −2|ψ|2 â ñëó÷àå (7.14) è +2|ψ|2 äëÿ
(7.15). Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå (7.14) ñîîòâåòñòâóåò ïðè-
òÿãèâàþùåìó ïîòåíöèàëó, òî ýòîò ñëó÷àé íàçûâàåòñÿ
`ÍÓØ ñ ïðèòÿæåíèåì', è, ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèå
(7.15) � `ÍÓØ ñ îòòàëêèâàíèåì'. Êàê ìû çíàåì èç êâàí-
òîâîé ìåõàíèêè, âîëíîâûå ôóíêöèè â ïðèòÿãèâàþùèõ
è îòòàëêèâàþùèõ ïîòåíöèàëàõ èìåþò êà÷åñòâåííî ðàç-
íûå ñâîéñòâà. Ïîýòîìó è ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (7.14) è
(7.15) îòëè÷àþòñÿ ðàäèêàëüíûì îáðàçîì. Ñàìûå èíòå-
ðåñíûå ýôôåêòû âîçíèêàþò â ïðèòÿãèâàþùåì ñëó÷àå
(7.14), êîòîðûé, ê òîìó æå, ÷àñòî ðåàëèçóåòñÿ â îïòè÷å-
ñêèõ ïðèëîæåíèÿõ. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû ñîñðåäî-
òî÷èìñÿ èìåííî íà íåì.
Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà (7.14) ÿâëÿåòñÿ

ñëåäñòâèåì âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà. À èìåííî, îíî ïî-
ëó÷àåòñÿ, êàê ýêñòðåìóì `äåéñòâèÿ'

S =

�
dt drL,

L = iψ∗∂tψ −∇ψ∗∇ψ + |ψ|4. (7.16)

Ïðè âàðèàöèè S óäîáíî ðàññìàòðèâàòü ïîëÿ ψ è ψ∗, êàê
íåçàâèñèìûå äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå, ÷òî âîçìîæíî
â ñèëó òîãî, ÷òî ψ èìååò äâå ñòåïåíè ñâîáîäû.
Óðàâíåíèå (7.14) âåäåò ê çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ ðÿäà

âåëè÷èí, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ îáùèìè ñèììåòðèÿìè ýòî-
ãî óðàâíåíèÿ: èíâàðèàíòíîñòüþ ïî îòíîøåíèþ ê ñäâèãó
ôàçû ψ, à òàêæå ïî îòíîøåíèþ ê ñäâèãó íà÷àëà îòñ÷åòà
âðåìåíè è íà÷àëà êîîðäèíàò, ñìîòðè ðàçäåë 7.5.1. Ñîîò-
âåòñòâóþùèìè èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ ïðè ïðîèçâîëü-
íîì ÷èñëå èçìåðåíèé äëÿ ëîêàëèçîâàííûõ â ïðîñòðàí-
ñòâå ðåøåíèé ÿâëÿþòñÿ `÷èñëî ÷àñòèö' N , `ýíåðãèÿ' E è
`èìïóëüñ' P , òî åñòü dN/dt = 0, dE/dt = 0, dP /dt = 0.

Âûðàæåíèÿ äëÿ ýòèõ (Í¼òåðîâñêèõ) èíòåãðàëîâ äâèæå-
íèÿ

N =

�
dr |ψ|2, (7.17)

E =

�
dr
(
|∇ψ|2 − |ψ|4

)
, (7.18)

P = −i
�
dr ψ∗∇ψ, (7.19)

ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû â ðàìêàõ îáùåé ïðîöåäóðû èç
Ëàãðàíæèàíà (7.16), ñìîòðè âûðàæåíèÿ (7.82,7.84,7.87).
Äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà èìååòñÿ çà-

ìå÷àòåëüíîå ñîîòíîøåíèå � òåîðåìà Òàëàíîâà, ïîçâî-
ëÿþùåå ñäåëàòü êà÷åñòâåííûå âûâîäû î ïîâåäåíèè ðå-
øåíèé ÍÓØ äëÿ øèðîêîãî êëàññà íà÷àëüíûõ óñëîâèé.
Äëÿ âûâîäà òåîðåìû Òàëàíîâà ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë

I =

�
dr r2|ψ|2. (7.20)

Äëÿ âîëíîâîãî ïàêåòà, öåíòðèðîâàííîãî âîêðóã íà÷à-
ëà êîîðäèíàò, ýòîò ôóíêöèîíàë ìîæíî îöåíèòü, êàê
I ∼ NR2, ãäå R � ðàçìåð ïàêåòà. Äëÿ èíòåãðàëà (7.20)
ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

d2

dt2
I = 8

�
dr

(
|∇ψ|2 − d

2
|ψ|4

)
, (7.21)

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óðàâíåíèÿ (7.14). Çäåñü d
� ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà.
Â äâóìåðíîì ñëó÷àå â ïðàâîé ÷àñòè (7.21) âîçíèêàåò

âûðàæåíèå:
d2

dt2
I = 8E, d = 2. (7.22)

Ïîñêîëüêó E íå çàâèñèò îò âðåìåíè, òî îáùåå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (7.22) ëåãêî âûïèñûâàåòñÿ:

I(t) = I(0) + Ct+ 4Et2, d = 2, (7.23)

ãäå êîíñòàíòû C è E îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâè-
ÿìè. Ïóñòü îíè òàêîâû, ÷òî E < 0. Òîãäà ïðè ëþáûõ êî-
íå÷íûõ I(0) è C íàñòóïèò òàêîé ìîìåíò âðåìåíè t∗, ÷òî
I(t∗) = 0. Èç îöåíêè I ∼ NR2 ñëåäóåò, ÷òî R â ìîìåíò
t = t∗ îáðàòèòñÿ â íîëü. Ñîõðàíåíèå æå ÷èñëà ÷àñòèö N
âëå÷åò çà ñîáîé ñèíãóëÿðíîñòü ψ â ýòîò ìîìåíò.
Òàêèì îáðàçîì, â äâóõ èçìåðåíèÿõ ïðè E < 0 ïðîèñ-

õîäèò êîëëàïñ � ÿâëåíèå, â íåëèíåéíîé îïòèêå íàçûâàå-
ìîå ñàìîôîêóñèðîâêîé ñâåòîâîãî ïó÷êà. Êîëëàïñ ìîæåò
ïðîèçîéòè è ïðè E > 0, îäíàêî ïðè E < 0 îí íåèçáåæåí.
Êîëëàïñ îçíà÷àåò, ÷òî â ôóíêöèè ψ çà êîíå÷íîå âðåìÿ
âîçíèêàåò ñèíãóëÿðíîñòü â íåêîòîðîé òî÷êå. Ýòî ìîæåò
ïðîèçîéòè â òî÷êå, îòëè÷íîé îò r = 0, â ìîìåíò âðåìåíè
áîëåå ðàííèé, ÷åì t = t∗. Òî, ÷òî ìû ñåé÷àñ ïîêàçàëè,
îçíà÷àåò, ÷òî íà âðåìåííîì èíòåðâàëå t ≤ t∗ êîëëàïñ
ïðè E < 0 â êàêîé-íèáóäü òî÷êå ïðîñòðàíñòâà îáÿçà-
òåëüíî ïðîèçîéäåò.
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Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå óðàâíåíèå (7.21) äëÿ I(t)
ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó:

d2

dt2
I = 8E − 4

�
dr|ψ|4 < 8E. (7.24)

Ïîýòîìó âìåñòî ðàâåíñòâà (7.23) ìû ïðèõîäèì ê íåðà-
âåíñòâó

I(t) < I(0) + Ct+ 4Et2, d = 3. (7.25)

Ýòî íåðàâåíñòâî ïî-ïðåæíåìó îçíà÷àåò íåèçáåæíîñòü
êîëëàïñà ïðè E < 0.

Çàäà÷à 7.2.1. Ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî çàêîíû ñî-
õðàíåíèÿ èíòåãðàëîâ (7.17,7.18,7.19), èñõîäÿ èç
óðàâíåíèÿ (7.14).

Çàäà÷à 7.2.2. Âûâåñòè ñîîòíîøåíèå Òàëàíîâà (7.21).

7.2.1 Óðàâíåíèå Ãðîññà-Ïèòàåâñêîãî

Óðàâíåíèåì Ãðîññà-Ïèòàåâñêîãî íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå

i∂tψ +∇2ψ − 2|ψ|2ψ + κ2ψ = 0, (7.26)

êîòîðîå îïèñûâàåò, íàïðèìåð, äèíàìèêó ñâåðõòåêó÷åé
ñèñòåìû õîëîäíûõ àòîìîâ. Ìû ðàññìàòðèâàåì ïðîñòåé-
øèé îäíîðîäíûé ñëó÷àé. Îáû÷íî æå õîëîäíûå àòîìû
íàõîäÿòñÿ â îïòè÷åñêèõ ëîâóøêàõ. Äëÿ îïèñàíèÿ ýòîãî
ñëó÷àÿ â óðàâíåíèå (7.26) ñëåäóåò ââåñòè âíåøíèé ïî-
òåíöèàë, êîòîðûé ñîçäàåòñÿ îïòè÷åñêîé ëîâóøêîé.
Óðàâíåíèå (7.26) ìîæåò ïîëó÷åíî èç íåëèíåéíîãî

óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà (7.15) ñäâèãîì ôàçû ψ íà κ2t.
Íåñìîòðÿ íà ýòî, ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (7.15) è (7.26) ñó-
ùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè ðå-
øåíèè íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà (7.15) îáû÷-
íî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ ψ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íà
áåñêîíå÷íîñòè, â òî âðåìÿ êàê ïðè ðåøåíèè óðàâíå-
íèÿ Ãðîññà-Ïèòàåâñêîãî (7.26) îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íà
áåñêîíå÷íîñòè ψ ñòðåìèòñÿ ê ñòàöèîíàðíîìó ðåøåíèþ
óðàâíåíèÿ Ãðîññà-Ïèòàåâñêîãî (7.26), êîòîðîå çàïèñû-
âàåòñÿ â âèäå ψ = ψ0e

iϕ0 , ãäå ψ0 = κ/
√

2 è ôàçà ϕ0

ïðîèçâîëüíà.
Êàê è íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà, óðàâíåíèå

Ãðîññà-Ïèòàåâñêîãî (7.26) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî, êàê
óñëîâèå ýêñòðåìóìà äåéñòâèÿ

S =

�
dt drL,

L = iψ∗∂tψ −∇ψ∗∇ψ − |ψ|4 + κ2|ψ|2. (7.27)

Ïî ñðàâíåíèþ ñ âûðàæåíèåì (7.16) â `äåéñòâèè' (7.27)
ïðîòèâîïîëîæåí çíàê ïåðåä |ψ|4 è èìååòñÿ äîïîëíèòåëü-
íûé ÷ëåí ñ κ. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê çàêîíàì
ñîõðàíåíèÿ âîëíîâîãî äåéñòâèÿ, ýíåðãèè è èìïóëüñà

N =

�
dV |ψ|2, (7.28)

E =

�
dV

(
|∇ψ|2 + |ψ|4 − κ2|ψ|2

)
, (7.29)

P = −i
�
dV ψ?∇ψ. (7.30)

ñìîòðè ðàçäåë 7.5.1.
Ëèíåàðèçóÿ óðàâíåíèå (7.26) îêîëî ñòàöèîíàðíîãî ðå-

øåíèÿ ψ0 = κ/
√

2, ìû íàõîäèì

i∂tδψ +∇2δψ − κ2δψ − κ2δψ? = 0, (7.31)

ãäå δψ = ψ − ψ0. Óðàâíåíèå (7.31) îïèñûâàåò âîëíû,
êîòîðûå âîçáóæäàþòñÿ â ñèñòåìå ïðè îòêëîíåíèè ψ îò
ðàâíîâåñíîãî ðåøåíèÿ ψ0 = κ/

√
2. Ïåðåõîäÿ ê Ôóðüå-

ïðåäñòàâëåíèþ, ìû íàõîäèì çàêîí äèñïåðñèè ýòèõ âîëí

ϕ =
√

2κ2 + q2 q. (7.32)

Ïðè ìàëûõ q, q � κ, çàêîí äèñïåðñèè (7.32) ÿâëÿåòñÿ
çâóêîâûì, $ ∝ q. Ïðè áîëüøèõ q, q � κ, çàêîí äèñïåð-
ñèè (7.32) ïåðåõîäèò â $ = q2.
Óðàâíåíèå (7.26) äîïóñêàåò ðåøåíèÿ ñ âèõðÿìè Ôåé-

íìàíà. Âèõðåâîé ëèíèåé ÿâëÿåòñÿ ëèíèÿ, íà êîòîðîé ψ
îáðàùàåòñÿ â íîëü, à ôàçà ϕ ïîëÿ ψ ïðè îáõîäå âîêðóã
âèõðåâîé ëèíèè ìåíÿåòñÿ íà 2π èëè −2π. Ýòî âîçìîæíî
â ñèëó òîãî, ÷òî ïðè èçìåíåíèè ôàçû ϕ íà 2π çíà÷å-
íèå ψ íå ìåíÿåòñÿ. Çàìåòèì, ÷òî èçìåíåíèå ôàçû ψ ïðè
îáõîäå âîêðóã âèõðÿ ìîæåò áûòü îòëè÷íî îò íóëÿ òîëü-
êî â ñèëó òîãî, ÷òî íà ñàìîé âèõðåâîé ëèíèè ψ = 0, è
ïîòîìó ôàçà ψ íà ýòîé ëèíèè íå îïðåäåëåíà. Â ïðèí-
öèïå èçìåíåíèå ôàçû ϕ ìîæåò áûòü ðàâíî 2πn, ãäå n
� ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî. Íî âèõðü ñ |n| > 1 â ïðî-
öåññå ýâîëþöèè, êàê ïðàâèëî, ðàçâàëèâàåòñÿ íà âèõðè
ñ åäèíè÷íîé öèðêóëÿöèåé. Ïîýòîìó ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ
íà ðàññìîòðåíèè âèõðåé ñ åäèíè÷íîé öèðêóëÿöèåé.
Èçìåíåíèå ôàçû ϕ ïðè îáõîäå âîêðóã âèõðåâîé ëèíèè

ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå êîíòóðíîãî èíòåãðàëà
�
dr∇ϕ = ±2π, (7.33)

ãäå èíòåãðàë èäåò ïî íåêîòîðîìó çàìêíóòîìó êîíòó-
ðó, èäóùåìó âîêðóã âèõðåâîé ëèíèè. Èíòåãðàë (7.33),
çíà÷åíèå êîòîðîãî â ñèëó òåîðåìû Ñòîêñà íå ìåíÿåòñÿ
ïðè íåïðåðûâíûõ äåôîðìàöèÿõ êîíòóðà èíòåãðèðîâà-
íèÿ, ìîæåò áûòü îòëè÷åí îò íóëÿ â ñèëó òîãî, ÷òî êîí-
òóð íå ìîæåò áûòü ñòÿíóò â òî÷êó, ïîñêîëüêó âíóòðè
ýòîãî êîíòóðà èìååòñÿ îñîáàÿ ëèíèÿ, ãäå ôàçà ϕ èìååò
ñèíãóëÿðíîñòü. Îòñþäà ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî âèõðå-
âàÿ ëèíèÿ íå ìîæåò èìåòü òî÷êó îêîí÷àíèÿ, ïîñêîëüêó
ïðè åå íàëè÷èè êîíòóð, èäóùèé âîêðóã âèõðåâîé ëèíèè,
ìîæåò áûòü íåïðåðûâíî ñòÿíóò â òî÷êó çà ïðåäåëàìè
âèõðåâîé ëèíèè. Òàêèì îáðàçîì, âèõðåâàÿ ëèíèÿ ëèáî
ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé, ëèáî åå êîíöû óõîäÿò â áåñêîíå÷-
íîñòü.
Äðóãèì ñëåäñòâèåì ñêàçàííîãî ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæ-

íîñòü ìãíîâåííîãî èñ÷åçíîâåíèÿ âèõðåâîé ëèíèè â ïðî-
öåññå ýâîëþöèè. Êàê ãîâîðÿò, âèõðåâàÿ ëèíèÿ òîïîëî-
ãè÷åñêè çàùèùåíà. Îäíàêî â ïðîöåññå ýâîëþöèè ôîð-
ìà âèõðåâîé ëèíèè èçìåíÿåòñÿ. Ïîýòîìó âîçìîæåí ïðî-
öåññ, êîãäà àííèãèëèðóþò äâå âèõðåâûå ëèíèè ñ ïðîòè-
âîïîëîæíûìè öèðêóëÿöèÿìè. Âîçìîæíî òàêæå èñ÷åç-
íîâåíèå (èëè âîçíèêíîâåíèå) çàìêíóòîé âèõðåâîé ëè-
íèè, ñâÿçàííîå ñ óìåíüøåíèåì åå ðàçìåðîâ.
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Ïðîàíàëèçèðóåì ïîëå ψ = |ψ|eiϕ, êîòîðîå ñîîòâåò-
ñòâóåò ñòàöèîíàðíîìó ïðÿìîëèíåéíîìó âèõðþ. Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî âèõðåâàÿ ëèíèÿ íàïðàâëåíà âäîëü îñè Z.
Â ñèëó ñèììåòðèè ôàçà $ ñîâïàäàåò ñ ïîëÿðíûì óãëîì
â ïëîñêîñòè X − Y (èëè îòëè÷àåòñÿ îò íåãî çíàêîì), à
àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà |ψ| çàâèñèò òîëüêî îò

√
x2 + y2.

Ïðè
√
x2 + y2 → ∞ àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà |ψ| ñòðåìèò-

ñÿ ê ψ0. Íàéäåì ïîâåäåíèå |ψ| ïðè ìàëûõ x, y. Â ýòîì
ñëó÷àå â óðàâíåíèè (7.26) ãëàâíûì ÷ëåíîì ÿâëÿåòñÿ Ëà-
ïëàñèàí, òî åñòü ìû äîëæíû íàéòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
∇2ψ = 0. Î÷åâèäíî, ÷òî èíòåðåñóþùèå íàñ ðåøåíèÿ
èìåþò âèä ψ ∝ x ± iy. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ìàëûõ x, y
|ψ| ∝

√
x2 + y2.

Íàéäåì ñêîðîñòü äâèæåíèÿ âèõðåâîé ëèíèè. Íà ìà-
ëûõ ðàññòîÿíèÿõ åå ìîæíî ñ÷èòàòü ïðÿìîëèíåéíîé. Íà-
ïðàâëÿÿ âäîëü âèõðåâîé ëèíèè îñü Z, íàõîäèì, ÷òî
âáëèçè âèõðåâîé ëèíèè ïîëå ψ ìîæíî àïïðîêñèìèðî-
âàòü, êàê ∝ (x+ iy− ζ)eiφ, ãäå ζ(t) � êîìïëåêñíîå ÷èñëî,
êîòîðîå îïðåäåëÿåò èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ âèõðåâîé ëè-
íèè ñî âðåìåíåì, �âíåøíÿÿ� ôàçà ψ, íå ñâÿçàííàÿ íåïî-
ñðåäñòâåííî ñ ñàìèì âèõðåì. Ïîäñòàâëÿÿ ïðèâåäåííîå
âûðàæåíèå â óðàâíåíèå (7.26) è ïîëàãàÿ çàòåì x+iy = ζ,
∂tζ
′ = 2∂xφ, ∂tζ ′′ = 2∂yφ, ãäå ζ = ζ ′ + iζ ′′. Îáîáùàÿ ýòî

íàáëþäåíèå, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî âèõðåâàÿ ëèíèÿ äâè-
æåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 2∇φ. Ïîíÿòíî, ÷òî íàáëþäàåìûì
ÿâëÿåòñÿ òîëüêî äâèæåíèå â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîì âèõðåâîé ëèíèè.
Ìàñøòàá, íà êîòîðîì |ψ| âáëèçè âèõðåâîé ëèíèè âû-

õîäèò íà àñèìïòîòè÷åñêîå çíà÷åíèå ψ0, ìîæåò áûòü îöå-
íåí, êàê κ−1. Íà á�îëüøèõ ìàñøòàáàõ |ψ| ìàëî îòëè÷à-
åòñÿ îò ψ0. Â òî æå âðåìÿ íà ýòèõ ìàñøòàáàõ ôàçà ïà-
ðàìåòðà ïîðÿäêà ϕ îñòàåòñÿ �æèâîé� ïåðåìåííîé, êîòî-
ðàÿ îáëàäàåò ñâîåé ñîáñòâåííîé äèíàìèêîé. Ðàçäåëÿÿ
â óðàâíåíèè (7.26) äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè è
ñ÷èòàÿ |ψ| áëèçêèì ê ψ0, íàõîäèì

∇2ϕ = 0, (7.34)

∂tϕ+ (∇ϕ)2 + µ = 0, (7.35)

ãäå µ = 2|ψ|2 − κ. Â êîíòåêñòå óðàâíåíèÿ íà ôàçó µ íå
ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêîé ïåðåìåííîé, à ÿâëÿåòñÿ âñïîìî-
ãàòåëüíûì ïîëåì, ïðèñóòñòâèå êîòîðîãî äîëæíî îáåñïå-
÷èòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (7.34).
Óðàâíåíèå (7.34) â ñîâîêóïíîñòè ñ óñëîâèåì (7.33)

ïîçâîëÿåò íàéòè �âèõðåâóþ� ÷àñòü ôàçû ϕvor, èíäóöè-
ðîâàííóþ âèõðÿìè. Äëÿ îäèíî÷íîãî âèõðÿ

∇ϕvor =
1

2

�
ds [n× (r − ζ)]|r − ζ|−3. (7.36)

Çäåñü èíòåãðèðîâàíèå èäåò âäîëü âèõðåâîé ëèíèè, ïðè-
÷åì ds � äèôôåðåíöèàë åå äëèíû, n � åäèíè÷íûé
âåêòîð, êàñàòåëüíûé ê âèõðåâîé ëèíèè, à ζ(s) çàäà-
åò ïîëîæåíèå âèõðåâîé ëèíèè â ïðîñòðàíñòâå. Îäíî èç
äâóõ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé n îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì
öèðêóëÿöèè â âûðàæåíèè (7.33). Íåñëîæíî ïðîâåðèòü,
÷òî âûðàæåíèå (7.36) óäîâëåòâîðÿåò îáåèì óñëîâèÿì

(7.33,7.34). Âûðàæåíèå (7.36) ÿâëÿåòñÿ ôàêòè÷åñêè ðàç-
íîâèäíîñòüþ ôîðìóëû Áèî-Ñàâàðà-Ëàïëàñà. Ïðè íàëè-
÷èè íåñêîëüêèõ âèõðåé ∇ϕvor ÿâëÿåòñÿ ñóììîé èíòåãðà-
ëîâ (7.36), âçÿòûõ äëÿ êàæäîãî âèõðÿ, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ
ëèíåéíîñòüþ ñîîòíîøåíèé (7.33,7.34).

Çàäà÷à 7.2.3. Íàéòè ãðàäèåíò ôàçû, èíäóöèðóåìûé
êîëüöåâûì âèõðåì ðàäèóñà R íà åãî îñè ñèììåò-
ðèè.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè, êîãäà |ψ| ÿâëÿåòñÿ
çàìåðçøèì, ýíåðãèÿ (7.29) è èìïóëüñ (7.30) ïðèîáðåòà-
þò âèä

E =

�
dV

κ2

2
(∇ϕ)2, (7.37)

P =
κ2

2

�
dV ∇ϕ. (7.38)

Â âûðàæåíèè (7.37) èç ýíåðãèè âû÷òåíà êîíñòàíòà, ñâÿ-
çàííàÿ ñ íàëè÷èåì ψ0. Îòìåòèì, ÷òî ýíåðãèÿ (7.37) ñî-
õðàíÿåòñÿ âñëåäñòâèå óñëîâèÿ ãàðìîíè÷íîñòè (7.34).
Íàéäåì ýíåðãèþ ïðÿìîëèíåéíîãî âèõðÿ, íàïðàâëåí-

íîãî âäîëü îñè Z. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê ìû óñòàíîâèëè
âûøå, |∇ϕ| = (x2 + y2)−1/2. Ïîýòîìó ìû íàõîäèì èç
(7.37) ýíåðãèþ íà åäèíèöó äëèíû

κ2

2

�
dx dy

1

x2 + y2
.

Ýòîò èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêèì, òî åñòü ðàñ-
õîäèòñÿ êàê íà ìàëûõ, òàê è íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ.
Îí äîëæåí áûòü îãðàíè÷åí ñíèçó ìàñøòàáîì κ−1, ïî-
ñêîëüêó íà ì�åíüøèõ ìàñøòàáàõ íå ðàáîòàåò íàøå ïðè-
áëèæåíèå. Ñâåðõó æå îí äîëæåí áûòü îãðàíè÷åí ìàñ-
øòàáîì l, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ðàçìåðîì ñèñòåìû èëè õà-
ðàêòåðíûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó âèõðÿìè. Â ðåçóëüòàòå
íàõîäèì â ãëàâíîì ëîãàðèôìè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè

E = πκ2
�
dz ln(κl), (7.39)

ãäå èíòåãðàë ïî z äàåò äëèíó âèõðÿ, êîòîðîé ïðîïîð-
öèîíàëüíà åãî ýíåðãèÿ. Ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé òî÷íîñòüþ
âûðàæåíèå (7.39) ñïðàâåäëèâî äëÿ âèõðÿ ïðîèçâîëüíîé
ôîðìû.

Çàäà÷à 7.2.4. Íàéòè ýíåðãèþ êîëüöåâîãî âèõðÿ ðàäè-
óñà R.

Ïîëó÷èì òåïåðü âûðàæåíèå äëÿ èìïóëüñà çàìêíóòî-
ãî âèõðÿ íà îñíîâå (7.38). Ïîñêîëüêó ϕ èçìåíÿåòñÿ íà
2π ïðè îáõîäå âîêðóã âèõðåâîé ëèíèè, ϕ íå ÿâëÿåòñÿ
îäíîçíà÷íîé ôóíêöèåé â ïðîñòðàíñòâå. Åå ìîæíî ñäå-
ëàòü îäíîçíà÷íîé, åñëè ââåñòè íåêîòîðóþ ïîâåðõíîñòü,
îïèðàþùóþñÿ íà âèõðåâóþ ëèíèþ, íà êîòîðîé ϕ èñïû-
òûâàåò ñêà÷îê â 2π. Èñïîëüçóÿ òåïåðü òåîðåìó Ãàóññà,
ìû ñâîäèì èíòåãðàë (7.38) ê èíòåãðàëó ïî äâóì ñòîðî-
íàì ýòîé ïîâåðõíîñòè, ÷òî äàåò

P = πκ2
�
dS, (7.40)
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ãäå dS � ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè. Âûáîð íàïðàâëåíèÿ dS
çàâèñèò îò çíàêà èçìåíåíèÿ ôàçû ïðè îáõîäå âîêðóã
âèõðåâîé ëèíèè.

Çàäà÷à 7.2.5. Íàéòè èìïóëüñ êîëüöåâîãî âèõðÿ ðàäè-
óñà R.

Çàäà÷à 7.2.6. Íàéòè ñêîðîñòü äâèæåíèÿ êîëüöåâîãî
âèõðÿ ðàäèóñà R. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ñêîðîñòü äâèæå-
íèÿ êîëüöà ðàâíà ∂E/∂P .

7.3 Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà è Íàâüå-

Ñòîêñà

Çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì óðàâíåíèÿ, êîòîðûå îïèñûâà-
þò äèíàìèêó íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Æèäêîñòü ìîæ-
íî ñ÷èòàòü íåñæèìàåìîé, åñëè ìàëî ÷èñëî Ìàõà, êîòî-
ðîå ðàâíî îòíîøåíèþ õàðàêòåðíîé ñêîðîñòè æèäêîñòè ê
ñêîðîñòè çâóêà. Â ýòîì ñëó÷àå ïëîòíîñòü ìàññû æèäêî-
ñòè ρ ìîæíî ñ÷èòàòü îäíîðîäíîé (íå çàâèñÿùåé îò êîîð-
äèíàò), à ñêîðîñòü æèäêîñòè v óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
∇v = 0.
Â áåçäèññèïàòèâíîì ïðåäåëå äâèæåíèå æèäêîñòè îïè-

ñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ýéëåðà

∂tv + (v∇)v +∇p = 0. (7.41)

Çäåñü v � ñêîðîñòü æèäêîñòè, à p � åå äàâëåíèå (íà åäè-
íèöó ìàññû). Äàâëåíèå p íå ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêîé ïå-
ðåìåííîé, îíî `ïîäñòðàèâàåòñÿ' ïîä ñêîðîñòü òàê, ÷òîáû
âûïîëíÿëîñü óñëîâèå ∇v = 0. Áåðÿ äèâåðãåíöèþ óðàâ-
íåíèÿ (7.41), íàõîäèì óñëîâèå

∂ivk∂kvi +∇2p = 0, (7.42)

êîòîðîå ñâÿçûâàåò äàâëåíèå è ãðàäèåíò ñêîðîñòè. Îä-
íàêî ñâÿçü ýòà íåëîêàëüíà: ÷òîáû íàéòè p, íàäî ðåøèòü
óðàâíåíèå Ëàïëàñà ñ ïðàâîé ÷àñòüþ.
Óðàâíåíèå Ýéëåðà (7.41) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàêîí ñî-

õðàíåíèÿ èìïóëüñà æèäêîñòè, êîòîðûé ðàâåí

P = ρ

�
dV v. (7.43)

Âñëåäñòâèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà ñîõðàíÿåòñÿ ýíåðãèÿ

E = ρ

�
dV v2/2, (7.44)

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé æèäêîñòè. Â
ïðåäåëå íåñæèìàåìîé æèäêîñòè âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ
æèäêîñòè ðîëè íå èãðàåò.
Óðàâíåíèå Ýéëåðà (7.41) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

d

dt
v +∇p = 0, (7.45)

Çäåñü d/dt = ∂t + v∇ � ïðîèçâîäíàÿ Ëàãðàíæà, òàê-
æå èçâåñòíàÿ êàê ñóáñòàíöèîíàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ èëè

ìàòåðèàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ. Îíà îïðåäåëÿåò èçìåíåíèå
ñî âðåìåíåì âåëè÷èí âäîëü Ëàãðàíæåâûõ òðàåêòîðèé
(òðàåêòîðèé ÷àñòèö æèäêîñòè). Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (7.45)
ñëåäóåò òåîðåìà Êåëüâèíà, êîòîðàÿ ãëàñèò, ÷òî ñîõðàíÿ-
åòñÿ öèðêóëÿöèÿ ñêîðîñòè ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó, êî-
òîðûé ïåðåíîñèòñÿ æèäêîñòüþ (òî åñòü êàæäàÿ òî÷êà
êîòîðîãî äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ v):

d

dt
Γ = 0, Γ =

�
dr v. (7.46)

Áåðÿ ðîòîð îò óðàâíåíèÿ Ýéëåðà (7.41), íàõîäèì óðàâ-
íåíèå äëÿ çàâèõðåííîñòè ω = ∇× v:

∂tω = −(v∇)ω + (ω∇)v = ∇× (v × ω). (7.47)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî äàâëåíèå âûïàäàåò èç ýòîãî óðàâíå-
íèÿ. Èç óðàâíåíèÿ (7.47) ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ÿâ-
ëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Ýéëåðà
(7.41) ïîëÿ ñêîðîñòè v, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
ω ∝ v.

Çàäà÷à 7.3.1. Íàéòè ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèÿ ω ∝ v (Arnold-Beltrami-Childes).

Îäíèì èç ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ýéëå-
ðà (7.41) ÿâëÿåòñÿ òâåðäîòåëüíîå âðàùåíèå ñ óãëîâîé
ñêîðîñòüþ Ω, â ýòîì ñëó÷àå ñêîðîñòü æèäêîñòè ðàâ-
íà v = Ω × r. Çàìåòèì, ÷òî çàâèõðåííîñòü ýòîãî ïî-
ëÿ ∇ × v = 2Ω. Êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ Ýéëåðà
(7.41), ïðè òâåðäîòåëüíîì âðàùåíèè âîçíèêàåò äàâëå-
íèå p = (Ω× r)2/2, îíî ñâÿçàíî ñ öåíòðîáåæíîé ñèëîé.
Óðàâíåíèå Ýéëåðà (7.41) äîïóñêàåò è áîëåå îáùåå ñòà-
öèîíàðíîå ðåøåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëü-
íûì âðàùåíèåì âîêðóã íåêîòîðîé îñè. Â ýòîì ñëó÷àå
ïîëå ñêîðîñòè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå v = fΩ× r, ãäå f
� ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ äî îñè âðàùåíèÿ.

Çàäà÷à 7.3.2. Íàéòè ãðàäèåíò äàâëåíèÿ äëÿ ñòàöèî-
íàðíîãî ïîëÿ ñêîðîñòè v = fΩ× r.

Ëèíåàðèçóåì óðàâíåíèå (7.47) íà ôîíå òâåðäîòåëüíî-
ãî âðàùåíèÿ. Îáîçíà÷àÿ v = Ω× r + δv, íàõîäèì

∂tδω = ∇× (V × δω) + 2(Ω∇)δv.

Ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ îïèñûâàåò
ïåðåíîñ âîçìóùåíèé ïîòîêà òâåðäîòåëüíûì âðàùåíèåì.
Îí èñ÷åçàåò ïîñëå ïåðåõîäà âî âðàùàþùóþñÿ ñ óãëîâîé
ñêîðîñòüþ Ω ñèñòåìó îòñ÷åòà. Â ýòîé ñèñòåìå îòñ÷åòà
íàõîäèì

∂t∇× δv = 2Ω∂zδv, (7.48)

ãäå ìû íàïðàâèëè îñü Z âäîëü Ω. Èùåì ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (7.48) â âèäå ïëîñêîé âîëíû δv = A exp(ikr). Â
ñèëó íåñæèìàåìîñòè kA = 0. Íàõîäèì èç óðàâíåíèÿ
(7.48) ∂t(k×A) = 2kzA. Èìåþòñÿ äâå ïîëÿðèçàöèè, äëÿ
êîòîðûõ k ×A = ±ikA, òî åñòü k∂tA = ∓ikzA. Òàêèì
îáðàçîì, ìû íàõîäèì çàêîí äèñïåðñèè âîëí, êîòîðûå íà-
çûâàþòñÿ èíåðöèîííûìè

$ = 2Ωkz/k. (7.49)
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Çàäà÷à 7.3.3. Ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå k × A = λA
ïðè óñëîâèè kA = 0 èìååò ðåøåíèÿ ïðè λ = ±ik.

Çàäà÷à 7.3.4. Íàéòè ãðóïïîâóþ ñêîðîñòü èíåðöèîí-
íûõ âîëí.

Òåïåðü ìû ó÷òåì âÿçêóþ äèññèïàöèþ, êîòîðàÿ ïðè-
âîäèò ê ïîñòåïåííîìó ïåðåõîäó êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè
æèäêîñòè âî âíóòðåííþþ, ÷òî ñîïðîâîæäàåòñÿ ðîñòîì
ýíòðîïèè è íàãðåâîì æèäêîñòè. Ñ ó÷åòîì äèññèïàöèè
óðàâíåíèå Ýéëåðà (7.41) ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä

∂tv + (v∇)v +∇p = ν∇2v, (7.50)

ãäå ôàêòîð ν íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì êèíåìàòè÷å-
ñêîé âÿçêîñòè. Óðàâíåíèå (7.50) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíè-
åì Íàâüå-Ñòîêñà. Íàëè÷èå Ëàïëàñèàíà ïðè ñêîðîñòè â
âÿçêîì ÷ëåíå â óðàâíåíèè Íàâüå-Ñòîêñà (7.50) ñâÿçàíî
ñ òåì, ÷òî îíî ïî-ïðåæíåìó èìååò ñìûñë çàêîíà ñîõðà-
íåíèÿ èìïóëüñà æèäêîñòè, è ïîòîìó ∂tv äîëæíî áûòü
äèâåðãåíöèåé ïîòîêà æèäêîñòè.
Êàê è óðàâíåíèå Ýéëåðà (7.41), óðàâíåíèå Íàâüå-

Ñòîêñà (7.50) ïðåäïîëàãàåò ìàëîñòü ÷èñëà Ìàõà è ïî-
òîìó äîëæíî áûòü äîïîëíåíî óñëîâèåì áåçäèâåðãåíòíî-
ñòè ñêîðîñòè ∇v = 0. Êàê è â óðàâíåíèè Ýéëåðà (7.41),
â óðàâíåíèè Íàâüå-Ñòîêñà (7.50) äàâëåíèå p íå ÿâëÿ-
åòñÿ äèíàìè÷åñêîé ïåðåìåííîé, à îáåñïå÷èâàåò óñëîâèå
∇v = 0. Áåðÿ äèâåðãåíöèþ óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà
(7.50), íàõîäèì òî æå óñëîâèå (7.42), êîòîðîå ñâÿçû-
âàåò äàâëåíèå ñ ãðàäèåíòîì ñêîðîñòè. Îòìåòèì òàêæå,
÷òî ãðàíè÷íûì óñëîâèåì äëÿ óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà
(7.50) íà òâåðäîé ñòåíêå ÿâëÿåòñÿ íóëåâîå çíà÷åíèå ñêî-
ðîñòè. ýòî óñëîâèå ÷àñòî íàçûâàþò îòñóòñòâèåì ïðî-
ñêàëüçûâàíèÿ.
Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî äâèæåíèÿ

èñïîëüçóåòñÿ ÷èñëî Ðåéíîëüäñà (Reynolds), êîòîðîå
îïðåäåëÿåòñÿ, êàê Re = V L/ν. Çäåñü V � õàðàêòåðíàÿ
ñêîðîñòü ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî äâèæåíèÿ, à L � åãî õà-
ðàêòåðíûé ìàñøòàá. Óðàâíåíèå Ýéëåðà (7.41) ñîîòâåò-
ñòâóåò ïðåäåëó Re→∞. Ïðè ìàëûõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà
ìû âîçâðàùàåìñÿ ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ Ñòîêñà, ñìîò-
ðè ðàçäåë 4.2.2.
Ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà äâèæåíèå æèäêîñòè

ïðèîáðåòàåò îáû÷íî õàîòè÷åñêèé õàðàêòåð, ýòî ñîñòî-
ÿíèå íàçûâàåòñÿ òóðáóëåíòíîñòüþ. Àíàëèç òóðáóëåíò-
íîñòè ëåæèò âíå ðàìîê íàñòîÿùåãî ïîñîáèÿ. Çäåñü æå
ìû îòìåòèì, ÷òî â ðÿäå âàæíûõ ñëó÷àåâ óäàåòñÿ íàéòè
àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà (7.50)
äàæå ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà. Îáû÷íî ýòî ñâÿ-
çàíî ñ íàëè÷èåì âûñîêîé ñèììåòðèè ðåøåíèÿ.

Çàäà÷à 7.3.5. Íàéòè çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè òå÷å-
íèÿ, äëÿ êîòîðîãî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
èìååòñÿ òîëüêî ïîëÿðíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè
vϕ = Ωr exp(−ar2), r2 = x2 + y2.

Âàæíûì ïðèìåðîì ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî äâèæåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ òå÷åíèå Ïóàçåéëÿ, êîòîðîå îïèñûâàåò ïðîòå-

êàíèå æèäêîñòè ïî òðóáå öèëèíäðè÷åñêîé ôîðìû. Íà-
ïðàâëÿÿ îñü Z ïî îñè öèëèíäðà, íàõîäèì ñëåäóþùåå ñòà-
öèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà (7.50)

vx = 0, vy = 0, vz = V

(
1− x2 + y2

R2

)
, (7.51)

∂zp = −4V/R, (7.52)

äëÿ êîòîðîãî íåëèíåéíûé ÷ëåí (v∇)v îáðàùàåòñÿ â
íîëü. Çäåñü V � ñêîðîñòü æèäêîñòè íà îñè öèëèíäðà,
à R � åãî ðàäèóñ. Ïîëå ñêîðîñòè (7.51) óäîâëåòâîðÿåò
ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ íà ñòåíêå öèëèíäðà, ãäå ñêîðîñòü
òå÷åíèÿ îáðàùàåòñÿ â íîëü. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî,
÷òî òå÷åíèå Ïóàçåéëÿ ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå ãðàäèåíòà
äàâëåíèÿ (7.52) âäîëü òðóáû, êîòîðûé è âûçûâàåò òå÷å-
íèå.

Çàäà÷à 7.3.6. Íàéòè ïîòîê æèäêîñòè ÷åðåç òðóáó
äëÿ òå÷åíèÿ Ïóàçåéëÿ.

7.4 Èíòåãðèðóåìûå óðàâíåíèÿ

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû àíàëèçèðóåì òàê íàçûâàåìûå
èíòåãðèðóåìûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûå îáëàäàþò áåñêîíå÷-
íûì íàáîðîì èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ. Êàê ïðàâèëî, ê íèì
îòíîñÿòñÿ ñëó÷àè, êîãäà ïîëÿ çàâèñÿò îò âðåìåíè è îä-
íîé êîîðäèíàòû. Â ñèëó íàëè÷èÿ áåñêîíå÷íîãî íàáî-
ðà èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ ðåøåíèÿ èíòåãðèðóåìûõ óðàâ-
íåíèé îáëàäàþò âåñüìà ñïåöèôè÷åñêîé äèíàìèêîé. Â
÷àñòíîñòè, ó íèõ ñóùåñòâóåò îáøèðíîå ñåìåéñòâî òàê
íàçûâàåìûõ ñîëèòîííûõ ðåøåíèé.

7.4.1 Óðàâíåíèå Êîðòåâåãà-äå-Ôðèçà

Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, â îáùåì ñëó÷àå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ Õîïôà (7.1) ïðèâîäèò ê ôîðìèðîâàíèþ îñîáåííî-
ñòè â ïîëå u çà êîíå÷íîå âðåìÿ, è íà á�îëüøèõ âðåìåíàõ
ýâîëþöèÿ ïîëÿ u â ðàìêàõ óðàâíåíèÿ Õîïôà èññëåäîâà-
íà áûòü íå ìîæåò. Â òî æå âðåìÿ óðàâíåíèå Áþðãåðñà
(7.7) äàåò ðåøåíèå ýâîëþöèîííîé çàäà÷è äëÿ ïîëÿ u íà
âñåõ âðåìåíàõ. Ýòî ñâÿçàíî ñ ïðèñóòñòâèåì â óðàâíåíèè
Áþðãåðñà äîïîëíèòåëüíîãî (ïî ñðàâíåíèþ ñ óðàâíåíè-
åì Õîïôà) ÷ëåíà ñî âòîðîé ïðîèçâîäíîé, íàëè÷èå êî-
òîðîãî ïðèâîäèò ê óñòðàíåíèþ îñîáåííîñòè â ïîëå u (ê
êîòîðîé ïðèâîäèò óðàâíåíèå Õîïôà). Äëÿ îäíîìåðíîé
ñëàáî íåëèíåéíîé çâóêîâîé âîëíû ÷ëåí ñî âòîðîé ïðî-
èçâîäíîé ïðåäñòàâëÿåò äèññèïàöèþ. Â ðÿäå çàäà÷ áîëåå
ñóùåñòâåííûì îêàçûâàåòñÿ äðóãîé ýôôåêò, ñâÿçàííûé
ñ äèñïåðñèåé ñêîðîñòè çâóêà, òî åñòü ñ åå çàâèñèìîñòüþ
îò âîëíîâîãî âåêòîðà k. Ýòîò ýôôåêò ÿâëÿåòñÿ áåçäèñ-
ñèïàòèâíûì.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äèññèïàöèåé çâóêà ìîæíî ïðåíå-

áðå÷ü, à äèñïåðñèÿ ñêîðîñòè çâóêà ñóùåñòâåííà. Â îá-
ùåì ñëó÷àå ñêîðîñòü çâóêà ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ôóíê-
öèåé k2, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ k ïåðâàÿ çàâèñÿùàÿ îò
k ïîïðàâêà ê ñêîðîñòè çâóêà ïðîïîðöèîíàëüíà k2. Ýòî
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îçíà÷àåò, ÷òî ê óðàâíåíèþ Õîïôà (7.1) ñëåäóåò äîáà-
âèòü ÷ëåí ñ òðåòüåé ïðîèçâîäíîé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó-
÷àåòñÿ òàê íàçûâàåìîå óðàâíåíèå Êîðòåâåãà äå Ôðèçà
(Korteweg de Vries), êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà êîòîðîãî çà-
ïèñûâàåòñÿ, êàê

∂u

∂t
+ 6u

∂u

∂x
+
∂3u

∂x3
= 0. (7.53)

Ýòî óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ Õîïôà (7.1) â ïðå-
íåáðåæåíèå òðåòüåé ïðîèçâîäíîé è ïîñëå ïåðåìàñøòàáè-
ðîâàíèÿ ïîëÿ 6u→ u.
Â ñèëó àâòîíîìíîñòè óðàâíåíèå Êîðòåâåãà äå Ôðèçà

(ÊäÔ) äîïóñêàåò ðåøåíèå â âèäå âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿ-
þùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ V : u = w(x− V t). Ïîäñòàâëÿÿ ýòî
âûðàæåíèå â óðàâíåíèå (7.53), íàõîäèì

−V ∂w
∂x

+ 6w
∂w

∂x
+
∂3w

∂x3
= 0.

Ýòî óðàâíåíèå, î÷åâèäíî, èìååò ïåðâûé èíòåãðàë

−V w + 3w2 + ∂2w/∂x2 = C.

Ïîëó÷èâøååñÿ ñîîòíîøåíèå èìååò âèä óðàâíåíèÿ Íüþ-
òîíà äëÿ �âðåìåíè� x è �êîîðäèíàòû� w ñ ïîòåíöèàëüíîé
ñèëîé. Ïîýòîìó îíî èìååò ïåðâûé èíòåãðàë (�ýíåðãèþ�
E), òî åñòü(

dw

dx

)2

= 2E + 2Cw + V w2 − 2w3, (7.54)

ãäå E è C � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû.
Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

(7.54). Åñëè ìû èíòåðåñóåìñÿ ëîêàëèçîâàííûìè (ñîëè-
òîííûìè) ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (7.54), òî E = C = 0,
ïîñêîëüêó òîëüêî ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâóåò ðåøå-
íèå, ñòðåìÿùååñÿ ê íóëþ ïðè x→ ±∞. Òîãäà ìû íàõî-
äèì èç óðàâíåíèÿ (7.54)

dw/dx = ±w
√
V − 2w.

Ýòî óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå

u(t, x) =
V

2 cosh2
[√

V (x− V t− x0)/2
] , (7.55)

ãäå x0 � ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð. Òàêèì îáðàçîì, øèðè-
íà ñîëèòîíà, êîòîðûé äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ V , ðàâíà
1/
√
V .

Äðóãèì ñëó÷àåì ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (7.54), êîòîðûå íàçûâàþòñÿ êíîèäàëüíûìè
âîëíàìè. ×òîáû òàêîå ðåøåíèå ñóùåñòâîâàëî, íåîáõî-
äèìî íàëè÷èå òðåõ êîðíåé óðàâíåíèÿ 2E+2Cw+V w2−
2w3 = 0. Îáëàñòü èçìåíåíèÿ w ëåæèò ìåæäó âòîðûì è
òðåòüåì ðåøåíèÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ, ãäå 2E + 2Cw +
V w2 − 2w3 > 0. Òîãäà

x− V t− x0 = ±
� u

dw(
2E + 2Cw + V w2 − 2w3

)−1/2
(7.56)

ãäå x0 � ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð.
Óðàâíåíèå Êîðòåâåãà äå Ôðèçà èìååò èíòåãðàëû äâè-

æåíèÿ âèäà

In =

�
dx Pn

(
u, ∂xu, ∂

2
xu . . .

)
, (7.57)

ãäå Pn � ïîëèíîìû îò ôóíêöèè u è å¼ ïðîñòðàíñòâåííûõ
ïðîèçâîäíûõ, â ÷àñòíîñòè:

P0 = u , P1 = u2 , P2 = 2u3 − (∂u/∂x)2,

P3 = 5u4 + 5u2∂2u/∂x2 +
(
∂2u/∂x2

)2
. (7.58)

Ïîñêîëüêó ÷èñëî èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ In áåñêîíå÷íî,
ãîâîðÿò, ÷òî óðàâíåíèå ÊäÔ (7.53) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðó-
åìûì.
Óðàâíåíèå ÊäÔ (7.53) ìîæåò áûòü çàïèñàíî, êàê óñëî-

âèå ýêñòðåìóìà äåéñòâèÿ

S =

�
dt dx

[
1

2

∂h

∂t

∂h

∂x
+

(
∂h

∂x

)3

− 1

2

(
∂2h

∂x2

)2
]
, (7.59)

ãäå, êàê è äëÿ óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà, u = ∂xh. Â ñèëó îä-
íîðîäíîñòè ýòîãî äåéñòâèÿ ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó
îíî ïðèâîäèò ê çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëü-
ñà (ñìîòðè ðàçäåë 7.5.1), êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ â ñîîò-
âåòñòâèè ñ âûðàæåíèÿìè (7.82,7.84). Íåñëîæíî óâèäåòü,
÷òî ïëîòíîñòü ýíåðãèè è èìïóëüñà ñîâïàäàþò (ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ìíîæèòåëÿ) ñ âûðàæåíèÿìè äëÿ P2 è P1, ñî-
îòâåòñòâåííî, ñìîòðè (7.58). Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûé íå
Í¼òåðîâñêèé èíòåãðàë äâèæåíèÿ óðàâíåíèÿ ÊäÔ îïðå-
äåëÿåòñÿ P3, ñìîòðè (7.58).
Óðàâíåíèå ÊäÔ (7.53) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî

�ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàëèëåÿ� u(t, x)→ v+ u(t, x− 6vt), ãäå
v � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äåé-
ñòâèå (7.59) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ h: h(t, x)→ vx−2v2t+h(t, x−6vt).
Èíôèíèòåçåìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ h èìååò âèä
δh = vx− 6vt∂xh. Äåéñòâóÿ äàëåå, êàê è â ðàçäåëå 7.5.1,
òî åñòü ïîëàãàÿ v ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé t è x, âû÷èñ-
ëÿÿ âàðèàöèþ äåéñòâèÿ (7.59) è ïðèðàâíèâàÿ åå ê íóëþ,
íàõîäèì çàêîí ñîõðàíåíèÿ

∂t(xu− 3tu2) + ∂x[3xu2 − ∂xu+ x∂2xu

−12tu3 − 6tu∂2xu+ 3t(∂xu)2] = 0.

Çàäà÷à 7.4.1. Íàéòè ∂tP3, ãäå P3 îïðåäåëÿåòñÿ
(7.58), â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì ÊäÔ (7.53)
è óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò ñâîäèòñÿ ê ïîëíîé
ïðîèçâîäíîé ïî x.

7.4.2 Óðàâíåíèå ñèíóñ-Ãîðäîí

Óðàâíåíèåì ñèíóñ-Ãîðäîí íàçûâàþò óðàâíåíèå

∂2t ϕ− ∂2xϕ+ sinϕ = 0. (7.60)

Òàêîãî ñîðòà óðàâíåíèå âîçíèêàåò äëÿ äèíàìèêè ñè-
ñòåì, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ïåðåìåííîé ϕ, êîòîðàÿ èìå-
åò ñìûñë ôàçû íåêîòîðîé âåëè÷èíû è, ñîîòâåòñòâåííî,
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îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà íà èíòåðâàëå îò 0 äî 2π. Óäîáíî,
îäíàêî, ñ÷èòàòü, ÷òî ϕ ìåíÿåòñÿ îò −∞ äî +∞ ñ òåì,
÷òîáû èçáåæàòü ñêà÷êîâ ϕ. Ïðè ýòîì ñîñòîÿíèÿ ñèñòå-
ìû, îòëè÷àþùèåñÿ íà 2πn (n � öåëîå ÷èñëî) ôèçè÷åñêè
ýêâèâàëåíòíû.
Óðàâíåíèå ñèíóñ-Ãîðäîí (7.60), êàê è ÊäÔ, ïðèâîäèò

ê áåñêîíå÷íîìó íàáîðó çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ. Ïîýòîìó
îíî îòíîñèòñÿ ê èíòåãðèðóåìûì óðàâíåíèÿì.
Ïðèìåðîì ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé óðàâíå-

íèåì (7.60), ÿâëÿþòñÿ ïðîâîäÿùèå îäíîìåðíûå öåïî÷êè,
â êîòîðûõ ïðè äîñòàòî÷íî íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ âîçíè-
êàåò òàê íàçûâàåìàÿ âîëíà çàðÿäîâîé ïëîòíîñòè. Ýòà
âîëíà õàðàêòåðèçóåòñÿ ôàçîé ϕ, ñ âàðèàöèÿìè êîòîðîé
ñâÿçàíà òàê íàçûâàåìàÿ Ôð¼ëèõîâñêàÿ ìîäà, êîòîðàÿ
îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (7.60), ïðè ïîäõîäÿùåì âûáî-
ðå åäèíèö èçìåðåíèÿ âðåìåíè t è êîîðäèíàòû x âäîëü
öåïî÷êè.
Ïðè íåáîëüøèõ âàðèàöèÿõ ôàçû, |ϕ| � 1, ìû ìîæåì

çàìåíèòü â óðàâíåíèè (7.60) sinϕ íà ϕ. Â ðåçóëüòàòå
ìû ïîëó÷àåì ëèíåéíîå óðàâíåíèå, êîòîðîå îïèñûâàåò
ñîâîêóïíîñòü ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ìîä. Äåëàÿ Ôóðüå-
ïðåîáðàçîâàíèå ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó, ìû ïðè-
õîäèì äëÿ äàííîé Ôóðüå-êîìïîíåíòû ê ñîîòíîøåíèþ
ω2 = q2 + 1, ãäå ω � ÷àñòîòà, à q � âîëíîâîé âåêòîð. Òà-
êèì îáðàçîì, ÷àñòîòà ω íå ìîæåò áûòü ìåíüøå åäèíèöû.
Â òî æå âðåìÿ ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü ∂ω/∂q = q/

√
q2 + 1

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè óìåíüøåíèè âîëíîâîãî âåêòîðà q.
Ðàññìîòðåííûå âûøå êîëåáàíèÿ îòíîñÿòñÿ ê ìàëûì

âàðèàöèÿì îêîëî ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ϕ = 0 (èëè
ϕ = 2πn). Â òî æå âðåìÿ óðàâíåíèå (7.60) èìååò, î÷åâèä-
íî, åùå îäíî ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ϕ = π. Îíî ÿâëÿåò-
ñÿ, îäíàêî, àáñîëþòíî íåóñòîé÷èâûì. Äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ðàññìîòðèì ìàëûå îòêëîíåíèÿ
îò ýòîãî ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ìàëîé ôàçîé
φ: ϕ = π + φ. Â ëèíåéíîì ïî φ ïðèáëèæåíèè óðàâíåíèå
(7.60) äàåò

∂2t φ− ∂2xφ− φ = 0. (7.61)

Ïåðåõîäÿ òåïåðü ê Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèþ, ìû íàõîäèì
ω = ±

√
q2 − 1. Òàêèì îáðàçîì, ïðè q < 1 ÷àñòîòà ÿâëÿ-

åòñÿ ÷èñòî ìíèìîé, è ìíîæèòåëü exp(−iωt) ýêñïîíåíöè-
àëüíî ðàñòåò ñî âðåìåíåì (äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî çíàêà
êâàäðàòíîãî êîðíÿ). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äàæå èñõîäíî ìà-
ëûå âîçìóùåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ϕ = π ñòàíóò
ñî âðåìåíåì áîëüøèìè è ðàçðóøàò ýòî ñîñòîÿíèå.
Ïîìèìî òðèâèàëüíûõ îäíîðîäíûõ ñòàöèîíàðíûõ ðå-

øåíèé óðàâíåíèå (7.60) äîïóñêàåò øèðîêèé íàáîð íåîä-
íîðîäíûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé, ñóùåñòâîâàíèå êîòî-
ðûõ ôîðìàëüíî ñâÿçàíî ñ íåîäíîçíà÷íîñòüþ ôàçû ϕ.
Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøåå òàêîå ðåøåíèå, êîòîðîå õàðàê-
òåðèçóåòñÿ ïðåäåëüíûì ïîâåäåíèåì ϕ → 0 ïðè x →
−∞ è ϕ → 2π ïðè x → +∞. Ñòàöèîíàðíîå óñëîâèå
−∂2xϕ+sinϕ = 0 èìååò âèä óðàâíåíèÿ Íüþòîíà äëÿ (ïå-
ðåâåðíóòîãî) ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà è èìååò, î÷åâèäíî,
ïåðâûé èíòåãðàë (∂xϕ)2/2 + cosϕ, êîòîðûé â ñèëó ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé íàäî ïðèðàâíÿòü ê åäèíèöå.
Â ðåçóëüòàòå ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ ∂xϕ =

Ðèñ. 7.1: Êèíê è àíòèêèíê.

2 sin(ϕ/2), êîòîðîå èìååò ðåøåíèå

ϕ = 4 arctan [exp(x− x0)] , (7.62)

ãäå x0 � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà. Ðåøåíèå (7.62) íàçû-
âàþò êèíêîì, à x0 ÿâëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì êèíêà. Èç âû-
ðàæåíèÿ (7.62) ñëåäóåò, ÷òî ôàçà ϕ ìåíÿåòñÿ îò 0 äî 2π
â îêðåñòíîñòè ïîðÿäêà åäèíèöû îêîëî x0, à âíå åå ýêñïî-
íåíöèàëüíî áûñòðî ñòðåìèòñÿ ê ñâîèì ïðåäåëüíûì çíà-
÷åíèÿì, ñìîòðè ðèñóíîê 7.1. Ëåãêî íàéòè ðåøåíèå (àí-
òèêèíê), êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò óáûâàíèþ ôàçû ϕ îò 2π
äî 0:

ϕ = 2π − 4 arctan [exp(x− x0)] ,

ñìîòðè ðèñóíîê 7.1.
Ïîìèìî ïðîñòåéøåãî ðåøåíèÿ (7.62), óðàâíåíèå (7.60)

äîïóñêàåò è áîëåå ñëîæíûå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ. Íà-
ïðèìåð, áåñêîíå÷íûé íàáîð êèíêîâ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
íàéòè ýòî ðåøåíèå, ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì æå
ïåðâûì èíòåãðàëîì (∂xϕ)2/2+cosϕ, êîòîðûé òåïåðü ìû
ïðèðàâíÿåì ê 1 + ε. Òîãäà ìû ïðèäåì ê óðàâíåíèþ

∂xϕ =

√
2ε+ 4 sin2(ϕ/2), (7.63)

êîòîðîå îïèñûâàåò ìîíîòîííî ðàñòóùóþ ïðè óâåëè÷å-
íèè x ôàçó ϕ. Åñëè ε ìàëî, òî ýòî ðåøåíèå ñîîòâåòñòâó-
åò áåñêîíå÷íîé ñîâîêóïíîñòè êèíêîâ, ðàçäåëåííûõ ðàñ-
ñòîÿíèåì ln(1/ε) (÷òî ñïðàâåäëèâî, åñëè ýòîò ëîãàðèôì
ÿâëÿåòñÿ áîëüøîé âåëè÷èíîé). Åñëè â âûðàæåíèè (7.63)
âçÿòü îòðèöàòåëüíûé çíàê ïåðåä êîðíåì, òî ìû ïîëó÷èì
ðåøåíèå ñ ìîíîòîííî óáûâàþùåé ôàçîé.
Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè íåïîäâèæíûé êèíê. Íî

óðàâíåíèå (7.60) äîïóñêàåò ðåøåíèÿ è â âèäå äâèæó-
ùåãîñÿ êèíêà. ×òîáû íàéòè åãî ïðîôèëü äëÿ ñêîðîñòè
äâèæåíèÿ v, ìîæíî ïîäñòàâèòü â óðàâíåíèå (7.60) îáùåå
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âûðàæåíèå äëÿ ðàâíîìåðíî äâèæóùåãîñÿ ëîêàëèçîâàí-
íîãî îáúåêòà ϕ = f(x−vt) è ïðîâåñòè òå æå âû÷èñëåíèÿ.
Îäíàêî îòâåò ìîæíî âûïèñàòü è áåçî âñÿêèõ âû÷èñëå-
íèé, âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî óðàâíåíèå (7.60) ÿâëÿ-
åòñÿ �ðåëÿòèâèñòêè èíâàðèàíòíûì�, è ïîòîìó ðåøåíèå
äëÿ äâèæóùåãîñÿ ñî ñêîðîñòüþ v êèíêà ìîæåò áûòü ïî-
ëó÷åíî èç âûðàæåíèÿ (7.62) ïðåîáðàçîâàíèåì Ëîðåíöà.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

ϕ = 4 arctan

[
exp

(
x− x0 − vt√

1− v2

)]
. (7.64)

Îòñþäà ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî êèíê íå ìîæåò äâè-
ãàòüñÿ ñî ñêîðîñòüþ áîëüøå åäèíèöû. Àíàëîãè÷íûì îá-
ðàçîì ìîæåò áûòü íàéäåíî ðåøåíèå äëÿ äâèæóùåãîñÿ
àíòèêèíêà:

ϕ = 2π − 4 arctan

[
exp

(
x− x0 − vt√

1− v2

)]
.

Óðàâíåíèå ñèíóñ-Ãîðäîí îòíîñèòñÿ ê êëàññó óðàâíå-
íèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðîàíàëèçèðîâàíû â ðàìêàõ
ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ, êîòîðûé ïîçâîëÿåò
íàéòè ñåðèþ ãîðàçäî áîëåå ñëîæíûõ ðåøåíèé óðàâíå-
íèÿ (7.60), ÷åì ïðèâåäåííûå âûøå ðåøåíèÿ äëÿ îäèíî÷-
íûõ äâèæóùèõñÿ êèíêîâ è àíòèêèíêîâ. Ýòè ðåøåíèÿ
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìû äâèæóùèõñÿ ñ ðàçëè÷íû-
ìè ñêîðîñòÿìè êèíêîâ è àíòèêèíêîâ, êîòîðûå â ñèëó
ðàçëè÷íûõ ñêîðîñòåé äâèæåíèÿ âðåìÿ îò âðåìåíè ñòàë-
êèâàþòñÿ ìåæäó ñîáîé. Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî ïîñëå òàêîãî
ñòîëêíîâåíèÿ êèíêè ðàñõîäÿòñÿ è ïðîäîëæàþò äâèãàòü-
ñÿ ñ òåìè æå ñêîðîñòÿìè, ÷òî è äî ñòîëêíîâåíèÿ. Ïðè
ýòîì íå ïðîèñõîäèò íèêàêîãî èçëó÷åíèÿ âîëí, îáñóæ-
äàâøèõñÿ âûøå.
Ïðèâåäåì ðåøåíèå, êîòîðîå íàçûâàþò áðèçåðîì

(breather)

ϕ = 4 arctan

[
tan θ

sin(t cos θ)

cosh(x sin θ)

]
. (7.65)

Ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ óðàâíåíèÿ (7.60) äëÿ ôóíêöèè
(7.65) îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ïðîèçâîä-
íûõ îò âûðàæåíèÿ (7.65). Ðåøåíèå (7.65) ñîîòâåòñòâóåò
ñâÿçàííîìó ñîñòîÿíèþ êèíêà è àíòèêèíêà, ðàññòîÿíèå
ìåæäó êîòîðûìè îñöèëëèðóåò ñî âðåìåíåì. Ýòî ðåøå-
íèå îïèñûâàåò ïîëå ϕ, öåíòð òÿæåñòè êîòîðîãî ïîêî-
èòñÿ. Ñäåëàâ ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà, ëåãêî ïîëó÷èòü
ïîëå ϕ äëÿ áðèçåðà, äâèæóùåãîñÿ ñ ïðîèçâîëüíîé ñêî-
ðîñòüþ v < 1.
Ïåðåõîäÿ â âûðàæåíèè (7.65) ê ïðåäåëó θ → π/2, íà-

õîäèì ñëåäóþùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.60)

ϕ = 4 arctan
t

coshx
. (7.66)

Ðåøåíèå (7.66) îïèñûâàåò ñáëèæåíèå êèíêà è àíòèêèíêà
ñ èõ ïîñëåäóþùèì ðàñõîæäåíèåì. Ïðè t = 0 ìû èìååì
ϕ = 0, îäíàêî ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ïîëÿ ∂tϕ íóëþ íå
ðàâíà, îíà ñîñðåäîòî÷åíà íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà åäè-
íèöû îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Ïðè t � 1 ðàçìåð ðåøåíèÿ

(7.66) îöåíèâàåòñÿ, êàê ln t. Ýòà âåëè÷èíà èìååò ñìûñë
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êèíêîì è àíòèêèíêîì. Ïîíÿòíî, ÷òî
íà÷àëî êîîðäèíàò è íà÷àëî îòñ÷åòà âðåìåíè ìîãóò áûòü
âûáðàíû ïðîèçâîëüíî, òî åñòü (7.66) îñòàåòñÿ ðåøåíèåì
ïðè çàìåíå t→ t− t0, x→ x− x0.
Óðàâíåíèå (7.60) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî, êàê óñëîâèå

ýêñòðåìóìà äåéñòâèÿ

S =

�
dt dx

[
1

2
(∂tϕ)2 − 1

2
(∂xϕ)2 + cosϕ

]
. (7.67)

Òàêèì îáðàçîì, â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçäåëîì (7.5.1) ìû
íàõîäèì ñëåäóþùèå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ, èìåþùèå
ñìûñë ýíåðãèè è èìïóëüñà ñèñòåìû

E =

�
dx

[
1

2
(∂tϕ)2 +

1

2
(∂xϕ)2 − cosϕ+ 1

]
, (7.68)

P =

�
dx ∂tϕ∂xϕ, (7.69)

ñìîòðè (7.82,7.84).
Óðàâíåíèå (7.60) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â òåðìèíàõ

ïåðåìåííûõ âäîëü �ñâåòîâîãî êîíóñà� ξ = (x+ t)/2, τ =
(x− t)/2:

∂τ∂ξϕ = sinϕ, (7.70)

ïîñêîëüêó ∂ξ = ∂x + ∂t, ∂τ = ∂x − ∂t. Áåñêîíå÷íûé íà-
áîð çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ óäîáíî ôîðìóëèðîâàòü èìåííî
â òåðìèíàõ ïåðåìåííûõ ξ è τ . Ïåðâûé íåòðèâèàëüíûé
çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìååò âèä

∂τ [(∂ξϕ)4 − 4(∂2ξϕ)2] + 4∂ξ[(∂ξϕ)2 cosϕ] = 0,

êîòîðûé ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, èñõîäÿ èç (7.70).

Çàäà÷à 7.4.2. Ëèíåàðèçóÿ óðàâíåíèå (7.60) íà ôîíå
êàêîãî-ëèáî åãî ðåøåíèÿ ϕ, ìû íàõîäèì äëÿ âîç-
ìóùåíèÿ φ óðàâíåíèå ∂2t φ− ∂2xφ+φ cosϕ = 0. Èìå-
åò ëè ýòî óðàâíåíèå ëîêàëèçîâàííûå ðåøåíèÿ φ íà
ôîíå êèíêà (7.62)?

Çàäà÷à 7.4.3. Íàéòè ýíåðãèþ è èìïóëüñ êèíêà (7.62)
è ðåøåíèÿ (7.66).

Çàäà÷à 7.4.4. Íàéòè çàêîí ñîõðàíåíèÿ, êîòîðûé ñî-
îòâåòñòâóåò Ëîðåíö-èíâàðèàíòíîñòè óðàâíåíèÿ
ñèíóñ-Ãîðäîí (7.60).

Çàäà÷à 7.4.5. Çàïèñàòü çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è
èìïóëüñà â òåðìèíàõ ïåðåìåííûõ ξ è τ . Óêàçàíèå:
âîñïîëüçîâàòüñÿ âûðàæåíèåì äëÿ äåéñòâèÿ â òåð-
ìèíàõ ξ è τ .

7.4.3 Îäíîìåðíîå íåëèíåéíîå óðàâíåíèå

Øð¼äèíãåðà

Êà÷åñòâåííî èíàÿ ñèòóàöèÿ ðåàëèçóåòñÿ â îäíîìåðíîì
ñëó÷àå. Òîãäà ñîîòíîøåíèå Òàëàíîâà (7.21) ïðèíèìàåò
âèä:

d2

dt2
I = −4E + 4

�
dx |∇ψ|2, (7.71)
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÷òî îçíà÷àåò íåâîçìîæíîñòü êîëëàïñà. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè ðàçìåð âîëíîâîãî ïàêåòà R(t) óìåíüøàåòñÿ, òî ñî-
õðàíåíèå ÷èñëà ÷àñòèö N òðåáóåò, ÷òîáû êâàäðàò ìîäó-
ëÿ àìïëèòóäû ïàêåòà ðîñ êàê |ψ|2 ∼ R−1(t). Ïðè ýòîì
ïîëîæèòåëüíàÿ äîáàâêà â ïðàâîé ÷àñòè â (7.71) òàêæå
ðàñòåò: �

dx |∇ψ|2 ∼ NR−2.

Ïðè óìåíüøåíèè R ýòà âåëè÷èíà íåèçáåæíî ñòàíîâèò-
ñÿ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå áîëüøå îòðèöàòåëüíîãî, íî
ïîñòîÿííîãî −E. Ýòî ïðèâåäåò ê ñòàáèëèçàöèè ïîëÿ ψ.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé àìïëèòóäå íà-
÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ ψ ñî âðåìåíåì âîçíèêíóò ëîêàëèçî-
âàííûå îáúåêòû, íàçûâàåìûå ñîëèòîíàìè.
Ìû íà÷íåì ñ ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ ïîêîÿùåãîñÿ ñîëè-

òîíà. Áóäåì èñêàòü ëîêàëèçîâàííîå â ïðîñòðàíñòâå ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ (7.14) â âèäå

ψ(t, x) = eiη
2(t−t0)g(x). (7.72)

Óðàâíåíèå íà ôóíêöèþ g(x) èìååò âèä g′′ + 2g3 − η2g =
0, ÷òî ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Íüþòîíà â ñòàöèîíàðíîì
ïîòåíöèàëå è ïîýòîìó åãî ïîðÿäîê ìîæåò áûòü ïîíèæåí
â ñèëó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Óìíîæàÿ óðàâíåíèå äëÿ g
íà g′ è èíòåãðèðóÿ ïî x, ìû ïîëó÷àåì

g′ = −g
√
η2 − g2,

η�

g

dg

g
√
η2 − g2

= x− x0. (7.73)

Çäåñü x0 � êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ, çíàê ìèíóñ äëÿ
êîðíÿ âûáðàí äëÿ óáûâàíèÿ g ñ ðîñòîì |x|. Ïåðâîîá-
ðàçíàÿ â óðàâíåíèè (7.73) ñ ïîìîùüþ çàìåíû g = η/y
ïðèâîäèòñÿ ê òàáëè÷íîé è ìû ïðèõîäèì ê òðåõïàðàìåò-
ðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó ðåøåíèé:

ψ(t, x) = eiη
2(t−t0) η

cosh[η(x− x0)]
. (7.74)

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (7.14) èíâàðèàíòíî îò-
íîñèòåëüíî `ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàëèëåÿ'. À èìåííî, åñëè
ψ(t, x) � ðåøåíèå (7.14), òî è

ψ(t, x− 2βt)eiβx−iβ
2t (7.75)

áóäåò ðåøåíèåì ÍÓØ. Ïðèìåíÿÿ ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ê
(7.74), ìû ïîëó÷èì ñåìåéñòâî îäíîñîëèòîííûõ ðåøåíèé,
çàâèñÿùåå îò ÷åòûðåõ ïàðàìåòðîâ t0, x0, η, β. Ïðè x0 =
t0 = 0 ýòî ðåøåíèå èìååò âèä

ψ(t, x) =
η

cosh [η(x− 2βt)]
exp[i(η2 − β2)t+ iβx]. (7.76)

Â îäíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ÍÓØ ÿâëÿåòñÿ �èíòåãðè-
ðóåìûì�. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîìèìî ñòàíäàðòíûõ (Í¼-
òåðîâñêèõ) èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ, ÍÓØ âåäåò ê äîïîë-
íèòåëüíîìó áåñêîíå÷íîìó íàáîðó èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ.
Ïåðâûì ïðåäñòàâèòåëåì ýòîãî íàáîðà ÿâëÿåòñÿ

R =

�
dx

[
∂xψ

∗∂2xψ −
3

2
(ψ∗)2∂x(ψ2)

]
. (7.77)

Èíòåãðàë (7.77) óæå íå ñâÿçàí ñ ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííûìè èëè ôàçîâîé ñèììåòðèÿìè óðàâíåíèÿ, åãî
ñîõðàíåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì èíòåãðèðóåìîñòè îäíî-
ìåðíîãî ÍÓØ.

Çàäà÷à 7.4.6. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ Í¼òåðîâñêèõ èí-
òåãðàëîâ äâèæåíèÿ N , E, P â îäíîì èçìåðåíèè
äëÿ äâèæóùåãîñÿ ñîëèòîíà (7.76).

Çàäà÷à 7.4.7. Ïîêàçàòü, ÷òî âûðàæåíèå (7.77) ÿâëÿ-
åòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ ÍÓØ.

7.5 Ñïðàâî÷íûå ìàòåðèàëû ê ãëà-

âå

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ïðèâîäèì ñïðàâî÷íûå äàííûå,
íåîáõîäèìûå äëÿ ïîíèìàíèÿ èçëîæåííîãî â íàñòîÿùåé
ãëàâå ìàòåðèàëà è ðåøåíèÿ ïðèâåäåííûõ çàäà÷.

7.5.1 Í¼òåðîâñêèå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ

Ìíîãèå ýâîëþöèîííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
ïðèâîäÿò ê ñîõðàíåíèþ íåêîòîðûõ âåëè÷èí, êîòîðûå
íàçûâàþò èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ. Íàëè÷èå èíòåãðàëîâ
äâèæåíèÿ îáëåã÷àåò àíàëèç ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùåãî
óðàâíåíèÿ, è ïîòîìó èõ íàõîæäåíèå ÿâëÿåòñÿ âàæíîé
çàäà÷åé. Çäåñü ìû èçëîæèì ñïîñîá íàõîæäåíèÿ èíòå-
ãðàëîâ äâèæåíèÿ, ñâÿçàííûõ ñ íåïðåðûâíîé ñèììåòðè-
åé óðàâíåíèÿ, êîòîðûé áûë ðàçðàáîòàí Í¼òåð. Ïîýòîìó
ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ íàçûâàþòñÿ Í¼-
òåðîâñêèìè.
Í¼òåðîâñêèå èíòåãðàëû âîçíèêàþò â òîì ñëó÷àå, åñëè

èññëåäóåìîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì âàðèàöèîí-
íîãî ïðèíöèïà. À èìåííî, ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëü-
íîå óðàâíåíèå äëÿ ïîëÿ u, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ, êàê ýêñ-
òðåìóì ôóíêöèîíàëà

S =

�
dt drL(u, u̇,∇u). (7.78)

Îáû÷íî ýòîò ôóíêöèîíàë íàçûâàþò äåéñòâèåì. Óñëîâèå
ýêñòðåìóìà äåéñòâèÿ äàåò óðàâíåíèå

∂

∂t

∂L

∂(u̇)
+∇ ∂L

∂(∇u)
=
∂L

∂u
, (7.79)

êîòîðîìó ïîä÷èíÿåòñÿ ïîëå u.
Óðàâíåíèå (7.79) èëè äåéñòâèå (7.78) îäíîðîäíû â

ïðîñòðàíñòâå è âðåìåíè, òî åñòü èíâàðèàíòíû îòíîñè-
òåëüíî ñäâèãà íà÷àëà îòñ÷åòà âðåìåíè èëè ñäâèãà íà-
÷àëà êîîðäèíàò. Ïðè èíôèíèòåçèìàëüíîì ñäâèãå íà÷à-
ëà îòñ÷åòà âðåìåíè ïîëå u èçìåíÿåòñÿ, ýòî èçìåíåíèå
ðàâíî δu = τ∂tu, ãäå τ � âåëè÷èíà ñäâèãà. Ëåãêî ïðîâå-
ðèòü íåïîñðåäñòâåííî, ÷òî äåéñòâèå (7.78) íå ìåíÿåòñÿ
ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî τ
� íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè. Òîãäà âà-
ðèàöèÿ äåéñòâèÿ S ïðè ïðåîáðàçîâàíèè δu = τ∂tu óæå
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íå áóäåò ðàâíà íóëþ, åå ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì
âèäå

δS =

�
dt dr

[(
∂L

∂u̇
u̇− L

)
τ̇ +

∂L

∂∇u
u̇∇τ

]
, (7.80)

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì è ñîîò-
íîøåíèå

∂tL =
∂L

∂u
u̇+

∂L

∂u̇
ü+

∂L

∂∇u
∇̇u.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ïîëÿ u, êîòîðîå ïîä÷èíÿåòñÿ
óðàâíåíèþ äâèæåíèÿ (7.79), âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ (7.79)
ïðè ëþáîé âàðèàöèè ïîëÿ u, â òîì ÷èñëå è ïðè âàðèàöèè
δu = τ∂tu, äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ. Äðóãèìè ñëîâàìè,
äëÿ ïîëÿ u, êîòîðîå ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ äâèæåíèÿ
(7.79), ðàâíî íóëþ âûðàæåíèå (7.80). Ïîñêîëüêó ïîëå
τ â âûðàæåíèè (7.80) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé
âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâà, ìû ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

∂t

(
∂L

∂u̇
u̇− L

)
+∇

(
∂L

∂∇u
u̇

)
= 0, (7.81)

êîòîðîå èìååò âèä ëîêàëüíîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ.
Îáû÷íî çàêîí (7.81) íàçûâàþò çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ
ýíåðãèè, à ñîõðàíÿþùèéñÿ âñëåäñòâèå ýòîãî óðàâíåíèÿ
èíòåãðàë

E =

�
dr

(
∂L

∂u̇
u̇− L

)
, (7.82)

íàçûâàþò ýíåðãèåé. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè èìååò
âèä ∂tE = 0.
Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåð-

ãèè (7.81) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â âûðàæåíèè (7.80) äëÿ
âàðèàöèè äåéñòâèÿ ïðèñóòñòâóþò òîëüêî ïðîèçâîäíûå
(ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó) îò ïîëÿ τ , íî íå ñàìî τ . Â
ñâîþ î÷åðåäü, ýòî ñâîéñòâî ñëåäóåò èç èíâàðèàíòíîñòè
äåéñòâèÿ ïî îòíîøåíèþ ê ñäâèãó íà÷àëà îòñ÷åòà âðå-
ìåíè, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò τ = const. Ïîýòîìó ïðè
íå çàâèñÿùåì îò âðåìåíè è êîîðäèíàò ïîëå τ âàðèàöèÿ
äåéñòâèÿ îáÿçàíà îáðàùàòüñÿ â íîëü, ÷òî è îáúÿñíÿåò
îòñóòñòâèå ÷ëåíîâ ñ τ (áåç ïðîèçâîäíûõ) â âàðèàöèè
(7.80). Ïîíÿòíî, ÷òî òàêèì æå îáðàçîì áóäóò ïîëó÷àòü-
ñÿ çàêîíû ñîõðàíåíèÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè äåéñòâèå èíâà-
ðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëÿ u, êîòîðîå
õàðàêòåðèçóåòñÿ íåêîòîðûì íåïðåðûâíûì ïàðàìåòðîì
òèïà τ . Ïîýòîìó èíîãäà ãîâîðÿò, ÷òî Í¼òåðîâñêèå èí-
òåãðàëû äâèæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì íåïðåðûâíîé
ñèììåòðèè äåéñòâèÿ. Äèñêðåòíàÿ æå ñèììåòðèÿ (òèïà
èíâàðèàíòíîñòè äåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî èçìåíåíèÿ çíà-
êà ïîëÿ u) çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ íå äàåò.
Ðàññìîòðèì çàêîí ñîõðàíåíèÿ, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ

èç èíâàðèàíòíîñòè äåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî ñäâèãà íà-
÷àëà êîîðäèíàò. Ïðè èíôèíèòåçèìàëüíîì ñäâèãå íà÷à-
ëà êîîðäèíàò ïîëå u èçìåíÿåòñÿ, ýòî èçìåíåíèå ðàâíî
δu = ξ∇u, ãäå ξ � âåëè÷èíà ñäâèãà. Ñ÷èòàÿ òåïåðü, ÷òî
ξ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé âðåìåíè è ïðîñòðàí-
ñòâà, âû÷èñëÿÿ âàðèàöèþ äåéñòâèÿ (7.78) ïðè âàðèàöèè
δu = ξ∂xu è ïðèðàâíèâàÿ ðåçóëüòàò ê íóëþ (÷òî ñïðà-

âåäëèâî äëÿ ïîëÿ u, ïîä÷èíÿþùåìóñÿ óðàâíåíèþ äâè-
æåíèÿ), íàõîäèì

∂t

(
∂L

∂u̇

∂u

∂x

)
+∇

(
∂L

∂∇u
∂u

∂x

)
− ∂L

∂x
= 0. (7.83)

Àíàëîãè÷íûå óðàâíåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ îñòàëüíûõ
êîîðäèíàò. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê çàêîíó ñî-
õðàíåíèÿ âåëè÷èíû

P = −
�
dr

∂L

∂u̇
∇u, (7.84)

êîòîðóþ îáû÷íî íàçûâàþò èìïóëüñîì (momentum). Çà-
êîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà èìååò âèä ∂tP = 0.
×òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü âîçíèêíîâåíèå Í¼òåðîâ-

ñêèõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ, íå ñâÿçàííûõ ñ îäíîðîäíî-
ñòüþ â ïðîñòðàíñòâå è âðåìåíè, ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êî-
ãäà èíòåðåñóþùåå íàñ ïîëå ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì. Îáî-
çíà÷èì åãî ψ. Â ýòîì ñëó÷àå äåéñòâèå S ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå

S =

�
dt drL(ψ,ψ?, ψ̇, ψ̇?,∇ψ,∇ψ?). (7.85)

Ìû çàïèñàëè çàâèñèìîñòü L îò ψ è ñîïðÿæåííîãî åìó
ïîëÿ ψ? îòäåëüíî, ïîñêîëüêó â ñèëó òîãî, ÷òî ïîëå ψ
èìååò äâå êîìïîíåíòû (äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷à-
ñòè) óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íà ψ èëè ψ? ìîæíî ïîëó÷àòü
íåçàâèñèìûì âàðüèðîâàíèåì ïî ψ èëè ψ?.
Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî äåéñòâèå (7.85) èíâàðèàíò-

íî îòíîñèòåëüíî ñäâèãà ôàçû (÷òî ñïðàâåäëèâî, íàïðè-
ìåð, äëÿ ÍÓØ). Äëÿ èíôèíèòåçèìàëüíîãî ñäâèãà ýòî
ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä δψ = iαψ, δψ? = −iαψ?. Èí-
âàðèàíòíîñòü äåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî ýòîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî

∂L

∂ψ
ψ+

∂L

∂ψ̇
ψ̇+

∂L

∂∇ψ
∇ψ− ∂L

∂ψ?
ψ?− ∂L

∂ψ̇?
ψ̇?− ∂L

∂∇ψ?
∇ψ?=0.

Ñ÷èòàÿ òåïåðü, ÷òî α ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé
âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâà, âû÷èñëÿÿ âàðèàöèþ äåéñòâèÿ
(7.85) ïðè âàðèàöèè δψ = iαψ, δψ? = −iαψ? è ïðèðàâíè-
âàÿ ðåçóëüòàò ê íóëþ (ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèâåäåííîãî
âûøå âûðàæåíèÿ), íàõîäèì çàêîí ñîõðàíåíèÿ

i∂t

(
∂L

∂ψ̇
ψ − ∂L

∂ψ̇?
ψ?
)

+i∇
(
∂L

∂∇ψ
ψ − ∂L

∂∇ψ?
ψ?
)

= 0. (7.86)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê çàêîíó ñîõðàíåíèÿ âå-
ëè÷èíû

N =

�
dr i

(
∂L

∂ψ̇
ψ − ∂L

∂ψ̇?
ψ?
)
, (7.87)

êîòîðóþ íàçûâàþò ÷èñëîì ÷àñòèö èëè âîëíîâûì äåé-
ñòâèåì. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìååò âèä ∂tN = 0.
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Çàäà÷à 7.5.1. Íàéòè ñîõðàíÿþùèåñÿ âåëè÷èíû äëÿ
îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ ÊäÔ

∂tu+ g∂xu+ ∂x[(∂f/∂u)∂2xf ] = 0,

ãäå f , g � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè u. Óêàçàíèå: íàé-
äèòå äåéñòâèå, ýêñòðåìóìîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
äàííîå óðàâíåíèå.

Çàäà÷à 7.5.2. Íàéòè ñîõðàíÿþùèåñÿ âåëè÷èíû äëÿ
îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ ñèíóñ-Ãîðäîí

∂2t ϕ− ∂2t ϕ+ f(ϕ) = 0,

ãäå f � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäîì 2π, óäî-

âëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ
� 2π

0
dϕ f(ϕ) = 0. Óêàçàíèå:

íàéäèòå äåéñòâèå, ýêñòðåìóìîì êîòîðîãî ÿâëÿ-
åòñÿ äàííîå óðàâíåíèå.

Çàäà÷à 7.5.3. Íàéòè ìîìåíò èìïóëüñà ïîëÿ u, äèíà-
ìèêà êîòîðîãî äàåòñÿ äåéñòâèåì

S =

�
dt d3r

[
1

2
(∂tu)2 − 1

2
(∇u)2 − F (u)

]
,

ãäå F � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ u. Óêàçàíèå: äåé-
ñòâèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî èíôèíèòåçå-
ìàëüíîãî ïîâîðîòà íà óãîë θ, ïðè êîòîðîì ïî-
ëå u ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì δu =
−θiεiknrk∂nu, ãäå εikn � àáñîëþòíî àíòèñèììåò-
ðè÷íûé òåíçîð, à r � ðàäèóñ-âåêòîð.
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Ãëàâà 8

ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Ïîìèìî äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, â ôèçèêå
âñòðå÷àþòñÿ ñèòóàöèè, êîãäà ôóíêöèÿ çàäàåòñÿ èíòå-
ãðàëüíûì óðàâíåíèåì, òî åñòü óðàâíåíèåì, â êîòîðîì
èñêîìàÿ ôóíêöèÿ ñòîèò ïîä çíàêîì èíòåãðàëà. Â íà-
ñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì íåñêîëüêî òèïîâ èí-
òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, âñòðå÷àþùèõñÿ â ïðèëîæåíèÿõ,
ðåøåíèÿ êîòîðûõ ìîãóò áûòü íàéäåíû â ÿâíîì âèäå.

8.1 Óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà

Ìû óæå ñòàëêèâàëèñü ñ èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè,
ýòî óðàâíåíèÿ Âîëüòåððû, ñìîòðè ðàçäåë 1.3. Çäåñü ìû
ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà, êî-
òîðûå ÿâëÿþòñÿ øèðîêèì îáîáùåíèåì óðàâíåíèé Âîëü-
òåððû. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà îïðåäåëå-
íû äëÿ ôóíêöèè f(t), çàäàííîé íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå
(a, b), a < t < b. ×àñòíûìè ñëó÷àÿìè ÿâëÿåòñÿ âñÿ ïðÿ-
ìàÿ −∞ < t < +∞ èëè ïîëóïðÿìàÿ 0 < t < +∞.
Èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà

íàçûâàþò óðàâíåíèå

� b

a

dsK(t, s)f(s) = g(t), (8.1)

ãäå ÿäðî K(t, s) è ôóíêöèÿ g(t) ïðåäïîëàãàþòñÿ èçâåñò-
íûìè, à íàéòè òðåáóåòñÿ ôóíêöèþ f(t). Èíòåãðàëüíûì
óðàâíåíèåì Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà íàçûâàþò óðàâ-
íåíèå

f(t)− λ
� b

a

dsK(t, s)f(s) = g(t), (8.2)

ãäå λ � ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð. Êàê è äëÿ óðàâíåíèÿ
ïåðâîãî ðîäà, ÿäðî K(t, s) è ôóíêöèÿ g(t) ïðåäïîëàãà-
þòñÿ èçâåñòíûìè, à íàéòè òðåáóåòñÿ ôóíêöèþ f(t).
Óðàâíåíèå (8.2) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå f − λK̂f =

g, ãäå K̂ îáîçíà÷àåò ôèãóðèðóþùèé â ýòîì óðàâíåíèè
èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð. Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ðåøàòü
ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïðèáëèæåíèÿìè ïî λ, ÷òî äàåò

f = g + λK̂g + λ2K̂2g + . . . .

Íàéäåííîå ðåøåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

f = g + λR̂g, (8.3)

ãäå R̂ íàçûâàþò ðåçîëüâåíòîé óðàâíåíèÿ (8.2). Åå ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå ðÿäà

R̂ =

∞∑
n=1

λn−1K̂n. (8.4)

Êàê è K̂, îïåðàòîð R̂ ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì îïåðàòî-
ðîì íà èíòåðâàëå (a, b), ÿäðî êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â

âèäå ðÿäà

R(t, s) = K(t, s) + λ

� b

a

dp K(t, p)K(p, s)

+λ2
� b

a

dp

� b

a

dq K(t, p)K(p, q)K(q, s) + . . . (8.5)

Êàê ïðàâèëî, ýòîò ðÿä ïî λ èìååò êîíå÷íûé ðàäèóñ ñõî-
äèìîñòè. Ðàñïðîñòðàíèòü âûðàæåíèå äëÿ ðåçîëüâåíòû
íà ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå λ ìîæíî â ðåçóëüòàòå
àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ.

Çàäà÷à 8.1.1. Íàéòè ðåçîëüâåíòó äëÿ ÿäðà K(t, s) =
t/s, çàäàííîãî íà èíòåðâàëå (0, 1)

Çàäà÷à 8.1.2. Íàéòè ðåçîëüâåíòó äëÿ ÿäðà K(t, s) =
exp(t− 2s), çàäàííîãî íà èíòåðâàëå (0,∞)

Çàäà÷à 8.1.3. Íàéòè ðåçîëüâåíòó äëÿ ÿäðà K(t, s) =
ts, çàäàííîãî íà èíòåðâàëå (0, 1)

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðåçîëüâåíòû. Èç âûðà-
æåíèÿ (8.4) ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð R̂ êîììóòèðóåò ñ îïå-
ðàòîðîì K̂. Èç ýòîãî æå âûðàæåíèÿ ñëåäóåò óðàâíåíèå
R̂ = K̂ + λK̂R̂, êîòîðîå ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

R(t, p) = K(t, p) + λ

� b

a

ds K(t, s)R(s, p). (8.6)

Òàêèì îáðàçîì, ðåçîëüâåíòà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èñõîä-
íîãî óðàâíåíèÿ (8.2) ñ ôóíêöèåé g(t) = K(t, p) â ïðàâîé
÷àñòè. Ïóñòü y(t) � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà K̂:
K̂y = κy, ãäå κ � ñîáñòâåííîå ÷èñëî. Â ýòîì ñëó÷àå

R̂y =
κ

1− λκ
y.

Òàêèì îáðàçîì, y ÿâëÿåòñÿ òàêæå è ñîáñòâåííîé ôóíê-
öèåé ðåçîëüâåíòû.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé òàê íàçûâàåìîãî âûðîæäåííîãî

ÿäðà K(t, s), êîãäà îíî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êîíå÷íîé
ñóììû

K(t, s) =
∑
i

yi(t)xi(s), (8.7)

ãäå xi(t), yi(t) � íåêîòîðûå èçâåñòíûå ôóíêöèè. Â ýòîì
ñëó÷àå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà (8.2) ñâî-
äèòñÿ ê âèäó

f(t)− λ
∑
i

yi(t)

� b

a

ds xi(s)f(s) = g(t). (8.8)

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

f = g + λ
∑
i

Ciyi. (8.9)
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Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (8.9) â èñõîäíîå óðàâíåíèå (8.8),
íàõîäèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåí-
òîâ Ci: ∑

j

(δij − λMij)Cj = Φi, (8.10)

Φi =

� b

a

dt xi(t)g(t), Mij =

� b

a

dt xi(t)yj(t). (8.11)

Ðåøàÿ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé (8.10) è ïîä-
ñòàâëÿÿ ðåçóëüòàò â âûðàæåíèå (8.9), ìû íàõîäèì ðåøå-
íèå èñõîäíîé çàäà÷è.

Çàäà÷à 8.1.4. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà
âòîðîãî ðîäà (8.5) íà èíòåðâàëå (−∞,+∞) äëÿ
ñëó÷àÿ K = exp(−t2 − s2), g(t) = t2.

Çàäà÷à 8.1.5. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà
âòîðîãî ðîäà (8.5) íà èíòåðâàëå (−1,+1) äëÿ ñëó-
÷àÿ K = t2s2, g(t) = t2.

Çàäà÷à 8.1.6. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà
âòîðîãî ðîäà (8.5) íà èíòåðâàëå (0,+1) äëÿ ñëó÷àÿ
K = 1 + t2s2, g(t) = t2.

Çàäà÷à 8.1.7. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà
âòîðîãî ðîäà (8.5) íà èíòåðâàëå (0,+∞) äëÿ ñëó-
÷àÿ K = (1 + ts) exp(−2t− s), g(t) = exp(t/2).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà èíòåðâàë èíòåãðèðîâàíèÿ
â ñîîòíîøåíèÿõ (8.1,8.2) ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñþ ïðÿ-
ìóþ, îò −∞ äî +∞, à ÿäðî K(t, s) çàâèñèò òîëüêî îò
ðàçíîñòè t−s. Â ýòîì ñëó÷àå â óðàâíåíèÿõ (8.1,8.2) âîç-
íèêàåò ñâåðòêà:

� +∞

−∞
dsK(t− s)f(s) = g(t), (8.12)

f(t)− λ
� +∞

−∞
dsK(t− s)f(s) = g(t). (8.13)

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ýòè óðàâíåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê
àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèÿì

K̃f̃ = g̃, (8.14)

(1− λK̃)f̃ = g̃, (8.15)

ãäå f̃(ω) =
�

exp(iωt)f(t) è òàê äàëåå. Òàêèì îáðà-
çîì, äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (8.12,8.13) ñëåäóåò íàé-
òè Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèÿ K̃, g̃, íàéòè f̃ èç óðàâíå-
íèé (8.14,8.15), à çàòåì âûïîëíèòü îáðàòíîå Ôóðüå-
ïðåîáðàçîâàíèå, ÷òîáû íàéòè f(t).
Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ðåçîëüâåíòà òàêæå õàðàê-

òåðèçóåòñÿ ÿäðîì, êîòîðîå çàâèñèò òîëüêî îò ðàçíîñòè
t − s: R(t − s). Äåëàÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå óðàâíåíèÿ
(8.6), íàõîäèì

R̃ = K̃(1− λK̃). (8.16)

ßäðî R(t) ìîæíî íàéòè, åñëè ñäåëàòü îáðàòíîå Ôóðüå-
ïðåîáðàçîâàíèå îò (8.16).

Çàäà÷à 8.1.8. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà
ïåðâîãî ðîäà

� +∞

−∞
ds exp(−|t− s|)f(s) = g(t).

Çàäà÷à 8.1.9. Íàéòè ðåçîëüâåíòó óðàâíåíèÿ Ôðåä-
ãîëüìà âòîðîãî ðîäà

f(t)− λ
� +∞

−∞
ds exp(−|t− s|)f(s) = g(t).

Ïðÿìîå îáîáùåíèå èçëîæåííîé ïðîöåäóðû íà êîíå÷-
íûé èíòåðâàë âîçìîæíî, åñëè ôóíêöèÿ K(t−s) ÿâëÿåò-
ñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ñ ïåðèîäîì, ñîâïàäàþùèì
ñ äëèíîé èíòåðâàëà (a, b). Â ýòîì ñëó÷àå ðàçëîæåíèå â
èíòåãðàë Ôóðüå çàìåíÿåòñÿ íà ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôó-
ðüå. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a = −π,
b = π, ÷åãî âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ ñäâèãîì è ïåðåìàñ-
øòàáèðîâêîé ïåðåìåííîé. Ðàçëîæèì ôóíêöèè f, g,K â
ðÿä Ôóðüå

f(t) =

+∞∑
n=−∞

fn exp(−int).

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé f−n = f?n.
Òîãäà óðàâíåíèÿ (8.1,8.2) ñâåäóòñÿ ê

2πKnfn = gn, (8.17)

(1− 2πλKn)fn = gn. (8.18)

Ðåçîëüâåíòà óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé, äëÿ êîýôôèöèåíòîâ
ðàçëîæåíèÿ êîòîðîé â ðÿä Ôóðüå ñïðàâåäëèâî ñîîòíî-
øåíèå

Rn = Kn/(1− 2πλKn). (8.19)

Ïðè ðåøåíèè èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà
ïåðâîãî ðîäà ìîæíî ñòîëêíóòüñÿ ñ ïðîáëåìîé, ñâÿçàí-
íîé ñ íàëè÷èåì íóëåé ñðåäè íàáîðà Kn. Êàê ñëåäóåò
èç ñîîòíîøåíèÿ (8.17), ðåøåíèå ñóùåñòâóåò òîëüêî â
òîì ñëó÷àå, åñëè â êîýôôèöèåíòû gn ðàçëîæåíèÿ ôóíê-
öèè g ðàâíû íóëþ äëÿ òåõ n, äëÿ êîòîðûõ ðàâíû íóëþ
Kn. Àíàëîãè÷íàÿ ïðîáëåìà âîçíèêàåò äëÿ èíòåãðàëüíî-
ãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà ïðè çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðà λ, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ 2πλKn = 1,
ñìîòðè ñîîòíîøåíèå (8.17). Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî,
÷òî ïðè ýòîì çíà÷åíèè ñîîòâåòñòâóþùèé êîýôôèöèåíò
ðàçëîæåíèÿ ðåçîëüâåíòû â ðÿä Ôóðüå (8.19) èìååò ïî-
ëþñ.

Çàäà÷à 8.1.10. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà
ïåðâîãî ðîäà

� +π

−π
ds | sin[(t− s)/2]|f(s) = g(t).
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Çàäà÷à 8.1.11. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà
ïåðâîãî ðîäà

� +π

−π
ds ln | sin[(t− s)/2]|f(s) = g(t).

Çàäà÷à 8.1.12. Íàéòè ðåçîëüâåíòó óðàâíåíèÿ Ôðåä-
ãîëüìà âòîðîãî ðîäà

f(t)− λ
� +π

−π
ds | sin[(t− s)/2]|f(s) = g(t).

Çàäà÷à 8.1.13. Íàéòè ðåçîëüâåíòó óðàâíåíèÿ Ôðåä-
ãîëüìà âòîðîãî ðîäà

f(t)− λ
� +π

−π
ds ln | sin[(t− s)/2]|f(s) = g(t).

Ïðîèçâîëüíîå (íåâûðîæäåííîå) ÿäðî íà êîíå÷íîì èí-
òåðâàëå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå, àíàëîãè÷íîì (8.7), íî
ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ïåðåìåííûõ. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ
óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà ìû ïðèõîäèì ê ñè-
ñòåìå óðàâíåíèé (8.10) ñ áåñêîíå÷íîé ìàòðèöåéMij . Ðå-
øèòü òàêóþ çàäà÷ó â îáùåì âèäå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîç-
ìîæíûì.

8.1.1 Óðàâíåíèÿ ñ ñèììåòðè÷íûìè ÿä-

ðàìè

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð K̂
èìååò ñèììåòðè÷íîå ÿäðî: K(t, s) = K(s, t). Èññëåäóåì
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà f , êîòîðûå óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ K̂f = κf , òî åñòü

� b

a

ds K(t, s)f(s) = κf(t). (8.20)

Äëÿ íåâûðîæäåííûõ ÿäåð ÷èñëî ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé
áåñêîíå÷íî. Ýòî ìîæåò áûòü êàê äèñêðåòíûé íàáîð, òàê
è íåïðåðûâíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (åñëè èíòåðâàë èí-
òåãðèðîâàíèÿ áåñêîíå÷åí). Äàëåå ìû èìååì â âèäó ïåð-
âûé ñëó÷àé.
Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè fi, fj ñ ðàçíûìè ñîáñòâåííûìè

çíà÷åíèÿìè κi, κj óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâó îðòîãîíàëü-
íîñòè � b

a

ds fi(s)fj(s) = 0. (8.21)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (8.21) èñïîëüçóåì îïðåäåëåíèå
(8.20) è ñèììåòðèþ ÿäðà:

κi

� b

a

ds fi(s)fj(s) =

�
dt ds K(s, t)fi(t)fj(s)

= κj

� b

a

dt fi(t)fj(t).

Èç íàéäåííîãî ñîîòíîøåíèÿ è ñëåäóåò îðòîãîíàëüíîñòü
(8.21).
Ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f îïðåäåëÿåòñÿ (8.20) ñ òî÷íî-

ñòüþ äî ìíîæèòåëÿ. Ìû âûáèðàåì ìíîæèòåëü òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû ñîáñòâåííûå ôóíêöèè fi áûëè íîðìèðî-
âàíû íà åäèíèöó:

� b

a

ds f2j = 1. (8.22)

Â ñî÷åòàíèè ñî ñâîéñòâîì îðòîãîíàëüíîñòè (8.21) ìû
ïðèõîäèì ê óñëîâèþ îðòîíîðìèðîâàííîñòè

� b

a

ds fj(s)fk(s) = δjk. (8.23)

Îòñþäà ñëåäóåò óñëîâèå ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè fj . Äî-
êàæåì ýòî ñâîéñòâî îò îáðàòíîãî. Ïóñòü fj ëèíåéíî çà-
âèñèìû, òî åñòü ñóùåñòâóþò òàêèå êîýôôèöèåíòû cj ,
÷òî

∑
j cjfj = 0. Óìíîæàÿ ýòî ñîîòíîøåíèå íà fk è èí-

òåãðèðóÿ ïî èíòåðâàëó (a, b), íàõîäèì ñ èñïîëüçîâàíèåì
(8.23) ck = 0. Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå

∑
j cjfj = 0

âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè íóëåâûõ cj .
Äëÿ íåâûðîæäåííûõ ÿäåð ñèñòåìà ôóíêöèé fj ÿâëÿ-

åòñÿ ïîëíîé, òî åñòü ïî íåé ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà ïðî-
èçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ ϕ(t), çàäàííàÿ íà èíòåðâàëå (a, b):

ϕ(t) =
∑
j

qjfj(t), qj =

� b

a

dt fj(t)ϕ(t). (8.24)

Âòîðîå ðàâåíñòâî â ôîðìóëå (8.24) íåïîñðåäñòâåííî âû-
òåêàåò èç óñëîâèÿ îðòîíîðìèðîâàííîñòè (8.23). Àíàëî-
ãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïðåäñòàâèòü è ñàìî ÿäðîK(t, s):

K(t, s) =
∑
j

κjfj(t)fj(s). (8.25)

Ñîîòíîøåíèå (8.25) ïîëó÷àåòñÿ, åñëè âû÷èñëèòü êîýô-
ôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ K(t, s) ïî fj(t) ñ ïîìîùüþ ôîð-
ìóëû (8.24), èìåÿ â âèäó îïðåäåëåíèå (8.20).
Ñîîòíîøåíèå (8.25) ïîçâîëÿåò íàéòè àíàëîãè÷íîå

ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà K̂. Èñõîäèì
èç óðàâíåíèÿ (8.6). Ïîäñòàâëÿÿ â íåãî ðàçëîæåíèå (8.25)
è àíàëîãè÷íîå ðàçëîæåíèå äëÿ ðåçîëüâåíòû, íàõîäèì

R(t, s) =
∑
j

κj
1− λκj

fj(t)fj(s), (8.26)

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè îðòîíîðìèðîâàííîñòü (8.23). Ìû
âèäèì, ÷òî ðåçîëüâåíòà, êàê ôóíêöèÿ λ, èìååò ïîëþñû
ïðè çíà÷åíèÿõ λ = κ−1j . Âû÷åòû â ýòèõ ïîëþñàõ îïðå-

äåëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè îïåðàòîðà K̂ ñ ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèåì κj .
Òðèâèàëüíûì ïðèìåðîì ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé

ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ÿäðîK çàâèñèò òîëüêî îò ðàçíî-
ñòè ïåðåìåííûõ è ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ñ
ïåðèîäîì b−a. Â ýòîì ñëó÷àå ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè
ÿäðà ÿâëÿþòñÿ êîñèíóñû è ñèíóñû ñ òåì æå ïåðèîäîì,
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à àíàëîãîì ïðåäñòàâëåíèÿ (8.25) ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèå
ñèììåòðè÷íîãî ÿäðà K â ðÿä Ôóðüå

K(t− s) =

+∞∑
0

kn [cos(ωnt) cos(ωns) + sin(ωnt) sin(ωns)] ,

ωn = 2πn/|b− a|. Ñëåäóåò òîëüêî èìåòü â âèäó, ÷òî ñîá-
ñòâåííûå ôóíêöèè exp[−2πnit/(b−a)] íå ÿâëÿþòñÿ íîð-
ìèðîâàííûìè, ïîýòîìó κn = (b− a)kn/2, κ0 = (b− a)k0.
Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäàííîå íà èíòåðâàëå (−1, 1)

ñèììåòðè÷íîå ÿäðî

K(t, s) =
1

4

(
ln

1 + t

1− t
+ ln

1− s
1 + s

)
, t > s,

K(t, s) =
1

4

(
ln

1− t
1 + t

+ ln
1 + s

1− s

)
, t < s, (8.27)

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ Ãðèíîâñêîé ôóíêöèåé îïåðàòîðà
∂t(1− t2)∂t:

∂t
[
(1− t2)∂tK(t, s)

]
= δ(t− s). (8.28)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà K̂
ïðèìåíÿåì ê óðàâíåíèþ (8.20) îïåðàòîð ∂t(1− t2)∂t, ÷òî
äàåò

κ∂t[(1− t2)∂tf ] = f. (8.29)

Ðåøåíèÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðûå îñòàåòñÿ êîíå÷-
íûì íà èíòåðâàëå (−1, 1) ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìû Ëåæàíä-
ðà, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

∂t[(1− t2)∂tPn] = −n(n+ 1)Pn,

ãäå n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Òàêèì îáðàçîì, íàáîð ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé èìååò âèä κn = −[n(n + 1)]−1, ñîá-
ñòâåííûìè ôóíêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìû Ëåæàíäðà
Pn(t). Óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè (8.21) äàþò õîðîøî èç-
âåñòíûå óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè äëÿ ïîëèíîìîâ Ëå-
æàíäðà. Îòäåëüíî íàäî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé îäíîðîä-
íîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé ìîäîé îïåðà-
òîðà ∂t(1− t2)∂t. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

� +1

−1
dt K(t, s) = ln 2.

Òàêèì îáðàçîì, îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñîá-
ñòâåííîé ôóíêöèåé îïåðàòîðà K̂ ñ ñîáñòâåííûì çíà÷å-
íèåì ln 2. Òàêèì îáðàçîì, ðàçëîæåíèå (8.25) äëÿ ôóíê-
öèè (8.27) èìååò âèä

K(t, s) =
ln 2

2
−
∞∑
n=1

2n+ 1

2n(n+ 1)
Pn(t)Pn(s). (8.30)

Ìû èñïîëüçîâàëè çäåñü èçâåñòíîå ñîîòíîøåíèå
� +1

−1
dt [Pn(t)]2 =

2

2n+ 1
,

÷òîáû îòíîðìèðîâàòü ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà
K̂.

Çàäà÷à 8.1.14. Íàéòè ðåçîëüâåíòó èíòåãðàëüíîãî
îïåðàòîðà ñ ÿäðîì (8.27).

Èçëîæåííóþ ñõåìó ëåãêî îáîáùèòü äëÿ ÿäåð âèäà
K(t, s) = µ(s)L(t, s), ãäå ÿäðî L(t, s) ÿâëÿåòñÿ ñèììåò-
ðè÷íûì, à µ(s) � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ.
Ââåäåì íîâûå ôóíêöèè ϕ =

√
µf . Òîãäà çàäà÷à (8.20)

íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïåðåïèøåòñÿ â âèäå
� b

a

ds
√
µ(s)

√
µ(t)L(t, s)ϕ(s) = κϕ(t). (8.31)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèøëè ê çàäà÷å (8.20) íà ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ ñ ñèììåòðè÷íûì ÿäðîì, ê êîòîðîé ïðèìå-
íèìû âñå ïðèâåäåííûå âûøå ñîîáðàæåíèÿ. ×òîáû íàéòè
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè f(t), ìîæíî èñõîäèòü íåïîñðåä-
ñòâåííî èç óðàâíåíèÿ (8.20).

8.2 Íåêîòîðûå íåëèíåéíûå èíòå-

ãðàëüíûå óðàâíåíèÿ

Îáùèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé íå ñóùåñòâóåò. Åñëè ðåøåíèå òàêîãî óðàâ-
íåíèÿ óäàåòñÿ íàéòè, òî ýòî âñåãäà ñâÿçàíî ñ êîíêðåò-
íûìè îñîáåííîñòÿìè óðàâíåíèé. Çäåñü ìû ðàññìîòðèì
íåñêîëüêî òèïîâ íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé,
êîòîðûå äîïóñêàþò ðåøåíèÿ.
Îäíèì èç òàêèõ òèïîâ ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ ñîäåðæà-

ùèå ñâåðòêó. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èëè Ëàïëà-
ñà ñâåðòêà ïðåîáðàçóåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå. Ýòî ïîçâîëÿ-
åò ðåøèòü íåêîòîðûé êëàññ íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé. Íèæå ïðèâåäåí ðÿä òèïîâ òàêèõ óðàâíåíèé.
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå òèïà ñâåðòêè íà âñåé ïðÿìîé

� +∞

−∞
ds f(s)f(t− s) = g(t). (8.32)

Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ðåøèòü, åñëè ïðîèçâåñòè Ôóðüå-
ïðåîáðàçîâàíèå îáåèõ ÷àñòåé. Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì

[f̃(ω)]2 = g̃(ω). (8.33)

Èçâëåêàÿ êîðåíü êâàäðàòíûé, íàõîäèì äâà ðåøåíèÿ äëÿ
f̃(ω), îòëè÷àþùèåñÿ çíàêîì. ×òîáû íàéòè f(t), ñëåäóåò
íàéòè îáðàòíîå Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå.

Çàäà÷à 8.2.1. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8.32) ñ
g(t) = exp(−t2)

Èíîãäà òåì æå ñïîñîáîì óäàåòñÿ ðåøèòü îáîáùåíèå
óðàâíåíèÿ (8.32)

� +∞

−∞
ds L(s)f(s)f(t− s) = g(t), (8.34)

ãäå L(s) � ïîëèíîì. Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëå ïåðåõîäà ê
Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèþ íàõîäèì

f̃(ω)L(−i∂ω)f̃(ω) = g̃(ω). (8.35)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê äèôôåðåíöèàëüíîìó
óðàâíåíèþ, êîòîðîå â ðÿäå ñëó÷àåâ óäàåòñÿ ðåøèòü.
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Çàäà÷à 8.2.2. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

� +∞

−∞
ds (1 + s2)f(s)f(t− s) = 1.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå òèïà ñâåðòêè íà ïîëóïðÿìîé

� t

0

ds f(s)f(t− s) = g(t). (8.36)

Ïðîèçâîäèì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ýòîãî óðàâíåíèÿ,
÷òî äàåò

[f̃(p)]2 = g̃(p). (8.37)

Èçâëåêàÿ êîðåíü êâàäðàòíûé, íàõîäèì äâà ðåøåíèÿ äëÿ
f̃(p), îòëè÷àþùèåñÿ çíàêîì. ×òîáû íàéòè f(t), ñëåäóåò
íàéòè îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà.

Çàäà÷à 8.2.3. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8.36) c
g(t) = sin t.

Èíîãäà òåì æå ñïîñîáîì óäàåòñÿ ðåøèòü îáîáùåíèå
óðàâíåíèÿ (8.36)

� t

0

ds L(s)f(s)f(t− s) = g(t), (8.38)

ãäå L(s) � ïîëèíîì. Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëå ïåðåõîäà ê
ïðåäñòàâëåíèþ Ëàïëàñà íàõîäèì

f̃(p)L(−∂p)f̃(p) = g̃(p). (8.39)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê äèôôåðåíöèàëüíîìó
óðàâíåíèþ, êîòîðîå â ðÿäå ñëó÷àåâ óäàåòñÿ ðåøèòü.

Çàäà÷à 8.2.4. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

� t

0

ds sf(s)f(t− s) = t.

Äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé óðàâíåíèÿ òèïà ñâåðòêè
ìîãóò áûòü â ðÿäå ñëó÷àåâ ðåøåíû ïåðåõîäîì ê ðÿäó
Ôóðüå. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

� +π

−π
ds f(s)f(t− s) = g(t), (8.40)

ãäå g(t) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäîì 2π. Ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ (8.40) òàêæå ñëåäóåò èñêàòü â êëàññå ïå-
ðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ðàñêëàäûâàÿ ôóíêöèè f(t), g(t)
â ðÿä Ôóðüå, íàõîäèì àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå

2π[fn]2 = gn, (8.41)

êîòîðîå èìååò äâà êîðíÿ, îòëè÷àþùèåñÿ çíàêîì. ×òîáû
íàéòè f(t), ñëåäóåò ïðîñóììèðîâàòü ðÿä Ôóðüå ñ fn.

Çàäà÷à 8.2.5. Íàéòè äåéñòâèòåëüíîå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (8.40) c ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé g(t), êîòî-
ðàÿ íà èíòåðâàëå −π < t < π îïðåäåëåíà ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì g(t) = π/2− |t|.

Ñëåäóþùèì òèïîì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå
äîïóñêàþò ðåøåíèÿ, ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ ñ âûðîæäåí-
íûì ÿäðîì (8.7). Òîãäà ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü
ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíà íåïîñðåäñòâåííî èç
âèäà óðàâíåíèÿ.
Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå òàêîå óðàâíåíèå èìååò âèä

f(t) =

� b

a

ds µ(t)η(s)fn(s) + g(t). (8.42)

Íåïîñðåäñòâåííî èç âèäà óðàâíåíèÿ (8.42) ñëåäóåò, ÷òî
f = Cµ(t) + g(t), ãäå C � êîíñòàíòà, êîòîðàÿ ïîäëå-
æèò îïðåäåëåíèþ. Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå ïðåäñòàâëå-
íèå â óðàâíåíèå (8.42), íàõîäèì óðàâíåíèå íà C:

C =

� b

a

ds η(s)[Cµ(s) + g(s)]n, (8.43)

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ óæå àëãåáðàè÷åñêèì.

Çàäà÷à 8.2.6. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

f(t) =

� 1

0

ds stf2(s) +
3

4
t,

ãäå ôóíêöèÿ çàäàíà íà èíòåðâàëå (0, 1).

Çàäà÷à 8.2.7. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

f(t) = − 4

3π

� +π

−π
ds cos(t− s)f3(s) + 2 cos t,

íà êëàññå ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Îòìåòèì òàêæå óðàâíåíèå

f(t) =

� t

0

ds µ(t)η(s)fn(s) + g(t), (8.44)

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì îáîáùåíèåì óðàâíåíèÿ
Âîëüòåððû. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà â ýòîì ñëó÷àå íå
î÷åíü ïîëåçíî, ïîñêîëüêó ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà îò
fn(s) íå èìååò ïðîñòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Òåì íå ìåíåå,
óðàâíåíèå (8.44) èíîãäà ìîæåò áûòü ðåøåíî. Ïîäñòàíîâ-
êîé f(t) = µ(t)ϕ(t) îíî ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

ϕ(t) =

� t

0

ds η(s)ϕn(s)µn(s) + g(t)µ−1(t).

Ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî t ýòî èíòåãðàëüíîå óðàâ-
íåíèå ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ äèôôåðåíöèàëüíîìó

∂tϕ(t) = η(t)ϕn(t)µn(t) + ∂t[g(t)µ−1(t)],

êîòîðîå â ðÿäå ñëó÷àåâ óäàåòñÿ ðåøèòü.

Çàäà÷à 8.2.8. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

f(t) =

� t

0

ds f2(s)
cos2 s

cos t
+

1

cos t
.
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8.3 Ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëüíûå

óðàâíåíèÿ

Ñèíãóëÿðíûìè èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè íàçûâàþò
óðàâíåíèÿ, â êîòîðûõ ôèãóðèðóþò èíòåãðàëû â ñìûñëå
ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ (ñìîòðè ðàçäåë 8.4.1). Â íàñòîÿùåì
ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ñïîñîáû ðåøåíèÿ äâóõ ïðîñòåé-
øèõ òèïîâ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.
Ïåðâûé òèï óðàâíåíèé, êîòîðûé ìû ïðîàíàëèçèðóåì,

èìååò âèä

λϕ(x) +

 +∞

−∞

dy ϕ(y)

y − x
= f(x), (8.45)

ãäå ïåðå÷åðêíóòûé èíòåãðàë îçíà÷àåò èíòåãðàë â ñìûñ-
ëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ (ñìîòðè ðàçäåë 8.4.1), à λ � ïðî-
èçâîëüíûé ïàðàìåòð. Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ ϕ(x),
åñëè èçâåñòíà ôóíêöèÿ f(x). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíê-
öèè ϕ(x) è f(x) çàäàíû íà âñåé îñè è äîñòàòî÷íî áûñòðî
ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè x→ ±∞.
×òîáû íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8.45), ïåðåïèøåì

åãî, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (8.57):

(λ+ iπ)ϕ(x) +

+∞�

−∞

dy ϕ(y)

y − x+ iε
= f(x), (8.46)

ãäå ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïðåäåë ε → +0. Óìíîæèì îáå ÷à-
ñòè ñîîòíîøåíèÿ (8.46) íà (x− x0 + iε)−1 è ïðîèíòåãðè-
ðóåì ïî x ïî âåùåñòâåííîé îñè. Â äâîéíîì èíòåãðàëå,
êîòîðûé ïðè ýòîì âîçíèêíåò, ìåíÿåì ïîðÿäîê èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ïî x è y è èñïîëüçóåì ðàâåíñòâî:

+∞�

−∞

dx

(y − x+ iε)(x− x0 + iε)
= − 2πi

y − x0 + iε
. (8.47)

Ñîîòíîøåíèå (8.47) ìîæíî ïîëó÷èòü, íàïðèìåð, çà-
ìêíóâ êîíòóð â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè è ñâåäÿ åãî çàòåì
ê âû÷åòó â òî÷êå x = y+ iε. Îòìåòèì, ÷òî ìû çàìåíèëè
â âûðàæåíèè (8.47) 2iε íà iε, ÷òî âîçìîæíî â ïðåäåëå
ε→ +0.
Â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (8.46) ìû ñ

èñïîëüçîâàíèåì (8.47) ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

(λ− iπ)

+∞�

−∞

dy ϕ(y)

y − x+ iε
=

+∞�

−∞

dy f(y)

y − x+ iε

Âûðàæàÿ ñ åãî ïîìîùüþ èíòåãðàë â ñîîòíîøåíèè (8.46),
ïîëó÷èì îòâåò:

ϕ(x) = − 1

λ2 + π2

 +∞

−∞

dy f(y)

y − x
+

λf(x)

λ2 + π2
. (8.48)

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, âñå ôàêòîðû â ýòîì âûðàæå-
íèè âåùåñòâåííû.

Âîçâðàùàÿñü ê ïðåäñòàâëåíèþ ñ ε, ìû ìîæåì ïåðåïè-
ñàòü âûðàæåíèå (8.48) â äâóõ ýêâèâàëåíòíûõ âèäàõ

ϕ(x) = − 1

λ2 + π2

+∞�

−∞

dy f(y)

y − x+ iε
+

f(x)

λ+ iπ

= − 1

λ2 + π2

+∞�

−∞

dy f(y)

y − x− iε
+

f(x)

λ− iπ
, (8.49)

ãäå ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïðåäåë ε → +0. Èìåííî ñîîòíî-
øåíèÿ (8.49) íàèáîëåå óäîáíû äëÿ ðåàëüíûõ âû÷èñëå-
íèé, ïîñêîëüêó èíòåãðàëû â íèõ àíàëèòè÷íû â âåðõíåé
è íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè ïî y, ñîîòâåòñòâåííî.

Çàäà÷à 8.3.1. Íàéòè ôóíêöèþ ϕ(x), êîòîðàÿ ÿâëÿåò-
ñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ +∞

−∞

dy ϕ(y)

y − x
=

cosx

1 + x2
.

Çàäà÷à 8.3.2. Íàéòè ôóíêöèþ ϕ(x), êîòîðàÿ ÿâëÿåò-
ñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

λϕ(x) +

 +∞

−∞

dy ϕ(y)

y − x
=

1

1 + x2
.

Âòîðîé òèï ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé,
êîòîðûé ìû èçó÷èì, ñîäåðæèò èíòåãðèðîâàíèå ïî êî-
íå÷íîìó èíòåðâàëó (a, b), íà êîòîðîì è çàäàíû âñå ôóíê-
öèè. Î÷åâèäíî, ÷òî ñäâèãîì è ïåðåìàñøòàáèðîâàíèåì
àðãóìåíòà ïðîèçâîëüíûé èíòåðâàë (a, b) ìîæåò áûòü
ïðåâðàùåí â èíòåðâàë (−1, 1). Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì
ìû ðàññìàòðèâàåì èìåííî ýòîò ïîñëåäíèé. Îáùàÿ ñõå-
ìà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå òà æå,
÷òî è íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå, îäíàêî ðàññìàòðèâàå-
ìûé ñëó÷àé òðåáóåò áîëåå èçîùðåííûõ ìàíèïóëÿöèé.
Ïðîàíàëèçèðóåì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

 +1

−1

dy ϕ(y)

y − x
= f(x). (8.50)

Çäåñü òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ ϕ, åñëè äàíà ôóíêöèÿ
f . Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (8.50), èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå
(8.57):

iπϕ(x) +

+1�

−1

dy ϕ(y)

y − x+ iε
= f(x), (8.51)

ãäå ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïðåäåë ε → +0. Óìíîæèì óðàâíå-
íèå (8.51) íà [(x− x0 + iε)

√
1− x2]−1 è ïðîèíòåãðèðóåì

ïî x îò −1 äî +1.
Äàëåå ìû âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì

+1�

−1

dx

(y − x+ iε)(x− x0 + iε)
√

1− x2

= − πi

y − x0 + iε

(
1√

1− x20
+

1√
1− y2

)
. (8.52)



101 8. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ

1-1

•

•

Ðèñ. 8.1: Êîíòóð, ê êîòîðîìó ñâîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèå
â çàäà÷àõ ñ êîíå÷íûì èíòåðâàëîì. Æèðíûå òî÷êè ïî-
êàçûâàþò ïîëîæåíèÿ ïîëþñîâ.

×òîáû ïîëó÷èòü ýòî ñîîòíîøåíèå, ñëåäóåò ïåðåïèñàòü
èíòåãðàë (8.52), êàê ïîëîâèíó èíòåãðàëà, èäóùåãî ïî
áåðåãàì ðàçðåçà (−1, 1) ôóíêöèè

√
1− x2, òî åñòü, ïî

çàìêíóòîìó êîíòóðó, ñìîòðè ðèñóíîê 8.1. Ðàçâîðà÷èâàÿ
ýòîò êîíòóð, ìû ñâîäèì èíòåãðàë ê âû÷åòàì â ïîëþñàõ
x = y + iε è x = x0 − iε. Ïîëþñ x = y + iε ëåæèò ââåðõó
ðàçðåçà, òàì êîðåíü ïîëîæèòåëüíûé, ïîëþñ æå x = x0−
iε ëåæèò ñíèçó ðàçðåçà è òàì êîðåíü îòðèöàòåëüíûé.
Âû÷åòû â ïîëþñàõ è äàþò ïðàâóþ ÷àñòü (8.52).
Ìåíÿÿ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ â óðàâíåíèè (8.51),

óìíîæåííîì íà [(x−x0 + iε)
√

1− x2]−1 è ïðîèíòåãðèðî-
âàííîìó ïî x, íàõîäèì ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (8.52):

−iπ√
1− x2

+1�

−1

dy ϕ(y)

y − x+ iε
=

+1�

−1

dy f(y)

(y − x+ iε)
√

1− y2
.

Ñíîâà èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèå (8.57), à òàêæå èñõîäíîå
óðàâíåíèå (8.50). Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì ðåøåíèå

ϕ(x) = −
√

1− x2
π2

 +1

−1

dy f(y)

(y − x)
√

1− y2
. (8.53)

Âûðàæåíèå (8.53) äàåò ðåøåíèå çàäà÷è (8.50). Äëÿ ïðàê-
òè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé èíòåãðàë â (8.53) óäîáíî ïåðåïè-
ñàòü â âèäå
 +1

−1

dy f(y)

(y − x)
√

1− y2
=

1

4

�
dy f(y)

(y − x+ iε)
√

1− y2

+
1

4

�
dy f(y)

(y − x− iε)
√

1− y2
, (8.54)

ãäå çàìêíóòûé èíòåãðàë èäåò âäîëü áåðåãîâ ðàçðåçà
ôóíêöèè

√
1− y2, ñìîòðè ðèñóíîê 8.1.

Ïðèâåäåííûå âûøå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðåäïîëàãàëè ñó-
ùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (8.50). Îäíàêî ýòî
óñëîâèå íàêëàäûâàåò íå âïîëíå òðèâèàëüíîå îãðàíè÷å-
íèå íà ôóíêöèþ f(x). Äåéñòâèòåëüíî, óìíîæèì îáå ÷à-
ñòè (8.50) íà (1 − x2)−1/2 è ïðîèíòåãðèðóåì ïî dx ïî

èíòåðâàëó (−1, 1), ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ϕ(x) íå èìååò îñî-
áåííîñòåé íå òîëüêî âíóòðè, íî è íà êðàÿõ èíòåðâàëà
(â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èíòåãðàëû ìîãóò íå ñóùåñòâîâàòü
èëè áûòü íåïåðåñòàíîâî÷íû). Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâà-
íèå (8.54), íàõîäèì

 +1

−1

dy

(y − x)
√

1− y2
= 0. (8.55)

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè f = 1 èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè
(8.54) ñâîäèòñÿ ê ñóììå âû÷åòîâ â òî÷êàõ y = x ± iε,
êîòîðûå â ñóììå äàþò íîëü. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå
çàäà÷è (8.50) ñóùåñòâóåò òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè óñëî-
âèÿ `îðòîãîíàëüíîñòè':

+1�

−1

dy f(y)√
1− y2

= 0. (8.56)

Çàäà÷à 8.3.3. Íàéòè ôóíêöèþ ϕ(x), êîòîðàÿ ÿâëÿåò-
ñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

 1

−1

dy ϕ(y)

y − x
= x, −1 ≤ x ≤ 1.

Çàäà÷à 8.3.4. Íàéòè ôóíêöèþ ϕ(x), êîòîðàÿ ÿâëÿåò-
ñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

 1

−1

dy ϕ(y)

y − x
=

x

1 + x2
, −1 ≤ x ≤ 1.

Ïðèâåäåííûå âûøå àðãóìåíòû îòíîñèëèñü ê ñëó÷àþ,
êîãäà ôóíêöèÿ ϕ íå èìååò îñîáåííîñòåé íà èíòåðâàëå
(−1,+1). Åñëè æå äîïóñòèòü ñóùåñòâîâàíèå îñîáåííî-
ñòåé ôóíêöèè ϕ, òî ðåøåíèå çàäà÷è (8.50) ìîæíî íàéòè
è â òîì ñëó÷àå, êîãäà óñëîâèå (8.56) íå âûïîëíåíî. Òî-
ãäà ðåøåíèå èìååò (êîðíåâóþ) îñîáåííîñòü íà îäíîì èç
êðàåâ èíòåðâàëà. Òàêîå ðåøåíèå ìîæíî íàéòè, åñëè âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ìîäèôèêàöèåé èçëàãàåìîãî ìåòîäà.

8.4 Ñïðàâî÷íûå ìàòåðèàëû ê ãëà-

âå

8.4.1 Ôîðìóëà Ñîõîöêîãî-Ïëåìåëÿ

Ôîðìóëà Ñîõîöêîãî-Ïëåìåëÿ èìååò âèä

lim
ε→+0

b�

a

dx f(x)

x− x0 + iε
=

 b

a

dx f(x)

x− x0
− iπf(x0), (8.57)

ãäå x0 ∈ (a, b), à ôóíêöèÿ f(x) ïðåäïîëàãàåòñÿ àíàëè-
òè÷íîé âáëèçè òî÷êè x = x0. Çäåñü ïåðå÷åðêíóòûé èí-
òåãðàë îçíà÷àåò èíòåãðàë â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ,
êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïðè δ → +0 ñóììû

x0−δ�

a

dx f(x)

x− x0
+

b�

x0+δ

dx f(x)

x− x0
→

 b

a

dx f(x)

x− x0
. (8.58)
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Åñëè ôóíêöèÿ f(x) àíàëèòè÷íà âáëèçè òî÷êè x = x0, òî
ïðåäåë (8.58) ñóùåñòâóåò.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîîòíîøåíèÿ (8.57) ìîæíî äå-

ôîðìèðîâàòü êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ïî x, ïðåâðàòèâ
èíòåðâàë ïî ìàëîìó èíòåðâàëó (−δ,+δ) â ïîëóîêðóæ-
íîñòü, èäóùóþ ïî âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Ïîñëå ýòîãî
ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó ε → 0. Ïðè ñòðåìëåíèè δ ê
íóëþ èíòåãðàëû ïî ïðÿìûì ó÷àñòêàì äàäóò èíòåãðàë
â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ (8.58), à èíòåãðàë ïî ïîëó-
îêðóæíîñòè äàñò äîïîëíèòåëüíûé âêëàä â ïðàâîé ÷àñòè
ñîîòíîøåíèÿ (8.57). Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî çàïèñàòü
òàêæå â `äèôôåðåíöèàëüíîì' âèäå

lim
ε→+0

1

x− x0 + iε
= P 1

x− x0
− iπδ(x− x0), (8.59)

ãäå ñèìâîë P îáîçíà÷àåò `â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ'.
Îòìåòèì, ÷òî ìíèìàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (8.59) ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíà èç ôîðìóëû

lim
ε→+0

Im
1

x+ iε
= lim
ε→+0

− ε

x2 + ε2
= −πδ(x),

êîòîðàÿ îáñóæäàåòñÿ â ðàçäåëå (1.5.2).

8.4.2 Ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà

Ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà îïðåäåëÿåòñÿ, êàê ñëåäóþ-
ùèé èíòåãðàë

Ĥf(x) =
1

π

 +∞

−∞

dy

y − x
f(y). (8.60)

Ïðåîáðàçîâàíèå (8.60) ìîæíî çàïèñàòü, êàê ïðåäåë

Ĥf(x) = lim
ε→0

� +∞

−∞

dy

π
f(y)

y − x
(y − x)2 + ε2

= lim
ε→+0

� +∞

−∞

dy

2π
f(y)

(
1

y − x+ iε
+

1

y − x− iε

)
. (8.61)

Âòîðîå âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëü-
áåðòà, êàê ñóììó èíòåãðàëîâ ïî êîíòóðàì, îáõîäÿùèì
ïîëþñ y = x ñíèçó è ñâåðõó. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ïîçâî-
ëÿåò çàòåì äåôîðìèðîâàòü êîíòóðû èíòåãðèðîâàíèÿ è
èñïîëüçîâàòü àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà ôóíêöèè f(x).

Çàäà÷à 8.4.1. Íàéòè ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà
ôóíêöèè f(x) = (1 + x2)−1.

Ïðåäñòàâëåíèå (8.61) ïîçâîëÿåò äîêàçàòü âàæíîå
ñâîéñòâî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãèëüáåðòà: Ĥ2 = −1. Äëÿ ýòî-
ãî íàäî çàïèñàòü Ĥ2 â âèäå äâîéíîãî èíòåãðàëà,

Ĥ2f(x) = lim
ε→+0

�
dz

2π

�
dy

2π

(
1

z − x+ iε
+

1

z − x− iε

)
(

1

y − z + iε
+

1

y − z − iε

)
f(y),

è âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
�

dz

2π

1

(z − x+ iε)(y − z + iε)
= − i

y − x+ 2iε
,

�
dz

2π

1

(z − x+ iε)(y − z − iε)
= 0,

�
dz

2π

1

(z − x− iε)(y − z + iε)
= 0,

�
dz

2π

1

(z − x− iε)(y − z − iε)
=

i

y − x− 2iε
.

êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ñâåäåíèåì ïðèâåäåííûõ èíòåãðà-
ëîâ ê âû÷åòàì. Ïîñëå ýòîãî èñïîëüçîâàíèå ôîðìóëû
Ñîõîöêîãî-Ïëåìåëÿ (8.59) è ïðèâîäèò ê Ĥ2 = −1.

Çàäà÷à 8.4.2. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëü-
áåðòà, ïðèìåíåííîå ê ðåçóëüòàòó, íàéäåííîìó â
çàäà÷å 8.4.1, äàåò −f(x).

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà (8.61) ìîæ-
íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ôóíêöèé ϕ1(x), ϕ2(x)
ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

Ĥ(ϕ1Ĥϕ2 + ϕ2Ĥϕ1) = Ĥϕ1Ĥϕ2 − ϕ1ϕ2. (8.62)

Ñïðàâåäëèâî òàêæå ñîîòíîøåíèå

� +∞

−∞
dx ϕ1ϕ2 =

� +∞

−∞
dx Ĥϕ1Ĥϕ2. (8.63)

Ñîîòíîøåíèÿ (8.62,8.63) âåñüìà ïîëåçíû ïðè îáðàùåíèè
ñ çàäà÷àìè, ãäå ôèãóðèðóåò ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà.

Çàäà÷à 8.4.3. Äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå (8.62).

Çàäà÷à 8.4.4. Äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå (8.63).



103 9. Òåîðèÿ ãðóïï

Ãëàâà 9

ÒÅÎÐÈß ÃÐÓÏÏ

Ñèììåòðèÿ èãðàåò ÷ðåçâû÷àéíî âàæíóþ ðîëü â ñîâðå-
ìåííîé ôèçèêå. Ôàêòè÷åñêè, èìåííî íà ñèììåòðèéíîì
ÿçûêå ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå ôèçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ.
Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ïðèâîäèì îñíîâíûå ïîëîæå-
íèÿ òåîðèè ãðóïï, êàê äèñêðåòíûõ, òàê è íåïðåðûâíûõ
(ãðóïï Ëè), à òàêæå èõ ïðèëîæåíèÿ. Ýòè ñâåäåíèÿ ïîç-
âîëÿþò îñîçíàòü îñíîâíûå ñâÿçè, êîòîðûå íàêëàäûâàþò
íà ôèçè÷åñêóþ ñèñòåìó òðåáîâàíèÿ ñèììåòðèè, è íà-
ó÷èòüñÿ ðåøàòü ñâÿçàííûå ñ ïîíÿòèåì ñèììåòðèè çàäà-
÷è.

9.1 Êîíå÷íûå ãðóïïû

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ìû áóäåì ãîâîðèòü î ãðóïïàõ ñèì-
ìåòðèè G, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü
ïðåîáðàçîâàíèé, ñîâìåùàþùèõ îáúåêò ñ ñàìèì ñîáîé.
Îáúåêòû ìîãóò áûòü ðàçíîé ïðèðîäû: ãåîìåòðè÷åñêèå
òåëà, ìîëåêóëû, êðèñòàëëû, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ, ôóíêöèè, ìàòðèöû è ò.ï. Â ÷èñëî ýòèõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé ñëåäóåò âêëþ÷èòü è òîæäåñòâåííîå ïðåîáðà-
çîâàíèå, ïîñêîëüêó îíî, î÷åâèäíî, ñîâìåùàåò îáúåêò ñ
ñàìèì ñîáîé. Ïðåîáðàçîâàíèÿ áûâàþò äèñêðåòíûìè èëè
íåïðåðûâíûìè, â ïîñëåäíåì ñëó÷àå îíè çàâèñÿò îò ïàðà-
ìåòðà (ïàðàìåòðîâ) èç íåêîòîðîãî èíòåðâàëà èëè îáëà-
ñòè. Åñëè ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðóïïû äèñêðåòíû è èõ ÷èñ-
ëî êîíå÷íî, òî ãðóïïà íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé. Êîëè÷åñòâî
ýëåìåíòîâ â êîíå÷íîé ãðóïïå G íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì
ãðóïïû è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì |G|.
Â êà÷åñòâå ïðîñòîãî ïðèìåðà êîíå÷íîé ãðóïïû ðàñ-

ñìîòðèì ãðóïïó ñèììåòðèè ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíè-
êà. Îí èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé íà óãëû
2π/3 è 4π/3 îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åãî
öåíòð è ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà. Î
òàêîé ñèììåòðèè ãîâîðÿò, êàê îá îñè òðåòüåãî ïîðÿä-
êà C3. Äîïîëíèòåëüíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, ïåðåâîäÿ-
ùèìè òðåóãîëüíèê â ñåáÿ, ÿâëÿþòñÿ îòðàæåíèÿ îòíî-
ñèòåëüíî òðåõ ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îñü ñèì-
ìåòðèè è îäíó èç âåðøèí òðåóãîëüíèêà. Òàêèì îáðà-
çîì, ãðóïïà ñèììåòðèè òðåóãîëüíèêà âêëþ÷àåò â ñåáÿ
øåñòü ýëåìåíòîâ: òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïîâî-
ðîòû íà óãîë 2π/3 è óãîë 4π/3 (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
óãîë −2π/3) âîêðóã îñè òðåòüåãî ïîðÿäêà è îòðàæåíèÿ
îòíîñèòåëüíî òðåõ ïëîñêîñòåé. Ýòó ãðóïïó îáîçíà÷àþò
îáû÷íî D3.
Îáîçíà÷èì ýëåìåíòû êîíå÷íîé ãðóïïû gi. Ïîñêîëüêó

îáðàòíîå ê gi ïðåîáðàçîâàíèå, êàê è gi, ñîâìåùàåò îáú-
åêò ñ ñàìèì ñîáîé, îíî (îáðàòíîå ê gi ïðåîáðàçîâàíèå)
òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ãðóïïû. Ïîñëåäîâàòåëüíîå
ïðèìåíåíèå äâóõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû, êîòîðîå ìû áóäåì
íàçûâàòü èõ ïðîèçâåäåíèåì è îáîçíà÷àòü gigk (ñíà÷à-

ëà äåéñòâóåò gk, à çàòåì gi), òàêæå ñîâìåùàåò îáúåêò ñ
ñàìèì ñîáîé, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ãðóïïû. Ïî-
ýòîìó ñïðàâåäëèâà òàáëèöà óìíîæåíèÿ gigk = gm, ãäå
gm � òàêæå ýëåìåíò ãðóïïû. Òàáëèöó óìíîæåíèÿ ìîæ-
íî çàïèñàòü â âèäå

gigk = Tnikgn, (9.1)

ãäå ïî èíäåêñó n ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå. ×èñëà
Tnik ÿâëÿþòñÿ, î÷åâèäíî, íóëÿìè è åäèíèöàìè, ïðè÷åì
ïðè äàííûõ i, k ñðåäè Tnik èìååòñÿ âñåãî îäíà åäèíèöà, à
îñòàëüíûå ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè.

Çàäà÷à 9.1.1. Ïîñòðîèòü òàáëèöó óìíîæåíèÿ äëÿ
ãðóïïû ñèììåòðèè ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà. Êà-
êèå èç ýòèõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿþòñÿ îáðàòíûìè äðóã
äðóãó?

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâåäåíèå òðåõ ýëåìåíòîâ
gigkgm, îíî ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì ê îáúåêòó ñíà÷àëà ïðå-
îáðàçîâàíèÿ gm, çàòåì gk, à çàòåì gi. Â ñèëó òîãî, ÷òî
ïðè êàæäîì ïðåîáðàçîâàíèè ñèììåòðèè îáúåêò ñîâìå-
ùàåòñÿ ñ ñàìèì ñîáîé, ìû ìîæåì ïî-ðàçíîìó ãðóïïè-
ðîâàòü ýëåìåíòû â ïðîèçâåäåíèè gigkgm, çàìåíÿÿ ëèáî
gigk, ëèáî gkgm â ñîîòâåòñòâèè ñ òàáëèöåé óìíîæåíèÿ
(9.1). Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ àññîöèàòèâíîñòüþ ãðóï-
ïû. Â ñèëó ýòîãî ñâîéñòâà èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

TnikT
s
nm = TnkmT

s
in, (9.2)

êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ, åñëè â ïðîèçâåäåíèè gigkgm ñíà÷à-
ëà ðàñïèñàòü gigk ïðè ïîìîùè (9.1), è çàòåì ïðèìåíèòü
(9.1) ê gngm, è ïðèðàâíÿòü ðåçóëüòàò ê òîìó, êîòîðûé
ïîëó÷èòñÿ, åñëè ðàñïèñàòü gkgm ïðè ïîìîùè (9.1), è çà-
òåì ïðèìåíèòü (9.1) ê gign.
Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðîèçâîëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ

ýëåìåíòîâ ãðóïïû, êàæäîå èç êîòîðûõ ñàìî ÿâëÿåòñÿ
ýëåìåíòîì ãðóïïû. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ââåñòè ñòåïåíè
íåêîòîðîãî ýëåìåíòà g, gn. Òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâà-
íèå åñòåñòâåííî îáîçíà÷àòü 1. Ïîñêîëüêó ÷èñëî ýëåìåí-
òîâ ãðóïïû êîíå÷íî, òî ñðåäè ñòåïåíåé g, g2, g3, . . . , gn

ïðè n > |G| íàéäóòñÿ îäèíàêîâûå ýëåìåíòû. Ïóñòü
gk = gm, òîãäà gm−k = 1. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáî-
ãî ýëåìåíòà ãðóïïû g íàéäåòñÿ öåëàÿ ñòåïåíü s òàêàÿ,
÷òî gs = 1. Íàèìåíüøàÿ òàêàÿ ñòåïåíü îïðåäåëÿåò ÷èñ-
ëî ýëåìåíòîâ ãðóïïû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè äàí-
íîãî ýëåìåíòà. Íàïðèìåð, äëÿ îòðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî
ïëîñêîñòè s = 2, à äëÿ ïîâîðîòà íà óãîë 2π/n âîêðóã îñè
n-ãî ïîðÿäêà s = n. Åñëè ãðóïïà ñîñòîèò òîëüêî èç ñòå-
ïåíåé íåêîòîðîãî ýëåìåíòà, åå íàçûâàþò öèêëè÷åñêîé.
Öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç ñòåïåíåé rm,
ãäå r � ïîâîðîò íà óãîë 2πm/n îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé
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îñè, îáîçíà÷àþò îáû÷íî Cn. Åå ýëåìåíòû (âêëþ÷àÿ åäè-
íè÷íûé) � ïîâîðîòû íà óãëû 2πm/n.
Êîíå÷íóþ ãðóïïó ìîæíî çàäàòü ïðè ïîìîùè ïîðîæ-

äàþùèõ ýëåìåíòîâ. Ýëåìåíòû ãðóïïû G íàçûâàþòñÿ åå
ïîðîæäàþùèìè, åñëè âñå ýëåìåíòû ãðóïïû ìîãóò áûòü
ïðåäñòàâëåíû â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ñòåïåíåé ïîðîæäà-
þùèõ ýëåìåíòîâ. Èõ êîëè÷åñòâî ìîæåò áûòü ðàçëè÷-
íûì, íî â ëþáîì ñëó÷àå îíî ìåíüøå ÷èñëà ýëåìåíòîâ
ãðóïïû |G|. Íàïðèìåð, äëÿ ãðóïïû Cn ïîðîæäàþùèì
ýëåìåíòîì ñëóæèò r � ïîâîðîò íà óãîë 2π/n, ïîñêîëü-
êó ãðóïïà ñîñòîèò èç ñòåïåíåé rm. Äëÿ ðàññìîòðåííîé
íàìè ãðóïïû ñèììåòðèè ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíè-
êà D3 ïîðîæäàþùèìè ÿâëÿþòñÿ äâà ýëåìåíòà: ïîâîðîò
âîêðóã îñè òðåòüåãî ïîðÿäêà è îòðàæåíèå îòíîñèòåëü-
íî îäíîé èç ïëîñêîñòåé ñèììåòðèè. Ýòîò ïðèìåð èë-
ëþñòðèðóåò íåîäíîçíà÷íîñòü âûáîðà ïîðîæäàþùèõ ýëå-
ìåíòîâ. Â òî æå âðåìÿ èõ ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ôèêñèðîâàí-
íûì äëÿ äàííîé ãðóïïû G.

Çàäà÷à 9.1.2. Ìîæíî ëè â êà÷åñòâå ïîðîæäàþùåãî
ýëåìåíòà ãðóïïû Cn âûáðàòü ïîâîðîò íà óãîë, îò-
ëè÷íûé îò 2π/n?

Çàäà÷à 9.1.3. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ãðóïïû ñèììåò-
ðèè ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ïîðîæäàþùè-
ìè ÿâëÿþòñÿ äâà ýëåìåíòà: ïîâîðîò âîêðóã îñè
òðåòüåãî ïîðÿäêà è îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî îä-
íîé èç ïëîñêîñòåé ñèììåòðèè.

Ãðóïïà, ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ êîòîðîé ïåðåñòàíî-
âî÷íî, òî åñòü gigk = gkgi äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ, íàçûâà-
åòñÿ àáåëåâîé. Îá ýëåìåíòàõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
gigk = gkgi, ãîâîðÿò, ÷òî îíè êîììóòèðóþò äðóã ñ äðó-
ãîì. Î÷åâèäíî, àáåëåâîé ÿâëÿåòñÿ ëþáàÿ öèêëè÷åñêàÿ
ãðóïïà. Áîëåå ñëîæíûì ïðèìåðîì àáåëåâîé ãðóïïû ÿâ-
ëÿåòñÿ ãðóïïà, èìåþùàÿ íåñêîëüêî ïîðîæäàþùèõ ýëå-
ìåíòîâ, êîììóòèðóþùèõ ìåæäó ñîáîé. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû êîììóòèðóþò ìåæäó ñî-
áîé, òî êîììóòèðóþò è èõ ñòåïåíè, îòêóäà ñëåäóåò êîì-
ìóòàòèâíîñòü âñåõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû, ïîñêîëüêó âñå îíè
ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèé ñòåïåíåé ïîðîæäà-
þùèõ ýëåìåíòîâ.
Ðàññìîòðèì ãðóïïó ñèììåòðèè ïðàâèëüíîãî n-

óãîëüíèêà, êîòîðóþ îáû÷íî îáîçíà÷àþò Dn. Ýëåìåí-
òàìè ñèììåòðèè ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà ÿâëÿþòñÿ
ïîâîðîòû íà óãîë 2πm/n âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
öåíòð ìíîãîóãîëüíèêà ïåðïåíäèêóëÿðíî ê íåìó. Ê íèì
íàäî äîáàâèòü îòðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî n ïëîñêîñòåé
ñèììåòðèè, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îñü ñèììåòðèè. Äëÿ
íå÷åòíîãî n ýòè ïëîñêîñòè ïðîõîäÿò ÷åðåç âåðøèíû
n-óãîëüíèêà (è ñåðåäèíó ïðîòèâîïîëîæíîãî ðåáðà).
Äëÿ ÷åòíîãî n ïîëîâèíà ïëîñêîñòåé ïðîõîäèò ÷åðåç
ïàðó âåðøèí, à ïîëîâèíà � ÷åðåç ñåðåäèíû ïðîòèâî-
ïîëîæíûõ ðåáåð. Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà Dn ñîäåðæèò
2n ýëåìåíòîâ. Êàê è äëÿ ãðóïïû ñèììåòðèè òðå-
óãîëüíèêà D3, ïîðîæäàþùèìè ýëåìåíòàìè ãðóïïû Dn
ïðè íå÷åòíîì n ÿâëÿþòñÿ r, ïîâîðîò íà óãîë 2π/n
âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìíîãîóãîëüíèêà

ïåðïåíäèêóëÿðíî ê íåìó, è σ, îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî
îäíîé èç ïëîñêîñòåé. Ïðè ÷åòíîì n ïîðîæäàþùèìè
ÿâëÿþòñÿ îòðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî äâóõ ïëîñêîñòåé,
îäíà èç êîòîðûõ ïðîõîäèò ÷åðåç ïàðó âåðøèí, à âòîðàÿ
� ÷åðåç ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ðåáåð. Îòìåòèì,
÷òî â îòëè÷èå îò ãðóïïû Cn ãðóïïà Dn íå ÿâëÿåòñÿ
àáåëåâîé, ïîñêîëüêó ïîâîðîòû è îòðàæåíèÿ, âîîáùå
ãîâîðÿ, íå êîììóòèðóþò.
Ðàññìîòðèì åùå îäèí ïðèìåð � ãðóïïó ïîâîðîòîâ êó-

áà, ïåðåâîäÿùèõ åãî â ñåáÿ. Èìååòñÿ òðè îñè ÷åòâåðòî-
ãî ïîðÿäêà, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç öåíòðû ïðîòèâîïîëîæ-
íûõ ãðàíåé, ÷åòûðå îñè òðåòüåãî ïîðÿäêà, ïðîõîäÿùèå
÷åðåç ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû, è øåñòü îñåé âòîðî-
ãî ïîðÿäêà, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæ-
íûõ ðåáåð. Îñü ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà äàåò òðè ýëåìåí-
òà (ïîâîðîòû íà óãëû π/2, π, 3π/2), îòëè÷íûå îò òîæ-
äåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, îñü òðåòüåãî ïîðÿäêà äàåò
äâà ýëåìåíòà (ïîâîðîòû íà óãëû 2π/3, 4π/3), îòëè÷íûå
îò òîæäåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, è îñü âòîðîãî ïî-
ðÿäêà äàåò îäèí ýëåìåíò (ïîâîðîò íà óãîë π), îòëè÷-
íûé îò òîæäåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Èòîãî ïîëó÷à-
åì 1 + 3 · 3 + 4 · 2 + 6 = 24 ýëåìåíòà ãðóïïû (ãäå åäèíèöà
îòíîñèòñÿ ê òîæäåñòâåííîìó ïðåîáðàçîâàíèþ). Ïîðîæ-
äàþùèìè æå ýëåìåíòàìè ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ òðè ýëåìåí-
òà, íàïðèìåð, ïîâîðîò íà π/2 âîêðóã îäíîé èç îñåé ÷åò-
âåðòîãî ïîðÿäêà, ïîâîðîò íà 2π/3 âîêðóã îäíîé èç îñåé
òðåòüåãî ïîðÿäêà è ïîâîðîò íà π âîêðóã îäíîé èç îñåé
âòîðîãî ïîðÿäêà.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ãðóïïó ñèììåòðèè òåòðàýäðà.

Èìååòñÿ ÷åòûðå îñè òðåòüåãî ïîðÿäêà, êàæäàÿ èç êîòî-
ðûõ ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó è ñåðåäèíó ïðîòèâîïîëîæ-
íîé ãðàíè, øåñòü ïëîñêîñòåé îòðàæåíèÿ, êàæäàÿ èç êî-
òîðûõ ïðîõîäèò ÷åðåç ðåáðî è ñåðåäèíó ïðîòèâîïîëîæ-
íîãî ðåáðà è òðè çåðêàëüíûõ îñè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà,
ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ðåáåð.
Îñü òðåòüåãî ïîðÿäêà äàåò äâà ýëåìåíòà (ïîâîðîòû íà
óãëû 2π/3, 4π/3), îòëè÷íûå îò òîæäåñòâåííîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ, îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè ñèììåòðèè
ÿâëÿåòñÿ îòäåëüíûì ýëåìåíòîì ñèììåòðèè. Ñ çåðêàëü-
íîé îñüþ ñâÿçàí ýëåìåíò ñèììåòðèè, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ
ïîâîðîòîì íà óãîë π/2 ñ îäíîâðåìåííûì îòðàæåíèåì
îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè. Êâàä-
ðàò ýòîãî ýëåìåíòà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî ïîâîðîòîì íà óãîë π
âîêðóã çåðêàëüíîé îñè, à êóá � îïÿòü êîìáèíàöèåé âðà-
ùåíèÿ (íà óãîë 3π/2) è îòðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïëîñ-
êîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè. Òàêèì îáðàçîì, çåðêàëü-
íàÿ îñü ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà äàåò òðè ýëåìåíòà, îòëè÷-
íûå îò òîæäåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Èòîãî ïîëó÷à-
åì 1 + 4 · 2 + 6 + 3 · 3 = 24 ýëåìåíòà ãðóïïû (ãäå åäèíèöà
îòíîñèòñÿ ê òîæäåñòâåííîìó ïðåîáðàçîâàíèþ).
Ïðèâåäåííûå âûøå ïðèìåðû ïðèíàäëåæèò ê êëàññó

ãðóïï ñèììåòðèè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç êî-
íå÷íîãî ÷èñëà ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïîä äåé-
ñòâèåì êîòîðûõ íåêîòîðàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ôèãóðà ïåðå-
õîäèò ñàìà â ñåáÿ. Âñå òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ (ýëåìåíòû
ñèììåòðèè) îñòàâëÿþò íà ìåñòå ïî êðàéíåé ìåðå îäíó
òî÷êó (öåíòð ôèãóðû), ïîýòîìó òàêèå ãðóïïû íàçûâà-
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þò òî÷å÷íûìè. Ïîðîæäàþùèìè ýëåìåíòàìè òî÷å÷íîé
ãðóïïû ìîãóò áûòü òîëüêî òðè âèäà ýëåìåíòîâ:

• Ïîâîðîò âîêðóã íåêîòîðîé îñè íà óãîë 2π/n, ýòó îñü
îáû÷íî íàçûâàþò Cn.

• Îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç îñü ñèììåòðèè èëè îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî
ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè ñèììåòðèè.

• Çåðêàëüíûé ïîâîðîò âîêðóã íåêîòîðîé îñè íà óãîë
π/n (òî åñòü ïîâîðîò ñ îòðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî
ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè), ýòó îñü îáû÷íî
íàçûâàþò S2n.

Ïîñëåäíèé ýëåìåíò äîëæåí áûòü âêëþ÷åí â ïîðîæäà-
þùèå ýëåìåíòû, åñëè â ãðóïïå ñèììåòðèè îòñóòñòâóåò
îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé
îñè ñèììåòðèè: â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çåðêàëüíûé ïîâîðîò
ðàñïàäàåòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå ïîâîðîòà è îòðàæåíèÿ, òî
åñòü íå ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì ýëåìåíòîì. Ýòî íàêëà-
äûâàåò îãðàíè÷åíèÿ íà óãîë çåðêàëüíîãî ïîâîðîòà: îí
íå ìîæåò áûòü ðàâåí 2π/p, ãäå p � íå÷åòíîå ÷èñëî. Â
ïîñëåäíåì ñëó÷àå â ãðóïïå ïðèñóòñòâîâàë áû ýëåìåíò,
êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ p îò çåðêàëüíîãî ïîâîðîòà,
êîòîðûé ïðè íå÷åòíîì p êàê ðàç è ÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèåì
îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè ñèììåò-
ðèè.
Ïðèâåäåì ïðèìåð ãðóïïû, íå ñâÿçàííîé ñ ñèììåòðè-

åé ãåîìåòðè÷åñêèõ ôèãóð. Ðàññìîòðèì ãðóïïó ïåðåñòà-
íîâîê n îáúåêòîâ (÷èñåë, òî÷åê, àðãóìåíòîâ ôóíêöèè è
òîìó ïîäîáíîå). Ýòó ãðóïïó îáû÷íî íàçûâàþò ñèììåò-
ðè÷åñêîé ãðóïïîé è îáîçíà÷àþò Sn. Åå ýëåìåíò gi ìîæ-
íî îïðåäåëèòü ñîâîêóïíîñòüþ ÷èñåë i1, i2, . . . , in, êîòî-
ðûå çàäàþò ïîçèöèè, â êîòîðûå ïðè ïåðåñòàíîâêå ïåðå-
ìåùàåòñÿ ïåðâûé îáúåêò (i1), âòîðîé îáúåêò (i2), è òàê
äàëåå. Ïîíÿòíî, ÷òî ñîâîêóïíîñòü i1, i2, . . . in ñàìà ïî ñå-
áå ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé ÷èñåë 1, 2, . . . , n. Ïîñêîëüêó
÷èñëî ïåðåñòàíîâîê ðàâíî n!, èìåííî ñòîëüêî ýëåìåí-
òîâ ñîäåðæèò ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà. Ïðàâèëî óìíî-
æåíèÿ ýëåìåíòîâ gj è gi âïîëíå ïðîçðà÷íî: ñíà÷àëà ìû
ïåðåìåùàåì 1, 2, . . . , n íà íîâûå ìåñòà â ñîîòâåòñòâèè
ñ i1, i2, . . . in, à çàòåì ïåðåìåùàåì ÷èñëà ïîëó÷èâøåéñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ñîîòâåòñòâèè ñ j1, j2, . . . jn. Ãðóï-
ïîâîé õàðàêòåð òàêîé ïðîöåäóðû î÷åâèäåí.
Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü îòîáðàæåíèÿ îäíîé ãðóïïû

ñèììåòðèè íà äðóãóþ G → H, ïðè êîòîðîì êàæäîìó
ýëåìåíòó gi ãðóïïû G ñîïîñòàâëÿåòñÿ íåêîòîðûé ýëå-
ìåíò hi ãðóïïû H. Åñëè ïðè ýòîì ïðîèçâåäåíèå ýëåìåí-
òîâ ãðóïïû gigk îòîáðàæàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå hihk, òî
îòîáðàæåíèå G → H íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì. Åñëè
ãîìîìîðôèçì ê òîìó æå ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì
îòîáðàæåíèåì, òî òàêîå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ èçî-
ìîðôèçìîì. Èçîìîðôíûå ãðóïïû â ìàòåìàòèêå îáû÷íî
ñ÷èòàþòñÿ îäíîé è òîé æå ãðóïïîé, òî åñòü ãðóïïû èçó-
÷àþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà. Â ôèçè÷åñêèõ æå
ïðèëîæåíèÿõ çà÷àñòóþ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ðàçëè÷-
íûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë èçîìîðôíûõ ãðóïï.

Ïðèâåäåì ïàðó ïðèìåðîâ. Ðàññìîòðåííàÿ âûøå ãðóï-
ïà ñèììåòðèè ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà D3 èçîìîðôíà
ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå S3, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé
ïåðåñòàíîâîê òðåõ ÷èñåë. Â ñîîòâåòñòâèè ñ èçîìîðôèç-
ìîì ñîâïàäàåò ÷èñëî ýëåìåíòîâ ýòèõ ãðóïï: îíî ðàâíî
6 = 3!. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óñòàíîâèòü èçîìîðôèçì ýòèõ
äâóõ ãðóïï, ìîæíî ðàññòàâèòü ÷èñëà 1, 2, 3 â âåðøè-
íàõ òðåóãîëüíèêà è ñëåäèòü çà èõ ïåðåñòàíîâêàìè, êî-
òîðûå ïîðîæäàþòñÿ ýëåìåíòàìè ñèììåòðèè òðåóãîëüíè-
êà. Òî÷íî òàêæå ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà S4 èçîìîðôíà
ãðóïïå ñèììåòðèè òåòðàýäðà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ èçîìîð-
ôèçìîì ñîâïàäàåò ÷èñëî ýëåìåíòîâ ýòèõ ãðóïï: îíî ðàâ-
íî 24 = 4!. Èçîìîðôèçì óñòàíàâëèâàåòñÿ òàêæå, êàê è
äëÿ òðåóãîëüíèêà: ìîæíî ðàññòàâèòü ÷èñëà 1, 2, 3, 4 â
âåðøèíàõ òåòðàýäðà è ñëåäèòü çà èõ ïåðåñòàíîâêàìè,
êîòîðûå ïîðîæäàþòñÿ ýëåìåíòàìè ñèììåòðèè òåòðàýä-
ðà.

Çàäà÷à 9.1.4. Ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà S4 èçîìîðôíà
ãðóïïå ïîâîðîòîâ êóáà. Êàê ýòî îáîñíîâàòü?

Çàìåòèì, ÷òî ñîâîêóïíîñòü ïðîèçâåäåíèé hi = gig
(èëè hi = ggi), ãäå g � íåêîòîðûé ýëåìåíò ãðóïïû
G, à gi � åå ýëåìåíòû, òàêæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîë-
íóþ ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòîâ ãðóïïû G. Äåéñòâèòåëü-
íî, âî-ïåðâûõ gig (èëè ggi) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ýëåìåí-
òû ãðóïïû G. Âî-âòîðûõ, åñëè èçâåñòíà ñîâîêóïíîñòü
hi = gig (èëè hi = ggi), òî ïî íåé ìîæíî âîññòàíîâèòü è
èñõîäíûå ýëåìåíòû ãðóïïû: gi = hig

−1 (èëè gi = g−1hi).
Ïðåîáðàçîâàíèå gi → hi = gig (èëè gi → hi = ggi) íàçû-
âàåòñÿ ñäâèãîì ïî ãðóïïå.
Ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ãðóïïû, êîòîðîå ñàìî ÿâëÿ-

åòñÿ ãðóïïîé, íàçûâàåòñÿ åå ïîäãðóïïîé. Íàïðèìåð, äëÿ
ââåäåííîé íàìè âûøå ãðóïïû ñèììåòðèè òðåóãîëüíèêà
ïîäãðóïïîé ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, âêëþ÷àþùàÿ
ýëåìåíòû 1, r, r2, ãäå r � ïîâîðîò íà óãîë 2π/3 âîêðóã
îñè òðåòüåãî ïîðÿäêà. Î÷åâèäíî, èìåþòñÿ ïîäãðóïïû ó
ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê n ÷èñåë. Íàïðèìåð, åå ïîäãðóïïîé
ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê ïåðâûõ m ÷èñåë, m < n.
Äðóãîé åå ïîäãðóïïîé ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà öèêëè÷åñêèõ ïå-
ðåñòàíîâîê. Î÷åâèäíî, ïîâîðîòû âîêðóã ëþáîé îñè ÿâ-
ëÿþòñÿ ïîäãðóïïàìè ãðóïïû ïîâîðîòîâ êóáà. À ñàìà
ðàññìîòðåííàÿ âûøå ãðóïïà ïîâîðîòîâ êóáà ÿâëÿåòñÿ
ïîäãðóïïîé ïîëíîé ãðóïïû ñèììåòðèè êóáà, âêëþ÷àþ-
ùåé òàêæå îòðàæåíèÿ è èíâåðñèþ.
Ïóñòü H � ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Îáîçíà÷èì Hi ìíî-

æåñòâî ýëåìåíòîâ ãðóïïû G, ñîñòîÿùåå èç ïðîèçâåäåíèé
hkgi ýëåìåíòîâ hk ïîäãðóïïû H íà íåêîòîðûé ýëåìåíò
gi ãðóïïû G. Ìíîæåñòâî Hi íàçûâàåòñÿ ïðàâûì ñìåæ-
íûì êëàññîì ïîäãðóïïû H. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ââåñòè
ëåâûå ñìåæíûå êëàññû ïîäãðóïïû H, êîòîðûå ñîñòîÿò
èç ïðîèçâåäåíèé gihk. Îòìåòèì, ÷òî åñëè ïðàâûé (ëå-
âûé) ñìåæíûé êëàññ Hi ïîäãðóïïû H íå ñîâïàäàåò ñ
ýòîé ïîäãðóïïîé, òî îí ïîäãðóïïîé íå ÿâëÿåòñÿ.

Çàäà÷à 9.1.5. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïðàâûé (ëåâûé)
ñìåæíûé êëàññ Hi ïîäãðóïïû H íå ñîâïàäàåò ñ
ýòîé ïîäãðóïïîé, òî îí ãðóïïîé íå ÿâëÿåòñÿ.
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Äîêàæåì òåîðåìó Ëàãðàíæà: ïðàâûå (ëåâûå) ñìåæ-
íûå êëàññû íå ïåðåñåêàþòñÿ ëèáî ñîâïàäàþò. Ïóñòü g1
è g2 � ýëåìåíòû, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ïðàâûå ñìåæ-
íûå êëàññû H1 è H2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ýòèõ êëàñ-
ñàõ èìåþòñÿ ñîâïàäàþùèå ýëåìåíòû, òîãäà hig1 = hkg2,
ãäå hi, hk ïðèíàäëåæàò ïîäãðóïïå H. Óìíîæàÿ ýòî ðà-
âåíñòâî íà hjh

−1
i (hj � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ïîäãðóï-

ïû H), íàõîäèì hjg1 = hjh
−1
i hkg2. Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî âñå ýëåìåíòû hjg1 êëàññà H1 ïðèíàäëåæàò êëàññó
H2, ïîñêîëüêó ýëåìåíò hjh

−1
i hk ïðèíàäëåæèò ïîäãðóïïå

H. Íà ýòîì äîêàçàòåëüñòâî çàêàí÷èâàåòñÿ. Èç òåîðåìû
Ëàãðàíæà ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíòû ãðóïïû G ðàñïàäàþòñÿ
íà öåëîå ÷èñëî ïðàâûõ (ëåâûõ) êëàññîâ. Îòñþäà, â ÷àñò-
íîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ïîðÿäîê ãðóïïû |G| êðàòåí ïîðÿäêó
ñâîåé ïîäãðóïïû |H|.

Çàäà÷à 9.1.6. Óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïîðÿäîê ãðóï-
ïû âðàùåíèé êóáà êðàòåí ïîðÿäêàì ïîäãðóïï ýòîé
ãðóïïû.

Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíîé, åñ-
ëè ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ åå ýëåìåíòîâ hk → ghkg

−1

íå âûâîäÿò èõ èç ïîäãðóïïû H. Çäåñü g � ïðîèçâîëü-
íûé ýëåìåíò ãðóïïû G, à hk � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò
ïîäãðóïïû H. Î÷åâèäíî, äëÿ èíâàðèàíòíîé ïîäãðóïïû
ëåâûå è ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû ñîâïàäàþò, êàæäîìó èç
íèõ ñîîòâåòñòâóåò ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòîâ hkgi = gihk.
Ïðîèíòåðïðåòèðóåì ýòè ñìåæíûå êëàññû Gi, êàê ýëå-
ìåíòû íîâîãî ìíîæåñòâà F. Îïðåäåëèì íà íåì ïðîèçâå-
äåíèå, êàê êëàññ ýëåìåíòîâ hkgigj . Â ðåçóëüòàòå ïîëó-
÷èòñÿ ãðóïïà F, ïîòîìó ÷òî â íåé, î÷åâèäíî, åñòü àññî-
öèàòèâíîñòü, ñóùåñòâóåò åäèíè÷íûé ýëåìåíò è äëÿ êàæ-
äîãî ýëåìåíòà íàéäåòñÿ îáðàòíûé. Ãðóïïà F íàçûâàåòñÿ
ôàêòîð-ãðóïïîé, åå ïîðÿäîê ðàâåí |G|/|H|. Ãðóïïà, êî-
òîðàÿ íå ñîäåðæèò èíâàðèàíòíûõ ïîäãðóïï, íàçûâàåòñÿ
ïðîñòîé.

Çàäà÷à 9.1.7. Ïîêàçàòü, ÷òî ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíò-
íîé ïîäãðóïïà C3 ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé ïðàâèëü-
íîãî òðåóãîëüíèêà, ñîñòîÿùàÿ èç ïðåîáðàçîâàíèé
hi = 1, r, r2, ãäå r � ïîâîðîò íà óãîë 2π/3 âîêðóã
îñè òðåòüåãî ïîðÿäêà.

Ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì G × F ãðóïï G è F íàçûâà-
åòñÿ ìíîæåñòâî ïàð gi × fk, ãäå gi � ýëåìåíòû G, à fk
� ýëåìåíòû F, îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ìåæäó êîòîðûìè
îïðåäåëåíà ôîðìóëîé

(gi × fk) · (gm × fn) = (gi · gm)× (fk · fn).

Èç ïðèâåäåííîãî îïðåäåëåíèÿ ÿñíî, ÷òî ïðÿìîå ïðîèç-
âåäåíèå G × F òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé. Ïîðÿäîê ýòîé
ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ïîðÿäêîâ ãðóïï G è F.
Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï ïîçâîëÿåò
ëåãêî ãåíåðèðîâàòü ãðóïïû âñå áîëüøåãî è áîëüøåãî ïî-
ðÿäêà.
Ýëåìåíòû a è b ãðóïïû G íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè,

åñëè íàéäåòñÿ ýëåìåíò g ãðóïïû G, òàêîé ÷òî a = gbg−1.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè b ñîïðÿæåí a è c ñîïðÿæåí a, òî c ñî-
ïðÿæåí b. Äåéñòâèòåëüíî, èç ñîîòíîøåíèé a = g1bg

−1
1

è a = g2cg
−1
2 ñëåäóåò b = g−11 g2c(g

−1
1 g2)−1. Ïîýòîìó

îòíîøåíèå ñîïðÿæåííîñòè ðàçáèâàåò ýëåìåíòû ãðóïïû
íà êëàññû � êëàññû ñîïðÿæåííûõ äðóã äðóãó ýëåìåí-
òîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî åäèíè÷íûé ýëåìåíò ãðóïïû ñîïðÿ-
æåí ñàì ñåáå, ïîñêîëüêó 1 = g · 1 · g−1 äëÿ ëþáîãî ýëå-
ìåíòà ãðóïïû g. Ïîýòîìó åäèíè÷íûé ýëåìåíò ñàì ïî
ñåáå ñîñòàâëÿåò êëàññ. Âñëåäñòâèå ýòîãî ÷èñëî êëàññîâ
ñîïðÿæåííûõ äðóã äðóãó ýëåìåíòîâ ãðóïïû áîëüøå åäè-
íèöû (åñëè òîëüêî ãðóïïà íå ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé
ýëåìåíò 1).
Ïðèâåäåì ðÿä ïðèìåðîâ. Â öèêëè÷åñêîé ãðóïïå, ñî-

ñòîÿùåé èç ñòåïåíåé íåêîòîðîãî ýëåìåíòà, íåò ñîïðÿ-
æåííûõ äðóã äðóãó ýëåìåíòîâ. Â òî æå âðåìÿ â ãðóï-
ïå ñèììåòðèè ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà âñå îòðàæåíèÿ
ñîïðÿæåíû äðóã äðóãó è ñîñòàâëÿþò îäèí êëàññ. Ñîïðÿ-
æåíû äðóã äðóãó è ïîâîðîòû íà óãëû 2π/3 è 4π/3, êî-
òîðûå ñîñòàâëÿþò âòîðîé êëàññ äëÿ ýòîé ãðóïïû. Òðå-
òèé êëàññ îáðàçóåò åäèíè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå. Ñîïðÿ-
æåíû äðóã äðóãó îòðàæåíèÿ è äëÿ ïðîèçâîëüíîé ãðóï-
ïû D2n+1. Â òî æå âðåìÿ â ãðóïïå D2n èìååòñÿ äâà êëàñ-
ñà îòðàæåíèé.

Çàäà÷à 9.1.8. Ïîêàçàòü, ÷òî â ãðóïïå ñèììåòðèè
ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñîïðÿæåíû äðóã äðóãó
âñå îòðàæåíèÿ, è ñîïðÿæåíû äðóã äðóãó ïîâîðîòû
íà óãëû 2π/3 è 4π/3.

Èç îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî ïðÿìîé ñïîñîá ïîèñêà
êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ äîâîëüíî ñëîæåí, ïî-
ñêîëüêó ñâÿçàí ñ ïåðåáîðîì âñåõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû. Îä-
íàêî äëÿ òî÷å÷íîé ãðóïïû èìååòñÿ áîëåå ïðîñòîé ñïî-
ñîá, îñíîâàííûé íà íàãëÿäíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðåä-
ñòàâëåíèÿõ. Ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáíû, êîãäà ýòî îäíî è
òîæå ïðåîáðàçîâàíèå, âûïîëíåííîå â äâóõ ðàçíûõ ñè-
ñòåìàõ êîîðäèíàò, ïîâåðíóòûõ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà.
Ïðåîáðàçîâàíèå g−1 ïåðåâîäèò b â íîâóþ ñèñòåìó êîîð-
äèíàò, à ïðåîáðàçîâàíèå g âîçâðàùàåò â ñòàðóþ. Çíà÷èò
ïîâîðîòû íà îäèí è òîò æå óãîë âîêðóã äâóõ ðàçíûõ
îñåé ñîïðÿæåíû, åñëè â ãðóïïå åñòü ïðåîáðàçîâàíèå g,
ïåðåâîäÿùåå îäíó îñü â äðóãóþ. Òî æå îòíîñèòñÿ è ê
ïëîñêîñòÿì îòðàæåíèÿ.

Çàäà÷à 9.1.9. Óñòàíîâèòü êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëå-
ìåíòîâ äëÿ ãðóïïû ïîâîðîòîâ êóáà.

9.1.1 Ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû

Ãëàâíóþ ðîëü â ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ èãðàþò ìàò-
ðè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï, êîòîðûå îáû÷íî íàçûâà-
þò ïðîñòî ïðåäñòàâëåíèÿìè. Ìàòðè÷íûì ïðåäñòàâëåíè-
åì ãðóïïû íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçì ãðóïïû G â ìíî-
æåñòâî ìàòðèö n× n, êîãäà êàæäîìó ýëåìåíòó gi ãðóï-
ïûG ñîïîñòàâëÿåòñÿ ìàòðèöà D̂i, ñîâîêóïíîñòü êîòîðûõ
âîñïðîèçâîäèò ïðàâèëî óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ ãðóïïû.
Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ìàòðèöà D̂i ñîîòâåòñòâóåò ýëå-
ìåíòó gi, à ìàòðèöà D̂j ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíòó gj , òî
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ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö D̂iD̂j ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâåäåíèþ
ýëåìåíòîâ gigj . Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ýòîì òîæäåñòâåííîå
ïðåîáðàçîâàíèå ñîîòâåòñòâóåò åäèíè÷íîé ìàòðèöå, à îá-
ðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå � îáðàòíîé ìàòðèöå. ×èñëî n íà-
çûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ ïðåäñòàâëåíèÿ.
Ãîìîìîðôèçì ãðóïïû G â ìíîæåñòâî ìàòðèö n × n

ìîæåò áûòü íåîáðàòèìûì (íå âçàèìíî îäíîçíà÷íûì).
Òðèâèàëüíûì ïðèìåðîì òàêîãî ðîäà ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé,
êîãäà âñå ìàòðèöû D̂i ÿâëÿþòñÿ åäèíè÷íûìè. Î÷åâèä-
íî, ÷òî âñå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ïðè ýòîì îêàçûâàþò-
ñÿ âûïîëíåííûìè, íî òàêîé ãîìîìîðôèçì áåññîäåðæà-
òåëåí. Îáû÷íî ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ èçîìîðôèçìîì
ãðóïïû G â ìíîæåñòâî ìàòðèö n × n, êîãäà ïî ìàòðè-
öå D̂i îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ýëåìåíò ãðóïïû gi.
Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ òî÷íûì.

Çàäà÷à 9.1.10. Ïîñòðîèòü äâóìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå
ãðóïïû ñèììåòðèè òðåóãîëüíèêà D3.

Êàê ìû óæå óáåäèëèñü, â ñèëó êîíå÷íîñòè ãðóïïû
äëÿ êàæäîãî åå ýëåìåíòà g èìååòñÿ ñòåïåíü s òàêàÿ,
÷òî gs = 1. Ïîýòîìó äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû D̂
ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå D̂s = 1̂, ãäå 1̂ � åäèíè÷íàÿ
ìàòðèöà. Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî det D̂ = ±1.
Íàïðèìåð, äëÿ ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùåé ïîâîðîòó, åå
äåòåðìèíàíò ðàâåí åäèíèöå, à äëÿ ìàòðèöû, ñîîòâåò-
ñòâóþùåé îòðàæåíèþ, åå äåòåðìèíàíò ðàâåí −1. Ðàâåí
−1 è äåòåðìèíàíò ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùåé çåðêàëü-
íîìó ïîâîðîòó. Ïîñêîëüêó äåòåðìèíàíò îáðàòíîé ìàò-
ðèöû ðàíåí îáðàòíîìó äåòåðìèíàíòó ïðÿìîé ìàòðèöû,
ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî äåòåðìèíàíò D̂−1 ðàâåí äåòåðìèíàí-
òó D̂.
Ïðèìåðîì ïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íîé ãðóïïû G ìîæåò

ñëóæèòü åå ïðåäñòàâëåíèå ðàçìåðíîñòè |G|, êîòîðîå
îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì |G| ìàòðèö D̂i ñ êîìïîíåíòàìè
Tnmi, âõîäÿùèìè â òàáëèöó óìíîæåíèÿ (9.1), è ñ ïðàâè-
ëîì óìíîæåíèÿ

(D̂kD̂m)si = TnikT
s
nm,

ãäå ïî èíäåêñó n ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå. Òîãäà
ñîîòíîøåíèå àññîöèàòèâíîñòè (9.2) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

D̂kD̂m = TnkmD̂n. (9.3)

Òàêèì îáðàçîì, ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö D̂i âîñ-
ïðîèçâîäèò ïðàâèëî (9.1) äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ
ãðóïïû è, ñëåäîâàòåëüíî, ýòè ìàòðèöû îñóùåñòâëÿþò
ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G.
Ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ìàòðèöû ëþáîãî ïðåä-

ñòàâëåíèÿ êîíå÷íîé ãðóïïû ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê
óíèòàðíûì. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ñâîéñòâà ââåäåì
(êîìïëåêñíûå) âåêòîðû x ñ ÷èñëîì êîìïîíåíò n, ðàâ-
íûì ðàçìåðíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ, è îïðåäåëèì ñêàëÿð-
íîå ïðîèçâåäåíèå

(x,y) =
∑
g

[D̂?(g)x?] · [D̂(g)y], (9.4)

ãäå D̂(g) � ìàòðèöà ïðåäñòàâëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ýëåìåíòó ãðóïïû g, çâåçäî÷êà îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñî-
ïðÿæåíèå, à òî÷êà � ñóììèðîâàíèå ïî êîìïîíåíòàì.
Ðàññìîòðèì òåïåðü (x, D̂(h)y), ãäå h � ýëåìåíò ãðóï-
ïû. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ (x, D̂(h)y) ïîäñòàâëÿåì D̂(h)y âìå-
ñòî y â (9.4). Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò ïðîèçâåäåíèå
D̂(g)D̂(h) = D̂(gh). Äàëåå ïåðåõîäèì ê ñóììèðîâàíèþ
ïî gh, ÷òî äàåò òó æå ñóììó ïî ýëåìåíòàì, òàê êàê ñäâèã
ïî ãðóïïå gh ïåðåñòàâëÿåò ýëåìåíòû ãðóïïû, íî íå ìå-
íÿåò èõ ñîâîêóïíîñòè. Ïðè ýòîì D?(g) → D?(gh−1) =
D?(g)[D?(h)]−1. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ êàæäîãî ýëåìåí-
òà ãðóïïû

(x[D†(h)]−1,y) = (x, D̂(h)y),

ãäå D† îçíà÷àåò ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå. Îñòàëîñü òîëüêî
ïåðåéòè ê îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó ïî ïðîèçâåäåíèþ
(x,y), êîìïîíåíòû ìàòðèö ïðåäñòàâëåíèÿ â êîòîðîì áó-
äóò óíèòàðíûìè.
Â äàëüíåéøåì ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ìû èìååì äåëî

ñ óíèòàðíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè, êîãäà ìàòðèöû ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ óíèòàðíûìè: D̂†(g) = D̂−1(g).
Âñïîìèíàÿ, ÷òî D̂−1(g) = D̂(g−1), ìû íàõîäèì D̂(g−1) =
D̂†(g). Â ñëó÷àå, êîãäà ïðåäñòàâëåíèå îêàçûâàåòñÿ äåé-
ñòâèòåëüíûì, âñå åãî ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíû-
ìè, à ìàòðèöà D̂(g−1) ïîëó÷àåòñÿ èç D̂(g) òðàíñïîíèðî-
âàíèåì.

Çàäà÷à 9.1.11. Ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî
äâóìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû âðàùåíèé ïðà-
âèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ìàòðèöû D̂(g−1) ïîëó÷à-
åòñÿ èç D̂(g) òðàíñïîíèðîâàíèåì.

Äâà ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G, êîòîðûå ìû îáîçíà÷à-
åì èíäåêñàìè 1 è 2, íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè
îíè èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü n è ñóùåñòâóåò òà-
êàÿ ìàòðèöà n × n (îáîçíà÷èì åå V̂ ), ÷òî äëÿ ëþáîãî
ýëåìåíòà ãðóïïû g ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

D̂
(1)
i = V̂ D̂

(2)
i V̂ −1. (9.5)

Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì ïîäî-
áèÿ. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ýêâèâàëåíòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ
� ýòî îäíî è òî æå ïðåäñòàâëåíèå, çàïèñàííîå â ðàçíûõ
áàçèñàõ. Ïîýòîìó ñëåäóåò èçó÷àòü ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóï-
ïû G ñ òî÷íîñòüþ äî èõ ýêâèâàëåíòíîñòè.
Ïîñòàâèì çàäà÷ó: ñóùåñòâóåò ëè ïðåîáðàçîâàíèå

D̂i → V̂ D̂iV̂
−1, ïðè êîòîðîì âñå ìàòðèöû ïðåäñòàâëå-

íèÿ ãðóïïû G ïðèâîäÿòñÿ ê áëî÷íî-äèàãîíàëüíîìó âè-
äó. Åñëè òàêîé áàçèñ âûáðàòü ìîæíî, òî ïðåäñòàâëåíèå
ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ïðèâîäèìûì. Åñëè æå òàêîãî áà-
çèñà íå ñóùåñòâóåò, ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ íåïðèâî-
äèìûì. Îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ òåîðèè ïðåäñòàâëå-
íèé ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå âñåõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâ-
ëåíèé äàííîé ãðóïïû G, ÷èñëî êîòîðûõ îêàçûâàåòñÿ êî-
íå÷íûì. Ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ÷èñëî íåýêâèâàëåíò-
íûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ðàâíî ÷èñëó êëàññîâ
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ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G. Ìîæíî òàêæå óòâåð-
æäàòü, ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ ðàçìåðíîñòåé nα íåïðèâî-
äèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ðàâíà ïîðÿäêó ãðóïïû |G|∑

α

n2α = |G|. (9.6)

Ýòè äâà ñâîéñòâà íàêëàäûâàþò âåñüìà ñóùåñòâåííûå
îãðàíè÷åíèÿ íà íàáîð nα è â ðÿäå ñëó÷àåâ ôèêñèðóþò
èõ îäíîçíà÷íî. Íàïðèìåð, îäíîçíà÷íî ôèêñèðóåòñÿ íà-
áîð nα äëÿ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû ñèì-
ìåòðèè òðåóãîëüíèêà. Ïîñêîëüêó ÷èñëî êëàññîâ â äàí-
íîì ñëó÷àå ðàâíî òðåì, òî äîëæíî ñóùåñòâîâàòü òðè
íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû. Èõ ðàçìåðíîñòè
ðàâíû, î÷åâèäíî, 1, 1, 2, ïîñêîëüêó òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå
ñóììà êâàäðàòîâ 12 +12 +22 = 6 ðàâíî ïîðÿäêó ãðóïïû.

Çàäà÷à 9.1.12. Êàê óñòðîåíû íåïðèâîäèìûå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ãðóïïû ñèììåòðèè òðåóãîëüíèêà?

Çàìåòèì, ÷òî âñå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ àáåëå-
âîé ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ îäíîìåðíûìè. Äåéñòâèòåëüíî, ñî-
îòíîøåíèå êîììóòàöèè D̂iD̂k = D̂kD̂i îçíà÷àåò, ÷òî åñëè
ìàòðèöà D̂i ïðèâåäåíà ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, òî è ìàò-
ðèöà D̂k ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé (èëè ìîæåò áûòü ïðè-
âåäåíà ê äèàãîíàëüíîé áåç íàðóøåíèÿ äèàãîíàëüíîñòè
ìàòðèöû D̂i â ñëó÷àå, êîãäà åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ÿâ-
ëÿþòñÿ âûðîæäåííûìè). Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíà îä-
íîâðåìåííàÿ äèàãîíàëèçàöèÿ ìàòðèö àáåëåâîé ãðóïïû,
÷òî è îçíà÷àåò ñâåäåíèå ïðîèçâîëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
àáåëåâîé ãðóïïû ê îäíîìåðíûì. Îñîáåííî ïðîñòî äîêà-
çûâàåòñÿ ñäåëàííîå óòâåðæäåíèå äëÿ öèêëè÷åñêîé ãðóï-
ïû, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè íåêîòî-
ðîãî ýëåìåíòà g. Åñëè åìó ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà D̂ è
ìû ïðèâåëè åå ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, òî è âñå ìàòðèöû
ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè D̂,
ÿâëÿþòñÿ äèàãîíàëüíûìè.
Èìååòñÿ äâà âàæíûõ ñâîéñòâà íåïðèâîäèìûõ ïðåä-

ñòàâëåíèé, êîòîðûå äîêàçàíû Øóðîì. Âî-ïåðâûõ, åñëè
íåêîòîðàÿ ìàòðèöà n× n êîììóòèðóåò ñî âñåìè ìàòðè-
öàìè íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðàçìåðíîñòè n, òî
ýòà ìàòðèöà ïðîïîðöèîíàëüíà åäèíè÷íîé. Âî-âòîðûõ,
íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè
ðàñïàäàþòñÿ íà êëàññû, âíóòðè êàæäîãî êëàññà ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (9.5), à äëÿ ïðåäñòàâ-
ëåíèé èç ðàçíûõ êëàññîâ íå ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ìàò-
ðèöû M̂ , äëÿ êîòîðîé áû

D̂
(1)
i M̂ = M̂D̂

(2)
i .

Ýòî îòíîñèòñÿ êàê ê ïðåäñòàâëåíèÿì îäèíàêîâîé ðàç-
ìåðíîñòè, òàê è ê ïðåäñòàâëåíèÿì ðàçíîé ðàçìåðíîñòè
(â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà M̂ áûëà áû íå êâàäðàòíîé).
Äëÿ êîìïîíåíò ìàòðèöû íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëå-

íèé ñïðàâåäëèâî âàæíîå ñâîéñòâî �îðòîíîðìèðîâàííî-
ñòè�. Äëÿ åãî äîêàçàòåëüñòâà âîçüìåì äâà ïðåäñòàâëå-
íèÿ ãðóïïû ðàçìåðíîñòüþ n1 è n2, ìàòðèöó B̂ ðàçìåðîì
n1 × n2 è ââåäåì ìàòðèöó n1 × n2

M̂ =
∑
g

D̂(1)(g)B̂D̂(2)(g−1), (9.7)

ãäå ñóììèðîâàíèå èäåò ïî âñåì ýëåìåíòàì ãðóïïû. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðîèçâåäåíèå D̂(1)(h)M̂ , ãäå g � íåêîòîðûé ýëå-
ìåíò ãðóïïû. Ïðåîáðàçóåì D̂(1)(h)D̂(1)(g) = D̂(1)(hg)
è ïåðåõîäèì ê ñóììèðîâàíèþ ïî hg. Ïîñêîëüêó g−1 =
(hg)−1h, ìû íàõîäèì

D̂(1)(h)M̂ = M̂D̂(2)(h).

Â ñèëó ëåììû Øóðà äëÿ ðàçíûõ ïðåäñòàâëåíèé ìàò-
ðèöà M̂ äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ. Ïðè ýòîì ìàòðèöà
B̂ â ñîîòíîøåíèè (9.7) ïðîèçâîëüíà. Ïîýòîìó ìû íàõî-
äèì óñëîâèå �îðòîãîíàëüíîñòè� ðàçëè÷íûõ íåïðèâîäè-
ìûõ ïðåäñòàâëåíèé∑

g

D
(1)
αβ (g)D

(2)
γδ (g−1) = 0, (9.8)

ãäå ãðå÷åñêèå èíäåêñû íóìåðóþò êîìïîíåíòû ìàòðèö
D̂. Íàïîìíèì, ÷òî â ñèëó óíèòàðíîñòè D̂(−g) = D†(g).
Ïîýòîìó (9.8) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå∑

g

D
(1)
αβ (g)D

†(2)
γδ (g) = 0, (9.9)

Ðàññìîòðèì òåïåðü îäíî ïðåäñòàâëåíèå ïîðÿäêà n, êî-
ãäà D̂(1) è D̂(2) â (9.7) ñîâïàäàþò. Òîãäà îïðåäåëåííàÿ â
ñîîòâåòñòâèè ñ (9.7) ìàòðèöà M̂ êîììóòèðóåò ñî âñåìè
ìàòðèöàìè íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ è ïîýòîìó â
ñèëó ëåììû Øóðà ïðîïîðöèîíàëüíà åäèíè÷íîé ìàòðè-
öå. Íàéäåì åå ñëåä:

tr M̂ =
∑
g

tr
{
D̂(g)B̂[D̂(g)]−1

}
= |G|tr B̂.

Èòàê, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû B̂∑
g

D̂(g)B̂D̂(g−1) =
|G|
n

(tr B̂)1̂,

ãäå 1̂ � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà n× n. Ïîýòîìó äîëæíî âû-
ïîëíÿòüñÿ ïîêîìïîíåíòíîå ñîîòíîøåíèå∑

g

Dαβ(g)Dγδ(−g)

=
∑
g

Dαβ(g)D†γδ(g) =
|G|
n
δαδδβγ , (9.10)

ãäå, êàê è âûøå, ãðå÷åñêèå èíäåêñû íóìåðóþò êîìïî-
íåíòû ìàòðèö D̂(g).

Çàäà÷à 9.1.13. Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèé
(9.9,9.10) äëÿ ãðóïïû ñèììåòðèè òðåóãîëüíèêà.

×òîáû êëàññèôèöèðîâàòü ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû ñ
òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè, íàäî ââåñòè èíâàðèàíò
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ (9.5). Òàêèì èíâàðèàíòîì ÿâ-
ëÿåòñÿ ñëåä ìàòðèöû ïðåäñòàâëåíèÿ, êîòîðûé íàçûâàþò
åãî õàðàêòåðîì χ:

χi = tr D̂i. (9.11)
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Ñëåä îäèíàêîâ äëÿ ïðåäñòàâëåíèé, ñâÿçàííûõ ïðåîáðà-
çîâàíèÿ ïîäîáèÿ (9.5). Ïîýòîìó íàáîð õàðàêòåðîâ χi
óæå íå çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî âûáîðà ïðåäñòàâëåíèÿ
è õàðàêòåðèçóåò êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ ïðåäñòàâëåíèé.
Äðóãèìè ñëîâàìè, íàáîð õàðàêòåðîâ χi õàðàêòåðèçóåò
ãðóïïó, êàê òàêîâóþ. Îòìåòèì, ÷òî ñîâïàäàþò õàðàê-
òåðû, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ñîïðÿæåííûì ýëåìåíòàì
ãðóïïû. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ îáðàòíîãî ê gi ýëå-
ìåíòà, äëÿ êîòîðîãî ìàòðèöà ðàâíà D̂†i , õàðàêòåð ðàâåí
χ∗i .
Ñâåðíåì ñîîòíîøåíèå (9.10) ïî èíäåêñàì α, β è ïî èí-

äåêñàì γ, δ. Â ðåçóëüòàòå ñëåâà ïîëó÷èì ñóììó ïðîèçâå-
äåíèé õàðàêòåðîâ, à ñïðàâà � ñëåä ñèìâîëà Êðîíåêåðà,
êîòîðûé ðàâåí ðàçìåðíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ n. Â ðåçóëü-
òàòå ïîëó÷àåòñÿ ∑

i

|χi|2 = |G|. (9.12)

Äëÿ ðàçíûõ æå ïðåäñòàâëåíèé òàêèì æå îáðàçîì íàõî-
äèì èç ñîîòíîøåíèÿ (9.9) óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè∑

i

χ
(1)
i χ

?(2)
i = 0. (9.13)

Ñîîòíîøåíèÿ (9.12,9.13) óæå íå çàâèñÿò îò êîíêðåòíîãî
âèäà ìàòðèö ïðåäñòàâëåíèÿ.

Çàäà÷à 9.1.14. Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèé
(9.12,9.13) äëÿ ãðóïïû ñèììåòðèè òðåóãîëüíèêà.

Çàäà÷à 9.1.15. Ïîñòðîèòü ñèñòåìó õàðàêòåðîâ äëÿ
ãðóïïû D4.

9.2 Ãðóïïû è àëãåáðû Ëè

Ìû ïðèñòóïàåì ê ðàññìîòðåíèþ ãðóïï Ëè, êîòîðûå õà-
ðàêòåðèçóþòñÿ áåñêîíå÷íûì íàáîðîì ýëåìåíòîâ, êîòî-
ðûå ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü êîíå÷íûì ÷èñëîì äåéñòâè-
òåëüíûõ ïàðàìåòðîâ xi. Ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìîå ÷èñëî
ïàðàìåòðîâ xi, íåîáõîäèìîå äëÿ ïàðàìåòðèçöèè ãðóïïû
ËèG íàçûâàåòñÿ åå ðàçìåðíîñòüþ è îáîçíà÷àåòñÿ dimG.
Èíîãäà xi íàçûâàþò êîîðäèíàòàìè â ïðîñòðàíñòâå ïà-
ðàìåòðîâ ãðóïïû Ëè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðèâå-
ñòè ãðóïïó âðàùåíèé òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. ×èñëî
ïàðàìåòðîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ çàäàíèÿ ýëåìåíòîâ ýòîé
ãðóïïû, ðàâíî òðåì: èìåííî ñòîëüêî óãëîâ õàðàêòåðè-
çóåò ïðîèçâîëüíîå âðàùåíèå. Íàïðèìåð, ìîæíî ïîñëå-
äîâàòåëüíî îñóùåñòâèòü ïîâîðîòû âîêðóã òðåõ îñåé êî-
îðäèíàò.

Çàäà÷à 9.2.1. Ñêîëüêèìè ïàðàìåòðàìè õàðàêòåðèçó-
åòñÿ ãðóïïà âðàùåíèé n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà?

Íà÷àëî êîîðäèíàò ïðèíÿòî âûáèðàòü â åäèíèöå ãðóï-
ïû, òî åñòü xi = 0 ñîîòâåòñòâóþò åäèíè÷íîìó ýëåìåí-
òó ãðóïïû. Âìåñòî òàáëèöû óìíîæåíèÿ íåïðåðûâíàÿ
ãðóïïà çàäàåòñÿ ôóíêöèåé 2dimG ïåðåìåííûõ, êîòîðàÿ
îïðåäåëÿåò ïðîöåäóðó óìíîæåíèÿ. À èìåííî, ïóñòü ïðè

ïåðåìíîæåíèè ýëåìåíòîâ ñ êîîðäèíàòàìè x,y ïîëó÷èë-
ñÿ ýëåìåíò ñ êîîðäèíàòîé z: g(z) = g(x) · g(y). Òîãäà
z =?(x,y) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé óìíîæåíèÿ.
Ãðóïïîâûå ñâîéñòâà íàêëàäûâàþò ðÿä îãðàíè÷åíèé

íà ôóíêöèþ φ. Âî-ïåðâûõ, φ(0,x) = φ(x, 0) = x, ÷òî
ñâÿçàíî ñî ñâîéñòâîì åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà 1·g = g·1 = g.
Âî-âòîðûõ,

φ(φ(x,y), z) = φ(x,φ(y, z)),

÷òî ñâÿçàíî ñ àññîöèàòèâíîñòüþ: (g1g2)g3 = g1(g2g3). Â-
òðåòüèõ, íàëè÷èå ó êàæäîãî ýëåìåíòà ãðóïïû îáðàòíî-
ãî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî x íàéäåòñÿ òàêîå y, ÷òî
φ(x,y) = φ(y,x) = 0.
Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ìàòðè÷íûå ãðóïïû Ëè, ýëå-

ìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöû n × n ñ äåéñòâè-
òåëüíûìè èëè êîìïëåêñíûìè êîìïîíåíòàìè. Èìåííî
òàêèå ãðóïïû íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â ïðèëîæå-
íèÿõ. Î÷åâèäíî, äåéñòâèòåëüíàÿ ìàòðèöà n×n õàðàêòå-
ðèçóåòñÿ n2 ïàðàìåòðàìè, à êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà n×n
õàðàêòåðèçóåòñÿ 2n2 ïàðàìåòðàìè. Êàê ïðàâèëî, ìû áó-
äåì ðàññìàòðèâàòü ìàòðèöû, íà êîòîðûå íàêëàäûâàþò-
ñÿ íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ, ñîâìåñòèìûå ñ ãðóïïîâûìè
ñâîéñòâàìè. Ïðèâåäåì îñíîâíûå ïðèìåðû.
Ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì óíèìîäóëÿðíûõ

ìàòðèö, òî åñòü ìàòðèö ñ åäèíè÷íûì äåòåðìèíàíòîì.
Ïîñêîëüêó äåòåðìèíàíò ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ðàâåí
ïðîèçâåäåíèþ èõ äåòåðìèíàíòîâ, ãðóïïîâàÿ ïðîöåäóðà
íå âûâîäèò óíèìîäóëÿðíûå ìàòðèöû èç èõ êëàññà. Î÷å-
âèäíî, äåéñòâèòåëüíàÿ óíèìîäóëÿðíàÿ ìàòðèöà n × n
õàðàêòåðèçóåòñÿ n2−1 ïàðàìåòðàìè, à êîìïëåêñíàÿ óíè-
ìîäóëÿðíàÿ ìàòðèöà n×n õàðàêòåðèçóåòñÿ 2n2−2 ïàðà-
ìåòðàìè. Ãðóïïà äåéñòâèòåëüíûõ óíèìîäóëÿðíûõ ìàò-
ðèö n× n îáîçíà÷àåòñÿ SL(n,R), à ãðóïïà êîìïëåêñíûõ
óíèìîäóëÿðíûõ ìàòðèö n× n îáîçíà÷àåòñÿ SL(n,C).
U(n,C) èëè ïðîñòî U(n) îçíà÷àåò ãðóïïó óíèòàðíûõ

ìàòðèö Û , ò.å. òàêèõ, äëÿ êîòîðûõ ýðìèòîâñêè ñîïðÿ-
æåííàÿ ìàòðèöà Û† ñîâïàäàåò ñ îáðàòíîé: Û−1 = Û†

èëè Û Û† = 1. Ýòî ñîîòíîøåíèå äàåò n2 äåéñòâèòåëü-
íûõ óñëîâèé, ïîñêîëüêó ìàòðèöà Û Û† ýðìèòîâà. Òà-
êèì îáðàçîì, óíèòàðíàÿ ìàòðèöà õàðàêòåðèçóåòñÿ n2

ïàðàìåòðàìè. Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàçìåðíîñòü ãðóïïû
dimU(n) = n2.

SO(n,R) èëè ïðîñòî SO(n) îçíà÷àåò ãðóïïó îðòîãî-
íàëüíûõ óíèìîäóëÿðíûõ ìàòðèö Ô, òî åñòü ìàòðèö ñ
åäèíè÷íûì äåòåðìèíàíòîì, äëÿ êîòîðûõ îáðàòíàÿ ìàò-
ðèöà ñîâïàäàåò ñ òðàíñïîíèðîâàííîé: Ô−1 = ÔT èëè
ÔÔT = 1. Ýòî ñîîòíîøåíèå äàåò n(n + 1)/2 äåéñòâè-
òåëüíûõ óñëîâèé, ïîñêîëüêó ìàòðèöà ÔÔT ñèììåòðè÷-
íà. Ñîîòíîøåíèå ÔÔT = 1 îçíà÷àåò, ÷òî äåòåðìèíàíò
Ô ðàâåí ±1. Ïîýòîìó óñëîâèå óíèìîäóëÿðíîñòè îòñåêà-
åò ìàòðèöû ñ äåòåðìèíàíòîì −1, íî íå óìåíüøàåò ÷èñ-
ëî ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå òðåáóþòñÿ äëÿ õàðàêòåðèñòèêè
ìàòðèöû Ô. Òàêèì îáðàçîì, îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà õà-
ðàêòåðèçóåòñÿ n(n− 1)/2 ïàðàìåòðàìè. Äðóãèìè ñëîâà-
ìè, ðàçìåðíîñòü ãðóïïû dimSO(n) = n(n− 1)/2.

Çàäà÷à 9.2.2. Ãðóïïà SO(n) èçîìîðôíà ãðóïïå âðàùå-
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íèé n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïî÷åìó?

SU(n,C) èëè ïðîñòî SU(n) îçíà÷àåò ãðóïïó óíèòàð-
íûõ óíèìîäóëÿðíûõ ìàòðèö, ò.å. òàêèõ, äëÿ êîòîðûõ ýð-
ìèòîâñêè ñîïðÿæåííàÿ ìàòðèöà ñîâïàäàåò ñ îáðàòíîé:
Û−1 = Û† èëè Û Û† = 1, à òàêæå äåòåðìèíàíò ðàâåí
åäèíèöå. Ñîîòíîøåíèå Û Û† = 1 îçíà÷àåò, ÷òî äåòåð-
ìèíàíò ìàòðèöû Û ïî ìîäóëþ ðàâåí åäèíèöå. Ïîýòî-
ìó óñëîâèå óíèìîäóëÿðíîñòè íàêëàäûâàåò îäíî äîïîë-
íèòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå íà ìàòðèöó Û .
Âû÷èòàÿ ýòó åäèíèöó èç ÷èñëà n2 ïàðàìåòðîâ óíèòàð-
íîé ìàòðèöû, íàõîäèì, ÷òî óíèòàðíàÿ óíèìîäóëÿðíàÿ
ìàòðèöà õàðàêòåðèçóåòñÿ n2− 1 ïàðàìåòðàìè. Äðóãèìè
ñëîâàìè, ðàçìåðíîñòü ãðóïïû dimSU(n) = n2 − 1.
Ïðèâåäåì ïàðàìåòðèçàöèþ ãðóïïû SO(3), êîòîðàÿ

èçîìîðôíà ãðóïïå âðàùåíèé òðåõìåðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà. Âñÿêóþ ìàòðèöó ýòîé ãðóïïû ìîæíî ïðåäñòàâèòü,
êàê ïðîèçâåäåíèå òðåõ ìàòðèö, Ô = Ô3Ô2Ô1, êîòîðûå
ñîîòâåòñòâóþò ïîâîðîòàì âîêðóã îñåé êîîðäèíàò:

Ô1 =

 1 0 0
0 cosα1 − sinα1

0 sinα1 cosα1

 ,

Ô2 =

 cosα2 0 sinα2

0 1 0
− sinα2 0 cosα2

 ,

Ô3 =

 cosα3 − sinα3 0
sinα3 cosα3 0

0 0 1

 . (9.14)

Âñå óãëû çäåñü îïðåäåëåíû íà èíòåðâàëå â 2π, íàïðè-
ìåð, ìîæíî ñ÷èòàòü −π < α < π.
Ìîæíî ââåñòè äðóãóþ ïàðàìåòðèçàöèþ ìàòðèö ãðóï-

ïû SO(3). Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîâîðîò, êàê âðàùåíèå
âîêðóã íåêîòîðîãî âåêòîðà a, íàïðàâëåíèå êîòîðîãî çà-
äàåò íàïðàâëåíèå îñè âðàùåíèÿ, à àáñîëþòíîå çíà÷åíèå
çàäàåò óãîë ïîâîðîòà ψ. Ïîëíîå ïåðå÷èñëåíèå ïîâîðîòîâ
â òåðìèíàõ âåêòîðîâ a îçíà÷àåò, ÷òî ψ ìåíÿåòñÿ îò 0 äî
π, ïîñêîëüêó ïîâîðîòû íà óãëû îò π äî 2π âîêðóã íà-
ïðàâëåíèÿ a ýêâèâàëåíòíû ïîâîðîòàì íà óãëû îò 0 äî π
âîêðóã íàïðàâëåíèÿ −a. Òàêèì îáðàçîì, â ïðîñòðàíñòâå
âåêòîðîâ a îáëàñòü ïàðàìåòðîâ ãðóïïû SO(3) ÿâëÿåòñÿ
øàðîì ðàäèóñà π. Îäíàêî ïîâîðîòû íà óãîë π âîêðóã
íàïðàâëåíèé a è −a ÿâëÿþòñÿ îäíèì è òåì æå ïðåîáðà-
çîâàíèåì, ïîýòîìó ìû äîëæíû îòîæäåñòâèòü âñå ïàðû
äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê ïîâåðõíîñòè øà-
ðà. Ïîëó÷èâøååñÿ ìíîæåñòâî è åñòü ìíîãîîáðàçèå ïàðà-
ìåòðîâ ãðóïïû SO(3). Ìíîãîîáðàçèå ïîëó÷èëîñü ñâÿç-
íûì, íî íåîäíîñâÿçíûì, ïîòîìó ÷òî ìû íå ìîæåì ñòÿ-
íóòü â òî÷êó ïóòü, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç êîíöû äèàìåòðà
øàðà. Äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè îñòàíóò-
ñÿ ïðîòèâîïîëîæíûìè è íàì íå óäàñòñÿ ñâåñòè èõ â îäíó.
Òàêîå ìíîæåñòâî ìîæíî îòîáðàçèòü íà òàê íàçûâàåìóþ
ïðîåêòèâíóþ ñôåðó â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.
Ïðèâåäåì òåïåðü ïàðàìåòðèçàöèþ ìàòðèö ãðóïïû

SU(2). Ýëåìåíò ýòîé ãðóïïû ìîæíî çàäàòü ÷åòûðüìÿ

äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè x1, x2, x3, x4, íà êîòîðûå íà-
ëîæåíî óñëîâèå x21 + x22 + x23 + x24 = 1. Òîãäà ìàòðèöà

Û =

(
x1 + ix2 −x3 − ix4
x3 − ix4 x1 − ix2

)
,

îáëàäàåò îáåèìè íåîáõîäèìûìè ñâîéñòâàìè: îíà ÿâëÿ-
åòñÿ óíèòàðíîé è óíèìîäóëÿðíîé. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî
óñëîâèå x21 +x22 +x23 +x24 = 1 çàäàåò åäèíè÷íóþ ñôåðó â
÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå x1, x2, x3, x4.

9.2.1 Àëãåáðà Ëè ãðóïïû Ëè

Ðàññìîòðèì îêðåñòíîñòü åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà íåêîòî-
ðîé ãðóïïû Ëè G, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ ïàðàìåòðàìè xj . Â
ýòîé îêðåñòíîñòè ìàòðèöû ãðóïïû Ĝ õàðàêòåðèçóåòñÿ
ïðîèçâîäíûìè

Q̂j =
∂Ĝ

∂xj
, (9.15)

÷èñëî êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ ãðóïïû G.
Ïðîèçâîäíûå (9.15) íàçûâàþòñÿ ãåíåðàòîðàìè ãðóïïû
G, èõ ÷èñëî ðàâíî ðàçìåðíîñòè ãðóïïû dimG. Âáëèçè
åäèíèöû ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå Ĝ(x) = 1 + xjQj , ãäå
ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðî-
âàíèå.
Ðàññìîòðèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ìàòðèö

T̂ (t) = exp(tyjQ̂j), ãäå yj � íåêîòîðûå ÷èñëà è ïî
ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâà-
íèå. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ñåìåéñòâî óäîâëåòâîðÿåò ãðóï-
ïîâîìó ñâîéñòâó, ïðè÷åì T̂ (t1)T̂ (t2) = T̂ (t1 + t2). Êðî-
ìå òîãî, ïðè ìàëûõ t ìàòðèöû T̂ èìåþò âèä 1 + xjQj ,
òî åñòü ïðèíàäëåæàò ãðóïïå G. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî è
ïðè ïðîèçâîëüíîì t ìàòðèöû T̂ ïðèíàäëåæàò ãðóïïå G.
Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîä-
ãðóïïó ãðóïïû G. Áîëåå òîãî, ìû ïîñòðîèëè ýêñïîíåí-
öèàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ýòîé ïîäãðóïïû.
Ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ yj îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå

ïîäãðóïïû T̂ (t) èñ÷åðïûâàþò âñå ýëåìåíòû ãðóïïû G,
ïîñêîëüêó êàæäûé åå ýëåìåíò ìîæåò áûòü àïïðîêñèìè-
ðîâàí áîëüøîé ñòåïåíüþ ýëåìåíòà, áëèçêîãî ê åäèíèöå.
Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ìàòðèö
ãðóïïû G, êîòîðîå èìååò âèä

Ĝ(x) = exp(xQ̂), (9.16)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì. Â äàëüíåéøåì
ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü èìåííî ýêñïîíåíöèàëüíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå.
Õîòÿ ìû îáíàðóæèëè â ãðóïïå G áåñêîíå÷íîå êîëè÷å-

ñòâî îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ïîäãðóïï, åå ýëåìåíòû, âîîá-
ùå ãîâîðÿ, íå êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé. Ðàññìîòðèì
ìàòðèöó Ĝ(y)Ĝ(x)Ĝ−1(y)Ĝ−1(x), êîòîðàÿ òàêæå ïðè-
íàäëåæèò ãðóïïå G. Èñïîëüçóÿ ýêñïîíåíöèàëüíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå (9.16) è ðàñêëàäûâàÿñü äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî
xj , yj , íàõîäèì

Ĝ(y)Ĝ(x)Ĝ−1(y)Ĝ−1(x) ≈ 1 + yixj(Q̂iQ̂j − Q̂jQ̂i).
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Ïîñêîëüêó âáëèçè åäèíèöû ãëàâíûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ
ìàòðèöû ãðóïïû G äîëæåí ðàñêëàäûâàòüñÿ ïî Q̂j , ìû
íàõîäèì [

Q̂j , Q̂l

]
= tjlkQ̂k, (9.17)

ãäå ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòîðÿþùèì-
ñÿ èíäåêñàì. Âåëè÷èíû tjlk íàçûâàþòñÿ ñòðóêòóðíûìè
êîíñòàíòàìè. Î÷åâèäíî, âåëè÷èíû tjlk àíòèñèììåòðè÷-
íû ïî ïåðâîé ïàðå èíäåêñîâ. Êâàäðàòíûå ñêîáêè â (9.17)
îçíà÷àþò êîììóòàòîð

[Ĝ, Ĥ] ≡ ĜĤ − ĤĜ.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ñîâîêóïíîñòè ìàòðèö
X̂ = xQ̂, ãäå �ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå� îçíà÷àåò ñóì-
ìèðîâàíèå ïî êîìïîíåíòàì xj è êîìïîíåíòàì Q̂j . Íà
ýòîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå çàäàíû îïåðàöèè ñëîæå-
íèÿ X̂ + Ŷ = (x + y)Q̂ è êîììóòàöèè ìàòðèö, êîòîðûå
ýòî ïðîñòðàíñòâî ñîõðàíÿþò. Êîììóòàòîð ìàòðèö X̂ ëè-
íåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýòè ìàòðèöû, ÿâíîå âûðàæåíèå
êîììóòàòîðà îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðíûìè êîíñòàíòàìè,
ñìîòðè (9.17). Òàêîãî ñîðòà êîíñòðóêöèÿ íàçûâàåòñÿ àë-
ãåáðîé Ëè. Âîîáùå ãîâîðÿ, àëãåáðû Ëè ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü ñàìè ïî ñåáå. Íàñ, îäíàêî, îíè áóäóò èíòåðåñî-
âàòü èìåííî â ñâÿçè ñ ãðóïïàìè Ëè.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ òðåõ îïåðàòîðîâ

X̂, Ŷ , Ẑ âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî ßêîáè

[[X̂, Ŷ ], Ẑ] + [[Ŷ , Ẑ], X̂] + [[Ẑ, X̂], Ŷ ] = 0. (9.18)

Ïîäñòàâëÿÿ â òîæäåñòâî ßêîáè (9.18) X̂ = Q̂i, Ŷ =
Q̂j , Ẑ = Q̂k è ïðåîáðàçóÿ êîììóòàòîðû ïðè ïîìîùè ñî-
îòíîøåíèé (9.17), íàõîäèì óñëîâèå

tijntnkm + tjkntnim + tkintnjm = 0, (9.19)

íàëîæåííîå íà ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû.
Ðàññìîòðèì ãðóïïó SU(2), ðàçìåðíîñòü êîòîðîé ðàâíà

òðåì. Â êà÷åñòâå ãåíåðàòîðîâ ýòîé ãðóïïû èñïîëüçóþò
îáû÷íî ìàòðèöû Ïàóëè, ñìîòðè ðàçäåë 9.4.1. Â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ âûðàæåíèåì (9.44) äëÿ êîììóòàòîðîâ ìàòðèö
Ïàóëè

[σi, σj ] = 2iεijkσk, (9.20)

ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû tikl ãðóïïû SU(2) ïðîïîðöè-
îíàëüíû àáñîëþòíî àíòèñèììåòðè÷íîìó òåíçîðó εijk.
Äëÿ ýòèõ âåëè÷èí ëåãêî íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðèòü âû-
ïîëíåíèå òîæäåñòâ ßêîáè (9.19), èñïîëüçóÿ ñîîòíîøå-
íèå

εijkεmnk = δimδjn − δinδjm. (9.21)

Ýêñïîíåíöèàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (9.16) äëÿ ìàòðèö
ãðóïïû SU(2) èìååò âèä

exp(ixiσi) = cosx+ i
xi
x
σi sinx, (9.22)

ãäå x � àáñîëþòíîå çíà÷åíèå âåêòîðà x. Èñïîëüçóÿ ýðìè-
òîâîñòü ìàòðèö Ïàóëè è ïðàâèëî (9.43), ëåãêî ïðîâåðèòü
óíèòàðíîñòü è óíèìîäóëÿðíîñòü ìàòðèö (9.22). Êàê ñëå-
äóåò èç âûðàæåíèÿ (9.22), âåêòîðû x ëåæàò âíóòðè ñôå-
ðû ðàäèóñà π.

Çàäà÷à 9.2.3. Äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå (9.22).

Âìåñòî ýêñïîíåíöèàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (9.22) ÷à-
ñòî èñïîëüçóþò äðóãóþ ïàðàìåòðèçàöèþ â òåðìèíàõ
òðåõ óãëîâ:

Û =

(
eiϕ cos(θ/2) eiψ sin(θ/2)
−e−iψ sin(θ/2) e−iϕ cos(θ/2)

)
. (9.23)

Ýòó ïàðàìåòðèçàöèþ îáû÷íî íàçûâàþò ñïèíîðíîé (â óç-
êîì ñìûñëå ýòîãî ñëîâà).
Äèôôåðåíöèðóÿ ìàòðèöû (9.14) ïî óãëàì α, ìû íà-

õîäèì ñëåäóþùèå ãåíåðàòîðû ãðóïïû âðàùåíèé

Ĵ1 =

 0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 ,

Ĵ2 =

 0 0 i
0 0 0
−i 0 0

 ,

Ĵ3 =

 0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 , (9.24)

êîòîðûå çà ñ÷åò óìíîæåíèÿ íà i ñäåëàíû ýðìèòîâû-
ìè ìàòðèöàìè. Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì íàõîäèì ïðàâèëà
êîììóòàöèè

[Ĵi, Ĵk] = iεiknĴn, (9.25)

êîòîðûå ýêâèâàëåíòíû ïðàâèëàì êîììóòàöèè ìàòðèö
Ïàóëè (9.20). Ïîýòîìó àëãåáðû Ëè äëÿ ãðóïï SO(3) è
SU(2) èçîìîðôíû, òî åñòü ãðóïïû SO(3) è SU(2) âáëè-
çè åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà âåäóò ñåáÿ îäèíàêîâî. Â òî æå
âðåìÿ ýòè ãðóïïû íå èçîìîðôíû.

Çàäà÷à 9.2.4. Ïðîâåðèòü, ÷òî îïåðàòîð óãëîâîãî ìî-
ìåíòà L̂i = −iεiknrk∂n óäîâëåòâîðÿåò òåì æå
ïðàâèëàì êîììóòàöèè (9.25): [L̂i, L̂k] = iεiknL̂n.

Èñõîäÿ èç ïðàâèë êîììóòàöèè (9.20,9.25), ìîæíî áû-
ëî áû îæèäàòü, ÷òî ýêâèâàëåíòíû ýëåìåíòû exp(ixiĴi) è
exp(ixiσi/2). Äëÿ ãðóïïû SO(3) ýëåìåíòû ãðóïïû ëåæàò
âíóòðè ñôåðû ðàäèóñà π, ïðè÷åì ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷-
êè íà ýòîé ñôåðå ýêâèâàëåíòíû. Îäíàêî, êàê ñëåäóåò èç
ïðåäñòàâëåíèÿ (9.22) äëÿ |x| = π ýëåìåíòû exp(ixiσi/2)
è exp(−ixiσi/2) îòëè÷àþòñÿ çíàêîì. Òàêèì îáðàçîì,
ìîæíî ïîñòðîèòü ãîìîìîðôèçì SU(2) → SO(3). Íî îá-
ðàòíîãî ãîìîìîðôèçìà íå ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó êàæ-
äûé ýëåìåíò Ô èìååò äâà ïðîîáðàçà Û (îòëè÷àþùèåñÿ
çíàêîì). Ïîýòîìó ãðóïïû SU(2) è SO(3) íå èçîìîðô-
íû. Èíîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà SU(2) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì
ïðîèçâåäåíèåì ãðóïï SO(3) è Z2, ãäå Z2 � öèêëè÷åñêàÿ
ãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ ýëåìåíòîâ: 1 è −1.
Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ó êàæäîé òî÷êè îáðàçà èìå-

åòñÿ íåñêîëüêî ïðîîáðàçîâ, îòîáðàæåíèå íàçûâàþò íà-
êðûòèåì. Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà SU(2) ÿâëÿåòñÿ íàêðû-
òèåì ãðóïïû SO(3), â äàííîì ñëó÷àå äâóëèñòíîå. Ïðè-
ìåð äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ èçâåñòåí èç òåîðèè ôóíêöèé
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êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé. Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ôóíê-
öèè

√
z ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâà ýêçåìïëÿðà êîìïëåêñ-

íîé ïëîñêîñòè , ðàçðåçàííûõ, íàïðèìåð, âäîëü îòðèöà-
òåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ïîëóîñè. Âåðõíèé áåðåã ðàçðå-
çà êàæäîãî ýêçåìïëÿðà ñêëåèâàåòñÿ ñ íèæíèì áåðåãîì
ðàçðåçà äðóãîãî ýêçåìïëÿðà. Åñëè ïîëó÷åííóþ ïîâåðõ-
íîñòü ãëàäêî îòîáðàçèòü íà êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü, ïî-
ëó÷èòñÿ äâóëèñòíîå íàêðûòèå. Êàæäûé ëèñò ñîîòâåò-
ñòâóåò ñâîåé âåòâè êâàäðàòíîãî êîðíÿ. Ïðèìåðîì áåñ-
êîíå÷íîëèñòíîãî íàêðûòèÿ ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå ÷èñ-
ëîâîé îñè íà îêðóæíîñòü, ïðè êîòîðîì îñü �íàìàòûâàåò-
ñÿ� íà îêðóæíîñòü. Êàæäîé òî÷êå îêðóæíîñòè îòâå÷àåò
áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ïðîîáðàçîâ, ïîýòîìó äàííîå îòîáðà-
æåíèå � áåñêîíå÷íîëèñòíîå íàêðûòèå. Äâóìåðíûì ïðè-
ìåðîì áåñêîíå÷íîëèñòíîãî íàêðûòèÿ ñëóæèò îòîáðàæå-
íèå ïëîñêîñòè íà òîð. Ïëîñêîñòü äåëèòñÿ íà îäèíàêîâûå
ïðÿìîóãîëüíûå êëåòêè, ïðîòèâîëåæàùèå ñòîðîíû êàæ-
äîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ñêëåèâàþòñÿ. Êàæäîé òî÷êå òîðà
ñîîòâåòñòâóåò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî äèñêðåòíûõ ïðîîáðà-
çîâ íà ïëîñêîñòè
Îïåðàòîðîì Êàçèìèðà íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íàÿ ïî

ãåíåðàòîðàì ôîðìà, êîòîðàÿ êîììóòèðóåò ñî âñåìè ãå-
íåðàòîðàìè. Ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ãåíåðàòîðîâ
Q̂i ýòó ôîðìó âñåãäà ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó Q̂2

j . Â ýòîì

ñëó÷àå óñëîâèå [Q̂i, Q̂
2
j ] = 0 îçíà÷àåò, ÷òî ñòðóêòóðíûå

êîíñòàíòû tikn àíòèñèììåòðè÷íû íå òîëüêî ïî ïåðâîé
ïàðå èíäåêñîâ, íî è ïî ïîñëåäíåé. Äðóãèìè ñëîâàìè,
â ýòîì ñëó÷àå tikn ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî àíòèñèììåòðè÷-
íûì òåíçîðîì. Äëÿ àëãåáðû ðàçìåðíîñòè òðè àáñîëþòíî
àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð îáÿçàí áûòü ïðîïîðöèîíàëü-
íûì εijk. Äëÿ ãðóïï áîëåå âûñîêîé ðàçìåðíîñòè ñòðóê-
òóðíûå êîíñòàíòû tikn íå ôèêñèðîâàíû ñòîëü æåñòêî.
Ïðèâåäåì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ãåíåðàòîðû ãðóïïû SU(3):

Q1 =

 0 1 0
1 0 0
0 0 0

 , Q2 =

 0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 , (9.26)

Q3 =

 1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 , Q4 =

 0 0 1
0 0 0
1 0 0

 ,

Q5 =

 0 0 −i
0 0 0
i 0 0

 , Q6 =

 0 0 0
0 0 1
0 1 0

 ,

Q7 =

 0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 , Q8 =
1√
3

 1 0 0
0 1 0
0 0 −2

 ,(9.27)

ãäå ãåíåðàòîðû ÿâëÿþòñÿ ýðìèòîâûìè ìàòðèöàìè. Îíè
íàçûâàþòñÿ ìàòðèöàìè Ãåëë-Ìàííà. Äëÿ ýòèõ ãåíåðà-
òîðîâ ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû àáñîëþòíî àíòèñèììåò-
ðè÷íû.

Çàäà÷à 9.2.5. Ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ìàòðèö (9.26)
ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû àáñîëþòíî àíòèñèì-
ìåòðè÷íû.

Çàäà÷à 9.2.6. ×åìó ðàâåí îïåðàòîð Êàçèìèðà Q̂2
j äëÿ

ìàòðèö (9.26)?

Ýêñïîíåíöèàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (9.16) ïîêàçûâàåò,
÷òî ýëåìåíòû ãðóïïû Ëè G ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê åå
ãåíåðàòîðàì. Ïîýòîìó è ïðàâèëà ïåðåìíîæåíèÿ ýëåìåí-
òîâ ãðóïïû Ëè G ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç ñâîéñòâà
ãåíåðàòîðîâ. Îíè âîññòàíàâëèâàþòñÿ èç êîììóòàöèîí-
íûõ ñîîòíîøåíèé àëãåáðû Ëè ýòîé ãðóïïû (9.17). Òàêèì
îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû Ẑ,
óäîâëåòâîðÿþùåé ñîîòíîøåíèþ

exp(X̂) exp(Ŷ ) = exp(Ẑ). (9.28)

Çäåñü ìàòðèöû X̂, Ŷ , Ẑ çàïèñûâàþòñÿ, êàê ëèíåéíûå
êîìáèíàöèè X̂ = xjQ̂j , Ŷ = yjQ̂j , Ẑ = zjQ̂j ãåíåðàòîðîâ
Qj íåêîòîðîé àëãåáðû Ëè ñ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíî-
øåíèÿìè (9.17). Õîòÿ ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è â ïðèíöèïå
ñóùåñòâóåò, ñìîòðè ðàçäåë 9.4.2, åãî ïðèìåíåíèå ê êîí-
êðåòíûì çàäà÷àì ìîæåò âûçûâàòü áîëüøèå òåõíè÷åñêèå
òðóäíîñòè.

Çàäà÷à 9.2.7. Íàéòè èç ñîîòíîøåíèÿ (9.28) zi âî
âòîðîì ïîðÿäêå ïî xi, yi.

Çàäà÷à 9.2.8. Óñòàíîâèòü, ê ÷åìó ïðèâîäèò ñîîòíî-
øåíèå (9.28) äëÿ ãðóïïû SU(2).

9.3 Ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï Ëè

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû ðàññìàòðèâàëè ìàòðè÷íûå
ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï Ëè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëü-
íûìè èëè, êàê åùå ãîâîðÿò, ôóíäàìåíòàëüíûìè. Â òî
æå âðåìÿ ãðóïïû Ëè (àëãåáðû Ëè) äîïóñêàþò ãîðàç-
äî áîëåå øèðîêèé êëàññ ïðåäñòàâëåíèé, êîòîðûå ìîãóò
èìåòü ñêîëü óãîäíî áîëüøîé ïîðÿäîê. Áîëåå òîãî, äà-
æå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï Ëè (àëãåáð Ëè)
ìîãóò èìåòü ñêîëü óãîäíî áîëüøîé ïîðÿäîê. Ïðîäåìîí-
ñòðèðóåì ñêàçàííîå íà ïðèìåðå ãðóïïû âðàùåíèé òðåõ-
ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, àëãåáðà ãåíåðàòîðîâ êîòîðîé çà-
äàåòñÿ ïðàâèëîì êîììóòàöèè (9.25). Áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü ìàòðè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãåíåðàòîðîâ Ĵi ïðîèç-
âîëüíîãî ïîðÿäêà.
Ïîñòðîèì îïåðàòîðû Ĵ± = Ĵ1 ± iĴ2. Êàê ñëåäñòâèå

ñîîòíîøåíèé (9.25), íàõîäèì

[Ĵ3, Ĵ+] = Ĵ+, [Ĵ3, Ĵ−] = −Ĵ−. (9.29)

Îïåðàòîð Ĵ2 êîììóòèðóåò ñ Ĵ3, ïîýòîìó ìîæíî âûáðàòü
áàçèñ ïðåäñòàâëåíèÿ èç îáùèõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ
ýòèõ îïåðàòîðîâ ñ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè λ è m. Îáî-
çíà÷èì ýòè ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñèìâîëîì |λm〉, ãäå λ
è m:

Ĵ2|λm〉 = λ|λm〉, Ĵ3|λm〉 = m|λm〉. (9.30)

Òîãäà ìû íàõîäèì ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (9.29), ÷òî

Ĵ3Ĵ+|λm〉 = (m+ 1)|λm〉,
Ĵ3Ĵ−|λm〉 = (m− 1)|λm〉.
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Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèå îïåðàòîðîâ Ĵ+ è Ĵ− íà |λm〉
äàåò âåêòîð, êîòîðûé èìååò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå Ĵ3,
ñäâèíóòûé íà åäèíèöó ïî ñðàâíåíèþ ñ |λm〉. Ïîýòîìó
åñòåñòâåííî íàçûâàòü îïåðàòîð Ĵ+ ïîâûøàþùèì, à îïå-
ðàòîð Ĵ− ïîíèæàþùèì. Äàëüíåéøåå ïðèìåíåíèå ïîâû-
øàþùåãî èëè ïîíèæàþùåãî îïåðàòîðà ïîçâîëÿåò ñäâè-
íóòü m íà ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî.
Â íàøåì ñëó÷àå Ĵ2 � ýðìèòîâñêèé íåîòðèöàòåëü-

íî îïðåäåëåííûé îïåðàòîð, ïîýòîìó λ � âåùåñòâåí-
íîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Äàëåå, ïðîèçâåäåíèÿ Ĵ+Ĵ− è
Ĵ−Ĵ+ òàêæå ýðìèòîâû è íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíû,
ïîñêîëüêó Ĵ+ è Ĵ− ýðìèòîâî ñîïðÿæåíû äðóã äðóãó. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû

Ĵ−Ĵ+ = Ĵ2 − Ĵ2
3 − Ĵ3, Ĵ+Ĵ− = Ĵ2 − Ĵ2

3 + Ĵ3,

îòêóäà

Ĵ−Ĵ+|λm〉 = (λ−m2 −m)|λm〉,
Ĵ+Ĵ−|λm〉 = (λ−m2 +m)|λm〉. (9.31)

Ïîýòîìó ÷èñëà λ −m2 ±m íå ìîãóò ñòàòü îòðèöàòåëü-
íûìè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñòü êðàéíèå âåêòîðû, îäèí
èç êîòîðûõ |λmmin〉 îáðàùàåòñÿ â íóëü ïîâûøàþùèì
îïåðàòîðîì, à äðóãîé |λmmax〉 � ïîíèæàþùèì:

Ĵ+|λmmax〉 = 0, Ĵ−|λmmin〉 = 0.

Èç ñîîòíîøåíèÿ 9.31) íàõîäèì

λ−m2
max −mmax = 0 = λ−m2

min +mmin.

Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ìîæíî çàïèñàòü â âèäåmmax = j,
mmin = −j, λ = j(j + 1). Ïîñêîëüêó ðàçíèöà mmax −
mmin = 2j äîëæíà áûòü öåëûì ÷èñëîì, ñàìî j ÿâëÿåòñÿ
öåëûì èëè ïîëóöåëûì ÷èñëîì.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî èìåþò-

ñÿ êîíå÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Ëè, êîòîðàÿ çàäà-
åòñÿ êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèåì (9.25). Êàæäîå èç
ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé õàðàêòåðèçóåòñÿ öåëûì èëè ïîëó-
öåëûì ÷èñëîì j, Ĵ2 = j(j + 1). Áàçèñîì ïðåäñòàâëå-
íèÿ ÿâëÿþòñÿ 2j + 1 âåêòîðîâ |λm〉, m = −j, . . . , j, òî
åñòü ðàçìåðíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ðàâíà 2j+1. Â ýòîì áà-
çèñå Ĵ3 äèàãîíàëåí (åãî ñîáñòâåííîå ÷èñëî ðàâíî m), à
Ĵ± íåäèàãîíàëüíû. Íàéäåííîå ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ
íåïðèâîäèìûì, ïîñêîëüêó ïðèâåäåííàÿ ïðîöåäóðà ïîç-
âîëÿåò ëþáîå êîíå÷íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå ïðèâåñòè ê
íàéäåííîìó âèäó.
×òîáû ðàçîáðàòüñÿ ñ âîïðîñîì, âñå ëè çíà÷åíèÿ j äî-

ïóñòèìû, ìû âîññòàíîâèì ñ ïîìîùüþ ýêñïîíåíöèàëüíîé
ôîðìóëû ýëåìåíò ãðóïïû SO(3), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ âðà-
ùåíèåì âîêðóã îñè 3 íà óãîë θ: exp(iθĴ3) = exp(imθ).
Ïðè öåëûõ m ïîëó÷àåòñÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî θ ñ ïåðè-
îäîì 2π ôóíêöèÿ, êàê è äîëæíî áûòü. Ïðè ïîëóöå-
ëûõ m ïåðèîä óäâàèâàåòñÿ, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå
exp(2πm) = −1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íàáîð ìàòðèö ÷åò-
íîãî ïîðÿäêà, îòâå÷àþùèõ ïîëóöåëûì j, íå ÿâëÿåòñÿ
ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû SO(3). Äðóãàÿ ôîðìóëèðîâêà

òîãî æå ôàêòà: íåïðèâîäèìûå óíèòàðíûå ïðåäñòàâëå-
íèÿ ãðóïïû SO(3) âñåãäà èìåþò íå÷åòíóþ ðàçìåðíîñòü.
×òî êàñàåòñÿ ïîëóöåëûõ j, îíè ñîîòâåòñòâóþò íåïðè-

âîäèìûì ïðåäñòàâëåíèÿì óíèòàðíîé ãðóïïû SU(2). Â
êâàíòîâîé ìåõàíèêå ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ îïèñûâàþò ÷à-
ñòèöó ñ ïîëóöåëûì ñïèíîì è íàçûâàþòñÿ ñïèíîðíû-
ìè. Âñïîìíèì ïðî ãîìîìîðôèçì SU(2) → SO(3), êîòî-
ðûé îêàçàëñÿ äâóëèñòíûì íàêðûòèåì. Äðóãèìè ñëîâà-
ìè, ýëåìåíòó ãðóïïû SO(3) ñîîòâåòñòâóþò äâà ïðîîáðà-
çà ãðóïïû SU(2) ñ ðàçëè÷íûìè çíàêàìè. Ýòî è äîïóñêà-
åò èçìåíåíèå çíàêà ïðè âðàùåíèè íà óãîë 2π. Îòìåòèì
ïðè ýòîì, ÷òî ëþáàÿ ôèçè÷åñêàÿ íàáëþäàåìàÿ âåëè÷èíà
íå ìåíÿåòñÿ ïðè âðàùåíèè íà óãîë 2π, ïîñêîëüêó âñå òà-
êèå âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ ÷åòíûìè ïî ñïèíîðíîìó ïðåä-
ñòàâëåíèþ.
Ïðåäñòàâëåíèå ñ j = 0 ñîîòâåòñòâóåò îäíîìåðíîìó áà-

çèñó, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì (èëè ïñåâäîñêàëÿðîì,
åñëè îí ìåíÿåò çíàê ïðè èíâåðñèè). Ïðåäñòàâëåíèå ñ
j = 1/2 äàåòñÿ ìàòðèöàìè Ïàóëè σi/2, ïðè÷åì ïîâû-
øàþùèé è ïîíèæàþùèé îïåðàòîðû ðàâíû

1

2
(σ1 + iσ2) =

(
0 1
0 0

)
,

1

2
(σ1 − iσ2) =

(
0 0
1 0

)
.

Ïðåäñòàâëåíèå ñ j = 1 ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöàì (9.24),
ïðåîáðàçîâàííîìó ê áàçèñó, ãäå

Ĵ3 →

 1 0 0
0 0 0
0 0 −1

 . (9.32)

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàþò âåêòîðíûì, ïîñêîëüêó
ýêâèâàëåíòíî ïðåäñòàâëåíèþ, êîòîðîå ïîðîæäàåòñÿ âðà-
ùåíèÿìè âåêòîðà Ai: Ai → OikAk.

Çàäà÷à 9.3.1. Íàéòè âåêòîðû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
ñîáñòâåííûìè äëÿ îïåðàòîðà Ĵ3.

Çàäà÷à 9.3.2. Íàéòè â áàçèñå, ñîîòâåòñòâóþùåì
(9.32), ïîâûøàþùèé è ïîíèæàþùèé îïåðàòîðû.
Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèé (9.29).

Â äàëüíåéøåì âìåñòî îáîçíà÷åíèÿ |λm〉 ìû áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü îáùåïðèíÿòîå îáîçíà÷åíèå |jm〉. Ñîîòíîøå-
íèÿ (9.31) ñ ó÷åòîì Ĵ†− = Ĵ+ ïîçâîëÿþò íàéòè ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ôàçû ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû Ĵ+ è Ĵ−. Ïîäñòàâëÿÿ
λ = j(j + 1), íàõîäèì∣∣∣〈j(m− 1)|Ĵ−|jm〉

∣∣∣ =
√
j(j + 1)−m(m− 1),∣∣∣〈j(m+ 1)|Ĵ+|jm〉

∣∣∣ =
√
j(j + 1)−m(m+ 1).

Ðàñêëàäûâàÿ íà ìíîæèòåëè, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå∣∣∣〈j(m− 1)|Ĵ−|jm〉
∣∣∣ =

√
(j +m)(j −m+ 1),∣∣∣〈j(m+ 1)|Ĵ+|jm〉

∣∣∣ =
√

(j −m)(j +m+ 1),

îáû÷íî ïðèâîäèìîå â ñïðàâî÷íèêàõ.
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Ïîñêîëüêó óãëîâîé ìîìåíò L̂ = −ir × ∇ ïîä÷èíÿåò-
ñÿ òîìó æå ïðàâèëó êîììóòàöèè (9.25), ïðåäñòàâëåíèÿ
L̂ ìîãóò áûòü êëàññèôèöèðîâàíû, êàê è âûøå, â ðàì-
êàõ ÷èñëà l, êîòîðîå îïðåäåëÿåò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
L̂2 = l(l + 1). Ðàçóìååòñÿ, çíà÷åíèÿ l ÿâëÿþòñÿ öåëûìè.
Áàçèñîì ïðåäñòàâëåíèÿ ñ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè l,m ÿâ-
ëÿþòñÿ èçâåñòíûå óãëîâûå ôóíêöèè Ylm(θ, ϕ):

L̂2Ylm = l(l + 1)Ylm, L̂zYlm = mYlm.

Îòìåòèì, ÷òî (â òðåõ èçìåðåíèÿõ) Ëàïëàñèàí íåêîòîðîé
ôóíêöèè f ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

∇2f =
1

r2
∂r(r

2∂rf)− 1

r2
L̂2f,

ãäå r � ðàäèóñ. Èìåííî ýòî ïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò ñâå-
ñòè óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà â öåíòðàëüíîì ïîëå ê çàäà-
÷å ñ îäíîé ïåðåìåííîé r è öåíòðîáåæíûì ïîòåíöèàëîì
∝ l(l + 1)/r2.
Áàçèñàìè ïðåäñòàâëåíèé l,m ìîãóò ñëóæèòü íåïðè-

âîäèìûå òåíçîðû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ïîíÿ-
òèÿ âåêòîð. Ïðèìåðàìè òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà ÿâëÿåò-
ñÿ êâàäðóïîëüíûé ìîìåíò èëè òåíçîð èíåðöèè. Òåíçîð
âòîðîãî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí, êàê îáúåêò ñ äâóìÿ
èíäåêñàìè: Aik. Ïðè âðàùåíèÿõ ïðîñòðàíñòâà îí ïðåîá-
ðàçóåòñÿ, êàê

Aik → OijOkmAjm.

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî òåíçîð ïîðîæäàåò ïðåäñòàâëåíèå
ãðóïïû âðàùåíèé, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâå-
äåíèåì âåêòîðíûõ ïðåäñòàâëåíèé. Íî òàêîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðèâîäèìûì. ×òîáû ïîðîæäàåìîå òåí-
çîðîì ïðåäñòàâëåíèå áûëî íåïðèâîäèìûì, îí äîëæåí
îáëàäàòü äâóìÿ ñâîéñòâàìè: áûòü ñèììåòðè÷íûì è áåñ-
ñëåäîâûì. Â ýòîì ñëó÷àå òåíçîð èìååò ïÿòü íåçàâèñè-
ìûõ êîìïîíåíò è ïîðîæäàåìîå èì ïðåäñòàâëåíèå ýêâè-
âàëåíòíî ïðåäñòàâëåíèþ ñ l = 2.

Çàäà÷à 9.3.3. Íàéòè, êàêèå êîìáèíàöèè êîìïîíåíò
íåïðèâîäèìîãî òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà ÿâëÿþòñÿ
ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè ãåíåðàòîðà âðàùåíèé Ĵ3
ñ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè m = −2,−1, 0, 1, 2.

Ïðåäñòàâëåííàÿ êîíñòðóêöèÿ äîïóñêàåò îáîáùåíèå íà
òåíçîð ïðîèçâîëüíîãî ðàíãà l, òàêîé òåíçîð èìååò l èí-
äåêñîâ Aikp... è ïðåîáðàçóåòñÿ ïî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ
ãðóïïû âðàùåíèé:

Aikp... → OijOksOpn . . . Ajsn....

Íåïðèâîäèìûé òåíçîð Aikp... äîëæåí áûòü ñèììåòðè÷-
íûì ïî âñåì ïàðàì èíäåêñîâ è áûòü áåññëåäîâûì, òî
åñòü ñâåðòêà ïî ëþáîé ïàðå èíäåêñîâ äîëæíà áûòü ðàâ-
íà íóëþ. ×èñëî íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò íåïðèâîäèìîãî
òåíçîðà ðàíãà l ðàâíî 2l + 1, ÷òî êàê ðàç ðàâíî ðàçìåð-
íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ñ îðáèòàëüíûì ÷èñëîì l. Ïîýòîìó
òàêîé òåíçîð ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ïðåäñòàâëåíèÿ ñ îðáè-
òàëüíûì ÷èñëîì l.

Çàäà÷à 9.3.4. Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî íåçàâèñèìûõ êîì-
ïîíåíò ñèììåòðè÷íîãî áåññëåäîâîãî òåíçîðà ðàíãà
l ðàâíî 2l + 1.

Ìû óñòàíîâèëè íà äâóõ ðàçíûõ ÿçûêàõ íàáîð íåïðè-
âîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû SO(3). Êàæäîå èç íèõ
õàðàêòåðèçóþòñÿ ñâîèì öåëûì ÷èñëîì l. Ëþáîå ïðèâî-
äèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû SO(3) ìîæíî ðàçëîæèòü â
ïðÿìóþ ñóììó íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî ìàòðèöà D̂ íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â
ðåçóëüòàòå óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ D̂ → Û†D̂Û (Û
� óíèòàðíàÿ ìàòðèöà) ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê áëî÷íî-
äèàãîíàëüíîé ôîðìå, êàæäûé èç áëîêîâ êîòîðîé ïðå-
îáðàçóåòñÿ ïî ñâîåìó íåïðèâîäèìîìó ïðåäñòàâëåíèþ.
Î÷åâèäíî, â äàííîì ïðèâîäèìîì ïðåäñòàâëåíèè ìîæåò
ñîäåðæàòüñÿ öåëîå ÷èñëî áëîêîâ, ïðåîáðàçóþùèõñÿ ïî
íåïðèâîäèìîìó ïðåäñòàâëåíèþ ñ ÷èñëîì l.
Ðàçëîæåíèå ïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû â

ïðÿìóþ ñóììó íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ÿâëÿåòñÿ
ñòàíäàðòíîé çàäà÷åé òåîðèè ãðóïï. Êàê è äëÿ êîíå÷-
íûõ ãðóïï, ðàçëîæåíèå íà íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ
ìîæíî îñóùåñòâèòü ïðè ïîìîùè õàðàêòåðîâ. Ïðîäåìîí-
ñòðèðóåì ñêàçàííîå íà ïðèìåðå ãðóïïû SO(3).
Íàéäåì õàðàêòåðû íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé

ãðóïïû SO(3). Ïóñòü D̂(l) � ìàòðèöà ïðåäñòàâëåíèÿ
ãðóïïû SO(3) ðàíãà l. Ðàññìîòðèì âðàùåíèå âîêðóã òðå-
òüåé îñè íà óãîë α è âû÷èñëèì åãî õàðàêòåð. Ïðîùå
âñåãî ýòî ñäåëàòü â áàçèñå |lm〉, ãäå ìàòðèöà D̂(l) äèàãî-
íàëüíà:

D̂(l)(α) =


eilα 0 . . . 0
0 ei(l−1)α . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . e−ilα

 .

Âû÷èñëÿåì õàðàêòåð ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, êîòîðûé ñâî-
äèòñÿ ê ñóììå ýêñïîíåíò (ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè)

χ(l)(α) =

l∑
k=−l

eikα =
sin[(l + 1/2)α]

sin(α/2)
. (9.33)

Ïîñêîëüêó õàðàêòåð íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà, âû-
ðàæåíèå (9.33) ñïðàâåäëèâî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåïðè-
âîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

Çàäà÷à 9.3.5. Óáåäèòüñÿ, ÷òî âûðàæåíèå (9.33) äà-
åò õàðàêòåð ïðåäñòàâëåíèÿ, êîòîðîå ïîðîæäàåò-
ñÿ âðàùåíèåì âåêòîðà.

Ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè õàðàêòåðîâ â íåïðå-
ðûâíîé ãðóïïå â êà÷åñòâå óñðåäíåíèÿ âìåñòî ñóììèðî-
âàíèÿ ïî ýëåìåíòàì ãðóïïû ñîäåðæèò èíòåãðèðîâàíèå:

〈χ(l)χ(k)〉 =

� 2π

0

dα

2π
(1− cosα)χ(l)(α)χ(k)(α) = δlk.

(9.34)

Çàäà÷à 9.3.6. Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèÿ
(9.34).
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Èç îðòîãîíàëüíîñòè õàðàêòåðîâ ìîæíî âûâåñòè ðàç-
ëîæåíèå ïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû SO(3). À
èìåííî, åñëè èçâåñòåí õàðàêòåð ïðåäñòàâëåíèÿ χ(α), òî
êîëè÷åñòâî ñîäåðæàùèõñÿ â íåì íåïðèâîäèìûõ ïðåä-
ñòàâëåíèé ðàíãà l ðàâíî

Kl = 〈χ?χ(l)〉 =

� 2π

0

dα

2π
(1− cosα)χ?(α)χ(l)(α). (9.35)

Â ñèëó äåéñòâèòåëüíîñòè χ(l)(α) è öåëîãî çíà÷åíèÿ Kl

çíàê êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ â (9.35) ìîæíî îïóñòèòü.

Çàäà÷à 9.3.7. Êàêèå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñî-
äåðæàòñÿ â ïðåäñòàâëåíèè, áàçèñîì êîòîðîãî ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà Aik?

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåïðè-
âîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû SO(3). Îíî íå ÿâëÿåòñÿ
íåïðèâîäèìûì è ìîæåò áûòü ðàçëîæåíî â ïðÿìóþ ñóì-
ìó íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû SO(3). Òàêîå
ðàçëîæåíèå íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì Êëåáøà-Ãîðäàíà.
Íàéäåì ïðåäñòàâëåíèÿ, êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ â ïðÿìîì
ïðîèçâåäåíèè ïðåäñòàâëåíèé D̂(k) è D̂(n). Õàðàêòåð ïðÿ-
ìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ õàðàê-
òåðîâ ýòèõ ìàòðèö. Ïîýòîìó õàðàêòåð ïðÿìîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ ðàâåí

χ(α) =
sin[(k + 1/2)α] sin[(n+ 1/2)α]

sin2(α/2)
. (9.36)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå â (9.35), íàõîäèì

Kl =

� 2π

0

dα

π
sin[(k+1/2)α] sin[(n+1/2)α]χ(l)(α). (9.37)

Àíàëèçèðóÿ ýòè èíòåãðàëû, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îíè
îòëè÷íû îò íóëÿ ïðè |k − n| ≤ l ≤ k + m, ïðè ýòîì âñå
Kl = 1. Òàêèì îáðàçîì, âñå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëå-
íèÿ âõîäÿò ïî îäíîìó ðàçó.

Çàäà÷à 9.3.8. Ïîêàçàòü, ÷òî èíòåãðàëû (9.37) ðàâíû
åäèíèöå ïðè |k − n| ≤ l ≤ k + m è íóëþ âíå ýòîãî
èíòåðâàëà.

Ïðèâåäåííûé àíàëèç ãðóïïû SO(3) ìîæåò áûòü â çíà-
÷èòåëüíîé ìåðå îáîáùåí è íà äðóãèå ãðóïïû Ëè. Ðàñ-
ñìîòðèì ãðóïïó SU(2), ôóíäàìåíòàëüíîå ïðåäñòàâëå-
íèå êîòîðîé (òî åñòü ïðåäñòàâëåíèå ñ íàèìåíüøåé ðàç-
ìåðíîñòüþ) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìàòðèöàìè 2 × 2. Âîçìîæ-
íà ðàçëè÷íàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ýòîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ, íàïðèìåð ýêñïîíåíöèàëüíîå (9.22) èëè
ñïèíîðíîå (9.23). Íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû
SU(2) êëàññèôèöèðóþòñÿ ïî ÷èñëó j, êîòîðîå äàåò ñîá-
ñòâåííîå çíà÷åíèå j(j + 1) îïåðàòîðà Êàçèìèðà íà äàí-
íîì ïðåäñòàâëåíèè. Ïðè öåëûõ j ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû
èçîìîðôíû ïðåäñòàâëåíèÿì ãðóïïû SO(3), à ïðè ïîëó-
öåëîì j ïðåäñòàâëåíèÿ õàðàêòåðíû äëÿ ãðóïïû SU(2).
Äëÿ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû SU(2) ñ

÷èñëîì j ìîæíî ïîëó÷èòü õàðàêòåðû ïðåäñòàâëåíèé,

ïîëó÷àþùèåñÿ äëÿ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïðè
âðàùåíèè íà óãîë α âîêðóã òðåòüåé îñè. Îíè èìåþò òà-
êîé æå âèä (9.33),

χ(j)(α) =

j∑
k=−j

eikα =
sin[(j + 1/2)α]

sin(α/2)
, (9.38)

íî òåïåðü óãëîâîå ÷èñëî j ìîæåò áûòü ïîëóöåëûì.

Çàäà÷à 9.3.9. Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå (9.38) äëÿ ôóí-
äàìåíòàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, çàäàííîãî ýêñïî-
íåíöèàëüíîé (9.22) èëè ñïèíîðíîé (9.23) ïàðàìåò-
ðèçàöèåé.

Èìååò ìåñòî ñâîéñòâî îðòîãîíàëüíîñòè, àíàëîãè÷íîå
(9.34), íî òîëüêî èíòåãðèðîâàíèå òåïåðü íàäî âåñòè äî
4π:

〈χ(l)χ(k)〉 =

� 4π

0

dα

4π
(1− cosα)χ(l)(α)χ(k)(α) = δlk.

(9.39)

Çàäà÷à 9.3.10. Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèÿ
(9.39).

Êàê è äëÿ ãðóïïû SO(3), ïðîèçâîëüíîå ïðåäñòàâëå-
íèå ãðóïïû SU(2) ìîæíî ðàçëîæèòü íà ïðÿìóþ ñóì-
ìó íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé. ×òîáû ïîíÿòü, êà-
êèå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñîäåðæàòñÿ â äàííîì,
ìîæíî èñïîëüçîâàòü óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè (9.39),
êîòîðîå äàåò äëÿ ÷èñëà íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé
ñ óãëîâûì ÷èñëîì j:

Kj = 〈χ?χ(j)〉 =

� 4π

0

dα

4π
(1− cosα)χ?(α)χ(j)(α). (9.40)

àíàëîãè÷íîå (9.35). Îíî ïðèâîäèò ê òîìó æå ïðàâèëó
äëÿ ðàçëîæåíèÿ Êëåáøà-Ãîðäàíà ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ
ïðåäñòàâëåíèé ñ óãëîâûìè ÷èñëàìè k è n. Ýòî ïðÿìîå
ïðîèçâåäåíèå ñîäåðæèò ïî îäíîìó íåïðèâîäèìîìó ïðåä-
ñòàâëåíèþ ñ ÷èñëàìè |k − n| ≤ j ≤ k + n.
Â ÷àñòíîñòè, ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ôóíäàìåí-

òàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû SU(2) ñîäåðæèò â ñåáå
îäíî ïðåäñòàâëåíèå ñ j = 0 (ñêàëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå) è
îäíî ïðåäñòàâëåíèå ñ j = 1 (âåêòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå).
Ýòà ñèòóàöèÿ ìîæåò áûòü âûðàæåíà íà ÿçûêå êâàòåð-
íèîíîâ, ñìîòðè ðàçäåë 9.4.1.
Íåñêîëüêî ñëîâ î ãðóïïå SU(3). Åå ôóíäàìåíòàëüíîå

ïðåäñòàâëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöàìè 3 × 3, ñìîòðè
(9.27). Òàêèì îáðàçîì, áàçèñ ôóíäàìåíòàëüíîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ òðåõìåðåí. Â êâàíòîâîé õðîìîäèíàìèêå ýòîò
áàçèñ ñîîòâåòñòâóåò êâàðêàì. Â îáùåì ñëó÷àå íåïðèâî-
äèìûé áàçèñ çàäàåòñÿ äâóìÿ ÷èñëàìè p, q, êîòîðûì ñî-
îòâåòñòâóåò ÷èñëî êîâàðèàíòíûõ è êîíòðàâàðèàíòíûõ
èíäåêñîâ áàçèñà ïðåäñòàâëåíèÿ, ïðîáåãàþùèõ çíà÷åíèÿ
îò 1 äî 3. Áàçèñ äîëæåí áûòü ñèììåòðè÷åí ïî âñåì
êîâàðèàíòíûì èíäåêñàì è âñåì êîíòðàâàðèàíòíûì èí-
äåêñàì, à òàêæå èìåòü íóëåâîé ñëåä. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ
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p, q = 1, 1 ìû íàõîäèì 3 · 3 − 1 (−1 èç-çà íóëåâîãî ñëå-
äà), òî åñòü âîñåìü, íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò. Â êâàíòî-
âîé õðîìîäèíàìèêå ýòîò áàçèñ ñîîòâåòñòâóåò ãëþîíàì.
Â îáùåì ñëó÷àå áàçèñ íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñ
÷èñëàìè p, q èìååò (p+1)(q+1)(p+q+2)/2 íåçàâèñèìûõ
êîìïîíåíò.

9.4 Ñïðàâî÷íûå ìàòåðèàëû ê ãëà-

âå

9.4.1 Ìàòðèöû Ïàóëè

Ìàòðèöàìè Ïàóëè σi, i = 1, 2, 3, íàçûâàþò ìàòðèöû 2×2

σ1 =

(
0 1
1 0

)
σ2 =

(
0 −i
i 0

)
σ3 =

(
1 0
0 −1

)
(9.41)

Ìàòðèöû Ïàóëè ÿâëÿþòñÿ áåññëåäîâûìè è ýðìèòîâûìè.
Äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ σ2

1 = σ2
2 = σ2

3 = 1
(êâàäðàòû ìàòðèö Ïàóëè ðàâíû åäèíè÷íîé ìàòðèöå) è

σ1σ2 = iσ3, σ2σ3 = iσ1, σ3σ1 = iσ2. (9.42)

Ïðèâåäåííûå ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü â êîì-
ïàêòíîì âèäå

σiσj = δij + iεijkσk, (9.43)

ãäå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóì-
ìèðîâàíèå. Çäåñü δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà, êîìïîíåíòû
êîòîðîãî ðàâíû 1, åñëè i = j, è íîëü â îñòàëüíûõ ïî-
çèöèÿõ, à εijk � àáñîëþòíî àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð,
êîìïîíåíòû êîòîðîãî ìåíÿþò ñâîé çíàê ïðè ïåðåñòàíîâ-
êå ëþáîé ïàðû èíäåêñîâ. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî
îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî òå êîìïîíåíòû, ó êîòîðûõ âñå
òðè èíäåêñà ðàçëè÷íû. Òåíçîð εijk íîðìèðîâàí óñëîâè-
åì ε123 = 1.
Èç âûðàæåíèÿ (9.43) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå äëÿ êîì-

ìóòàòîðîâ
[σi, σj ] = 2iεijkσk. (9.44)

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöû Ïàóëè ðåàëèçóþò ïðåäñòàâ-
ëåíèå ãåíåðàòîðîâ íåêîòîðîé ãðóïïû, â äàííîì ñëó÷àå
ãðóïïû SU(2). Èìåííî ïîýòîìó îíè ÿâëÿþòñÿ ýðìèòî-
âûìè è áåññëåäîâûìè.
Ìàòðèöû Ïàóëè âìåñòå ñ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé ñîñòàâ-

ëÿþò ïîëíûé íàáîð, ïî êîòîðîìó ìîæíî ðàçëîæèòü ïðî-
èçâîëüíóþ ìàòðèöó 2 × 2: a = a0 + aiσi. Åñëè ìàòðè-
öà a ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâîé, òî âñå êîýôôèöèåíòû a0, ai
ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè. Îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå
ìàòðèöû a è ÷åòûðåõ ÷èñåë a0, ai ïîçâîëÿåò ââåñòè íà
ïðîñòðàíñòâå a0, ai ïðîèçâåäåíèå. À èìåííî, ðàññìîòðèì
ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö a = a0+aiσi è b = b0+biσi. Â ñîîò-
âåòñòâèè ñ (9.43) ýòî ïðîèçâåäåíèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

ab = (a0b0 + aibi) + (b0ak + a0bk + iεijkaibj)σk. (9.45)

Êîýôôèöèåíòû ïðè åäèíè÷íîé ìàòðèöå è ìàòðèöàì Ïà-
óëè â (9.45) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê êîìïîíåíòû ïðî-
èçâåäåíèÿ (a0, ai) è (b0, bi). Òàêàÿ àëãåáðà íàçûâàåòñÿ
êâàòåðíèîííîé.

9.4.2 Ôîðìóëà Áåéêåðà-Êýìïáåëëà-

Õàóñäîðôà

Ôîðìóëà Áåéêåðà-Êýìïáåëëà-Õàóñäîðôà äàåò ïðèíöè-
ïèàëüíûé îòâåò íà âîïðîñ î òîì, êàê ïîñòðîèòü êîýôôè-
öèåíòû ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòà ãðóï-
ïû Ëè, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ äðóãèõ
ýëåìåíòîâ ãðóïïû Ëè, ïî êîýôôèöèåíòàì èõ ýêñïîíåí-
öèàëüíûõ ðàçëîæåíèé. Íà ìàòðè÷íîì ÿçûêå ðå÷ü èäåò
î ñîîòíîøåíèè

exp(X̂) exp(Ŷ ) = exp(Ẑ). (9.46)

Çäåñü ìàòðèöû X̂, Ŷ , Ẑ çàïèñûâàþòñÿ, êàê ëèíåéíûå
êîìáèíàöèè X̂ = xjQ̂j , Ŷ = yjQ̂j , Ẑ = zjQ̂j ãåíåðàòîðîâ
Qj íåêîòîðîé àëãåáðû Ëè ñ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíî-
øåíèÿìè [

Q̂j , Q̂l

]
= tjlkQ̂k. (9.47)

Çàäà÷à ñîñòîèò â âûðàæåíèè èç ñîîòíîøåíèÿ (9.46) êî-
ýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ zi ÷åðåç xi è yi.
Ââåäåì ìàòðèöû ðàçìåðîì dimG × dimG ñ ìàòðè÷-

íûìè ýëåìåíòàìè

Xij = tjnixn, (9.48)

ïîñòðîåííûå ïî êîýôôèöèåíòàì ðàçëîæåíèÿ x îïåðàòî-
ðà X̂ ïî ãåíåðàòîðàì Qj . Âûðàæåíèå (9.48) ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ðàçëîæåíèå ïî îáðàçóþùèì ìàòðèöàì Qn ñ
êîìïîíåíòàìè tjni, êîòîðûå ïîä÷èíÿþòñÿ òåì æå êîì-
ìóòàöèîííûì ïðàâèëàì (9.47):

[Qj ,Ql] = tjlkQk. (9.49)

Ýòî ñâîéñòâî ëåãêî ïðîâåðèòü, èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî
ßêîáè

tijntnkm + tjkntnim + tkintnjm = 0. (9.50)

Ââåäåì åùå îäíó âñïîìîãàòåëüíóþ êîíñòðóêöèþ.
Îïðåäåëèì äëÿ îïåðàòîðîâ (ìàòðèö) X̂0 è Ŝ = sjQ̂j çà-
âèñÿùèé îò `âðåìåíè' t îïåðàòîð X̂(t) = xj(t)Qj :

X̂(t) = exp(tŜ)X̂0 exp(−tŜ), (9.51)

êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó ê Ãàéçåíáåðãîâñêîìó
ïðåäñòàâëåíèþ â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ. Î÷åâèäíî,
X̂(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

d

dt
X̂ =

[
Ŝ, X̂

]
. (9.52)

Êîììóòàòîð â ïðàâîé ÷àñòè (9.52) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå[
Ŝ, X̂

]
= xl

[
Ŝ, Q̂l

]
= sjtljmxlQm, (9.53)

ãäå tjlk � ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû, çàäàííûå ñîîòíîøå-
íèåì (9.47). Òàêèì îáðàçîì, èç óðàâíåíèÿ (9.52) ñëåäóåò

dx

dt
= Sx, (9.54)
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ãäå ìû ââåëè �ìàòðè÷íîå� îáîçíà÷åíèå, ìàòðèöà S îïðå-
äåëÿåòñÿ íàáîðîì sj è ñòðóêòóðíûìè êîíñòàíòàìè tljm â
ñîîòâåòñòâèè ñ (9.48). Óðàâíåíèå (9.54) èìååò î÷åâèäíîå
ðåøåíèå

x = exp(tS)x0, (9.55)

êîòîðîå è îïðåäåëÿåò ýâîëþöèþ X̂.
Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíîé ôîðìóëå (9.46), ââåäåì â íåå

`âðåìÿ' t:
exp(X̂) exp(tŶ ) = exp[Ẑ(t)]. (9.56)

Íàñ èíòåðåñóåò çíà÷åíèå îïåðàòîðà Ẑ ïðè t = 1. Íàéäåì
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðîìó ïîä÷èíÿåòñÿ
Ẑ(t). Äëÿ ýòîãî ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå (9.56)
ïî t, ÷òî äàåò

d exp[Ẑ(t)]

dt
= exp(Ẑ)Ŷ , (9.57)

òî åñòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íà exp(Ẑ).
Îäíàêî äèôôåðåíöèðîâàíèå ýêñïîíåíòû exp[Ẑ(t)]

ïðè íåêîììóòàòèâíûõ Ẑ(t) è dẐ(t)/dt òðåáóåò íåêîòî-
ðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïîñòðîåíèé. Ïðåæäå âñåãî çàìå-
òèì, ÷òî ýêñïîíåíòà exp[Ẑ(t)] ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðî-
èçâåäåíèÿ èíôèíèòåçèìàëüíûõ îïåðàòîðîâ:

exp
(
Ẑ
)

= lim
n→∞

[
1 + Ẑ/n

]n
.

Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî âûðàæåíèÿ ïî
ïðàâèëó Ëåéáíèöà ïðèâîäèò ê èíòåãðàëüíîé ñóììå, ïðå-
âðàùàþùåéñÿ â ïðåäåëå n→∞ â èíòåãðàë:

d exp
(
Ẑ
)

dt
= lim
n→∞

1

n

n−1∑
m=0

[
1 + Ẑ/n

]n−1−m
dẐ

dt

(
1 + Ẑ/n

)m
=

1�

0

dτ exp[(1− τ)Ẑ]
dẐ

dt
exp[τẐ],

ãäå τ = m/n. Òåïåðü ìû èñïîëüçóåì äëÿ âîçíèêøåé
çäåñü êîìáèíàöèè exp(−τẐ)(dẐ/dt) exp(τẐ) ïðåäñòàâëå-
íèå (9.55), ÷òî äàåò

d exp
(
Ẑ
)

dt
= exp(Ẑ)

� 1

0

dτ exp(τZ)
dz

dt
Q̂

= exp(Ẑ)
exp(Z)− 1

Z
dz

dt
Q̂, (9.58)

ãäå ìàòðèöà Z ñòðîèòñÿ ïî ÷èñëàì z òàêæå, êàê è ìàò-
ðèöà S ïî s â (9.54).
Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (9.58) â óðàâíåíèå (9.57), íà-

õîäèì

dy

dt
= g [exp(Z)]y, (9.59)

g(y) =
y ln y

y − 1
. (9.60)

Èç ðàâåíñòâà (9.56) è òîãî ôàêòà, ÷òî ìàòðèöû X , Y, Z
èìåþò òå æå êîììóòàöèîííûå ñâîéñòâà, ÷òî è X̂, Ŷ , Ẑ,
ñëåäóåò

exp(Z) = exp(X ) exp(tY). (9.61)

Óðàâíåíèå (9.59) èíòåãðèðóåòñÿ ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîãî
óñëîâèÿ Ẑ = X̂ ïðè t = 0 è ìû ïðèõîäèì ê îêîí÷à-
òåëüíîìó âûðàæåíèþ, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïðè t = 1

z = x+

1�

0

dt g
(
eX etY

)
y. (9.62)

Ýòî è åñòü ôîðìóëà Áåéêåðà-Êýìïáåëëà-Õàóñäîðôà.
Îíà ýôôåêòèâíî ðàáîòàåò, åñëè óäàåòñÿ ÿâíî íàéòè âû-
ðàæåíèå äëÿ àðãóìåíòà ôóíêöèè g (9.60).
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó

Áåéêåðà-Êýìïáåëëà-Õàóñäîðôà (9.62), äîñòàòî÷íî, ÷òî-
áû îïåðàòîðû X̂ è Ŷ ïðèíàäëåæàëè íåêîòîðîé çàìêíó-
òîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè êîììóòàöèè àëãåáðå, íå îáÿ-
çàòåëüíî ÿâëÿþùåéñÿ àëãåáðîé Ëè. Èìåííî â òàêîì êà-
÷åñòâå ôîðìóëà Áåéêåðà-Êýìïáåëëà-Õàóñäîðôà ÷àñòî
èñïîëüçóåòñÿ â çàäà÷àõ êâàíòîâîé ìåõàíèêè è ñòàòèñòè-
÷åñêîé ôèçèêè äëÿ ðàñïóòûâàíèÿ ðàçëè÷íûõ îïåðàòîð-
íûõ ýêñïîíåíò.

Çàäà÷à 9.4.1. Âûðàçèòü ïðîèçâåäåíèå exp(a) exp(a†) â
âèäå ýêñïîíåíòû íåêîòîðîãî îïåðàòîðà, ãäå a, a†

� îïåðàòîðû óíè÷òîæåíèÿ è ðîæäåíèÿ áîçå-
÷àñòèö.

Çàäà÷à 9.4.2. Íàéòè exp(Ẑ) â âûðàæåíèè (9.46), åñëè
X̂ è Ŷ îáðàçóþò àëãåáðó ëåñòíè÷íîãî òèïà:

[X̂, Ŷ ] = λY.
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