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âp1

$ '(/

% '^�
a0 �

)
�g	��I����"('k) +�)
���!�I�^�����]�����T�.!"� )#�{)����h�2�#"�! ���I�I�������#"J�
m �

�a)�����)
)��
�J�a)�� �����	
����
��) ��)���� % � % )��()Z	�+��l�a)����	
H	��^�
�����	�!�
�

n
$ �a)#�^����� � �
	�+��!'^�I�=�#�

���
�V� % )�������,M�_	^)�+^) �2���
+��J�
η = na0

3 � 1
/ ���I�#����� � ���
��
��!�
��)
� �#'I��)#���
��� % �

�
�
����� % )��() �G���2�g	���+�)���"�+��	
O	���+����	��'*)H&! 2)"�

Tc =
3.31√

2

~
2n

2

3

m

$ ,
/

A:'^�()#���
��,-
u�
������� % )4�_	�+�� �
���g	���+�)���"�+^)(� ����1 � 	���+��!�	��'k) �=�2�����{'*)������������
�()
�
���W���������
�����
���e��� �����g	���+^)���"�+�,
�

pid = 0.0851
m

3

2T
5

2

~3

$ 4	/
�����\�!���
�
�
���
�!�
��"����e��"#��������
��#��������+��2������������
 �����	+��	�!�
�.�(��"��#)��

� "��������J�{������"#�����
��
\)
�g	��^����"('I, +^)����!�0������� �T�21e��� ��) 	�����)�� � �#)(�����!�
�
��� �
���
��"�+�)
�
�����������!�������2������������1 ���
������� 	���+�������'k)��

p = pid(T ) +
~

2a0n
2

m

$ F /

#



� , �
	�"	�!�����I� ������"�� ���!�
�
�����#"�! 	��	�!���2�����#"�! �
�e�����	+��h� ���^�����J�
7Y�W� ���������
���#) ��"������!�
��������� �4)��
������� ��� �2��� )
�����2�a) �����I)�1 'I�������m�������!�

% )4�()���� , +^)����.�T�
��+���� ��)
�������^���;	�+�������"�!>�T��'^�0���=����� % '*)k�
�
����� % )��Y�^)(����'k���
�W�
�v�a)��
+��=D���������������+�� % ���
����+�'^� % �W���I�k)�������������+���
 ��� �I�I)��
�W���()
�=�2��'I��
��!�
��"����#�
tT)��#)#� ������"�) D���� �T�21 ���C���
���������#"#�
���	�^)�	�+����T��+]��'=�=� % )��()"<�� �������	���	������+�� �
�!��)#�=���J����+����!�4)���� �T�21 ���Q��,-� � �	,-�!�
+��������k)#1 '^��� 'I������������
e�����g	���+^)���"�+�,��
� � <����J� �*��"��^)�� �����I)�1 'I�������$�
�
����� % )��()���"('I��� 	�+������ ����'k��� ��	#"#���2� ���0��"������
����� ��������������� � �����4)�� ���.	��������2������� ����+����!�4)����k)`�
� ���
���	
 	�����+^)��
��������! �
���.	��^�
���2���	�!� �
! ��������� % )4�()�� �T�21e���Y	�+������0�	+����=�x��)��^��������� ���.	����	�
, �{���������
����������+����!��)#�=�^�M� �#� ���^���������2� �^)3�������!� % )4�J�J7u+��!��"#���(��)����"�2, ��"('I��� ���T��� �
��'I����+���'I��,-
��T���#)����#�#�O	��
�
��+��v<�����+ % ���]�(�
	�����, ��)����2,-
 �G�����h�T�������^� % �����������
���0�^����������


− T

τph
��+#" % ���B�T��'I�I�I� �����I)�1 '^������� 	�+�������'���� � ����� ���	��'k�=�2���!�
� +^)����.�D)��
+����	)�� �
	���+��!'k)(��"����.	��k):��) % +^)�����D^)(�C� �	+�)���D^)����������!"������!�����������:�*�^�21 �����
��� ����+����!� �
	��
����+=� 1

τph

�J	�+���'I�I�������
�V� �!��� �^�����������������2�x�^)��!�
�=DY�T�I1 '^" �!� ����
 � ���()����T���
'I��
����
�
����� �����������^) �a�R�I��������+��
�s�2,K�
"('^��� ��������)��
�\�*�k)��	,M� �

1/τph � 1/τtr

�����x��������" ��� % �=�q�����
1/τph ∼ nvTσph

�
1/τtr ∼ nvTa0

2
$
vT
���.	����	��)#�u�������

+����!� � / �������^)(��)����
σph � a0

2

�x� �����%�I��� �����
���������=�I� �!�	�!������� �I�I)��
����� �\���()����T��'^��
��!���
��� % )4�() �C��+����!��)#���
�^�J�%������'

σph
	���'I+^)4��"��T����)����
�V�\�!������������+^)������I�������\�W���0��"������������u���������������

7Y�
�#'�"E�a)����	�!�
�e�
�I�^��������, 1
τph

<��
����!"D����E�
�
�����������������2, ��"('I���s�T��'�����������
]�
�.��)
�!�
�����!���R�:�2, �
"�'I��� ��������)�� �=������� '��I���^)\����"����	����
 �
���I��,

cτph ∼ vTτph��"('I��� �
�I�^���#)s	�� ��+�)
�
�������=! � � )
+�)
���
��+���,M�a��+�)
���!���2���������2� ∼ √
χτph

� % 'I�
χ
�Y���
<������=D��������e�����S	���+^)���"�+��J	�+����
��'k�����!�
� �

√
χτph

vTτph
∼

√

l2

vT
2τtrτph

∼
√

τtr

τph
� 1

$ ����+��!�
l
�
�
�
����)(�����^) '=�I���^) ���
� ����'k��� % �E	�+��
�
� % )	/ � r����\�
���!���2�����I���
�!�
�
� 	����!�

��� ������� ��������)��
��� �����O<���� ��!"D������v��"�����"�)�D���� 	�+������ ����'k���l	�+��B	��������2�������h�
'*)����^�������]�^�!�	� 	^)('*)�!"���2� ������+��T��'k���^) �2����������� +�)
�
�����
������,M�%�

��+�� <����J� �#�#�T�����������v	������
���	�!�
�
δn
� � � �I)
�!�
�.�v��"�����"�) D����R���#)
� �I����'^"����

��� $ F#/V�^�������4)���� �����2�T������������� �����S	���+^)���"�+�, �
δn

n
= −δT

T

1

η
1

3

$ [
/

�



i��
�����������I���
�^)#� �3��"�����" )�D����u	��^�
�
�����!��� ���0�^���#) 	�� ��+^)����������=! � �
�
������� �
���I���
����
 �v��"�����"�)�D�����
 ���2�g	���+�)���"�+�, ���
���k)��!�
�

T < Tc
�grY��� �
���!�
�������I���4�

�!�
�
�E	�+�������'I���\� �	,-�!��+��h�n".+�������"�� ��+^)������ % �e�G�	���	����� % �\�
+����T����� �

δ
1

τph
∼ −δT

T

1

η
1

3

1

τph
0

$ a	/

$ % 'I� 1
τph

0 = nvTσph
/M�/	^)('I�������2� �����S	���+^)���"�+�, � "������^�������2� �����I)�1 '^������� �

� � �I)
�!�
� �v��"�����"�) D����R��7 ���������e�k<��
���o�2,>��"('^�2� 	�+������.��+�� % )�� �����0��"������������
�������������e� � � �I)
�!�
� �
����+^)4�������
��
��3��"�����" )�D����]�^	����k) % )#���

1

τph
∼ −δT

Tc

1

η
1

3

1

τph
0
U(Tc − T )

$ f�/

% '^�
U(Tc − T ) = 1

	�+��
δT = T − Tc < 0

�#�
U(Tc − T ) = 0

	�+��
T − Tc > 0

�
rY���B	����(�����=�����x+^)������a)��
+�����)��
� �()('*)(�#"u� ���������
����� �v��"�����"�)�D���� � +^) �w�

�#)(�\�
����+���� % � 'k+���'k���^) �a����������� � �3��"�����" )�D���
]�^�M'I� ��)����^�������2�u��"�+^)������������
% �#'I+���'I���^) �2�����O	��������#)P<�����+ % ���]�#"��������=�T� % � �#�.��"������������ ������������� �

T

τph
0

δn

n
= −Tc − T

τph
U(Tc − T )

$  �/

% 'I�
1/τph = (1/τph

0)(1/η2/3)
� 7��
�#'�"o	����!���2�^���!����)x'*)������������]� <�������!"D����

�3��"�����"�) D���� �����g	���+^)���"�+�, �
"�'I��� �J	�����,-�	)�� ���W�{"�+^)�������������� ���.	����J	�+����
��'��
�����!�
� �

ρcp

(

∂T

∂t
+ ~v

∂T

∂~r

)

= ∇(κ∇T ) +
T − Tc

τph
U(Tc − T )

$�� /
% '^�M'I� ��)����^���`	��������`<�����+ % ���R� "����	���=�2��
 �G�	���	��)
�2�R�

κ �
���
<������=D�������� ����	 �

�^�
	�+��	����'I�������
�R�
cp �

���.	��������2������� �\�^) ��'I��" ��)
�!�
�=D#"l	�+��O	��	�!���2�������J� '*)��4�
�^�������]�97 <����h�v"�+�)
�
�����������=�2�����
�V� �������!�	�
, 
 ���������E�a)
���!���
��
 ������+����!� �
!
v(r)

���
���������#)�!"� ��
 ���!� �4)"�
� ���
����
Z	������
���	�!�
�e�3�#'k+�� �3��"�����"�) D����]��7 'k)������
����
�� ��� �	�q��"('^���\�
	�"������x�#)
� ���^���q�
� ����� �
, �!����� % � 	���+J��'I�#) 	��.���0�^���������
�3��"�����"�) D����]�

� � �J� � 
���
������ �����
���J���
	 ����
�� � �
��� 
�������
 � ����
����J�������
� � � � ��������������� � ����� �Q	 ����
������

��)��:��������+����!"�!:� �3��"�����"�) D���� 	����=�
T
� �#�\+�)����
���
���G��� �
+����T�����R� ���=� +^)��8�

�.�T���
+�������� �v��"�����"�)�D���
e����� ���	��'k�=�T���
�
���!�
� �*��"���)

���,��k	���������� ���.	��k)
q
&b42)+�

& � )+�	�������!� ���k)���1 ���������	�
������
\���^��� ∇q
��r��
� 	��
���	��� '^�0���(��)(������+�+��I�I��+��	��)���,

$ �2� �
� ���	+�+��I�I��+����	)���, �^)�+^)����!���2��������� �u�
+����T���^)(� �a)��^, � 	�� ��+^)����������=! �

�



% �#'I+���'I���^) �2�������������2�`�a)��0� �4)��	)
�2�I/ ��7u'*)������h�u�*��"��^)��8<��
��� �����0	���������)����
�V�
�
� ���
���	
����I�I���������	
 �
+����T�����

τph
0 ��+^)����!���2������� √

χτph

$
χ �

��� <�������D��������
�����S	���+^)���"�+��J	�+����
��'k�����!�
�k/�	�����+^)����������=! �E�a����+��	�����
	��������������2� �#)�+^)��������
+����!�����#)
�2�R�
����+��
���������
���!�
���=�	����� ��<����h� �I��"��^)��W����+��2�������	�!� �C+���)#�I�#�4)�D����

Wt(T (r))�()4'k)
������
 ���	����� % "�+�) D����e�3��"�����"�) D���������� % �s	����=�
T (r)

�Q�T�J�T�������
+����T�������
	���'k�������������W� "�+^)����������=! ����������+^)(�U�"�I)
���#).���	)�+���) D���������, �B	�+�����������'k��, �
& '��2) �

∂

∂t
W = −

∫

δ

δT (r)

[

χT∞
2

ncp
∇2 δ

δT (r)
W +

[

χ∇2T + U(Tc − T )
T − Tc

τph

]

W

]

d3r
$ '��	/

��) 	��
�
�����
q
�!'I���0� ��,%�^� ���0����,����.�!�
���
�������!�
�
��� ��� �stN� �*�^��'^"�!"� ��� ����+#�

+��I����D���������,�� 	�+^)������k)
〈

qi(r, t)qk(r
′

, t
′

)
〉

= 2κT0
2δ(r

′ − r)δ(t − t
′

)δik

% '^�
κ
� ���.	����J	�+����
��'I�����!�
����)

T0
� +^)������	�������^)#� �����g	���+^)���"�+^)���+���'k,��J�G+�� �
�4�

��"#�
���
�
���.���()
�=�T��'I��
��!�
�
��� �����������^) �a� ���4) D������^)�+������G+��.���������"<���� % ��"�+^)��4�
��������� '*)���� +��!��"#���(��)��#�a�!�	� 	^)('*)�!"� ��
 ��+��!��"2���(�4)����J� ����+��T��'I���^) �2������������

�����	+������3��"�����" )�D���
]�k�����E�
"('^���P	����#)��()����e����1 � $ �.�
	#"�������[
/ �^7O�I�I��������)

χ∇2T + U(Tc − T )
T − Tc

τph
=

∂T

∂t

$ '
'(/

'*)���� �����	+��	�!� � ���2�T����������� �
���g	���+�)���"�+�, 	�+�� �����
�
�����	��������� �
� ��+���'k����

T = T∞

�
��,v��������)������ ���
� �3��"�����"�) D���� 	�+������ ����'I���/	�+�� �������
���	+��h�{����� ����+��	��)
� �

���J�
T∞ > Tc

��� ��"�����" )�D���� � 4T = T − T∞ � T∞
	�+��	�����	��'����e'^�	�!�4)������#�

���e��)
�!���\� ���T�.!:� ������������+��
�J�^��)
���
�������������!��)�D����	��)
+����
��+^)��.	�+���'I�I���������C�
	�+��	�!�
+^)����!�
���q�q���
�
��+��
�e�J	�+���'I�I������� ���0�^��������"

Wt(T )
� �����*�^��'k�����]��� ������"

����+��2��+��������]�*'*)����.�����*�^� ���.�
����� � � � �v��"�����"�)�D���
 � ��'k�����=D�� � �	�q���a)��:i:'��
�^)����=�4����� % 'k)"	�+������ ����'����W+���'k�������v��"�����"�) D���� '^�	�!�4)����������3�
� ���
���	
 ) �g	��I� �
��"('k,

T∼Tc − T∞
�
T < Tc

� 	�+��u��������+�,��{��)(�����^)������W� <����������
���
���
� �����k)(�
1 '^������� ���������^) �2� � �3��"�����" )�D���� ���#)���,-�	)����
�V� ����� �	+�)��
�=�2��
]� ���
�������#)����
���^) % �����
��
 ��)���,�� �G) ����
 D��0���
! �����=�����
�W�\��,-�����I���������G����+��2���
�������
�\��)����#�
�3��"�����"�) D���
 �u��'I������D�� � �
�q�2�a) � �
+����T�����R�%�������������
��"
<���� �v��"�����"�) D����
+���'I��� � +^)��0	�+���'^�0�����������C� � �I)
�!�
� �a)#�I,��

T∞−T
�!�4) D������^)�+����=�=�T�21 ��� ���8�

	����������	��)��
�/�T������' � )�+^)�������+����!�
��� '���� �
�
, ���#)������ <�� �0	���������D��^)#���
���/�a)#�^��

����+��2�������	�!�
� �
��+^)4���	��)
����� �4)
��� % � �()
+���'k,�� )\� �����!�4)
���
���^) '���� "�+^)������������
����������+^)(�U�8�k)����#)����O"�� ���!�
�
�������
�W���.�I�������G��� �����	+���� � �	+�)������	)������e�4)�+���'k,��
����
 � ��)4���	�
,��_	���+��!�	��'k)4�B	���+���� % � +���'*).�!�	�!���������.���h�%�q����� �
��+������
�����!� �

�



� �	+�)������	)������e�������4)
�����	��)���'k)
�����J���*��"���)�� �J	�+���'I�I�=�����
�V� ��) �2��� 	�+��
D������!�h�
�����I)�1 '^�������]���T�*�I��� ��, ����� ���	��'��=� )���� "�+�)
�
��������� ����������+^)(�U�"�I)
���#) �������
+����!� �:�J	�+���'I�I�=�����
�V���#����� '*) % � 'k+���'k����)
�2�����������#��"�+^)�����������
R�(���
+^)#1 ) !"� �#�
�()
������, ������+^)����������:�I��� '*)������J�v�*��"��^)�� �!��'I��+J1 )����W� '^�J	�� �^�������I���
��,��e�������
��,��w��)
+#"�� )�!"� ���E<���� �4)�������, ���!� �()H	��
�
���#) �G�	���	���	��� "����	�W��� �#�B<�����+ % �=!
���Q�������!�������!���2�2,��

� � 
J����� � ����
���� ����
�� � � �J� � 
���
�� 
�� � ����� � 	 
�� � ��	
� 
�� �]��� ����
�� �]� � ������� ��
�� �

�w)������T�
�
+���� �%D��I��� ! +^)4� �]�^����������� ������"�) D��=! � ���
,-���#)�������� �����!��)������������ % �
+��.���������u�x�*��"���)�� ��'k���	
{�!���.	������{�����
�
��'I,��	�2�*�^�u���!� � "�+�)
�
���������.�!� �*��"��
�^)�
����	
��������	
��

dx

dt
= v(x) + ξ(t)

���
�
��+^)#� '^�0���(��)(������+�+��I�I��+��	��)��^) � 	��������2�������	
 �T�
� ���	�!� �
! �
〈

ξ(t)ξ(t
′

)
〉

= 2Dδ(t − t
′

)
�x��� "�+^)������������ �C�	������+�)4� �"�k)����#) ��) ��'I�����

�
+����T������"�! �G"�����D���! +^)��.	�+���'I�I���������
W
���I�I��������,

x
���T����� �
�#'��

∂W

∂t
=

∂

∂x

(

D
∂W

∂x
− vW

) $ '#,
/

% '^�
D
�]	��	�!���2������, 
 ���
<������=D��������M'I�����G" ����� $ �!�	� 	^)('*)�!"� ��
�� �T�J� �����!� �
!

�*��"���)

���,�� �����*/ �
v(x)

�Z�D)���+��	�����
	����������#)�� ������+����!� �����2�T����������� ���I�I�����#�
��,

x
��"������
�J� 	�+��
D�������)\+��I�k)�� ��) D����Y	�+�� �
�����^����������� ��� ���.+^)������	��������� % �

���^)(���������]��) ��)��`1 ���
���.� ��� % � ������'^��
��!�
����� $ )��^)#�^� % ) ���0��"����������.������������� /V�
�����k) % )#�

W = eS ��� �������4)��]�������l	��l�T��'�"#��! 
 � � % � 	���+���)#�B	�+�����������'k��)��
���0�^�����]��	�����"������%�������4)
���=��� % �I)
�
��,������^����,���"�+^)��
��������� �

∂S

∂t
= D

(

∂S

∂x

)2

− v
∂S

∂x
− ∂v

∂x

$ '�4	/

rY�
� "�+�)
�
����������� )
�2�����(���	��)4��
���� �	� � % )
�2�����(�������^)����J� $ ∂S
∂x = p

/

H(
∂S

∂x
, x) = −Dp2 + pv +

∂v

∂x"�+^)��
�����������#) �2�����(���	��)B�^���=�=!:�
�V� � )�+^)�������+����!�
���#) �2�d<���� % � "�+^)������������ �
�^)��!�
��,��l	�+��	�#�(����'I��,��

dx

dt
= −2Dp + v

dp

dt
= −dv

dx
p − d2v

d2x

�



7Y���I)4' 'I������+ % ���=D���� �����	+��	�!�
� � % ) �a�����(��������)
� ��"��������
��������� �������
������� �^�����
���	����� % 'I�

v = 0
� �G)
�:��������+�����"	�����0	��.D��^)#���
���
�W+��.���������
�	���
���	+����v	�+����	��'k���

����+������������#" +�)
�
�������������
p = 0

�
v = 0

��7 ��'k���h�T��+����h� "�+�)
�
��������� ����������+�)4�
�"�I)
���#) �s	��J�T�J�/�
! �() �2����, �T�21e���.�#���	)������
�
�V�x��� �������^) �/	���+��
��
 	�+������!�
����'k���	
_�=	�+�� <����h�X	�����"��^)����
�V� )��^)#�^� % ����������)
���
�����	
l�T���#)��������	
 �H�T�21e���
���0	�� ���������	)�� �������
���!�
��,�� +�����"#���(��)��
,��w��,�����'I�^)������R��"('^�2� ���0	����������	��)��
���
����+����!�
�����!���

v = 0
����	��	��+��!'I�!����������,-� �JD��������R��A:� "�'I� �	�!�
�
���()�����!W�^)����
�W�\�

���h�%�I�����\+��!��"#���(��)��
, ��"��������
���������P�
���^������� % ��� � ��� �
� )�!:�
�V���^)P�2��� % �J�2��+ �
��,-
��l	�� �����
��
 �I��"��^)��]�

r�����+ % ���C�!����+�)
�������
�V���M������"�"�+^)�����������
 �#) �2�������
���^)��������:�M������"��a)����	�!�
�
'k���
��+ % ��������� % �e���^���^) 'k)����

H = −Dp2 + pv = 0
�����
�#"('*)

p = v/D
�

S = −
∫

v2

D
dt =

x∗

∫

0

v

D
dx

� , �������4)����%�
�����C�����	+��	�!� �
v(x)

	�+��!'I�!��)����������G�!�
�
�	
 �
,M	#"�����"�! �
�����M�G"����#�
D���! �T'k��"��9�C�#"#�=���2�G�I"	������
������
,k���M��"2�^�O�����!"	������
������
,k�l	�+��

x∗ $ x∗ > 0
/ �

tT)��#)#�\����+��a)��G"����=D����
v(x)

� �����0	��������	)����
�V� �
�!��� 	�+��JD������!�J� �����I)�1 '^�������]�
�
����!W��)��x���0��"������������������������=� ��)#�I�������s	��	�*���!'I��� % �E	�+�������'k��� ���
�J�n"J�k�����
v(x)

����"��	,-�	)������G�
���k)��!� ���
����������������, � �
�
+���D^)��
�I������, � �(��)(��������
]�
)�	��	�*���
�������
���	+�� % �l�2�������n"��a).�����	� �.���
��+^)��!��)������_	�+�������'I��� ����+��!� ��"2����� �
��+^)4��"
�
���!"	�!�
��
�������"�! �������#"h� � ����������������<����x���(��)(�^)����#� ����� '=�=� '*)�������
{�3��"�����"��
)�D���� �
���.� ����� �����k)#1 'I��������	�+����
, ����������"��S�D)�+���, 
 �
��"#�
+���������
 ��) % +����e�4)
������������	��^�
	�+��	����'k���	�!�
�]�
��'k)��������v��"�����"�)�D����P�T�21 ����+^)4�������	)�� ���W� ��) �T�	�!�����
���
�I���������9�G+��

x > x∗ +��.� ������� "�����'k��� ��������+�����"B�
� ���
� �#�
x
� ).'^��
��!���
���

�^)�����+^)����
�V� �
���#"#�=��'I�
x∗ � % 'I� v < 0

�:7 �	��+����!�
�������
�
x∗ ����� ���	��'k�=�T� "���� �

�
, ��)��
� ���0�^��������" dv
dx

���G+��>������� � �#�
x

�T�21 ���X	�+������0�	+������
p2 �������{'*)����

p ≈ −
dv
dx

v

��	��
<����J�T"
S ∼ S0 − ln(v/v0)% '^�

v0
<����G�����
���
�^)#� ������+����!� �C���
���k)��!���R� % '^�"	�+��	�����	��'k���C�0� �����#)�+�����������


'����
x < x∗ � x > x∗ ��� )
�T�C+��.� �������:�=�2�������
�#' � eS ≈ v0

v eS0

� ���	�
j ≈ v0e

S0

�
i3D�������"

v0
�T�21e��� 	�����"������ ���p	����k) % )#�]�k�����.�
�������^����, � % ) �a�����(��������)
���

H��'I��� % ��	���+J��'I�#)

Dp2 ∼ vp ∼ dv

dx
∼ vmax

x∗����� '*)����

v0 ∼
√

D|vmax|
x∗ ∼ |vmax|√

S0

$ '0F /

¢  



7d�a��� % �J�T��+����J� �*��"���)���������" )�D���� ������+^)��������
�W���

dxi

dt
= −2Dijpj + vi

dpi

dt
= −∂vk

∂xi
pk −

∂(div~v)

∂xi

	�+������2� � �^)(��)����
p = 0

�
p → 0

� ���	��D����
+^)��������	+����]�;���
<����J�T" |p| '^����!�
� % )���� % 'I������� ��) �
+^)��������	+����O�a)
� �����n"��a)���7
<�����
.���	�����s�a)��
+���D^)
∂vi/∂xk���T��������'I���C�#"#�^������� �!�
���!�
�
�������������^)(��������� �

p
�#)
��)����
�W� �!�
���
�����
�!�
��"�!"��� % �

�!�
���!�
�
������� % � �
��������+^)���� '*)#��� �����
+^)���������+���� "��	��'k��� � ����+������
���	�!� � ���	�����
�G��"#��������
.�����	+��	�!� �
!

v
��rY��� '*)���� �
	�+���'^�0������������+����
������������
��3��"�����"�) D����#�

�����!��)������	��) �#)���+������������ 	�+����	��'=����� % � ����+��!� ���	����"
x = p = 0

�
p → 0	�+�� |x| → ∞ �#)��

1/v
���!����+�)
�����H	�������� ����+��2���
�����!���l	����!���2�^����,M�%�

� 	 ���c� � � � � �J� � 
���
J� � � � ����� � �c��
J��� � ������� � 
�� � � �
�J����� ����� � ��� � � ��� ��� ��������


���21 ����	�+���'^�I�k)��
�$	���'^�
����"�!m	�+��
D���'^"�+#"\� �/	����^���
�J�{�*��"��^)��
��� ���	��) ��� ���
+��.�����������G�
�#'^�

W = eS � % 'I� S
�q��"����=D������^)#� �����g	���+^)���"�+�,�� � )
�2�����(���	���^)��

��<����h� �*��"��^)������T�����e��� ' ���!� % �I)
����� $ '��	/

H =

∫
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2

ncp
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T − Tc

τph

]
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∂p
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τph
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