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1 Ââåäåíèå

Ïîñòðîåíèå ïîëíîöåííîé ôèçè÷åñêîé òåîðèè ïåðåõîäîâ ñâåðõïðîâîäíèê-(ìåòàëë)-èçîëÿòîð

â íåóïîðÿäî÷åííûõ ïëåíêàõ � ýòî îäíà èç àêòóàëüíûõ ïðîáëåì ñîâðåìåííîé ôèçèêè êîíäåí-

ñèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ. Â ýòîé ðàáîòå ìû èçó÷àåì îäèí èç åå àñïåêòîâ � ïîíèæåíèå êðèòè÷å-

ñêîé òåìïåðàòóðû ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïåðåõîäà Tc â îäíîðîäíî ðàçóïîðÿäî÷åííûõ ìåòàëëè÷å-

ñêèõ ïëåíêàõ, âûçâàííîå îòòàëêèâàòåëüíûì ýëåêòðîí-ýëåêòðîííûì (ý-ý) âçàèìîäåéñòâèåì,

ýôôåêò êîòîðîãî óñèëåí íàëè÷èåì áåñïîðÿäêà â ñèñòåìå. Ýêñïåðèìåíòàëüíî âàðüèðóåìû-

ìè ïàðàìåòðàìè ÿâëÿþòñÿ òîëùèíà ïëåíêè d è äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà l (äëÿ óïðóãîãî

ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîíîâ), ïðè÷åì èçìåíåíèå d âëèÿåò íà l, è çà÷àñòóþ íåò âîçìîæíîñòè êîí-

òðîëèðîâàòü ýòè âåëè÷èíû íåçàâèñèìî.

Â ïåðâûõ ðàáîòàõ, ïîñâÿùåííûõ äàííîé ïðîáëåìå [3�7] áûë íàéäåí ïåðòóðáàòèâíûé äèô-

ôóçèîííûé âêëàä, ïðîèñòåêàþùèé îò êîìáèíèðîâàííîãî âëèÿíèÿ áåñïîðÿäêà è ýëåêòðîí-

ýëåêòðîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ðàñ÷åòû áûëè âûïîëíåíû â äâóìåðíîé ìîäåëè, ïðèìåíèìîé

ïðè òîëùèíàõ ïëåíêè d . l, è ïðèâåëè ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ:

δTc
Tc0

= − λ

6πg
ln3 1

Tc0τ
, (1)

ãäå g = (2π~/e2)R−1
� � 1 � áåçðàçìåðíûé êîíäàêòàíñ ïëåíêè (R� � ñîïðîòèâëåíèå ïëåíêè

�íà êâàäðàò�), Tc0 � êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà â ÷èñòîì (g →∞) ìàòåðèàëå, δTc � åå ñäâèã,

λ � ÷èñëåííûé êîýôôèöèåíò, õàðàêòåðèçóþùèé îòòàëêèâàòåëüíîå ý-ý âçàèìîäåéñòâèå (λ =

1 äëÿ ýêðàíèðîâàííîãî êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ), τ � âðåìÿ ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîíà íà

ïðèìåñÿõ, à e � çàðÿä ýëåêòðîíà.

Ëîãàðèôìè÷åñêèé õàðàêòåð ïåðòóðáàòèâíûõ ïîïðàâîê (ñâÿçàííûé ñ òåì, ÷òî ðåøàëàñü

äâóìåðíàÿ çàäà÷à), ïîçâîëÿåò ïðîäâèíóòüñÿ äàëüøå è ïðèìåíèòü ìåòîä ðåíîðì-ãðóïïû, ÷òî

áûëî ñäåëàíî â èçâåñòíûõ ðàáîòàõ Ôèíêåëüøòåéíà [8,9]. Ýòî ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü îòâåò â òîé

îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, â êîòîðîé ðàññìàòðèâàåìûé ýôôåêò óæå íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì (âïëîòü

äî ïîëíîãî ïîäàâëåíèÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòè). Â ýòèõ ðàáîòàõ áûëî ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå âû-

ðàæåíèå:

ln
Tc
Tc0

=
1

γ
− 1

2γg
ln
γ + γg
γ − γg

, (2)

ãäå γg = 1/
√

2πg, à áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð γ îïðåäåëåí êàê

γ−1 = ln
1

Tc0τ
. (3)

Â ïðåäåëå g →∞, óðàâíåíèå (2) âîñïðîèçâîäèò ïåðòóðáàòèâíîå âûðàæåíèå (1).

Â ñòàòüå [9] òåîðåòè÷åñêîå ïðåäñêàçàíèå (2) áûëî ïðèìåíåíî äëÿ îáúÿñíåíèÿ ýêñïåðèìåí-

òàëüíûõ äàííûõ ïî çàâèñèìîñòè Tc îò R� â ìîëèáäåí-ãåðìàíèåâûõ (MoGe) ïëåíêàõ [10]. Ñ

òåõ ïîð ôèòòèðîâàíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çàâèñèìîñòåé Tc(R�) óðàâíåíèåì (2) ñòàëî øèðîêî

ðàñïðîñòðàíåííûì [11,14�20]. Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíò γ, êàê ïðàâèëî, ðàññìàòðèâàåòñÿ, êàê

ïîäãîíî÷íûé ïàðàìåòð, à òèïè÷íûå çíà÷åíèÿ γ−1 ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ îêîëî 7 � 11. Ñ äðó-

ãîé ñòîðîíû ýêñïåðèìåíòàëüíî èññëåäóåìûå ïëåíêè ÿâëÿþòñÿ ñèëüíî ðàçóïîðÿäî÷åííûìè è
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ïðèáëèæàþòñÿ ê ïåðåõîäó â íåïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèå (kF l→ 1). Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî òèïè÷íûå

çíà÷åíèÿ òîëùèíû d ëåæàò â äèàïàçîíå 5 � 100 íì, íåìåäëåííî ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî

l � d. (Ïîäðîáíåå ñì. òàáëèöó 1 â ðàçäåëå 4) Ýòî íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ëîãàðèôìû â

óðàâíåíèÿõ (1) è (3) äîëæíû áûòü èíûìè. Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî ýòè ôîðìóëû îòðàæàþò âêëàä

äâóìåðíûõ äèôôóçèîííûõ ìîä, ëîãè÷íî îæèäàòü, ÷òî óëüòðàôèîëåòîâîé îáðåçêîé ëîãàðèô-

ìà äîëæíî áûòü íå îáðàòíîå âðåìÿ óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ 1/τ , à ýíåðãèÿ Òàóëåññà Ed = ~D/d2,

îòâå÷àþùàÿ òîëùèíå ïëåíêè d ïðè êîýôôèöèåíòå äèôôóçèè D [29] (î ÷åì óïîìèíàåòñÿ òàê-

æå â ðàáîòå Ôèíêåëüøòåéíà [9]). Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñîäåðæèòñÿ â ðàçäåëå

3. Òàêèì îáðàçîì, â ýêñïåðèìåíòàëüíî àêòóàëüíîì ïðåäåëå d � l ïàðàìåòð γ äîëæåí áûòü

ïåðåîïðåäåëåí, êàê

γ−1 = ln
Ed
Tc0

. (4)

Òàê êàê Ed = (l/d)2/τ � 1/τ , óìåíüøåíèå ëîãàðèôìà ïðè òàêîì ïåðåîïðåäåëåíèè (ïî ñðàâíå-

íèþ ñ èñõîäíûì çíà÷åíèåì (3)) ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì (ïðèìåðíî â 2 ðàçà). Ýòî ïðèâîäèò

ê èçìåíåíèþ íà ïîðÿäîê â òåîðåòè÷åñêè îæèäàåìîì êîýôôèöèåíòå â óðàâíåíèè (1), ÷òî

îçíà÷àåò, ÷òî ýòî âûðàæåíèå (â ñëó÷àå, åñëè γ íå ñ÷èòàåòñÿ ñâîáîäíûì ïàðàìåòðîì) äàåò

çíà÷èòåëüíî çàíèæåííóþ îöåíêó äëÿ âêëàäà ðàññìàòðèâàåìîãî ýôôåêòà â ñäâèã Tc â ðåàëü-

íûõ ñâåðõïðîâîäÿùèõ ïëåíêàõ. Áîëåå òîãî, â ðàìêàõ îáû÷íîé âåðñèè òåîðèè Ôèíêåëüøòåéíà

(áåç ó÷åòà âëèÿíèÿ òðèïëåòíîãî êàíàëà), Tc çàâèñèò òîëüêî îò êîíäàêòàíñà ïëåíêè g, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò ñîâðåìåííûì ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì [11]. Òàêèì îáðàçîì, âíèìàòåëüíîå

ðàññìîòðåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî òåîðèÿ Ôèíêåëüøòåéíà íå îïèñûâàåò áîëüøèíñòâî ýêñïåðè-

ìåíòîâ êîððåêòíûì îáðàçîì. Ïîýòîìó, ïåðâîé öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ àêêóðàò-

íîå âû÷èñëåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî ýôôåêòà â ðåàëüíîé òðåõìåðíîé ãåîìåòðèè, â êîòîðîé

òîëùèíà ïëåíêè d > l.

Ñëåäóþùèì ýòàïîì íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ ñëóæèò ðàññìîòðåíèå ýôôåêòîâ, ëåæàùèõ

çà ðàìêàìè äèôôóçèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ìîòèâàöèÿ ê ýòîìó çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â ðÿäå

ñëó÷àåâ ñóùåñòâåííûé âêëàä â ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû äàþò íå òîëüêî äèôôóçèîííûå âêëàäû

(îòâå÷àþùèå â äèàãðàììíîé òåõíèêå ëåñòíè÷íûì äèàãðàììàì ñ îáðåçêîé íà 1/l äëÿ èìïóëü-

ñà, ïåðåíîñèìîãî äèôôóçèîííîé ìîäîé), íî è äðóãèå, êîòîðûå ìû íàçûâàåì áàëëèñòè÷åñêè-

ìè. Òàê, â ðàáîòå [24] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïîïðàâêà ê ïðîâîäèìîñòè â òåîðèè âîçìóùåíèé ïî

1/(kF l) èìååò âèä:
σ

σ0

= 1− 2π

3

1

kF l
− π2 − 4

8

ln kF l

(kF l)2
+ . . . , (5)

ãäå îïóùåííûå O(1/(kF l)
2) ÷ëåíû ôîðìàëüíî îòâå÷àþò ñëàáîëîêàëèçàöèîííîé ïîïðàâêå ñ

óëüòðàôèîëåòîâîé îáðåçêîé íà ãðàíèöå äèôôóçèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ q ∼ 1/l. Ïîýòîìó è

â íàøåì èññëåäîâàíèè ìû èçó÷èì ýòó îáëàñòü ïàðàìåòðîâ, âêëàä îò êîòîðîé îêàæåòñÿ ñà-

ìûì ñóùåñòâåííûì â áîëüøèíñòâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ñèòóàöèé. Íåîáõîäèìîñòü ïîäîáíîãî

èññëåäîâàíèÿ óïîìèíàåòñÿ â ðàáîòå [13].

Èòàê, öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîå èçó÷åíèå ðàçëè÷íûõ ïåðòóðáà-

òèâíûõ (δTc � T0) âêëàäîâ â ýôôåêò ïîíèæåíèÿ êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû ñâåðõïðîâîäÿ-
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ùåé ïëåíêè ý-ý îòòàëêèâàíèåì è áåñïîðÿäêîì (1/(kF l) � 1) ñ ó÷åòîì ðåàëüíîé òðåõìåðíîé

ãåîìåòðèè è ñ ðàññìîòðåíèåì âêëàäîâ îò âñåõ âîçìîæíûõ îáëàñòåé èìïóëüñà (ïåðåíîñèìîãî

ý-ý âçàèìîäåéñòâèåì). Ìû áóäåì ðàáîòàòü ïðè ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ñîîòíîøåíèè

ìåæäó ýíåðãåòè÷åñêèìè ìàñøòàáàìè:

Tc < Ed < ωD < τ−1 < EF , (6)

ãäå ωD � ýíåðãèÿ Äåáàÿ, êîòîðàÿ ñëóæèò â íàøåé ìîäåëè îáðåçêîé ïî ýíåðãèè äëÿ ôîíîííîãî

ìåõàíèçìà ïðèòÿæåíèÿ ýëåêòðîíîâ.

Ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì íàøåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå ëèäèðóþùèõ âêëàäîâ â ñäâèã

Tc:
δTc
Tc0

= − λ

6πg
ln3 Ed

Tc0
− α

kF l
, (7)

ãäå ïåðâûé ÷ëåí îòâå÷àåò ñòàíäàðòíîìó äâóìåðíîìó äèôôóçèîííîìó âêëàäó, ïðîèñõîäÿùå-

ìó îò ñàìûõ ìàëåíüêèõ èìïóëüñîâ, ïåðåíîñèìûõ ëèíèåé âçàèìîäåéñòâèÿ, à âòîðîé � áàëëè-

ñòè÷åñêîìó òðåõìåðíîìó âêëàäó ñàìûõ áîëüøèõ èìïóëüñîâ (∼ kF ). Çäåñü α ∼ 1 � ÷èñëåííûé

êîýôôèöèåíò. Áåçðàçìåðíûé êîíäàêòàíñ g = (2/3π)(kF l)(kFd) ïðè òðåõìåðíîì äèôôóçèîí-

íîì äâèæåíèè ýëåêòðîíîâ â ïëåíêå ñ êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèèD = vF l/3. Â ìîäåëè ñëàáîãî

òî÷å÷íîãî îòòàëêèâàòåëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìû ïîëó÷èì:

α =
πλ ln2 ωD/Tc

(1 + λ lnEF/ωD)2
. (8)

Èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ íåòî÷å÷íîñòè âçàèìîäåéñòâèÿ (ñì. Ïðèëîæåíèå D) ñâèäåòåëüñòâóåò

î òîì, ÷òî ïîêà âçàèìîäåéñòâèå ðàçìûòî íà ìàñøòàáå ∼ 1/kF , ðåçóëüòàò (7) îñòàåòñÿ âåð-

íûì ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñëåííîãî ìíîæèòåëÿ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñèëüíî íåóïîðÿäî÷åííûõ

ïëåíîê ñ êóëîíîâñêèì âçàèìîäåéñòâèåì (çàýêðàíèðîâàííûì íà ðàäèóñå ∼ 1/kF ) ýëåêòðîíîâ

îæèäàåòñÿ α ∼ 1.

Çäåñü è äàëåå kB = ~ = 1.
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Ðèñ. 1: Äèàãðàììà, îòîáðàæàþùàÿ ñëàáîëîêàëèçàöèîííûé âêëàä â ïðîâîäèìîñòü σαβ.

2 Ïðåäâàðèòåëüíàÿ ÷àcòü

2.1 Êâàíòîâûå ïîïðàâêè ê ïðîâîäèìîñòè

Îäíèì èç ïåðâûõ èçó÷åííûõ êâàíòîâûõ ÿâëåíèé ìåçîñêîïè÷åñêîé ôèçèêè, âûÿâëÿþùèì

ðîëü ëåñòíè÷íûõ äèàãðàìì êàê äèôôóçèîííûõ ýëåêòðîííûõ ìîä, ÿâëÿåòñÿ çàìå÷àòåëüíûé

ýôôåêò ñëàáîé ëîêàëèçàöèè [22, 23]. Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîâóþ ïîïðàâêó ê ïðîâî-

äèìîñòè σαβ = δαβσ, ñâÿçàííóþ ñ èíòåðôåðåíöèîííûìè ýôôåêòàìè è îïèñûâàåìóþ äèà-

ãðàììîé, ïðåäñòàâëåííîé íà Ðèñ. 1. Àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ âêëàäà äèôôóçèîííîé

îáëàñòè â ïðîâîäèìîñòü íà íóëåâîé ÷àñòîòå èìåþò âèä â ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòÿõ:

δσ

σ0

= − 1

πν

∫ 1/l

1/Lϕ

ddq

(2π)d
1

Dq2
=

−
2
π

1
kF l

ln Lϕ
l
, (2D),

−
[

#
(kF l)2

− #
(kFLϕ)2

]
, (3D),

(9)

ãäå óëüòðàôèîëåòîâàÿ îáðåçêà 1/l ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé ïðèìåíèìîñòè äèôôóçèîííîãî ïðèáëè-

æåíèÿ, à Lϕ � èíôðàêðàñíàÿ îáðåçêà, êîòîðàÿ îáû÷íî îïðåäåëÿåòñÿ äëèíîé ñáîÿ ôàçû èëè

ðàçìåðîì îáðàçöà. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â òðåõìåðíîì ñëó÷àå èíòåãðàë ïî èìïóëüñàì â

(9) íàáèðàåòñÿ ñ âåðõíåãî ïðåäåëà äèôôóçèîííîé îáëàñòè, è ñîîòâåòñòâóþùèé âêëàä èìååò

âèä ∝ 1/(kF l)
2.

Â ðàáîòå [24] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â òðåõìåðíîé ãåîìåòðèè èìåþòñÿ âêëàäû â δσ, ïðîèñõî-

äÿùèå èç áàëëèñòè÷åñêîé îáëàñòè (èìïóëüñû, áîëüøèå 1/l). Ýòè âêëàäû ÿâëÿþòñÿ áîëüøèìè

(9) ïî ïàðàìåòðó 1/(kF l). Èì ñîîòâåòñòâóþò äèàãðàììû, èçîáðàæåííûå íà Ðèñ. 2. Âû÷èñëå-

íèå ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó:

δσ

σ0

= −2π

3

1

kF l
− π2 − 4

8

ln kF l

(kF l)2
+ . . . , (10)

O(1/(kF l)
2) ÷ëåíû ñîîòâåòñòâóþò ñëàáîëîêàëèçàöèîííîé ïîïðàâêå. Êàê ïðàâèëî, ýêñïåðè-

ìåíòàëüíî íàáëþäàåìîé ÿâëÿåòñÿ ëèøü ÷àñòü âûðàæåíèÿ (9), çàâèñÿùàÿ îò Lϕ, íåñìîòðÿ íà

òî, ÷òî îíà ìîæåò áûòü íå ñàìîé áîëüøîé ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå. Òåì íå ìåíåå, ëèäèðóþ-

ùèé (∝ 1/(kF l)) âêëàä ïðîèñõîäèò îò áàëëèñòè÷åñêîé îáëàñòè q ∼ kF , a ñëåäóþùèé çà íèì
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(a) (b) (c)

Ðèñ. 2: Äèàãðàììû, îòîáðàæàþùèå áàëëèñòè÷åñêèé âêëàä â ïðîâîäèìîñòü σαβ.

� îò îáëàñòè 1/l < q < kF . Ýòî ñëóæèò ìîòèâàöèåé äëÿ èçó÷åíèÿ âêëàäà áàëëèñòè÷åñêîé

îáëàñòè è â íàøåì èññëåäîâàíèè êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû ñâåðõïðîâîäÿùèõ ïëåíîê, ÷òî

ñäåëàíî â ðàçäåëå 3.2.

2.2 Ïîïðàâêè Àëüòøóëåðà-Àðîíîâà ê ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé

Îäíî èç ïåðâûõ èññëåäîâàíèé ñîâìåñòíûõ ýôôåêòîâ ý-ý âçàèìîäåéñòâèÿ è áåñïîðÿäêà

â äèôôóçèîííîé îáëàñòè áûëî ïðîâåäåíî â ðàáîòàõ Àëüòøóëåðà è Àðîíîâà ( [25, 26]), ãäå

áûëè âû÷èñëåíû ïîïðàâêè ê ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ν âáëèçè ýíåðãèè Ôåðìè îò ðàññìàòðè-

âàåìîãî ýôôåêòà.1 Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé îïðåäåëÿåòñÿ ìíèìîé ÷àñòüþ ôóíêöèè Ãðèíà, ïî-

ïðàâêè ê ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêîé ÷àñòè êîòîðîé (â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé)

ïðåäñòàâëåíû íà Ðèñ. 3. Àêêóðàòíûé ðàñ÷åò ïðè T � 1/τ ñ ó÷åòîì ýêðàíèðîâêè êóëîíîâ-

ñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íà ðàäèóñå 1/κ = 1/
√

4πe2ν3 â 3D è 1/κ2 = 1/(2πe2ν2) â 2D, à òàêæå

ïåðåíîðìèðîâêè â êóïåðîâñêîì êàíàëå äàåò [26]:

δν(ε) =


− 1

4π2D

{
ln (|ε|τ) ln

[(
1 + F

2

)3

Dκ2
2

√
ετ

]
− 2 ln

lnTcτ

Tc/|ε|

}
, (2D),

−
√
|ε|

2
√

2π2D3/2

[
1− 3

(√
1 +

F

2
− 1

)
− 1

lnTc/|ε|

]
, (3D),

(11)

ãäå ε � îòñòðîéêà îò óðîâíÿ Ôåðìè, à Tc = ωDe
−1/λBCS � òåìïåðàòóðà ñâåðõïðîâîäÿùåãî

ïåðåõîäà ïðè åãî íàëè÷èè (ôîðìóëà âåðíà ïðè Tc � T � 1/τ), à ïðè åãî îòñóòñòâèè ýòî

ôîðìàëüíûé ïàðàìåòð Tc = EF e
1/λ, ãäå λ � çàòðàâî÷íàÿ êîíñòàíòà âçàèìîäåéñòâèÿ â êóïå-

ðîâñêîì êàíàëå. Ôàêòîð F õàðàêòåðèçóåò îòíîñèòåëüíóþ âåëè÷èíó õàðòðèåâñêîãî âêëàäà è

äëÿ òðåõìåðíûõ ñèñòåì (à òàêæå äëÿ ïëåíîê) ðàâåí:

F =
2

x2
log
(
1 + x2

)
, x =

2kF
κ
. (12)

Äëÿ ñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèÿ κ� kF è F � 1.

1Â îáëàñòè ñèëüíîé ëîêàëèçàöèè äàííûé ýôôåêò ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ êóëîíîâñêîé ùåëè â ïëîòíîñòè

ñîñòîÿíèé, êîòîðàÿ îáðàùàåòñÿ â íîëü ñòðîãî íà ýíåðãèè Ôåðìè.
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a) b)

d)c)

Ðèñ. 3: Äèàãðàììû, îòîáðàæàþùèå ïîïðàâêè Àëüøóëåðà-Àðîíîâà ê ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé

âáëèçè ýíåðãèè Ôåðìè [26]. (a) è (ñ) � îáìåííûå äèàãðàììû (âêëàä Ôîêà) â äèôôóçèîí-

íîì è êóïåðîâñêîì êàíàëàõ, ñîîòâåòñâåííî; (b) è (d) � âêëàä Õàðòðè â äèôôóçèîííîì è

êóïåðîâñêîì êàíàëàõ, ñîîòâåòñòâåííî.

2.3 Ïîïðàâêè Àëüòøóëåðà-Àðîíîâà-Ëè ê ïðîâîäèìîñòè

Â ðàáîòàõ [25,27] áûëî èçó÷åíî ñîâìåñòíîå âëèÿíèå ý-ý îòòàëêèâàíèÿ è áåñïîðÿäêà íà ïðî-

âîäèìîñòü â äèôôóçèîííîé îáëàñòè (ñì. òàêæå [26]). Ñîîòâåòñòâóþùèå âêëàäû â êîððåëÿòîð

òîê-òîê äàþòñÿ äèàãðàììàìè, èçîáðàæåííûìè íà Ðèñ. 4.
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(a) (b)

(c)

(d) (e)

Ðèñ. 4: Äèàãðàììû, îòîáðàæàþùèå ïîïðàâêè Àëüòøóëåðà-Àðîíîâà-Ëè ê ïðîâîäèìîñòè σαβ =

σδαβ îò ý-ý âçàèìîäåéñòâèÿ â ðàçóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåìàõ. Èçîáðàæåíû âêëàäû â êîððåëÿòîð

òîê-òîê. Ó íåêîòîðûõ äèàãðàìì èìåþòñÿ ñèììåòðè÷íûå àíàëîãè.

Ëèäèðóþùèé âêëàä äàþò äèàãðàììû, ñîäåðæàùèå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî äèôôóçèîí-

íûõ ëåñòíèö. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî � äèàãðàììû (d) è (e), ñîäåðæàùèå òðè äèôôóçîíà. Äèà-

ãðàììû (a) � (c) ñîäåðæàò òîëüêî äâà äèôôóçîíà, à ïîìèìî ýòîãî îíè ïîëíîñòüþ ñîêðàùà-

þòñÿ äðóã ñ äðóãîì. Âû÷èñëåíèå ïðè òåìïåðàòóðå T äàåò [26]:

δσ =
e2

2π2

lnTτ, (2D),

0.61
√

T
~D , (3D).

(13)

Â ðàáîòå [28] ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû áûëè îáîáùåíû íà ñëó÷àé Tτ & 1. Ïðè ýòîì âîçíèêàëà

íåîáõîäèìîñòü ðàññìàòðèâàòü íå òîëüêî äèôôóçèîííûå ëåñòíè÷íûå äèàãðàììû, íî è áàë-

ëèñòè÷åñêèå (îòâå÷àþùèå ðàññåÿíèþ íà îäíîé ïðèìåñè). Ýòî ñëóæèò åùå îäíîé ìîòèâàöèåé

ê ðàññìîòðåíèþ áàëëèñòè÷åñêîãî ðåæèìà (ñì. Ðàçäåë 3.2). Òàêæå â ýòîé ðàáîòå ñîäåðæèòñÿ

êðàñèâàÿ ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ýôôåêòà, êàê äèôðàêöèè ýëåêòðîíîâ

íà îñöèëëÿöèÿõ Ôðèäåëÿ, âûçâàííûõ íàëè÷èåì ïðèìåñåé.
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3 Îñíîâíàÿ ÷àñòü

Â ýòîì ðàçäåëå ìû èçëàãàåì ñóòü íàñòîÿùåé ðàáîòû � âû÷èñëåíèå â ðåàëüíîé òðåõìåðíîé

ãåîìåòðèè ïëåíêè âêëàäîâ ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé ïàðàìåòðîâ (äèôôóçèîííîãî è áàëëèñòè÷å-

ñêîãî) â ñäâèã òåìïåðàòóðû ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïåðåõîäà Tc, âûçâàííîå ñîâìåñòíûì âëèÿíèåì

ý-ý îòòàëêèâàíèÿ è áåñïîðÿäêà. Ñ öåëüþ óïðîùåíèÿ ïîíèìàíèÿ çäåñü ïðåäëàãàåòñÿ áîëåå

ïðîçðà÷íûé è ôèçè÷åñêè ïîíÿòíûé âûâîä, íåêîòîðûå àñïåêòû êîòîðîãî, îäíàêî, ìîãóò ïî-

êàçàòüñÿ íå âïîëíå óáåäèòåëüíûìè. Áîëåå ñòðîãîå (íî ìåíåå êîìïàêòíîå) âû÷èñëåíèå, ïðè-

âîäÿùåå ê òåì æå ðåçóëüòàòàì, íàõîäèòñÿ â Ïðèëîæåíèè B, êàê è äîêàçàòåëüñòâî íåêîòîðûõ

óòâåðæäåíèé, ïðèâåäåííûõ áåçäîêàçàòåëüíî â íàñòîÿùåì ðàçäåëå.

Ìû ðàññìàòðèâàåì ìîäåëü ñâåðõïðîâîäíèêà ñ ãàìèëüòîíèàíîì H = H0 +Hee +Hph +Hdis.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãàìèëüòîíèàí ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ H0 èìååò èçîòðîïíóþ äèñïåðñèþ,

Hph îïèñûâàåò ïðèòÿæåíèå, ñâÿçàííîå ñ îáìåíîì ôîíîíîì, èìåþùåå ïîòåíöèàë Vph(r) =

−(λph/2ν)δ(r) è äåéñòâóþùåå â ïîëîñå ýíåðãèé øèðèíîé ωD, ïðèëåãàþùåé ê ýíåðãèè Ôåðìè,

íàêîíåö, Hee � ñëàáîå òî÷å÷íîå ý-ý îòòàëêèâàíèå ñ ïîòåíöèàëîì V (r) = (λ/2ν)δ(r). Áåñïîðÿ-

äîê (Hdis) îïèñûâàåòñÿ ãàóññîâûì àíñàìáëåì ïîòåíöèàëà U(r) ñ êîððåëÿòîðîì 〈U(r)U(r′)〉 =

δ (r − r′) /2πντ . Çäåñü ν � ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé íà óðîâíå Ôåðìè â ðàñ÷åòå íà îäíó ïðîåêöèþ

ñïèíà, à τ � âðåìÿ ðàññåÿíèÿ íà ïðèìåñÿõ.

Â îòñóòñòâèå áåñïîðÿäêà, êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà îïèñûâàåòñÿ îáû÷íûì ñîîòíîøåíèåì

òåîðèè ÁÊØ:

Tc0 = ωD exp (−1/λBCS) , (14)

ãäå ýôôåêòèâíàÿ êîíñòàíòà ñâÿçè äàåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì [31�33]:

λBCS = λph −
λ

1 + λ logEF/ωD
. (15)

Çäåñü ïîñëåäíèé ÷ëåí íîñèò íàçâàíèå êóëîíîâñêîãî ïñåâäîïîòåíöèàëà (èìååòñÿ òàêæå âûðà-

æåíèå �òîëìà÷åâñêèé ëîãàðèôì� â îòå÷åñòâåííîé ëèòåðàòóðå). Îí ó÷èòûâàåò ý-ý îòòàëêèâà-

íèå, êîòîðîå ëîãàðèôìè÷åñêè ïîäàâëÿåòñÿ áëàãîäàðÿ ïåðåíîðìèðîâêå â êóïåðîâñêîì êàíàëå.

Âûâîä ýòîãî âûðàæåíèÿ ïðèâåäåí â Ïðèëîæåíèè B.

Â ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãî ïîëÿ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì:

H = H0 +Hee +Hdis − λBCS
∫
dr
(
∆†ψ↑(r)ψ↓(r) + h.c.

)
, (16)

ãäå λBCS ïî-ïðåæíåìó äàåòñÿ âûðàæåíèåì (15). Ýòîò ãàìèëüòîíèàí ñëåäóåò ïîíèìàòü, êàê

çàäàþùèé ýôôåêòèâíóþ òåîðèþ íà ýíåðãèÿõ, ìåíüøèõ ωD. Ïðè òàêîì ïîäõîäå íå ñëåäó-

åò ó÷èòûâàòü òàêèå ýôôåêòû îò Hint, êîòîðûå óæå ó÷òåíû âî âêëàäå ïåðåíîðìèðîâàííîé

λ â ýôôåêòèâíóþ êîíñòàíòó ñâÿçè λBCS [ñì. (15)]. (Â ïðèëîæåíèè B ïðèâåäåíî âû÷èñëå-

íèå â íåïåðåíîðìèðîâàííîé òåîðèè, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñòðîãèì è áîëåå ãðîìîçäêèì).

Ñâåðõïðîâîäÿùèé ïàðàìåòð ïîðÿäêà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì óñëîâèåì ñàìîñîãëàñîâàíèÿ:

∆ = 〈ψ↑ψ↓〉. Ðàñêëàäûâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü ïî ñòåïåíÿì ∆ äî ïåðâîãî ïîðÿäêà, ìû ïîëó÷àåì
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(a) (b)

(c) (d)

Ðèñ. 5: Äèàãðàììû, äàþùèå âåäóùèé äèôôóçèîííûé âêëàä â ñäâèã Tc [ó äèàãðàììû (à) åñòü

ñèììåòðè÷íûé àíàëîã]. Çàòåíåííûå áëîêè îáîçíà÷àþò êóïåðîíû è äèôôóçîíû. Â äèôôó-

çèîííîé îáëàñòè íàëè÷èå äèôôóçîíîâ è êóïåðîíîâ òðåáóåò ðàçëè÷íûõ çíàêîâ ýíåðãèé E è

E ′.

óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùåå êðèòè÷åñêóþ òåìïåðàòóðó:

λ−1
BCS = −Π/ν, (17)

ãäå Π � êóïåðîâñêàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü, âû÷èñëåííàÿ íà íóëåâîì èìïóëüñå.

Π =

∫
dr

∫ 1/T

dτ
〈
ψ+
↓ (r, τ)ψ+

↑ (r, τ)ψ↑(0, 0)ψ↓(0, 0)
〉
. (18)

Èíòåãðàë ïî ìíèìîìó âðåìåíè τ äîëæåí áûòü óëüòðàôèîëåòîâî ðåãóëÿðèçîâàí, ÷òî â ýíåð-

ãåòè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè ìàöóáàðîâñêîé äèàãðàììíîé òåõíèêè ñîîòâåòñòâóåò îáðåçêå ïî

ýíåðãèè íà ωD äëÿ òåõ ôóíêöèé Ãðèíà, êîòîðûå ïðèìûêàþò ê êîíöàì äèàãðàìì. Íà ýòîì

ýòàïå òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ óñðåäíåíèå ïî áåñïîðÿäêó, êîòîðîå ìû âûïîëíÿåì â ïóíòèðíîé

äèàãðàììíîé òåõíèêå [21]. Â îòñóòñòâèå áåñïîðÿäêà, êóïåðîâñêàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü ðàâíà

Π0 = ν ln (ωD/T ) , (19)

÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå â (17) ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ (14) äëÿ êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû.

Ðàññìîòðèì èçìåíåíèÿ, âîçíèêàþùèå ïðè íàëè÷èè ðàçóïîðÿäî÷åíèÿ â ñèñòåìå. Òåîðåìà

Àíäåðñîíà ãîâîðèò î òîì, ÷òî â îòñóòñòâèå ý-ý îòòàëêèâàíèÿ ïîòåíöèàëüíûé áåñïîðÿäîê íå

âëèÿåò íà Tc â âåäóùåì ïîðÿäêå ïî 1/(kF l), ÷òî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî èíòåãðàë îò ïàðû ôóíê-

öèé Ãðèíà GEG−E ïî èìïóëüñàì íå ìåíÿåòñÿ ïðè óñðåäíåíèè ïî áåñïîðÿäêó. Îäíàêî, ïðè

íàëè÷èè ý-ý îòòàëêèâàíèÿ âîçíèêàþò çàìåòíûå ïîïðàâêè ê Π0. Â âåäóùåì ïîðÿäêå ïîïðàâêà

δΠ ïðèâîäèò ê ñäâèãó Tc âèäà:
δTc
Tc0

= −1

ν
δΠ. (20)
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Ìû áóäåì èçó÷àòü ýòè ïîïðàâêè ñ ïîìîùüþ ìàöóáàðîâñêîé äèàãðàììíîé òåõíèêè äëÿ òåîðèè

âîçìóùåíèé ïî ïàðàìåòðó 1/(kF l), îáîçíà÷àÿ ïðèìåñíóþ ëèíèþ ïóíêòèðîì, ëèíèþ âçàèìî-

äåéñòâèÿ çèãçàãîì, à êóïåðîíû è äèôôóçîíû � çàòåíåííûìè áëîêàìè. Íå ñëåäóåò ðàññìàòðè-

âàòü äèàãðàììû, ñîäåðæàùèå ëåñòíèöû ëèíèé âçàèìîäåéñòâèÿ, íå ïåðåñå÷åííûõ êóïåðîíàìè

èëè äèôôóçîíàìè, òàê êàê îíè îïèñûâàþò ïåðåíîðìèðîâêó λ è óæå ó÷òåíû â (15).

Äèàãðàììû, äàþùèå âåäóùèé äâóìåðíûé äèôôóçèîííûé âêëàä (1) ïðåäñòàâëåíû íà Ðèñ. 5.

Îíè áûëè ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [4�9], ãäå áûëî òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî óïðóãèå äèàãðàììû

(ëèíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ íå ñîåäèíÿåò âåðõíþþ è íèæíþþ ôóíêöèè Ãðèíà) òîãî æå ïîðÿäêà

íå äàþò âêëàäà â ëèäèðóþùèé ÷ëåí. Ðàññìîòðèì çäåñü ýòè äèàãðàììû çà ðàìêàìè äèôôó-

çèîííîé îáëàñòè (êîòîðàÿ åñòü q � 1/l è E,E ′ � 1/τ , ãäå q � èìïóëüñ, ïåðåíîñèìûé ëèíèåé

âçàèìîäåéñòâèÿ), äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîñëåäèòü êðîññîâåð â áàëëèñòè÷åñêóþ îáëàñòü.

Â äèôôóçèîííîé îáëàñòè åñòü óñëîâèå íà çíàêè ýíåðãèé: E,E ′ > 0 èëè E,E ′ < 0 (â ïðî-

òèâíîì ñëó÷àå ïðè âû÷èñëåíèè îäíîé ñòóïåíüêè äèôôóçèîííîé ëåñòíèöû �èíòåãðèðîâàíèåì

ïî ξ� ïîëþñà ôóíêöèé Ãðèíà îêàçûâàþòñÿ ñ îäíîé ñòîðîíû äåéñòâèòåëüíîé îñè è ðåçóëüòàò

ïîëó÷àåòñÿ ãîðàçäî ìåíüøèì). Â áàëëèñòè÷åñêîé îáëàñòè ïîäîáíîå îãðàíè÷åíèå îòñóòñòâóåò.

Íà÷íåì ðàññìîòðåíèå ñ äèàãðàììû (à) Ðèñ. 5. Ïðè E,E ′ > 0 èëè E,E ′ < 0 îíà äàåò

[ñì. (20)] ñëåäóþùèé âêëàä â ñäâèã Tc, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ âçÿòèåì �ïî ξ� èíòåãðàëîâ ïî

èìïóëüñàì pi îò ñîîòâåòñòâóþùèõ áëîêîâ, îáðàçîâàííûõ ôóíêöèÿìè Ãðèíà (ìû íå ïðåäïî-

ëàãàåì q � 1/l è E,E ′ � 1/τ , îäíàêî âñå æå áåðåì q � kF ):

δT
(a)
c

Tc0
= −2πλ

ν
T 2

ωD∑
E,E′>0

I(a)(E,E ′)

EE ′
, (21)

ãäå I â ãåîìåòðèè ïëåíêè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äâóêðàòíûé èíòåãðàë ïî ñîñòàâëÿþùèì èìïóëüñà

q‖, ëåæàùèì â ïëîñêîñòè ïëåíêè, è ñóììó ïî ïîïåðå÷íîé êîìïîíåíòå èìïóëüñà qz = 2πm/d

(m öåëûå):

I(a)(E,E ′) =
τ

d

∑
qz

∫
dq‖

(2π)2

fq(E + E ′)2

1− fq(E + E ′)
, (22)

ãäå

fq(E) = (ql)−1 arctan

[
ql

1 + |ω|τ

]
, (23)

à q2 = q2
‖ + q2

z . Âûðàæåíèå fq(E) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíó ñòóïåíü äèôôóçèîííîé ëåñòíèöû,

âû÷èñëåííóþ ïðè ïðîèçâîëüíîì ñîîòíîøåíèè ìåæäó q è 1/l (ñì. Ïðèëîæåíèå A). Ñóììèðî-

âàíèå âñåé ëåñòíèöû äàåò 1/[2πντ(1 − f)]. Ïðè âçÿòèè èíòåãðàëà ïî èìïóëüñàì îò êàæäîãî

Õèêàìè áëîêà èç 3-õ ôóíêöèé Ãðèíà òàêæå âîçíèêàåò f , èòîãî f 2 â ÷èñëèòåëå (22). Ìíîæèòå-

ëè 1/(EE ′) â ýòîì æå âûðàæåíèè áåðóò íà÷àëî îò äâóõ áîêîâûõ êóïåðîíîâ. Îòìåòèì òàêæå,

÷òî â âûðàæåíèÿõ äëÿ òðåóãîëüíûõ áëîêîâ Õèêàìè âîçíèêàþò ìíîæèòåëè 1/(1 + (E+E ′)τ),

êîòîðûå ñîêðàùàþòñÿ ñ ìíîæèòåëÿìè 1 + (E +E ′)τ , ïðîèñõîäÿùèìè îò ó÷àñòêîâ äèàãðàìì,

ñîäåðæàùèõ êîíöåâûå êóïåðîíû (ïðè ýòîì äëÿ àêêóðàòíîãî âû÷èñëåíèÿ íóæíî òàêæå ó÷åñòü

äèàãðàììû, â êîòîðûõ â ýòèõ ó÷àñòêàõ íåò íè îäíîãî ïóíêòèðà).
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Ó÷åò îñòàëüíûõ äèàãðàìì (b) � (d) òðåáóåò âû÷èñëåíèÿ áàëëèñòè÷åñêîãî áëîêà Õèêàìè

èç 4-õ ôóíêöèé Ãðèíà (÷òî ñäåëàíî â Ïðèëîæåíèè A) è ïðèâîäèò ê îáùåìó âûðàæåíèþ,

êîòîðîå èìååò âèä (21), ãäå âìåñòî I(a) ñòîèò

I(E,E ′) =
τ

d

∑
qz

∫
dq‖

(2π)2

fq(E + E ′)2

1− fq(E + E ′)
[3− fq(E + E ′)] . (24)

Íà÷íåì ñ èçó÷åíèÿ âêëàäà äèôôóçèîííîé îáëàñòè.

3.1 Äèôôóçèîííûé âêëàä

Ñïåðâà èçó÷èì âêëàä â I(E,E ′), ïðîèñòåêàþùèé èç äèôôóçèîííîé îáëàñòè

q < 1/l, E,E ′ < 1/τ. (25)

Â ýòîé îáëàñòè fq(ω) ≈ 1 è 1− fq(ω) ≈ τ(Dq2 + ω). Òîãäà (24) ñâîäèòñÿ ê âûðàæåíèþ

I(di�)(E,E ′) =
2

d

∑
qz

∫ 1/l dq‖

(2π)2

1

Dq2 + E + E ′
. (26)

Ñóììèðóÿ ïî äèñêðåòíûì ÷àñòîòàì qz è çàòåì èíòåãðèðóÿ ïî q‖ äî q‖ ∼ 1/l, ìû ïîëó÷àåì:2

I(di�)(E,E ′) =
1

D

∫ 1/l dq‖

(2π)2

∫ 1/l

0

(d2q‖)
cthd

2

√
q2
‖ + (E + E ′)/D√

q2
‖ + (E + E ′)/D

=

=
#

Dl
− 1

πdD
log sinh

d

2

√
E + E ′

D
, (27)

ãäå ÷èñëåííûé êîýôôèöèåíò # ∼ 1 ñâÿçàí ñ âåðõíåé îáðåçêîé äèôôóçèîííîé îáëàñòè. Îáû÷-

íûé äâóìåðíûé âêëàä, ñîäåðæàùèé ìíîæèòåëü log3, ïðîèñòåêàåò îò îáëàñòè, â êîòîðîé îáå

ýíåðãèè ìåíüøå ýíåðãèè Òàóëåññà íà òîëùèíå ïëåíêè (E1, E2 < Ed)
3

δT
(di�, 2D)
c

Tc0
= − λ

4(kF l)(kFd)
ln3 4Ed

Tc0
. (28)

Õî÷åòñÿ ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ìû ïîëó÷èëè ln3(Ed/Tc0) âìåñòî øèðîêî èñïîëüçóåìîãî log3(1/Tc0τ)

[ñì. (1)], ÷òî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ (6) l� d.

Ïîìèìî ýòîãî, íàáëþäàåì íàëè÷èå äðóãèõ ÷ëåíîâ, íàëè÷èå êîòîðûõ ñâÿçàíî ñ òðåõìåðíîé

ãåîìåòðèåé ïëåíêè. Îíè íå áóäóò ñîäåðæàò òðåòüþ ñòåïåíü ëîãàðèôìà, íî ìîãóò áûòü áîëüøå

2Íåñêîëüêî íåñàìîñîãëàñîâàííûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ìû íå îáðåçàåì ñóììèðîâàíèå ïî qz íà 1/l. Ýòî, îäíàêî,

íå ñêàæåòñÿ íà äâóìåðíîì âêëàäå (28), êîòîðûé íàáèðàåòñÿ ñ ýíåðãèé E,E′ < Ed. ×òî æå êàñàåòñÿ âêëàäà

(29), ïðîèñòåêàþùåãî îò âåðõíåé îáðåçêè íà 1/τ , òî ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ðàçìåðíûìè ìíîæèòåëÿìè è íå

ñòðåìèìñÿ îïðåäåëèòü ÷èñëåííûé êîýôôèöèåíò, ñì. Ïðèëîæåíèå B.
3Ïðè ôîðìàëüíîì âû÷èñëåíèè â (28) ïîëó÷àåòñÿ log 4Ed/Tc0. Îäíàêî, ÷èñëåííûé ìíîæèòåëü 4 ïîä ëîãà-

ðèôìîì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòü âêëàäà, ïðîïîðöèîíàëüíîãî log2Ed/Tc0, êîòîðûé ìû íå âû÷èñëÿëè â ñâÿçè

ñ òåì, ÷òî îí íå ÿâëÿåòñÿ âåäóùèì. Òàêèì îáðàçîì, îñòàâëåíèå 4 â (28) áûëî áû ïðåâûøåíèåì òî÷íîñòè.
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b) c)a)

Ðèñ. 6: Äèàãðàììû, äàþùèå áàëëèñòè÷åñêèå ïîïðàâêè ê îòòàëêèâàòåëüíîé âåðøèíå λ. Ó

îáîèõ äèàãðàìì åñòü ñèììåòðè÷íûå àíàëîãè. Êîíöåâûå ïðèìåñíûå ëèíèè íå âêëþ÷àþòñÿ â

îïðåäåëåíèå äèàãðàììû.

âêëàäà (28) áëàãîäàðÿ ìíîæèòåëþ d/l. Â ÷àñòíîñòè, èç ïåðâîãî ÷ëåíà â (27) ïîëó÷àåì âêëàä

âåðõíåé ãðàíèöû äèôôóçèîííîé îáëàñòè:

δT
(di�,3D)
c

Tc0
= − #λ

(kF l)2
ln2 ωD

Tc0
. (29)

Ýòîò âêëàä ïðîèñõîäèò îò îáëàñòè áîëüøèõ èìïóëüñîâ (íî âñå åùå q < 1/l) è ÿâëÿåòñÿ

ìîòèâàöèåé äëÿ èçó÷åíèÿ åùå áîëüøèõ èìïóëüñîâ q > 1/l, ê èññëåäîâàíèþ êîòîðûõ ìû è

ïåðåõîäèì.

3.2 Áàëëèñòè÷åñêèé âêëàä

Â ýòîì ðàçäåëå ìû èçó÷èì áàëëèñòè÷åñêèé âêëàä. ×àñòü ýòîãî âêëàäà äàåòñÿ âûðàæåíè-

ÿìè (21) è (24) çà ðàìêàìè îáëàñòè (25), äðóãàÿ æå ïîëó÷àåòñÿ èç òåõ æå äèàãðàìì ñ Ðèñ. 6

ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ çíàêîâ ýíåðãèé E è E ′. Â áàëëèñòè÷åñêîé îáëàñòè

fq(E + E ′) ∼ 1/(ql) (ëèáî ∼ 1/[(E + E ′)τ ] äëÿ áîëüøèõ ýíåðãèé). Ïîýòîìó â äèôôóçèîí-

íûõ ëåñòíèöàõ íà ñîîòâåòñòâóþùèõ äèàãðàììàõ ïåðâûé ÷ëåí (ñ îäíîé ïðèìåñíîé ëèíèåé)

ÿâëÿåòñÿ äîìèíèðóþùèì è ìû îñòàâèì òîëüêî åãî, ÷òî ôèçè÷åñêè ñîîòâåòñòâóåò âêëàäó îò

ðàññåÿíèÿ íà îäíîé ïðèìåñè. Âêëàä óïðóãèõ äèàãðàìì ïî-ïðåæíåìó çàíóëÿåòñÿ â âåäóùåì

ïîðÿäêå, äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ïðèâåäåíî â Ïðèëîæåíèè C. Èíòåãðàë (24) óëüðàôè-

îëåòîâî ðàñõîäèòñÿ, òàê ÷òî îáðåçàâ åãî íà Λ =∼ kF (÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøåé ìîäåëüþ

çîíû êîíå÷íîé øèðèíû) ìû ïîëó÷èëè áû âêëàä ∝ 1/(kF l). Îäíàêî â íàñòîÿùåì ôîðìàëèç-

ìå, èñïîëüóþùåì ïñåâäîïîòåíöèàë (15) è ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé ýôôåêòèâíóþ òåîðèþ (16)

êóïåðîâñêîãî êàíàëà íà ýíåðãèÿõ E,E ′ . ωD, àêêóðàòíîå âû÷èñëåíèå, äàþùåå ëîãàðèôìè÷å-

ñêèå ïåðåíîðìèðîâî÷íûå ìíîæèòåëè â ôîðìóëå (8), íåâîçìîæíî, èáî áàëëèñòè÷åñêèé âêëàä

âîçíèêàåò íà âñåõ ýíåðãèÿõ âïëîòü äî ôåðìèåâñêîé. Îäèí èç ñïîñîáîâ ðåøèòü ýòó ïðîáëåìó

ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè â íåïåðåíîðìèðîâàííîé òåîðèè, ýòîò ñïîñîá èçëàãàåòñÿ â Ïðèëîæå-

íèè B. Äðóãîé, áîëåå ïðîñòîé è ôèçè÷åñêè íàãëÿäíûé (íî ìåíåå ñòðîãèé) ñïîñîá èçëàãàåòñÿ
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íèæå.

Áàëëèñòè÷åñêèé âêëàä ìîæåò áûòü êîððåêòíî îïèñàí, åñëè ðàññìàòðèâàòü åãî, êàê ïî-

ïðàâêó ê ãîëîé (íåïåðåíîðìèðîâàííîé) êîíñòàíòå îòòàëêèâàòåëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ λ, ñì.

Ðèñ. 6. Ïðè ýòîì âàæíî, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ êóïåðîâñêèé êàíàë, à èìåííî, êóïåðîâñêàÿ

âîñïðèèì÷èâîñòü íà íóëåâîì èìïóëüñå è ÷àñòîòå. Òàêæå âàæíî, ÷òî áëîêè, îïèñûâàþùèå

ïîïðàâêè ê λ ïðèñîåäèíÿþòñÿ ê ïðèìåñíîé ëèíèè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ òî÷å÷íîé â êîîðäèíàò-

íîì ïðåäñòàâëåíèè. Ïðè âñåõ ýòèõ óñëîâèÿõ, äèàãðàììû ñ Ðèñ. 6 ìîæíî ýôôåêòèâíî ó÷åñòü,

ââîäÿ äîáàâêó δλ ê êîíñòàíòå âçàèìîäåéñòâèÿ âèäà

δλ(E,E ′)

λ
= 2

(b) + (c)

(a)
=

2[P (E,E ′) + P (E,−E ′)]
(2πντ)2f0(E)f0(E ′)λ

, (30)

ãäå ÷ëåíû â ñêîáêàõ ñîîòâåòñòâóþò äèàãðàììàì (b) è (c), ñîîòâåòñòâåííî, à äîïîëíèòåëüíûé

ìíîæèòåëü 2 âîçíèê èç-çà ó÷åòà äèàãðàìì, ñèììåòðè÷íûõ ê (b) è (c). Ýòè äèàãðàììû óäîáíî

âû÷èñëÿòü â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè.

Òàê êàê è ïðèìåñíûå ëèíèè, è ý-ý îòòàëêèâàíèå ÿâëÿþòñÿ òî÷å÷íûìè, èìååì âñåãî îäíî

èíòåãðèðîâàíèå ïî ðàäèóñ-âåêòîðó r, ñîåäèíÿþùåìó ïðèìåñü è òî÷êó, â êîòîðîé ïðîèñõîäèò

ý-ý âçàèìîäåéñòâèå (ñì. Ðèñ. 6) è ìû ïîëó÷àåì äëÿ P (E,E ′):

P =
λ/2

2πντ

∫
drG+G

′
−[G+G−][G′+G

′
−], (31)

ãäå óñðåäíåííûå ïî áåñïîðÿäêó ôóíêöèè Ãðèíà G± = G±iE(r), à øòðèõ îòíîñèòñÿ ê çàâèñè-

ìîñòè îò ýíåðãèè E ′. Áûëî òàêæå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå:

[G+G−] =

∫
G+(ρ)G−(r − ρ) dρ. (32)

Òàê êàê èíòåãðàë ïî r â (31) ñõîäèòñÿ íà ìàñøòàáå 1/kF [ñì. (35)], ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü

ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå, êîððåêòíîå ïðè r � l è E,E ′ � EF :

G± ≈ −πν
e±ikF r

kF r
, [G+G−] =

2πντ

1 + 2Eτ

sin kF r

kF r
. (33)

Äëÿ ðàçíûõ çíàêîâ ýíåðãèè E è E ′ â âûðàæåíèå äëÿ P âîéäåò èíòåãðàë

P (E,E ′)|EE′<0 ∝
∫
dr
e±2ikF r

(kF r)
2

(
sin kF r

kF r

)2

+ c.c =
1

k3
F

4π ln 2× i+ c.c = 0. (34)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì P (E,E ′) ∝ θ(EE ′). Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (33) â óðàâíå-

íèå (31) è, çàòåì, â (30), ìû çàìå÷àåì, ÷òî ìíîæèòåëè (1 + 2Eτ) â çíàìåíàòåëå G+G− [óðàâ-

íåíèå (33)] ñîêðàùàþò òàêèå æå ìíîæèòåëè â ÷èñëèòåëå óðàâíåíèÿ (30), òàê ÷òî δλ(E,E ′)

ïåðåñòàåò çàâèñåòü îò ýíåðãèè:

δλ =
πνλ

2τ

∫
dr

(kF r)
2

(
sin kF r

kF r

)2

=
π

2

λ

kF l
. (35)

Ýòà ïîïðàâêà ê λ, âûçâàííàÿ íàëè÷èåì áåñïîðÿäêà, óâåëè÷èâàåò âêëàä êóëîíîâñêîãî ïñåâ-

äîïîòåíöèàëà â êîíñòàíòó ñâÿçè ÁÊØ (15) è óìåíüøàåò êðèòè÷åñêóþ òåìïåðàòóðó. Ñ÷èòàÿ
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ýòó ïîïðàâêó ìàëîé, äèôôåðåíöèðóÿ (15) ïî λ, à (14) ïî λBCS, ïîëó÷àåì âåäóùèé áàëëèñòè-

÷åñêèé âêëàä [ñð. ñ (7), (8)]

δT
(ball)
c

Tc0
= −π

2

λ

kF l

[
ln ωD

Tc0

1 + λ ln EF
ωD

]2

. (36)

Âûðàæåíèå (36) ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû. Ïî ñðàâíåíèþ ñ èçâåñò-

íûì äâóìåðíûì âêëàäîì (28) îíî íå ñîäåðæèò ìàëîãî ìíîæèòåëÿ 1/(kFd), íî òàêæå èìååò

ìåíüøèé ëîãàðèôìè÷åñêèé ìíîæèòåëü. Äëÿ áîëüøèíñòâà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ñèòóàöèé (ñì.

ðàçäåë 4) ïåðâîå îáñòîÿòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ, ïî-âèäèìîìó, áîëåå ñóùåñòâåííûì. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî âêëàä (36) ÿâëÿåòñÿ äîìèíèðóþùèì.

Äî ñèõ ïîð ý-ý âçàèìîäåéñòâèå â íàøåé ìîäåëè ïðåäïîëàãàëîñü òî÷å÷íûì è ìãíîâåííûì,

÷òî íå âïîëíå ñîîòâåòñâóåò ñèòóàöèè â ðåàëüíûõ ìåòàëëàõ. Â Ïðèëîæåíèè D èçëàãàåòñÿ

èññëåäîâàíèå ýôôåêòîâ íåòî÷å÷íîñòè, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî ïîêà ý-ý îòòàëêèâàíèå �ðàç-

ìàçàíî� íà ìàñøòàáå ∼ 1/kF , âûðàæåíèå (36) îñòàåòñÿ âåðíûì ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñëåííîãî

ìíîæèòåëÿ. Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî â ðåàëüíûõ ìåòàëëàõ êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå èìååò ðà-

äèóñ ýêðàíèðîâêè ïîðÿäêà ôåðìèåâñêîãî, ðàçóìíî îæèäàòü, ÷òî ãëàâíûé áàëëèñòè÷åñêèé

âêëàä èìååò âèä âòîðîãî ñëàãàåìîãî â (7) ñ α ∼ 1.
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Òàáëèöà 1: Ðàçëè÷íûå ïàðàìåòðû ðàçóïîðÿäî÷åííûõ ñâåðõïðîâîäÿùèõ ïëåíîê.

Ìàòåðèàë Ñòàòüÿ Tc0, K d, A l, A γ−1, �t ln 1/(Tc0τ) ln 4Ed/T
∗

W-Re1,2 [14] 6.0 30 � 1200 4 7.4 6.1 2.7 � 0

Mo-Ge1,2 [10] 5.8 � 7.6 15 � 1000 4 7.0 6.1 4.0 � 0

Mo-Si2 [15] 7.3 12 � 200 5 7.0 5.6 4.7 � 0

Ti-N1 [17] 0.45 � 1.3 36 � 50 3 6.2 8.9 6.4 � 2.4

Nb (O) [16] 6.5 25 � 263 18 11.7 5.2 4.8 � 0

Nb-N [13] 17. & 500 0.3 � 7.0 � 4.8 ∼ 0

Nb-N [20] 7.0 � 15. 20 � 150 ∼ 5 5.0 5.65 5.6 � 3.4

Nb-N [19] 14.9 10�260 2 8.3 7.2 6.2� 2.1

Mo-C2 [18] 8.0 30 � 300 0.9 � 3.5 7.5 5.5 3.2 � 0.9

∗ � â ýòîì ìåñòå ìû ðåøèëè îñòàâèòü 4, ïîëó÷àþùóþñÿ ïðè âû÷èñëåíèè ôîðìóëû (28),

íåñìîòðÿ íà íåêîòîðóþ óñëîâíîñòü òàêîãî ïîäõîäà. Ñì. ñíîñêó ê ôîðìóëå (28).
1 � äëÿ îöåíêè ìû âçÿëè 1/kF ∼ l ∼ a, ãäå a � ïîñòîÿííàÿ ðåøåòêè.
2 � äëÿ îöåíêè ìû ñ÷èòàëè ýôôåêòèâíóþ ìàññó ýëåêòðîíà ðàâíîé ìàññå ýëåêòðîíà, êàê

ýëåìåíòàðíîé ÷àñòèöû.

4 Ñðàâíåíèå ñ ýêñïåðèìåíòîì

Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû ïàðàìåòðû ïëåíîê, èçó÷àâøèõñÿ â ðÿäå ýêñïåðèìåíòîâ.

Êàê âèäíî, d � l, ÷òî îçíà÷àåò íåïðèìåíèìîñòü ôîðìóë (1) è (2) â èõ îáû÷íîì âèäå

(ñ ln 1/(Tc0τ)). Çàìåíà æå âåðõíåé îáðåçêè ëîãàðèôìà íà Ed [ñì. (28)] ïðèâîäèì ê ñëèøêîì

ìàëûì çíà÷åíèÿì γ−1 äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîîòâåòñòâîâàòü ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì. Òàêèì

îáðàçîì, ôîðìóëà Ôèíêåëüøòåéíà (2) íå ìîæåò ïðåòåíäîâàòü íà ïîëíîöåííîå îáúÿñíåíèå

ôèçèêè ÿâëåíèÿ è ïîçâîëÿåò ëèøü ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ôèòòèðîâàòü ðåçóëüòàòû ýêñïåðè-

ìåíòà.

Áîëåå òîãî, ñîãëàñíî íåäàâíåìó îáçîðó [11] ýêñïåðèìåíò ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî íåëü-

çÿ ñ÷èòàòü δTc çàâèñÿùèì òîëüêî îò êîíäàòàíñà ïëåíêè g.4 (Â ýòîé ðàáîòå ïðåäëàãàëàñü

ýìïèðè÷åñêàÿ ôîðìóëà Tc ∝ (1/d)gB ñ êîíñòàíòîé B ∼ 1. )

Ñîãëàñíî íàøèì ðåçóëüòàòàì, äëÿ äîñòàòî÷íî ðàçóïîðÿäî÷åííûõ è òîëñòûõ ïëåíîê îæè-

äàåòñÿ, ÷òî âêëàä (36) ÿâëÿåòñÿ ëèäèðóþùèì è δTc = −α/(kF l), α ∼ 1. Ïîýòîìó ìû ïðåä-

ïðèíÿëè ïîïûòêó ôèòòèðîâàòü ýòîé çàâèñèìîñòüþ (îò îäíîãî ïàðàìåòðà kF l) èìåþùèåñÿ ó

íàñ ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå è ïîëó÷èëè â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ õîðîøèå ðåçóëüòàòû, ÷òî

ïðåäñòàâëåíî íà Ðèñ. 4.

4Âîîáùå ãîâîðÿ, ó÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ â òðèïëåòíîì êàíàëå â òåîðèè Ôèíêåëüøòåéíà ïðèâîäèò ê ïî-

ÿâëåíèþ çàâèñèìîñòè ñäâèãà Tc îò ñèëû îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ è ìîæåò â íåêîòîðîé ñòåïåíè óñèëèòü

ýôôåêò. Îäíàêî íàì íå èçâåñòíû óñïåøíûå ïîïûòêè îïèñàíèÿ ýêñïåðèìåíòà òàêîé òåîðèåé. Îñòàåòñÿ âåðíîé

ïîñëåäóþùàÿ àðãóìåíòàöèÿ î òîì, ÷òî âêëàä Ôèíêåëüøòåéíà ñ îáðåçêîé íà Ed ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì

íàáëþäàåìûé ýôôåêò è ìåíüøå, ÷åì áàëëèñòè÷åñêèé âêëàä.
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(a) (b) (c)

Ðèñ. 7: Ôèòòèðîâàíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïî çàâèñèìîñòè Tc îò kF l ôîðìóëîé Tc =

Tc0 [1− α/(kF l)]. (à) Nb-N ïëåíêè [13] (b) Ïëåíêè èç âàíàäèÿ [12] (c) Mo-C ïëåíêè [18].

5 Çàêëþ÷åíèå

Â ýòîé ðàáîòå áûëî ïðîâåäåíî ïîñëåäîâàòåëüíîå èçó÷åíèå äâóõìåðíûõ è òðåõìåðíûõ

âêëàäîâ ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé èìïóëüñà (ïåðåíîñèìîãî ëèíèåé ý-ý âçàèìîäåéñòâèÿ) â ýôôåêò

ïîíèæåíèÿ êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû ïåðåõîäà ýëåêòðîí-ýëåêòðîííûì îòòàëêèâàíèåì, óñè-

ëåííûì áåñïîðÿäêîì â ðåàëüíîé òðåõìåðíîé ãåîìåòðèé ïëåíêè. Ýëåêòðîí-ýëåêòðîííîé âçàè-

ìîäåéñòâèå ìîäåëèðîâàëîñü òî÷å÷íûì âçàèìîäåéñòâèåì, îäíàêî, áûëî òàêæå èçó÷åíî, ê ÷åìó

ïðèâîäèò ðàçìûòèå ïîòåíöèàëà ý-ý âçàèìîäåéñòâèÿ. Áûëà ïðåäëîæåíà ïðîçðà÷íàÿ ôèçè÷å-

ñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ áàëëèñòè÷åñêîãî âêëàäà, êàê ïîïðàâêè ê ãîëîé êîíñòàíòå ý-ý âçàèìîäåé-

ñòâèÿ â êóïåðîâñêîì êàíàëå. Ïî ðåçóëüòàòàì ðàáîòû ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:

• Êëàññè÷åñêèå ôîðìóëû (1) è (2) ñ îáðåçêîé ëîãàðèôìà íà ãðàíèöå äèôôóçíîé îáëàñòè

1/τ íå ïðèìåíèìû ê áîëüøèíñòâó ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðåàëèçàöèé, òàê êàê d� l.

• Ôîðìóëû (1) è (2) ñ îáðåçêîé ëîãàðèôìà íà ýíåðãèè Òàóëåññà Ed (äëÿ òîëùèíû ïëåíêè)

äàþò ðåçóëüòàò, ñóùåñòâåííî ìåíüøèé, ÷åì ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàåìûé.

• Òàêèì îáðàçîì, òåîðèÿ Ôèíêåëüøòåéíà íå ìîæåò ïðåòåíäîâàòü íà ïîëíîöåííîå îáú-

ÿñíåíèå ôèçèêè ÿâëåíèÿ è ïîçâîëÿåò ëèøü â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ôåíîìåíîëîãè÷åñêè

ôèòòèðîâàòü ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà.

• Íåîáõîäèìî ïîñëåäîâàòåëüíî ó÷èòûâàòü äâóìåðíûå è òðåõìåðíûå âêëàäû äëÿ ðåàëü-

íûõ ïëåíîê ñ d� l.

• Íåîáõîäèìî òàêæå ó÷èòûâàòü âêëàä îò áàëëèñòè÷åñêîé îáëàñòè (÷òî ñîîòâåòñâóåò èì-

ïóëüñàì q ∼ kF ), íå îãðàíè÷èâàÿñü äèôôóçèîííûì âêëàäîì.

• ×àñòî áàëëèñòè÷åñêèé âêëàä ÿâëÿåòñÿ ëèäèðóþùèì è ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè íåêî-

òîðûõ ýêñïåðèìåíòîâ.
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Ðèñ. 8: Óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå êóïåðîí C(s, ω). Ïóíêòèð îòâå÷àåò ïðèìåñíîé ëèíèè.

Ïðèëîæåíèå A. Áàëëèñòè÷åñêàÿ äèôôóçèîííàÿ ëåñòíèöà

è áëîê Õèêàìè

Â ðàçäåëàõ 3 è Ïðèëîæåíèè B íàì ïîòðåáîâàëèñü âûðàæåíèÿ äëÿ �áàëëèñòè÷åñêîãî�

äèôôóçèîííîé ëåñòíèöû C(q, ω) [ñì Ðèñ. 8], ïîëó÷åííîå çà ðàìêàìè óñëîâèÿ q � 1/l, ω � 1/τ

(íî âñå åùå q � kF è ω � EF ). Âçÿâ E > 0 è E − ω < 0, ìû ïîëó÷èì äëÿ îäíîé ñòóïåíè

ëåñòíèöû:

fq(ω) =
ν

2πντ

∫
dΩ

4π

∫
dξ

1

iE − ξ + i
2τ

1

i(E − ω)− ξ − υq − i
2τ

=

∫
dΩ

4π

1

1 + ωτ − iτυq

=
1

ql
arctg

ql

1 + ωτ
. (A.1)

Ñóììèðóÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ðÿä ñ Ðèñ. 8, ìû ïîëó÷àåì

C(q, ω) =
1

2πντ

1

1− fq (ω)
. (A.2)

Â ÷àñòíîñòè, íà íóëåâîì èìïóëüñå:

C(0, ω) =
1

2πντ

1 + ωτ

ωτ
. (A.3)

Òàêæå ïðè âû÷èñëåíèè äèàãðàìì (b) � (d) Ðèñ. 5 è 13 íàì ïîòðåáóåòñÿ âûðàæåíèå äëÿ

÷åòâåðíîãî áëîêàìè Õèêàìè, âû÷èñëåííîãî çà ðàìêàìè äèôôóçèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ (ñì.

Ðèñ. 9). Âû÷èñëèì åãî çäåñü:

Áåðåì E1 = E ,E2 = −E ′ ,E3 = E ′ ,E4 = −E , q = 0 .

Îãðàíè÷åíèÿ íà ýíåðãèè ñëåäóþùèå:Ei � EF , |Ei − Ej| � τ−1.

Âûðàæåíèÿ äëÿ äèàãðàìì, äàþùèõ âêëàä â áëîê Õèêàìè:

B(ω, q,k) = B1(ω, q,k) +B2(ω, q,k) +B3(ω, q,k), (A.4)

B1 =

∫
ddp

(2π)d
GR
E1

(p+q/2+k/2)GR
E3

(−p+k/2+q/2)GA
E4

(p+k/2−q/2)GA
E2

(−p+k/2−q/2), (A.5)
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R

R

A

A

Ðèñ. 9: Áëîê Õèêàìè.

B2 =
1

2πν0τ

∫
ddp

(2π)d
GR
E1

(p+ q/2 + k/2)GR
E3

(−p+ k/2 + q/2)GA
E2

(−p+ k/2− q/2)×

×
∫

ddp1

(2π)d
GR
E1

(p1 + q/2 + k/2)GR
E3

(−p1 + k/2 + q/2)GA
E4

(p1 + k/2− q/2), (A.6)

B3 =
1

2πν0τ

∫
ddp

(2π)d
GR
E3

(−p+ k/2 + q/2)GA
E4

(p+ k/2− q/2)GA
E2

(−p+ k/2− q/2)×

×
∫

ddp1

(2π)d
GR
E1

(p1 + q/2 + k/2)GA
E4

(p1 + k/2− q/2)GA
E2

(−p1 + k/2− q/2). (A.7)

Äëÿ íà÷àëà ïðîèçâåäåì âû÷èñëåíèå íà íóëåâîì q, k è ñîâïàäàåþùèõ ýíåðãèÿõ Ei = ε :

B1(0) = ν0

∫
dξ

1

ε− ξ + i
2τ

1

ε− ξ + i
2τ

1

ε− ξ − i
2τ

1

ε− ξ − i
2τ

= ν0

∫
dξ

1(
ξ2 + 1

4τ2

)2 = 4πν0τ
3,

(A.8)

B2(0) =
ν0

2πτ

(∫
dξ

1

ε− ξ + i
2τ

1

ε− ξ + i
2τ

1

ε− ξ − i
2τ

)2

=
ν0

2πτ
(−2πiτ 2)2 = −2πν0τ

3, (A.9)

B3(0) =
ν0

2πτ

(∫
dξ

1

ε− ξ + i
2τ

1

ε− ξ − i
2τ

1

ε− ξ − i
2τ

)2

=
ν0

2πτ
(2πiτ 2)2 = −2πν0τ

3, (A.10)

Âêëàäû ñîêðàùàþòñÿ:

B(0) = 0. (A.11)
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Òåïåðü áóäåì ðàñêëàäûâàòü â ðÿä ïî ïàðàìåòðàì ω , q, k (n = p/|p|) (âîçüìåì ïåðâûé

ïîðÿäîê ïî ω è âòîðîé ïî èìïóëüñàì):

B1 = ν0

∫
dξp

∫
do

Sd

1

E1 − ξp − υFn
(
q
2

+ k
2

)
+ i

2τ

1

E3 − ξp + υFn
(
q
2

+ k
2

)
+ i

2τ

×

× 1

E4 − ξp + υFn
(
q
2
− k

2

)
− i

2τ

1

E2 − ξp − υFn
(
q
2
− k

2

)
− i

2τ

=

= ν0

∫
dξ

∫
do

Sd

1

ξ − E1 + υFn
(
q
2

+ k
2

)
− i

2τ

1

ξ − E3 − υFn
(
q
2

+ k
2

)
− i

2τ

×

× 1

ξ − E4 − υFn
(
q
2
− k

2

)
+ i

2τ

1

ξ − E2 + υFn
(
q
2
− k

2

)
+ i

2τ

= (A.12)

Áåðåì èíòåãðàë ïî ξ, çàìûêàÿ êîíòóð ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Èìååì âêëàäû îò ïîëþñîâ:

ξ → E1 − υFn
(
q

2
+
k

2

)
+

i

2τ
, (A.13)

ξ → E3 + υFn

(
q

2
+
k

2

)
+

i

2τ
. (A.14)
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Òîãäà (ââîäèì îáîçíà÷åíèÿ Eij = Ei − Ej),

B1 = 2πiν0

∫
do

Sd

1

E1 − υFn
(
q
2

+ k
2

)
+ i

2τ
− E3 − υFn

(
q
2

+ k
2

)
− i

2τ

×

× 1

E1 − υFn
(
q
2

+ k
2

)
+ i

2τ
− E4 − υFn

(
q
2
− k

2

)
+ i

2τ

×

× 1

E1 − υFn
(
q
2

+ k
2

)
+ i

2τ
− E2 + υFn

(
q
2
− k

2

)
+ i

2τ

+

+2πiν0

∫
do

Sd

1

E3 + υFn
(
q
2

+ k
2

)
+ i

2τ
− E1 + υFn

(
q
2

+ k
2

)
− i

2τ

×

× 1

E3 + υFn
(
q
2

+ k
2

)
+ i

2τ
− E4 − υFn

(
q
2
− k

2

)
+ i

2τ

×

× 1

E3 + υFn
(
q
2

+ k
2

)
+ i

2τ
− E2 + υFn

(
q
2
− k

2

)
+ i

2τ

=

= 2πiν0

∫
do

Sd

(
1

E13 − 2υFn
(
q
2

+ k
2

) 1

E14 − υFnq + i
τ

1

E12 − υFnk + i
τ

+

+
1

−E13 + 2υFn
(
q
2

+ k
2

) 1

E34 + υFnk + i
τ

1

E32 + υFnq + i
τ

)
=

=
2πiν0

υF

∫
do

Sd

1

−E13/υF + n (q + k)

(
1

E34 + υFnk + i
τ

1

E32 + υFnq + i
τ

−

− 1

E14 − υFnq + i
τ

1

E12 − υFnk + i
τ

)
=

= −τ 2 2πiν0

υF

∫
do

Sd

1

−E13/υF + n (q + k)

(
1

1− iτE34 − iτυFnk
1

1− iτE32 − iτυFnq
−

− 1

1− iτE14 + iτυFnq

1

1− iτE12 + iτυFnk

)
≈

≈ −τ 2 2πiν0

υF

∫
do

Sd

1

−(E − E ′)/υF + n (q + k)

(
1

1− iτ(E ′ + E)− iτυFnk
1

1− iτ2E ′
−

− 1

1− iτ2E

1

1− iτ(E + E ′) + iτυFnk

)
=

= −τ 2 2πiν0

υF
2iτυF

1− i(E + E ′)τ

(1− 2iEτ)(1− 2iE ′τ)

∫
do

Sd

1

(1− i(E + E ′)τ)2 + τ 2υ2
F (nk)2 =

= τ 3 4πν0

υF

1− i(E + E ′)τ

(1− 2iEτ)(1− 2iE ′τ)

1

τυFk(1− i(E + E ′)τ)
arctan

τυFk

1− i(E + E ′)τ
=

= τ 34πν0
1

(1− 2iEτ) (1− 2iE ′τ)
fk(−i(E + E ′)). (A.15)

Ñíà÷àëà âû÷èñëèì:
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J2 =

∫
ddp

(2π)d
GR
E1

(p+ q/2 + k/2)GR
E3

(−p+ k/2 + q/2)GA
E2

(−p+ k/2− q/2) =

= ν0

∫
dξp

∫
do

Sd

1

E1 − ξp − υF
2
n(q + k) + i

2τ

1

E3 − ξp + υF
2
n(q + k) + i

2τ

×

× 1

E2 − ξp + υF
2
n(−q + k)− i

2τ

=

= −ν0

∫
dξ

∫
do

Sd

1

ξ − E1 + υF
2
n(q + k)− i

2τ

1

ξ − E3 − υF
2
n(q + k)− i

2τ

×

× 1

ξ − E2 − υF
2
n(−q + k) + i

2τ

= (A.16)

Çàìûêàåì êîíòóð ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, ξ → E2 + υF
2
n(−q + k)− i

2τ
,

J2 = 2πiν0

∫
do

Sd

1

E2 + υF
2
n(−q + k)− i

2τ
− E1 + υF

2
n(q + k)− i

2τ

×

× 1

E2 + υF
2
n(−q + k)− i

2τ
− E3 − υF

2
n(q + k)− i

2τ

=

= 2πiν0

∫
do

Sd

1

−E12 + υFnk − i
τ

1

−E32 − υFnq − i
τ

=

= 2πiν0(iτ)2

∫
do

Sd

1

1− iτE12 + iτυFnk

1

1− iτE32 − iτυFnq
=

= 2πiν0(iτ)2

∫
do

Sd

1

1− iτ(E + E ′) + iτυFnk

1

1− iτ2E ′
=

= −2πiν0τ
2 1

1− iτ2E ′

∫
do

Sd

1

1− iτ(E + E ′) + iτυFnk
=

= −2πiν0τ
2 1

1− iτ2E ′
fk(−i(E + E ′)). (A.17)

J2(E2 → E4, k ↔ q) = 2πiν0(iτ)2

∫
do

Sd

1

1− iτ2E

1

1− iτ(E + E ′)− iτυFnk
=

= −2πiν0τ
2 1

1− 2iτE
fk(−i(E + E ′)). (A.18)

Òîãäà,

B2 =
1

2πν0τ
J2 · J2(E2 → E4, k ↔ q) =

1

2πν0τ

(
−2πiν0τ

2
)2 ×

× 1

1− iτ2E ′
fk(−i(E + E ′))

1

1− 2iτE
fk(−i(E + E ′)) =

= −2πν0τ
3 f 2

k (−i(E + E ′))

[1− 2iτE] [1− iτ2E ′]
. (A.19)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ B3 ñíà÷àëà íàéäåì

J3 =

∫
ddp

(2π)d
GR
E3

(−p+ k/2 + q/2)GA
E4

(p+ k/2− q/2)GA
E2

(−p+ k/2− q/2). (A.20)
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

J3 = J∗2 (E2 → E3, E1 → E4, E3 → E2, q → −q) =

= −2πiν0τ
2

∫
do

Sd

1

1 + iτE43 − iτυFnk
1

1 + iτE23

=

= −2πiν0τ
2

∫
do

Sd

1

1− iτ(E + E ′)− iτυFnk
1

1− iτ2E ′
=

= −2πiν0τ
2 1

1− iτ2E ′
fk(−i(E + E ′)). (A.21)

J3(E3 → E1, k ↔ q) = −2πiν0τ
2

∫
do

Sd

1

1− 2iτE

1

1− iτ(E + E ′) + iτυFnk
=

= −2πiν0τ
2 1

1− 2iτE
fk(−i(E + E ′)). (A.22)

Òîãäà,

B3 =
1

2πν0τ
J3 · J3(E3 → E1, k ↔ q) = −2πν0τ

3 f 2
k (−i(E + E ′))

[1− 2iτE] [1− iτ2E ′]
(A.23)

Ñîáèðàÿ âêëàäû, èìååì:

B = B1 +B2 +B3 = 4πν0τ
3 1

(1− 2iEτ) (1− 2iE ′τ)
fk(−i(E+E ′)) (1− fk(−i(E + E ′))) . (A.24)

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò òàêæå âûðàçèëñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ fq, ââåäåííóþ ðàíåå [ñì. (A.1)].
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Ïðèëîæåíèå B. Âû÷èñëåíèÿ â íåïåðåíîðìèðîâàííîé òåî-

ðèè

Â ýòîì ïðèëîæåíèè ïðåäñòàâëåíî èçëîæåíèå îñíîâíîé ÷àñòè ðàáîòû, âûïîëíåííîå â ìå-

íåå èçÿùíîì, íî áîëåå ïîñëåäîâàòåëüíîì ôîðìàëèçìå, èñïîëüçóþùåì òåîðèþ, îïèñûâàþùóþ

âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíîâ íà âñåõ ýíåðãèÿõ âïëîòü äî ôåðìèåâñêîé. Îí ïîçâîëÿåò êîððåêò-

íî ó÷åñòü âêëàäû, âîçíèêàþùèå íà ðàçíûõ ìàñøòàáàõ ýíåðãèè è èìïóëüñîâ.

Ìû èçó÷àåì òðåõìåðíóþ ñèñòåìó ñ ãåîìåòðèåé ïëåíêè (òîëùèíà d), êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ

ñëåäóþùèì Ãàìèëüòîíèàíîì:

H = H0 +Hdis +Hph +Hint, (B.1)

ãäå

H0 =
∑
k

υF (|k| − kF ) a+
k ak, (B.2a)

Hdis =

∫
drV (r)ψ+(r)ψ(r), (B.2b)

Hph(t) = −λph
2ν

∫
dτ · δωD(τ)

∫
drψ+

↑

(
r, t− τ

2

)
ψ+
↓

(
r, t+

τ

2

)
ψ↓

(
r, t+

τ

2

)
ψ↑

(
r, t− τ

2

)
,

(B.2c)

Hint(t) =
λ

2ν

∫
dτ · δEF (τ)

∫
drψ+

↑

(
r, t− τ

2

)
ψ+
↓

(
r, t+

τ

2

)
ψ↓

(
r, t+

τ

2

)
ψ↑

(
r, t− τ

2

)
. (B.2d)

Çäåñü ak è ψ(r) � îïåðàòîðû óíè÷òîæåíèÿ â èìïóëüñíîì è êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèÿõ,

λph � λ� 1 � êîíñòàíòû, êîòîðûå îïèñûâàþò ïðèòÿæåíèå, ñâÿçàííîå ñ îáìåíîì ôîíîíàìè

è ýëåêòðîìàãíèòíîå îòòàëêèâàíèå ýëåêòðîíîâ, à δωD è δEF � δ-ôóíêöèè, ðàçìàçàííûå íà

ñîîòâåòñòâóþùåì ìàñøòàáå, òàê ÷òî â ýíåðãåòè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè îíè ïðåâðàùàþòñÿ â

ðåçêóþ îáðåçêó ïî ýíåðãèè íà ìàñøòàáàõ ωD è EF , ñîîòâåòñòâåííî.

Ìû íà÷èíàåì ñ âû÷èñëåíèÿ êóïåðîâñêîé âîñïðèèì÷èâîñòè íà íóëåâîì èìïóëüñå:

Πfull =

∫
dr

∫ 1/T

dτ
〈
ψ+
↓ (r, τ)ψ+

↑ (r, τ)ψ↑(0, 0)ψ↓(0, 0)
〉
full
. (B.3)

Çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû, ïðè êîòîðîì Πfull îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü, ñîîòâåòñòâóåò ïåðå-

õîäó â ñâåðõïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèå. Ìû áóäåì âû÷èñëÿòü Π â âåäóùåì ïîðÿäêå òåîðèè âîç-

ìóùåíèé ïî ïàðàìåòðàì λph è λ, èñïîëüçóÿ Ìàöóáàðîâñêóþ äèàãðàììíóþ òåõíèêó, â êîòî-

ðîé áóäåì îáîçíà÷àòü îòòàëêèâàòåëüíîå âçàèìîäåéñòâèå çèãçàãîîáðàçíîé ëèíèåé, ôîíîííîå

ïðèòÿæåíèå âîëíèñòîé ëèíèåé, à ïðèìåñíûå ëèíèè ïóíêòèðîì. Îòìåòèì, ÷òî õîòÿ λ � 1,

âûðàæåíèÿ âèäà λ ln (EF/ωD) ìîãóò áûòü ìíîãî áîëüøå 1, äåëàÿ íåîáõîäèìûì ñóììèðîâà-

íèå ëåñòíè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äèàãðàìì. ×òî êàñàåòñÿ äèàãðàìì ñ ïåðåñå÷åíèåì ëè-

íèé âçàèìîäåéñòâèÿ, îíè íå áóäóò ñîäåðæàòü äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî áîëüøèõ ëîãàðèôìîâ

è ïîýòîìó íå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ. Äëÿ óñðåäíåíèÿ ïî áåñïîðÿäêó ðàññìîòðèì â íà÷àëå

óñðåäíåííûå ôóíêöèè Ãðèíà:

G±iE(k) =
1

±iE − ξk ± i
2τ

, (B.4)
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Ðèñ. 10: Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèàãðàìì, äàþùàÿ ñèíãóëÿðíóþ ÷àñòü êóïåðîâñêîé âîñïðèèì-

÷èâîñòè. Âîëíèñòàÿ ëèíèÿ îáîçíà÷àåò ïðèòÿæåíèå ýëåêòðîíîâ ïî ôîíîííîìó ìåõàíèçìó.

ãäå ξk = υF (|k| − kF ). Ìû òàêæå äîáàâëÿåì êóïåðîíû è äèôôóçîíû â äèàãðàììû, ïðè ýòîì

ó÷åò òîëüêî äèàãðàìì áåç ïåðåñå÷åíèÿ íå ìåíÿåò îòâåò (òåîðåìà Àíäåðñîíà). Çàòåì ìû ðàñ-

ñìàòðèâàåì äèàãðàììû ñ ïåðåñå÷åíèÿìè, çàòðàãèâàþùèìè ïðèìåñíûå ëèíèè, ÷òî îòâå÷àåò

òåîðèè âîçìóùåíèé ïî ïàðàìåòðó 1/(kF l). Ïåðåñå÷åíèÿ ïðèìåñíûõ ëèíèé ñ ñîáîé ëèøü ïå-

ðåíîðìèðóþò êîýôôèöèåíò äèôôóçèè D è íå ïðèâîäÿò ê êà÷åñòâåííî íîâûì ýôôåêòàì

(ñêàæåì, îíè íå ìîãóò îòêðûòü ùåëü â ñïåêòðå äèôôóçèîííûõ ìîä), ïîýòîìó ïðè èçó÷å-

íèè âåäóùåãî âêëàäà ìû íå äîëæíû ó÷èòûâàòü ýòè äèàãðàììû. ×òî êàñàåòñÿ ïåðåñå÷åíèé

ìåæäó ïðèìåñíûìè ëèíèÿìè è ëèíèÿìè âçàèìîäåéñòâèÿ, òî ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî

ïåðåñå÷åíèÿ ñ ëèíèÿìè îòòàëêèâàòåëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (êîíñòàíòà λ) ÷òî îáîñíîâûâàåò-

ñÿ óñëîâèåì λph � λ. Ýòî óñëîâèå íå ïðîòèâîðå÷èò íàëè÷èþ ñâåðõïðîâîäèìîñòè â ñèñòåìå,

òàê êàê λ ïîäàâëÿåòñÿ èç-çà ïåðåíîðìèðîâêè â êóïåðîâñêîì êàíàëå [ñì. (B.10)], â òî âðåìÿ,

êàê ïðè ïåðåñå÷åíèè ëèíèè âçàèìîäåéñòâèÿ ïðèìåñíîé ëèíèåé, áåðåòñÿ ãîëîå çíà÷åíèå λ.

Òàê êàê ìû èùåì ðàñõîäèìîñòü â Πfull = Πreg+Πsing, òî ìû íå áóäåì èçó÷àòü åå ðåãóëÿðíóþ

÷àñòü Πreg è ðàññìîòðèì ñèíãóëÿðíîå ñëàãàåìîå Πsing, êîòîðîå îáðàçîâàíî ëåñòíèöåé èç ëèíèé

ý-ý ïðèòÿæåíèÿ. Ìåæäó ýòèìè ëèíèÿìè ïðèòÿæåíèÿ (êîíñòàíòà λph) ìîæåò âñòàâëÿòü âñå,

÷òî óãîäíî. Îáîçíà÷èì ýòîò áëîê Π (ñì. Ðèñ. 10):

Πsing ∝
1

1− λphΠ/ν
. (B.5)

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå íà Tc çàïèñûâàåòñÿ òàê æå, êàê è â îñíîâíîé ÷àñòè:

νλ−1
ph = Π(Tc). (B.6)

Â îòëè÷èå îò ðàçäåëà (3), çäåñü îáðåçêà ïî ýíåðãèè îñóùåñòâëÿåòñÿ íà EF . Âûðàæåíèå, ñîîò-

âåòñòâóþùåå Π ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì, êîòîðîå ìû ïîëó÷èì, åñëè áóäåì âû÷èñëÿòü (B.3)

ñ ãàìèëüòîíèàíîì H0 + Hdis + Hint (áåç Hph) è ñ îáðåçêîé ïî ýíåðãèè íà ωD äëÿ ÷åòûðåõ

ôóíêöèé Ãðèíà, ïðèìûêàþùèì ê êîíöàì äèàãðàìì. Òî æå âûðàæåíèå ìîæíî áûëî áû ïî-

ëó÷èòü ÷åðåç ñðåäíåïîëåâîé ãàìèëüòîíèàí H∆ = −
∫
dr (∆+ψ↑(r)ψ↓(r) + h.c.) (ñêàæåì, ñ

ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Õàááàðäà-Ñòðàòîíîâè÷à) è çàïèñûâàÿ óñëîâèå ñàìîñîãëàñîâàíèÿ

äëÿ ∆ = λph 〈ψ↑ψ↓〉.
Ïîëåçíûì îêàçûâàåòñÿ ââåäåíèå ïåðåíîðìèðîâàííîé âåðøèíû υ(E), êîòîðóþ ìû îïðåäå-

ëÿåì, êàê ñóììó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äèàãðàìì, èçîáðàæåííûõ íà Ðèñ. 11. Ïåðå÷åðêèâàíèå
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Ðèñ. 11: Äèàãðàììíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïåðåíîðìèðîâàííîé âåðøèíû υ(E). Ïåðå÷åðêèâà-

íèå êóïåðîíà îçíà÷àåò, ÷òî íóæíî ó÷åñòü òàêæå è äèàãðàììó áåç ïðèìåñíûõ ëèíèé â ýòîì

ìåñòå. Êîíöåâûå ôóíêöèè Ãðèíà íå âêëþ÷àþòñÿ â âûðàæåíèÿ äëÿ υ.

Ðèñ. 12: Êóïåðîâñêàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü, âû÷èñëåííàÿ â ïðèáëèæåíèè äèàãðàìì áåç ñàìîïå-

ðåñå÷åíèé.

êóïåðîíà îçíà÷àåò, ÷òî íóæíî ó÷åñòü òàêæå è äèàãðàììó áåç ïðèìåñíûõ ëèíèé â ýòîì ìåñòå.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèé Ãðèíà, ïðèìûêàþùèì ê êîíöàì äèàãðàìì, ñóììèðîâàíèå ïî

ýíåðãèè îáðåçàåòñÿ íà ωD, ÷òî ó÷èòûâàåòñÿ ââåäåíèåì ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè θE = θ(ωD−|E|):

υ(E) =

(
1 +

2πντ

1 + 2|E|τ
C(0, 2|E|)

)
×

[
θE − λν−1

(
T
∑
E′

πνθE′

E ′

)
+
(
−λν−1

)2

(
T
∑
E′′

πνθE′′

E ′′

)(
T
∑
E

πν

E

)
+ . . .

]
. (B.7)

Ñóììèðóÿ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, ïîëó÷àåì

υ(E) =
1 + 2|E|τ

2|E|τ

(
θE −

ln ωD
T

λ−1 + ln EF
T

)
. (B.8)

Òåïåðü ïðèñòóïèì ê âû÷èñëåíèþ Π. Â îñóòñòâèå áåñïîðÿäêà Π äàåòñÿ äèàãðàììîé, èçîá-

ðàæåííîé íà Ðèñ. 12, âçÿòîé â ïðåäåëå τ → ∞. Ïðè íàëè÷èè áåñïîðÿäêà ýòà æå äèàãðàììà

îïèñûâàåòñÿ Π, âû÷èñëåííîé â ïðèáëèæåíèè äèàãðàìì áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé. Âûðàæåíèå îêà-

çûâàåòñÿ íå çàâèñÿùèì îò áåñïîðÿäêà, ÷òî è ÿâëÿåòñÿ ñîäåðæàíèåì òåîðåìû Àíäåðñîíà. Îíî

ðàâíî:

Π0(T ) =
∑
E

πν

E

(
θE −

λ ln
(
ωD
T

)
1 + λ log

(
EF
T

)) = ν
1 + λ ln

(
ωD
T

)
1 + λ ln

(
EF
T

) ln
ωD
T
. (B.9)

Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå, ìû ïîëó÷èì äëÿ ln (ωD/T ) îáû÷íîå âûðàæåíèå:

ln−1

(
ωD
Tc0

)
= λph −

λ

1 + λ ln
(
EF
ωD

) = λBCS. (B.10)

27



(a) (b)

(c) (d)

Ðèñ. 13: Äèàãðàììû, äàþùèå âåäóùèé äèôôóçèîííûé âêëàä â ñäâèã Tc [ó äèàãðàììû (à)

åñòü ñèììåòðè÷íûé àíàëîã]. Çàòåíåííûå áëîêè îáîçíà÷àþò êóïåðîíû è äèôôóçîíû. Â äèô-

ôóçèîííîé îáëàñòè íàëè÷èå äèôôóçîíîâ è êóïåðîíîâ òðåáóåò ðàçëè÷íûõ çíàêîâ ýíåðãèé E

è E ′.

Ïðè ó÷åòå äèàãðàìì ñ ïåðåñå÷åíèÿìè âîçíèêàþò ïîïðàâêè δΠ ê Π0, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê

ñäâèãó Tc íà δTc. Ïðåäïîëàãàÿ ìàëîñòü δΠ, ïîëó÷èì ñëåäþóùåå óðàâíåíèå äëÿ δTc â ïåðâîì

ïîðÿäêå:

νλ−1
ph = Π0(Tc0 + δTc) + δΠ(Tc0). (B.11)

Îòñþäà èìååì

δTc
Tc0

=
δΠ

ν

(
λph
λBCS

)2

=
δΠ

ν

1 + λ ln
(
EF
Tc0

)
1 + λ ln

(
EF
ωD

)
2

. (B.12)

Âåäóùèå ïîïðàâêè ê Π0 ñîîòâåòñòâóþò äèàãðàììàì, ïðåäñòàâëåííûì íà Ðèñ. 13.

Äëÿ íà÷àëà èçó÷èì äèàãðàììó (a) äëÿ E > 0, E ′ > 0 (óìíîæèì íà 2, ÷òî ó÷åñòü òàêæå è

ñëó÷àé E,E ′ < 0, äàþùèé ðàâíûé âêëàä). Äðóãàÿ 2-êà âîçíèêàåò èç-çà íàëè÷èÿ ñèììåòðè÷-

íîãî àíàëîãà ýòîé äèàãðàììû.

ΠA = −2× 2λν−1T 2
∑

E,E′>0

υ(E)υ(E ′)

(1 + 2Eτ)(1 + 2E ′τ)
IA(E,E ′), (B.13)

ãäå

IA(E,E ′) =
1

d

∑
qz=2πn/d

∫
(dq‖)C(q, E + E ′)× (B.14)

×
∫

(dp) (dp′)GiE(p)GiE(|p′ − q|)GiE′(p′)G−iE(p)G−iE′(|p+ q|)G−iE′(p′)

= 2πντ 3 1

d

∑
qz=2πn/d

∫
(dq‖)

fq(E + E ′)2

1− fq(E + E ′)
(B.15)
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è ìû ââåëè ñóììèðîâàíèå ïî ñîñòàâëÿþùåé èìïóëüñà q2 = q2
z +q2

‖, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ïëåí-

êå. Íàïîìèíàåì, ÷òî ìû ðàáîòàåì ïðè ñëåäóþùåì ïðåäïîëîæåíèè (6) ñîîòíîøåíèè ìåæäó

ìàñøòàáàìè: Ó÷åò âñåõ áàëëèñòè÷åñêèõ äèàãðàìì ñ Ðèñ. 5 [âñå åùå äëÿ ñîâïàäàþùèõ çíàêîâ

E, E ′] äàåò ïîñëå íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà âûêëàäîê âûðàæåíèå (B.13), â êîòîðîì IA(E,E ′)

çàìåíåíî íà

I(E,E ′) = 2πντ 3 1

d

∑
qz=2πn/d

∫
(dq‖)

fq(E + E ′)2

1− fq(E + E ′)
[3− fq(E + E ′)]. (B.16)

B.1 Äèôôóçèîííûé âêëàä

Äëÿ íà÷àëà èçó÷èì äèôôóçèîííóþ îáëàñòü q � 1/l, E+E ′ � 1/τ , â êîòîðîé fq(ω) ≈ 1 è

1− fq(ω) ≈ τ(Dq2 + ω) òàê, ÷òî áàëëèñòè÷åñêèé äèôôóçîí/êóïåðîí ñâîäèòñÿ ê îáû÷íîìó. Â

êà÷åñòâå ïðèáëèæåíèÿ ìû îáðåæåì èíòåãðèðîâàíèå ïî q‖ íà 1/l, à ñóììèðîâàíèå ïî ýíåðãèÿì

íà E + E ′ = 1/τ . Íåñêîëüêî íåïîñëåäîâàòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ìû íå îñòàíàâëèâàåì

ñóììèðîâàíèå ïî qz íà qz ∼ 1/l, íî ýòà íåòî÷íîñòü íå ñêàæåòñÿ íà âêëàäå (B.19), òàê êàê Ed �
1/τ . À ïðè âû÷èñëåíèè âêëàäà (B.18) ìû íå ñòàâèì öåëüþ îòûñêàòü ÷èñëåííûé êîýôôèöèåíò

â ýòîì âûðàæåíèè. Òîãäà ìîæíî âû÷èñëèòü èíòåãðàë ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Idi�(E,E ′) = 4πντ 2 1

d

1/l∑
qz=2πn/d

∫ 1/l

0

(dq‖)
1

Dq2 + E + E ′
=

= 2πντ 2 1

2D

∫ 1/l

0

(dq‖)
coth d

2

√
q2
‖ + (E + E ′)/D√

q2
‖ + (E + E ′)/D

=

= 2
ντ 2

2Dd

(
ln sinh

√
d2

4

(
1

l2
+
E + E ′

D

)
− ln sinh

√
d2

4

E + E ′

D

)

≈ 2
ντ 2

4D

√
1

l2
+
E + E ′

D
− 2

ντ 2

2Dd
ln sinh

√
E + E ′

Ed
. (B.17)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (B.13), à çàòåì â (B.12) ìû ïîëó÷èì íåñêîëüêî âêëàäîâ. Èç

ïåðâîãî ÷ëåíà â (26):

δT
(di�,3D)
c

Tc0
= − #λ

(kF l)2
ln2

(
ωD
Tc0

)1 + λ ln (EF τ)

1 + λ ln
(
EF
ωD

)
2

. (B.18)

Ïðè ðàññìîòðåíèè âòîðîãî ÷ëåíà áóäåì ðàçäåëÿòü äâå îáëàñòè. Ïåðâàÿ, îïðåäåëåííàÿ óñëî-

âèåì E + E ′ < Ed äàñò îáû÷íûé äâóìåðíûé âêëàä, íî ñ îáðåçêîé íà Ed âìåñòî 1/τ . Ñ

ëîãàðèôìè÷åñêîé òî÷íîñòüþ:

δT
(di�, 2D)
c

Tc0
= − λ

4(kF l)(kFd)
ln3 Ed

Tc0
. (B.19)
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Âòîðàÿ îáëàñòü (E + E ′ > Ed) äàåò:

δT
(di�, ?)
c

Tc0
= − λ

(kF l)2
ln2
(ωD
T

){ #

ln
(
ωD
T

)√ωDτ
 1 + λ ln

(
EF
T

)
1 + λ ln

(
EF
ωD

)
2

(B.20)

−#
1 + λ ln

(
EF
T

)[
1 + λ ln

(
EF
ωD

)]2 + #
ln
(

1
τT

)[
1 + λ ln

(
EF
ωD

)]2

}
,

êîòîðàÿ, êàê è (B.18) ñîäåðæèò ìíîæèòåëü 1/(kF l)
2. Âåëàäû (B.18) è (B.20) ìîãóò áûòü

áîëüøå êëàññè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà (B.19). Îäíàêî åùå áîëüøèé âêëàä (B.23) ïðîèñõîäèò îò

îáëàòñè èìïóëüñîâ q ∼ kF , ê èçó÷åíèþ êîòîðîãî ìû è ïåðåõîäèì.

B.2 Áàëëèñòè÷åñêèé âêëàä

Òåïåðü èçó÷èì îáëàñòü, â êîòîðîé ëèáî q � 1/l, ëèáî E + E ′ � 1/τ . Ìû îáðåæåì èí-

òåãðèðîâàíèå ïî q íà kF , ñìîäåëèðîâàâ ïðîñòåéøèì îáðàçîì çîíó êîíå÷íîé øèðèíû. Êàê

ìû óâèäèì íèæå, ãëàâíûé âêëàä âîçíèêàåò ïðè q ∼ kF , â êîòîðîì âûðàæåíèÿ (A.1) óæå íå

ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ýòîé îáëàñòè fq(E+E ′)� 1, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî

îñòàâèòü âñåãî îäíó ïðèìåñíóþ ëèíèþ íà ìåñòå äèôôóçèîííûõ ëåñòíèö, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò

ïðèáëèæåíèþ:

Iball(E,E
′) = 6πντ 3

∫ kF

(dq)fq(E + E ′)2, (B.21)

ãäå ìû òàêæå ïåðåøëè îò ñóììèðîâàíèÿ ïî qz ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî íåìó. Âû÷èñëåíèå (B.21)

çà ðàìêàìè ïðèáëèæåíèÿ (A.1) [ íî ñ èñêóññòâåííîé îáðåçêîé ïî ýíåðãèè íà EF âìåñòî îáðåç-

êè ïî èìïóëüñó íà kF ] áûëî ïðîâåäåíî â ðàçäåëå 3 , â êîòîðîì ìû ïðèáåãàëè ê êîîðäèíàòíîìó

ïðåäñòàâëåíèþ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü ïåðåõîä îò äèôôóçèîííîé îáëàñòè ê

áàëèñòè÷åñêîé ìû ïîêàæåì íèæå, ÷òî â ïðèáëèæåíèè (A.1), âû÷èñëåíèå (B.21) äàåò ñ òî÷-

íîñòüþ äî ÷èñëåííîãî ìíîæèòåëÿ òàêîå æå âûðàæåíèå äëÿ ñäâèãà Tc, êàê è (36). Òàêæå, ìû

ïîêàæåì, ÷òî áëàãîäàðÿ îáðåçêå èíòåãðàëà ïî èìïóëüñàì íà Λ ∼ kF , åñòåñòâåííûì îáðàçîì

âîçíèêàåò ìÿãêàÿ îáðåçêà ïî ýíåðãèè íà EF . Â ñàìîì äåëå, ÷èñëåííîå âû÷èñëåíèå I(E,E ′)

äàåò ôóíêöèþ îò E + E ′ ìîíîòîííî óáûâàþùóþ íà ìàñøòàáå EF . Òàê êàê ìû áóäåì âû-

÷èñëÿòü èíòåãðàë ïî ýíåðãèÿì ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé òî÷íîñòüþ, òî íàì ïîòðåáóåòñÿ òîëüêî

çíà÷åíèå I íà ýíåðãèÿõ, ìíîãî ìåíüøèõ EF . Ïîýòîìó ìû ïîäñòàâèì â (B.13) I(E = 0, E ′ = 0)

è îáðåæåì èíòåãðàë íà EF . Ðàñêëàäûâàÿ ïî 1/(kF l), èìååì

Iball(0, 0) =
3π

4

νkF τ
2

υF l

(
1 +

#

(kF l)2
+ . . .

)
, (B.22)

÷òî äàåò ñëåäóþùèé âåäóùèé ïî 1/(kF l) âêëàä â ñäâèã Tc:

δT
(ball)
c

Tc0
= −#λ

kF l

[
ln ωD

Tc0

1 + λ ln EF
ωD

]2

. (B.23)

Ýòî âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ (36) ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñëåííîãî ìíîæèòåëÿ, êàê è áûëî çà-

ÿâëåíî è îáúÿñíåíî âûøå.
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(a) (b) (e) (f)

(c) (d) (g) (h)

Ðèñ. 14: Âñå äèàãðàììû, âûðàæàþùèå áàëëèñòè÷åñêèé âêëàä â ñäâèã Tc â ïåðâîì ïîðÿäêå

òåîðèè âîçìóùåíèé. Ó íåêîòîðûõ èìåþòñÿ ñèììåòðè÷íûå àíàëîãè.

Ïðèëîæåíèå C. Îòñóòñòâèå âêëàäà äèàãðàìì (ñ) � (h)

Äèàãðàììû, âûðàæàþùèå áàëëèñòè÷åñêèé âêëàä â ñäâèã Tc , èçîáðàæåíû íà Ðèñ. C.

Äèàãðàììû a) è b) áûëè ðàññìîòðåíû ðàíåå. Îíè äàþò ãëàâíûé ðåçóëüòàò ðàáîòû (36). Â

ýòîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî îñòàëüíûå äèàãðàììû (c) � (h) íå äàþò âêëàäà â âåäóùèé

ïî 1/(kF l) ÷ëåí òåîðèè âîçìóùåíèé.

Âêëàä êàæäîé äèàãðàììû èìååò âèä

δT ic
Tc

= − 2

π
λν−3τ−1T 2

∑
E,E′

υ(E)υ(E ′)Pi, (C.1)

ãäå Pi ñîîòâåòñòâóåò öåíòðàëüíîé ÷àñòè äèàãðàììû.

Òàê æå, êàê è â ðàçäåëå 3, ìû ïðîèçâåäåì âû÷èñëåíèå â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè, èñ-

ïîëüçóÿ îáîçà÷åíèÿG± = G±iE(r),G′± = G±iE′(r) and [G+G−] =
∫
dp/ (2π)3GiE(p)G−iE(p)e−ipr

â ñëåäóþùåì ïðèáëèæåíèè, ñïðàâåäëèâîì ïðè r � l and E,E ′ � EF :

G±iE(r) = − πν

kF r
e±ikF re

− r
2l
− E
υF

r ≈ − πν

kF r
e±ikF r (C.2)

è

[G+G−] =
−iτ

1 + 2Eτ
[G+ −G−] =

2πντ

1 + 2Eτ

sin kF r

kF r
. (C.3)

Ñîîòíîøåíèå ìåæäó çíàêàìè ýíåðãèé E è E ′ ïðîèçâîëüíîå â ïðîòèâîïîëîæíîñòü äèôôóçè-

îííîìó ñëó÷àþ, â êîòîðîì íàëè÷èå äèôôóçèîííîé ìîäû íàêëàäûâàëà óñëîâèå òîãî, ÷òî îíè

èìåþò îäèíàêîâûå çíàêè.

C.1 Äèàãðàììû (c) è (d)

I) E,E ′ > 0 or E,E ′ < 0:

Äèàãðàììà d) ñîîòâåòñòâóåò òàêîìó æå âûðàæåíèþ, êàê è c), íî ñ äîïîëíèòåëüíûì ìíîæè-
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òåëåì 2 (ñïèíîâîé ïðèðîäû):

PcI =
1

2
PcI =

λ

2× 2πν2τ

∫
dr

dp

(2π)3

dq

(2π)3

dk

(2π)3

dk′

(2π)3
ei(q+p−k−k′) ×

× [GiE(p)GiE′(k)GiE′(q)GiE(k′)GiE(p)G−iE(−p) + c.c.] . (C.4)

Ñèììåòðè÷íûå äèàãðàììû äàþò òàêèå æå âûðàæåíèÿ. Âçÿâ èíòåãðàë ïî èìïóëüñàì, ïåðå-

õîäèì â êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå:

PcI =
λ

4πν2τ

∫
dr
[
G2

+G−
]
G+G

′2
+, (C.5)

ãäå

[G+G+G−] =

∫
dp

(2π)3G
2
iE(p)G−iE(p)e−ipr =

−iτ
1 + 2Eτ

[G+(G+ −G−)] = (C.6)

=
−iτ

1 + 2Eτ

[
−i∂G+

∂E
− −iτ

1 + 2Eτ
(G+ −G−))

]
.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ∂G+/∂E ìû ñïåðâà äèôôåðåíöèðóåì ïî ýíåðãèè E, à ïîòîì ïðåíåáðåãàåì

åé [ñì. (C.2)]. Ïîäñòàâëÿÿ, ïîëó÷èì:

PcI =
−iτ

1 + 2Eτ

λ

4πν2τ

∫
dr

[
r

υF

−πν
kF r

eikF r − 2πντ

1 + 2Eτ

sin kF r

kF r

]
(−πν)3 e

3ikF r

(kF r)3
+ c.c. (C.7)

Ïåðâûé ÷ëåí ïðèâåäåò ê âûðàæåíèþ, êîòîðîå ñîäåðæèò äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü 1/(kF l).

Òàêèì îáðàçîì, èçâëåêàÿ âåäóùèé ÷ëåí, èìååì:

PcI →
λπ3ν2τ

(1 + 2Eτ)2

∫
dr

sin(kF r) · sin(3ikF r)

(kF r)4
=

2λπ5ν2τ

(1 + 2Eτ)2
. (C.8)

II) E > 0, E ′ < 0 or E < 0, E ′ > 0:

Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ, ïîëó÷àåì:

PcII =
1

2
PdII → −

λπ3ν2τ

(1 + 2Eτ)2

∫
dr

sin2(kF r)

(kF r)4
=
−2λπ5ν2τ

(1 + 2Eτ)2
. (C.9)

Òàêèì îáðàçîì, âêëàäû ñîêðàùàþòñÿ è äîïîëíèòåëüíîãî âêëàäà â âåäóùèé ïîðÿäîê îò ýòèõ

äèàãðàìì íåò.

C.2 Äèàãðàììû (e) è (f)

I) E,E ′ > 0 or E,E ′ < 0:

Âûðàæåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå êàæäîé èç äèàãðàìì èìååò âèä:

PeI =
1

2
PfI =

λ

4πν2τ

∫
drG′2+ [G+G−]2 + c.c. = (C.10)

=
π3λν2τ

(1 + 2Eτ)2

∫
dr

(
sin kF r

kF r

)2
e2ikF r

(kF r)2
+ c.c. =

4iπ4 ln 2λν2τ

(1 + 2Eτ)2
+ c.c. = 0.

II) E > 0, E ′ < 0 or E < 0, E ′ > 0:

PeII =
1

2
PfII =

λ

4πν2τ

∫
drG′2− [G+G−]2 + c.c. = (C.11)

=
π3λν2τ

(1 + 2Eτ)2

∫
dr

(
sin kF r

kF r

)2
e−2ikF r

(kF r)2
+ c.c. =

−4iπ4 ln 2λν2τ

(1 + 2Eτ)2
+ c.c. = 0.
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C.3 Äèàãðàììà (g)

Ïðè âû÷èñëåíèè ýòîé äèàãðàììû â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè âîçíèêàåò èíòåãðàë îò ïà-

ðû ôóíêöèé Ãðèíà GEGE. Ïðè âçÿòèè èíòåãðàëà �ïî ξ� ïîëþñà ôóíêöèé Ãðèíà îêàçûâàþòñÿ

ñ îäíîé ñòîðîíû äåéñòâèòåëüíîé îñè, ñëåäîâàòåëüíî, òàêàÿ äèàãðàììà áóäåò ïîäàâëåíà.

C.4 Äèàãðàììà (h)

Ýòà äèàãðàììà êîìïåíñèðóåòñÿ àíàëîãè÷íîé äèàãðàììîé, îïèñûâàþùåé âçàèìîäåéñòâèå

ñ ôîíîì ïîëîæèòåëüíûõ èîíîâ.
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Ïðèëîæåíèå D. Ñëó÷àé íåòî÷å÷íîãî ý-ý âçàèìîäåéñòâèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé íåòî÷å÷íîãî ý-ý âçàèìîäåéñòâèÿ âèäà

V (r − r′) = ν−1λ (r − r′) , (D.1)

Ìû èññëåäóåì, êàê èçìåíèòñÿ P â âûðàæåíèè (31) [ñì. òàêæå (C.1)].

Äèàãðàììà (a)

1) Îáëàñòü EE ′ > 0.

Â ýòîì ñëó÷àå

Pa1 =

∫
dr

∫
(dp) (dq) (dk) (dk′) GR(iE, p)GR(iE, k)GR(iE ′q)

GA(−iE, p)GA(−iE ′, k′)GA(−iE ′, q)ei(−k′−p−q+k)rλ(q − k) = (D.2)

=

∫
drdr′

∫
(dp) (dq) (dk) (dk′) (ds) GR(iE, p)GR(iE, k)GR(iE ′, q)

GA(−iE, p)GA(−iE ′, k′)GA(−iE ′, q)ei(−k′−p−q+k)rλ(s)ei(q−k−s)r′

Âû÷èñëÿÿ â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè, èìååì:

Pa1 =

∫
drdr′GR(iE, |r−r′|)GA(−iE ′, r)[GR(iE)GA(−iE)](r)[GR(iE ′)GA(−iE ′)](|r − r′|)λ (r′)

=
(−πν)2 (2πντ)2

(1 + 2Eτ)(1 + 2E ′τ)

∫
dr′λ (r′)

1

k3
F

Ka1(r′) = (−πν)2 (2πντ)2 1

k3
F

∫
(dq)λ(q)Ka1(q), (D.3)

ãäå ÿäðî Ka1(q) is de�ned as

Ka1(q) =
k3
F

(−πν)2 (2πντ)2

[∫
dr [GR(iE)GA(−iE)](r)GA(−iE ′, r)e−iqr

]
× (D.4)

×
[∫

dr [GR(iE ′)GA(−iE ′)](r)GR(iE, r)eiqr
]
.

Äâà èíòåãðàëà â óðàâíåíèè (D.4) êîìïëåêñíî ñîïðÿæåíû äðóã äðóãó. Âû÷èñëèì:∫
dr [GR(iE)GA(−iE)](r)GA(−iE ′, r)e−iqr = − 2π2ν2τ

1 + 2Eτ

∫
dr e−iqr

sin kF r

(kF r)
2 e
−ikF r

= −2π2ν2τ2π

1 + 2Eτ

∫ ∞
0

dr
sin kF r

k2
F

e−ikF r
∫ 1

−1

d (cos θ) e−iqr cos θ

= − 8π3ν2τ

k2
F q(1 + 2Eτ)

∫ ∞
0

dr
sin kF r

r
sin qr e−ikF r =

8π3ν2τ

k2
F q(1 + 2Eτ)

(
1

4
ln
|q − 2kF |
q + 2kF

+
iπ

4
θ (2kF − q)

)
.

(D.5)

Òîãäà ïîëó÷èì äëÿ ÿäðà Ka1(q):

Ka1(q) =
π2

kF q2(1 + 2Eτ)(1 + 2E ′τ)

(
ln2 q + 2kF
|q − 2kF |

+ π2θ (2kF − q)
)
. (D.6)

2) Îáëàñòü E > 0, E ′ < 0 or E < 0, E ′ > 0
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Â ýòîì ñëó÷àå

Pa2 =
1

2

∫
dr

∫
(dp) (dq) (dk) (dk′) GR(iE, p)GR(iE, k)GA(iE ′, q)

GA(−iE, p)GR(−iE ′, k′)GR(−iE ′, q)ei(−k′−p−q+k)rλ(q − k) + c.c = (D.7)

=
1

2

∫
drdr′

∫
(dp) (dq) (dk) (dk′) (ds) GR(iE, p)GR(iE, k)GA(iE ′, q)

GA(−iE, p)GR(−iE ′, k′)GR(−iE ′, q)ei(−k′−p−q+k)rλ(s)ei(q−k−s)r′
+ c.c.

Âû÷èñëÿåì â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè:

Pa2 =
1

2

∫
drdr′GR(iE, |r − r′|)GR(−iE ′, r)×

×
[
GR(iE)GA(−iE)

]
(r)
[
GR(−iE ′)GA(iE ′)

]
(|r − r′|)λ (r′) + c.c

=
1

2
(−πν)2 (2πντ)2

∫
dr′λ (r′)

1

k3
F

Ka2(r′) =
1

2
(−πν)2 (2πντ)2 1

k3
F

∫
(dq)λ(q)Ka2(q),

ãäå ÿäðî Ka2(q) îòëè÷àåòñÿ îò ÿäðà K1(q) çàìåíîé îäíîé îïåðåæàþùåé ôóíêöèè Ãðèíà íà

çàïàçäûâàùóþ.

K2(q) =
k3
F

2 (−πν)2 (2πντ)2

[∫
dr
[
GR(iE)GA(−iE)

]
(r)GR(−iE ′, r)e−iqr

]
× (D.8)

×
[∫

dr
[
GR(−iE ′)GA(iE ′)

]
(r)GR(iE, r)eiqr

]
+ c.c.

Âû÷èñëÿÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïîëó÷èì:

Ka2(q) =
π2

kF q2(1 + 2Eτ)(1 + 2E ′τ)

(
ln2 q + 2kF
|q − 2kF |

− π2θ (2kF − q)
)
. (D.9)

Ïîëíûé âêëàä äèàãðàììû (a) çàäàåòñÿ ÿäðîì

Ka(q) = Ka1(q) +Ka2(q) =
2π2

kF q2(1 + 2Eτ)(1 + 2E ′τ)
ln2 q + 2kF
|q − 2kF |

. (D.10)

Äèàãðàììà (b)

1) Îáëàñòü EE ′ > 0

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó âû÷èñëåíèþ èìååì:

Pb1 =

∫
dr

∫
(dp) (dq) (dk) (dk′) GR(iE, p)GR(iE, k)GR(iE ′, q)

GA(−iE, p)GA(−iE ′, k′)GA(−iE ′, q)ei(−k′+q−p+k)rλ(p− q) = (D.11)

=

∫
drdr′

∫
(dp) (dq) (dk) (dk′) (ds) GR(iE, p)GR(iE, k)GR(iE ′, q)

GA(−iE, p)GA(−iE ′, k′)GA(−iE ′, q)ei(−k′+q−p+k)rλ(s)ei(p−q−s)r′
.

Âû÷èñëÿÿ â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè, èìååì:

PIIa =

∫
drdr′GR(iE, r)GA(−iE ′, r)

[
GR(iE)GA(−iE)

]
(|r − r′|)

[
GR(iE ′)GA(−iE ′)

]
(|r − r′|)λ (r′)

= (−πν)2 (2πντ)2

∫
dr′λ (r′)

1

k3
F

Kb1(r′) = (−πν)2 (2πντ)2 1

k3
F

∫
(dq)λ(q)Kb1(q), (D.12)
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ãäå ÿäðî Kb1(q) îïðåäåëåíî òàê:

Kb1(q) =
k3
F

(−πν)2 (2πντ)2

[∫
drGR(iE, r)GA(−iE ′, r)e−iqr

]
× (D.13)

×
[∫

dr
[
GR(iE)GA(−iE)

]
(r)
[
GR(iE ′)GA(−iE ′)

]
(r)eiqr

]
.

Ïîñ÷èòàåì èíòåãðàëû:∫
drGR(iE, r)GA(−iE ′, r)e−iqr = π2ν2

∫
dr

e−iqr

(kF r)
2 = π2ν2 4π

q

1

k2
F

∫ ∞
0

sin qr

r
dr =

2π4ν2

qk2
F

(D.14)

è ∫
dr [GR(iE)GA(−iE)](r)[GR(iE ′)GA(−iE ′)](r)eiqr =

4π2ν2τ 2

(1 + 2Eτ)(1 + 2E ′τ)

∫
dr e−iqr

sin2 kF r

(kF r)
2

=
4π2ν2τ 2

(1 + 2Eτ)(1 + 2E ′τ)

4π

q

1

k2
F

∫ ∞
0

sin2 kF r

r
sin qr dr =

4π4ν2τ 2

qk2
F (1 + 2Eτ)(1 + 2E ′τ)

θ(2kF − q).

(D.15)

Òîãäà:

Kb1(q) =
2π4

kF q2(1 + 2Eτ)(1 + 2E ′τ)
θ(2kF − q). (D.16)

b) Îáëàñòü E > 0, E ′ < 0 or E < 0, E ′ > 0

Çäåñü

Pb2 =
1

2

∫
dr

∫
(dp) (dq) (dk) (dk′) GR(iE, p)GR(iE, k)GA(iE ′, q)

GA(−iE, p)GR(−iE ′, k′)GR(−iE ′, q)ei(−k′+q−p+k)rλ(p− q) + c.c = (D.17)

=
1

2

∫
drdr′

∫
(dp) (dq) (dk) (dk′) (ds) GR(iE, p)GR(iE, k)GA(iE ′, q)

GA(−iE, p)GR(−iE ′, k′)GR(−iE ′, q)ei(−k′+q−p+k)rλ(s)ei(p−q−s)r′
+ c.c..

Âû÷èñëÿÿ â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè, èìååì:

Pb2 =
1

2

∫
drdr′GR(iE, r)GR(−iE ′r)

[
GR(iE)GA(−iE)

]
(|r − r′|)

[
GR(−iE ′)GA(iE ′)

]
(|r − r′|)λ (r′)

+ c.c

=
1

2
(−πν)2 (2πντ)2

∫
dr′λ (r′)

1

k3
F

Kb2(r′) =
1

2
(−πν)2 (2πντ)2 1

k3
F

∫
(dq)λ(q)Kb2(q),

ãäå

Kb2(q) =
1

2

k3
F

(−πν)2 (2πντ)2

[∫
drGR(iE, r)GR(−iE ′, r)e−iqr

]
×

×
[∫

dr [GR(iE)GA(−iE)](r)[GR(−iE ′)GA(iE ′)](r)eiqr
]

+ c.c. (D.18)
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Ðèñ. 15: Çàâèñèìîòü ÿäðà K(r) [óðàâíåíèå. (D.22)]. Àñèìïòîòèêà íà áîëüøèõ r åñòü K(r) ∼
1/r.

Ñ÷èòàåì èíòåãðàëû:∫
drGR(iE, r)GR(−iE ′, r)e−iqr = π2ν2

∫
dr e−iqr

e2ikF r

(kF r)
2 = π2ν2 4π

q

1

k2
F

∫ ∞
0

sin qr

r
e2ikF r dr =

=
4π3ν2

qk2
F

(
i

2
ln

q + 2kF
|q − 2kF |

+
π

2
θ(q − 2kF )

)
. (D.19)

Íàõîäèì

Kb2(q) =
4π3

kF q2(1 + 2Eτ)(1 + 2E ′τ)

π

2
θ(q − 2kF )θ(2kF − q) = 0. (D.20)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëíûé âêëàä âòîðîé äèàãðàììû èìååò âèä

Kb(q) = Kb1(q) +Kb1(q) =
2π4

kF q2(1 + 2Eτ)(1 + 2E ′τ)
θ(2kF − q). (D.21)

Ñóììèðóÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ÿäåð (D.10) è (D.21) íàõîäèì ïîëíîå âûðàæåíèå:

K(q) = KI(q) +KII(q) =
2π2

kF q2(1 + 2Eτ)(1 + 2E ′τ)

[
ln2 q + 2kF
|q − 2kF |

+ π2θ(2kF − q)
]
. (D.22)

Ôóðüå-îáðàç ýòîé âåëè÷èíû K(r) èçîáðàæåí íà Ðèñ. 15.

Ïîëíîå âûðàæåíèå, îòâå÷àþùåå âêëàäó îáåèõ äèàãðàìì ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ìíîæèòåëÿ

ñâåðòêó K(r) ñ λ(r):

P ∝
∫
drλ(r)K(r). (D.23)

Òàêèì îáðàçîì èç Ðèñ. 15 ñëåäóåò, ÷òî ðàçìûòèå λ(r) íà ìàñøòàáå kF ïðèâîäèò ëèøü ê

äîìíîæåíèþ äèàãðàììíîãî âêëàäà íà ÷èñëåííûé ìíîæèòåëü β . 1, òàê ÷òî îáùàÿ êàðòèíà

ÿâëåíèÿ íå èçìåíÿåòñÿ.
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