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Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âî ìíîãèõ íàó÷íûõ öåíòðàõ ïðîâîäÿòñÿ àêòèâíûå òåîðåòè-
÷åñêèå è ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ñòðóêòóð, ñîñòîÿùèõ èç
ñâåðõïðîâîäÿùèõ è íîðìàëüíûõ ýëåìåíòîâ ñóáìèêðîííûõ ðàçìåðîâ. Èíòåðåñ
ê ýòèì îáúåêòàì âûçâàí èõ íåîáû÷íûìè ñâîéñòâàìè, ñâÿçàííûìè ñ ïðîöåññà-
ìè êîãåðåíòíîé ýëåêòðîííîé äèíàìèêè [1]. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îòêðûâàåò âîç-
ìîæíîñòè äëÿ ñîçäàíèÿ íà îñíîâå òàêèõ ñòðóêòóð ýëåìåíòíîé áàçû êâàíòîâûõ
êîìïüþòåðîâ, äëÿ êîòîðûõ êîãåðåíòíûå ïðîöåññû èãðàþò êëþ÷åâóþ ðîëü [2].

Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ñóáìèêðîííûõ ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ ñïåöèôè÷åñêèå
ôëóêòóàöèè, âûçâàííûå íåêîíòðîëèðóåìûìè ìèêðîñêîïè÷åñêèìè îñîáåííîñòÿ-
ìè ðàçëè÷íûõ îáðàçöîâ,� ìåçîñêîïè÷åñêèå ôëóêòóàöèè [1]. Ìåçîñêîïè÷åñêèå
ñâîéñòâà ìåòàëëîâ ïðîÿâëÿþòñÿ, êîãäà äëèíà êîãåðåíòíîñòè ýëåêòðîíîâ ïðîâî-
äèìîñòè ñðàâíèâàåòñÿ ñ õàðàêòåðíûìè ðàçìåðàìè îáðàçöà. Ìèíèàòþðèçàöèÿ
ýëåìåíòîâ ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðîâ òàêæå äîñòèãëà ìàñøòàáîâ íà êîòîðûõ
ìåçîñêîïè÷åñêèå ôëóêòóàöèè ñòàíîâÿòñÿ ñóùåñòâåííûìè. Êðîìå òîãî, çàìå÷à-
òåëüíûå è íåîáû÷íûå ñâîéñòâà ìåçîñêîïè÷åñêèõ ñòðóêòóð ïðåäñòàâëÿþò ñà-
ìîñòîÿòåëüíûé íàó÷íûé èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîâåðêè ôóíäàìåíòàëüíûõ
êâàíòîâûõ çàêîíîâ.

Â ãèáðèäíûõ ñòðóêòóðàõ, ñîñòîÿùèõ èç ñâåðõïðîâîäÿùèõ è íîðìàëüíûõ ÷à-
ñòåé, íàáëþäàþòñÿ ñïåöèôè÷åñêèå ýôôåêòû ìåçîñêîïè÷åñêîé ñâåðõïðîâîäèìî-
ñòè. Ýòè ÿâëåíèÿ èçâåñòíû ïîä îáùèì íàçâàíèåì �ýôôåêòà áëèçîñòè�. Êà÷å-
ñòâåííî îíè ñâîäÿòñÿ ê ïîäàâëåíèþ ñâåðõïðîâîäèìîñòè â ñâåðõïðîâîäÿùèõ ÷à-
ñòÿõ è ê ïîÿâëåíèþ íåêîòîðûõ ñâåðõïðîâîäÿùèõ ñâîéñòâ â íîðìàëüíûõ îáëà-
ñòÿõ. Îäíèì èç õàðàêòåðíûõ ïðèìåðîâ ÿâëÿåòñÿ ýôôåêò Äæîçåôñîíà [3]. Ïðè
òóííåëèðîâàíèè ÷åðåç ñëîé èçîëÿòîðà êóïåðîâñêèå ïàðû ÷àñòè÷íî ñîõðàíÿþò
ñâîþ êîãåðåíòíîñòü, è òàêèì îáðàçîì ìîãóò ïåðåíîñèòü ñâåðõòîê ÷åðåç òàêîé
ñëîé. Åñëè æå äâà ñâåðõïðîâîäÿùèõ êîíòàêòà ñîåäèíåíû îáëàñòüþ íîðìàëü-
íîãî ìåòàëëà, àíàëîãè÷íûé ýôôåêò èìååò áîëåå ñëîæíóþ ìèêðîñêîïè÷åñêóþ
ïðèðîäó. Ôóíäàìåíòàëüíûì ÿâëåíèåì â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ àíäðååâñêîå îò-
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ðàæåíèå [4, 5].
Ïðè ïàäåíèè ýëåêòðîíà íà ãðàíèöó ðàçäåëà ñâåðõïðîâîäíèê � íîðìàëüíûé

ìåòàëë ñ íîðìàëüíîé ñòîðîíû íå ìîæåò ïðîèçîéòè åãî ïåðåõîä â ñâåðõïðîâîä-
íèê, ïîòîìó ÷òî íà ñîîòâåòñòâóþùåé ýíåðãèè â ñïåêòðå ñâåðõïðîâîäíèêà íàõî-
äèòñÿ ùåëü. Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæåí ïðîöåññ àíäðååâñêîãî îòðàæåíèÿ:
âìåñòî ýëåêòðîíà â íîðìàëüíûé ìåòàëë îòðàæàåòñÿ äûðêà, à â ñâåðõïðîâîä-
íèê óõîäèò êóïåðîâñêàÿ ïàðà [4]. Ïî-äðóãîìó ýòîò ïðîöåññ ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê òóííåëèðîâàíèå êóïåðîâñêîé ïàðû èç ñâåðõïðîâîäíèêà â íîðìàëüíûé
ìåòàëë. Õîòÿ ïðè ýòîì ïðèòÿæåíèå ìåæäó ýëåêòðîíàìè ïðîïàäàåò, îíè âñå
åùå íåñóò êîãåðåíòíîñòü, õàðàêòåðíóþ äëÿ ñâåðõïðîâîäíèêà. Åñëè íîðìàëüíûé
ñëîé äîñòàòî÷íî òîíîê, òàêàÿ ïàðà ìîæåò ïîïàñòü âî âòîðîé ñâåðõïðîâîäíèê,
ïåðåíîñÿ òåì ñàìûì ñâåðõòîê. Ýòà ñèòóàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîé ýëåêòðîí-
íîé òðàåêòîðèè, ñîåäèíÿþùåé äâà ñâåðõïðîâîäÿùèõ áåðåãà: ïðîéäÿ ïî ýòîé
òðàåêòîðèè, ýëåêòðîí àíäðååâñêè îòðàæàåòñÿ â äûðêó, êîòîðàÿ ïîâòîðÿåò ïóòü
ýëåêòðîíà â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè, è ïîñëå ïîâòîðíîãî àíäðååâñêîãî
îòðàæåíèÿ òðàåêòîðèÿ çàìûêàåòñÿ. Òàêèå òðàåêòîðèè ðàçðåøåíû, êîãäà íà èõ
ïðîòÿæåíèè óêëàäûâàåòñÿ öåëîå ÷èñëî äëèí âîëí � òàê âîçíèêàþò àíäðååâ-
ñêèå ñîñòîÿíèÿ. Ýòè ñîñòîÿíèÿ îáðàçóþò äèñêðåòíûé ñïåêòð è ðàñïîëàãàþòñÿ
ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî óðîâíÿ Ôåðìè (â îòñóòñòâèå òîêà). Òàêèì îáðàçîì,
ýíåðãèè, ñêîëü óãîäíî áëèçêèå ê ôåðìèåâñêîé, çàïðåùåíû, è ñèñòåìà îáëàäàåò
ãëîáàëüíîé ñâåðõïðîâîäèìîñòüþ.

Íà ýòîì ïðèìåðå âèäíî, êàê áëèçîñòü ñâåðõïðîâîäíèêà ïðèâîäèò ê èçìå-
íåíèþ íèçêîýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà íîðìàëüíîãî ìåòàëëà. Àíàëîãè÷íûå ÿâ-
ëåíèÿ, òàêæå îáóñëîâëåííûå àíäðååâñêèì îòðàæåíèåì, ìîãóò ïðîèñõîäèòü è
â áîëåå ïðîñòîì ñëó÷àå êîíòàêòà îäíîãî ñâåðõïðîâîäíèêà ñ íîðìàëüíûì ìå-
òàëëîì. Ïðè ýòîì â íîðìàëüíîé îáëàñòè òàêæå áóäóò âîçíèêàòü àíäðååâñêèå
ñîñòîÿíèÿ, èçìåíÿÿ åãî ñïåêòð. Õàðàêòåð ýòèõ èçìåíåíèé ñóùåñòâåííî çàâè-
ñèò îò òèïà êëàññè÷åñêîé äèíàìèêè ýëåêòðîíîâ â íîðìàëüíîé ÷àñòè êîíòàêòà
[6]. Íà÷íåì ñ ïðèìåðà. Åñëè íîðìàëüíàÿ îáëàñòü èìååò ïðàâèëüíóþ ïðÿìî-
óãîëüíóþ ôîðìó è íå ñîäåðæèò ïðèìåñåé, òî â íåé áóäóò ñóùåñòâîâàòü ñêîëü
óãîäíî äëèííûå òðàåêòîðèè ýëåêòðîíîâ ìåæäó äâóìÿ àíäðååâñêèìè îòðàæå-
íèÿìè. Ýòî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ óðîâíåé ñ ïðîèçâîëüíî ìàëîé ýíåðãèåé, è,
êàê ñëåäñòâèå, ùåëü â ñïåêòðå îòñóòñòâóåò. Îäíàêî ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé âñå
æå áóäåò ëèíåéíî ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ïðè ïðèáëèæåíèè ê ýíåðãèè Ôåðìè [6, 7].
Â îáùåì ñëó÷àå ñïåêòð òàêîãî òèïà âîçíèêàåò, êîãäà êëàññè÷åñêàÿ äèíàìèêà
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ýëåêòðîíîâ â íîðìàëüíîé îáëàñòè èíòåãðèðóåìà.
Ïðîòèâîïîëîæíûé ïðåäåë õàîòè÷íîé äèíàìèêè ðåàëèçóåòñÿ, íàïðèìåð, â

ñëó÷àå áîëüøîé ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëüíûõ (íåìàãíèòíûõ) öåíòðîâ ðàññåÿíèÿ �
ïðèìåñåé. Ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ äâèæåíèå ýëåêòðîíîâ áóäåò äèôôóçíûì. Îäíà-
êî íàèâíàÿ ïîïûòêà îïðåäåëèòü õàðàêòåð ñïåêòðà, èçó÷àÿ âåðîÿòíîñòü òðàåê-
òîðèé ðàçëè÷íîé äëèíû ïðèâîäèò ê íåâåðíîìó ðåçóëüòàòó. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè
õàîòè÷íîì äâèæåíèè âñåãäà ìîæíî íàéòè ñêîëü óãîäíî äëèííûå òðàåêòîðèè,
íî, òåì íå ìåíåå, â ñïåêòðå áóäåò íàáëþäàòüñÿ ùåëü. Ïðè÷èíà îøèáêè ñîñòî-
èò â íåó÷åòå ýôôåêòîâ êâàíòîâîé èíòåðôåðåíöèè [8, 9]. Äåëî â òîì, ÷òî êâà-
çèêëàññè÷åñêèå äèôôóçíûå òðàåêòîðèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëîìàíûå ëèíèè:
ýëåêòðîí ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññåèâàåòñÿ íà áîëüøîì êîëè÷åñòâå ïðèìåñåé. Äëÿ
äâóõ äîñòàòî÷íî äëèííûõ òðàåêòîðèé ïî÷òè íàâåðíÿêà íàéäåòñÿ îáùàÿ ïðè-
ìåñü. À çíà÷èò êðîìå äâóõ ñîîòâåòñòâóþùèõ àíäðååâñêèõ ñîñòîÿíèé èìåþòñÿ
åùå êàê ìèíèìóì äâà: ýëåêòðîí, ëåòÿùèé ïî ïåðâîé òðàåêòîðèè, ïîñëå ðàññåÿ-
íèÿ íà îáùåé ïðèìåñè ïåðåõîäèò íà âòîðóþ òðàåêòîðèþ, à ïîñëå àíäðååâñêîãî
îòðàæåíèÿ äûðêà íà òîé æå ïðèìåñè âîçâðàùàåòñÿ íà ïåðâóþ òðàåêòîðèþ, è
íàîáîðîò. Èç-çà ýôôåêòîâ êâàíòîâîé èíòåðôåðåíöèè ìåæäó îïèñàííûìè ïðî-
öåññàìè íèçêîëåæàùèå àíäðååâñêèå óðîâíè íåëüçÿ îïèñûâàòü íà íàèâíîì ÿçû-
êå ïðîñòûõ òðàåêòîðèé.

Àäåêâàòíàÿ êâàçèêëàññè÷åñêàÿ òåõíèêà äëÿ äèôôóçíûõ ñèñòåì õîðîøî èç-
âåñòíà [10, 11, 12] è îïèðàåòñÿ íà óðàâíåíèå Óçàäåëÿ. Êà÷åñòâåííî ðåçóëüòàò
ñâîäèòñÿ ê ïîÿâëåíèþ ùåëè â ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ïîðÿäêà ~/τc, ãäå τc � õà-
ðàêòåðíîå âðåìÿ äèôôóçèè ìåæäó äâóìÿ àíäðååâñêèìè îòðàæåíèÿìè [6, 13,
14, 15]. Îíî îïðåäåëÿåòñÿ ñèëîé è êîíöåíòðàöèåé ïðèìåñåé, ðàçìåðàìè íîð-
ìàëüíîé îáëàñòè è ïðîçðà÷íîñòüþ ãðàíèöû ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì. Îäíàêî òà-
êàÿ êâàçèêëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ íå ó÷èòûâàåò ìåçîñêîïè÷åñêèå ôëóêòóàöèè. Íà
êà÷åñòâåííîì óðîâíå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ôëóêòóèðó-
åò, è ýòî ïðèâîäèò ê îòêëîíåíèþ âåëè÷èíû ùåëè â êàæäîì êîíêðåòíîì îáðàçöå
îò åå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ. Â ðåçóëüòàòå óñðåäíåíèÿ ïî âîçìîæíûì êîíôèãóðà-
öèÿì ïðèìåñåé âìåñòî ñòðîãîãî îáðàùåíèÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé â íîëü áóäåò
íàáëþäàòüñÿ åå ðåçêîå ïàäåíèå ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé ýíåðãèè, à ïðè ìåíüøèõ
ýíåðãèÿõ îíà áóäåò ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëîé.

Ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùåå îáùåå óòâåðæäåíèå. Åñëè ïîëîæåíèå êðàÿ ñïåê-
òðà îïðåäåëÿåòñÿ ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíîé, êîòîðàÿ ìîæåò ôëóêòóèðîâàòü, òî
ïðè óñðåäíåíèè ïî ýòèì ôëóêòóàöèÿì ïîÿâëÿåòñÿ �õâîñò� ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé

6



â çàïðåùåííîé îáëàñòè. Ïîäîáíûé �õâîñò� áûë âïåðâûå ðàññìîòðåí Ëèôøèöåì
â îáû÷íîì ëåãèðîâàííîì ïîëóïðîâîäíèêå [16]. Ëîêàëèçîâàííûå ñîñòîÿíèÿ â
çàïðåùåííîé çîíå âîçíèêàþò çà ñ÷åò ðåäêèõ ôëóêòóàöèé ñëó÷àéíîãî ïîòåíöè-
àëà. Äëÿ èçó÷åíèÿ ýòèõ ÿâëåíèé èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä îïòèìàëüíîé ôëóêòóàöèè
[16, 17, 18, 19]. Ñóòü ìåòîäà ñîñòîèò â îòûñêàíèè íàèáîëåå âåðîÿòíîé ôëóêòóà-
öèè, äàþùåé îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå ýíåðãèè ëîêàëèçîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ. Åñëè
òàêàÿ îïòèìàëüíàÿ ôëóêòóàöèÿ íàéäåíà, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ìåíåå âåðîÿòíû-
ìè ôëóêòóàöèÿìè, äàþùèìè òàêîé æå ðåçóëüòàò, à çàòåì óñðåäíèòü ïëîòíîñòü
ñîñòîÿíèé ïî ðàñïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòåé ýòèõ îïòèìàëüíûõ ôëóêòóàöèé. Íà
ñåãîäíÿøíèé äåíü èçâåñòíî ìíîãî ïðèìåðîâ ïîäîáíîãî ðîäà ôëóêòóàöèîííûõ
ýôôåêòîâ â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ, ñì. íàïðèìåð [20, 21, 22, 23, 24].

Ñóùåñòâóåò äðóãîé, ÷èñòî ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé, ìåòîä ðàáîòû ñ íåóïîðÿäî-
÷åííûìè ñèñòåìàìè � òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ ìàòðèö [25, 26, 27]. Â ðàìêàõ ýòîé
òåîðèè ãàìèëüòîíèàí ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé ìàòðèöåé, ïðè÷åì ðàçëè÷íûå ìàò-
ðè÷íûå ýëåìåíòû ñ÷èòàþòñÿ íåêîððåëèðîâàííûìè (èñêëþ÷àÿ ñâÿçè çà ñ÷åò
äîïîëíèòåëüíûõ ñèììåòðèé ãàìèëüòîíèàíà). Â ãëàâíîì ïîðÿäêå ïî áîëüøî-
ìó ðàçìåðó ìàòðèöû ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ñëó÷àéíîãî ãàìèëüòîíèà-
íà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé �âèãíåðîâñêèé ïîëóêðóã�: 〈ρ(E)〉 = δ−1

√
1− E2/E2

b , ãäå
Eb � øèðèíà çîíû, à δ � ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó óðîâíÿìè â öåíòðå çîíû.

Òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ ìàòðèö íàøëà øèðîêîå ïðèìåíåíèå äëÿ îïèñàíèÿ ñïåê-
òðàëüíûõ ñâîéñòâ ìåçîñêîïè÷åñêèõ ñèñòåì [28] áëàãîäàðÿ ñâîéñòâó óíèâåðñàëü-
íîñòè. Ïîñëåäíåå ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî, íåñìîòðÿ íà ðàçëè÷èå íà óðîâíå ìèê-
ðîñêîïè÷åñêîãî ãàìèëüòîíèàíà, ñïåêòðû ìåçîñêîïè÷åñêèõ ñèñòåì ñ õàîòè÷åñêîé
äèíàìèêîé è ñëó÷àéíûõ ìàòðèö ñ îäèíàêîâûìè δ ñòàòèñòè÷åñêè ñîâïàäàþò.
Âïåðâûå òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ ìàòðèö áûëà ïðèìåíåíà äëÿ îïèñàíèÿ ñïåêòðà ìå-
òàëëè÷åñêîé ãðàíóëû Ãîðüêîâûì è Ýëèàøáåðãîì [29]. Ñòðîãîå ìèêðîñêîïè÷å-
ñêîå äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû óíèâåðñàëüíîñòè äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïîçäíåå ïî-
ëó÷èë Åôåòîâ [30], èçó÷àÿ ïàðíûé êîððåëÿòîð óðîâíåé ýíåðãèè. Ïðè ýòîì îáå
ñèñòåìû ðàññìàòðèâàþòñÿ âäàëè îò êðàÿ çîíû, êîãäà ñðåäíþþ ïëîòíîñòü ñî-
ñòîÿíèé ìîæíî ñ÷èòàòü íå çàâèñÿùåé îò ýíåðãèè [31].

Âáëèçè êðàÿ çîíû ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé â àíñàìáëå Âèãíåðà�Äàéñîíà
â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè îáðàùàåòñÿ â íîëü êîðíåâûì îáðàçîì. Ïðè
ó÷åòå ïîïðàâîê ê êâàçèêëàññè÷åñêîìó ðåçóëüòàòó ïîÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî
ñïàäàþùèé �õâîñò� ïðè ýíåðãèÿõ |E| > Eb [32]. Â äèôôóçíîé ãèáðèäíîé ñòðóê-
òóðå ïëîòíîñòü ñïåêòðà âáëèçè êðàÿ ùåëè òàêæå èìååò êîðíåâóþ îñîáåííîñòü.
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Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ôîðìà �õâîñòà� ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ êâàçèêëàññè-
÷åñêèì ïîâåäåíèåì ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé îêîëî êðàÿ ñïåêòðà, òî ìîæíî ðàñïðî-
ñòðàíèòü ðåçóëüòàò òåîðèè ñëó÷àéíûõ ìàòðèö íà ñëó÷àé äèôôóçíîé ãèáðèäíîé
ñòðóêòóðû. Ýòî áûëî ïðîäåëàíî â ðàáîòå [33].

Äðóãîé ñëó÷àé ïîÿâëåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëîãî �õâîñòà� ïëîòíîñòè ñîñòî-
ÿíèé � ñâåðõïðîâîäíèê ñ ìàãíèòíûìè ïðèìåñÿìè. Íàëè÷èå ìàãíèòíûõ ïðèìå-
ñåé ïîäàâëÿåò ñâåðõïðîâîäèìîñòü [34]. Åñëè èõ êîíöåíòðàöèÿ íå î÷åíü áîëü-
øàÿ, òî ùåëü â ñïåêòðå ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå ïî ñðàâíåíèþ ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì
áåç ïðèìåñåé, íî íå îáðàùàåòñÿ â íîëü. Îäíàêî êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñåé ìîæåò
ôëóêòóèðîâàòü â ïðîñòðàíñòâå, è, òàêèì îáðàçîì, åñòü íåíóëåâàÿ âåðîÿòíîñòü
îáíàðóæèòü óðîâåíü ýíåðãèè íèæå ñðåäíåé âåëè÷èíû ùåëè [23]. Ìåòîä îïòè-
ìàëüíîé ôëóêòóàöèè â ðàìêàõ òåîðèè ñëó÷àéíûõ ìàòðèö äëÿ òàêîé ñèñòåìû
áûë ðàçâèò â ðàáîòå [35]. Ïðè ýòîì êîíöåíòðàöèÿ ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé ñ÷èòà-
ëàñü íàñòîëüêî ìàëîé, ÷òî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ýôôåêòîì ïîäàâëåíèÿ ùåëè [34].
Äëÿ ñâåðõïðîâîäíèêà ñ ñèëüíûì ïîòåíöèàëüíûì áåñïîðÿäêîì è íåáîëüøîé êîí-
öåíòðàöèåé ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé â ðàìêàõ íåëèíåéíîé σ-ìîäåëè [36, 37] �õâîñò�
ïîäùåëåâûõ ñîñòîÿíèé èçó÷àëñÿ Ëàìàêðàôòîì è Ñàéìîíñîì [38]. Ðåçóëüòàòû,
ïîëó÷åííûå â ðàáîòàõ [35] è [38], ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó. Â êîíöå ðàçäåëà 2.3
áóäåò óêàçàíà ïðè÷èíà è ñïîñîá óñòðàíåíèÿ ýòîãî ïðîòèâîðå÷èÿ. ßâíûé âèä
îïòèìàëüíîé ôëóêòóàöèè ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé â îòíîñèòåëüíî ÷èñòîì ïðåäåëå
áûë ïîëó÷åí â ðàáîòå [24]. Ýòà ôëóêòóàöèÿ èìååò ôåððîìàãíèòíóþ ñòðóêòóðó
è íåñôåðè÷åñêóþ ôîðìó. Ïåðåõîä ê äèôôóçíîìó ïðåäåëó è ñâÿçü ñ ðåçóëüòàòîì
[38] îáñóæäàåòñÿ â ðàáîòå [39].

Â îáû÷íîé ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå îñíîâíîé âåëè÷èíîé, îïðåäåëÿþùåé ñâîé-
ñòâà ñèñòåìû, ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùèé ôóíêöèîíàë Z[J ] =

∫ DΦ e−S[Φ,J ]. Ðàç-
ëè÷íûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè, â òîì ÷èñëå è ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé, âûðà-
æàþòñÿ ÷åðåç ëîãàðèôìè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå îò ýòîãî ôóíêöèîíàëà ïî èñòî÷-
íèêàì J . Åñëè â ñèñòåìå ïðèñóòñòâóåò áåñïîðÿäîê, âñå êîððåëÿöèîííûå ôóíê-
öèè íóæíî ïî íåìó óñðåäíÿòü. Òî åñòü òðåáóåòñÿ ñðåäíåå çíà÷åíèå îò lnZ.
Îäíàêî ëîãàðèôì íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, è åãî óñðåäíåíèå â îáùåì ñëó÷àå çà-
òðóäíèòåëüíî. Îäèí èç ñïîñîáîâ îáîéòè ýòó òðóäíîñòü � ìåòîä ðåïëèê � áûë
ïðåäëîæåí â ðàáîòå [40]. Îí íàøåë øèðîêîå ïðèìåíåíèå â çàäà÷àõ ñòàòèñòè÷å-
ñêîé ôèçèêè, â îñîáåííîñòè äëÿ îïèñàíèÿ ñïèíîâûõ ñòåêîë [41]. Ñóòü ìåòîäà
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âìåñòî îäíîé ñèñòåìû ðàññìàòðèâàåòñÿ M åå êîïèé
(ðåïëèê). Ïðè ýòîì âû÷èñëÿåòñÿ M -òàÿ ñòåïåíü ïðîèçâîäÿùåãî ôóíêöèîíàëà
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ZM . Åñëè óäàåòñÿ óñðåäíèòü åå ïî áåñïîðÿäêó ïðè ïðîèçâîëüíîì çíà÷åíèè M è
ñäåëàòü àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ê òî÷êå M = 0, òî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
ôîðìóëîé lnZ = lim

n→0
(Zn − 1)/n äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåãî ëîãàðèôìà.

Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäÿùåãî ôóíêöèîíàëà â îáùåì âèäå ïðè ïðîèçâîëüíîì
÷èñëå ðåïëèê ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûì. Ýòà òðóäíîñòü ñíèìàåò-
ñÿ â ìåòîäå íåëèíåéíîé ñóïåðìàòðè÷íîé σ-ìîäåëè [36]. Îí ñîñòîèò â äîáàâëåíèè
ê ôèçè÷åñêèì ïîëÿì òàêîãî æå êîëè÷åñòâà ãðàññìàíîâûõ (àíòèêîììóòèðóþ-
ùèõ) ïîëåé. Ïðè ïðîèçâîëüíîì äåéñòâèè ñèñòåìû ïðîèçâîäÿùèé ôóíêöèîíàë
îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì åäèíèöå, è êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ îáû÷-
íûìè âàðèàöèîííûìè ïðîèçâîäíûìè ýòîãî ôóíêöèîíàëà, âìåñòî ëîãàðèôìè-
÷åñêèõ. Îäíèì èç íåäîñòàòêîâ ìåòîäà ñóïåðìàòðè÷íîé íåëèíåéíîé σ-ìîäåëè
ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæíîñòü ó÷åñòü ýôôåêòû âçàèìîäåéñòâèÿ.

Êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå (óðàâíåíèå Óçàäåëÿ) ñîîòâåòñòâóåò âû÷èñ-
ëåíèþ ïðîèçâîäÿùåãî ôóíêöèîíàëà ìåòîäîì ïåðåâàëà. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñåä-
ëîâàÿ òî÷êà â äåéñòâèè íåëèíåéíîé σ-ìîäåëè ñóïåðñèììåòðè÷íà, òî åñòü èìååò
îäèíàêîâûé âèä ïî êîììóòèðóþùèì è ãðàññìàíîâûì ïåðåìåííûì. Ýêñïîíåí-
öèàëüíî ìàëûé âêëàä îò ðåäêèõ ìåçîñêîïè÷åñêèõ ôëóêòóàöèé ñîîòâåòñòâóåò
äðóãèì, íåñóïåðñèììåòðè÷íûì ñåäëîâûì òî÷êàì � èíñòàíòîíàì. Âïåðâûå òà-
êîå âû÷èñëåíèå áûëî ïðîäåëàíî â ðàáîòå [22] äëÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé íà âû-
ñîêîì óðîâíå Ëàíäàó â äâóìåðíîé ñèñòåìå â ìàãíèòíîì ïîëå. Ïðèìåíèìîñòü
ìåòîäà ïåðåâàëà âáëèçè èíñòàíòîíîâ îáåñïå÷èâàëàñü áîëüøèì íîìåðîì óðîâ-
íÿ Ëàíäàó. Â ñëó÷àå ñâåðõïðîâîäÿùèõ ãèáðèäíûõ ñòðóêòóð ñîîòâåòñòâóþùèì
áîëüøèì ïàðàìåòðîì áóäåò áåçðàçìåðíûé êîíäàêòàíñ ñèñòåìû.

Ñõîäíîå ÿâëåíèå íàáëþäàåòñÿ â íîðìàëüíûõ ñèñòåìàõ ïðè èçó÷åíèè àñèìï-
òîòèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé, êîíäàêòàíñà è âðåìåí ðå-
ëàêñàöèè [42]. Ìåçîñêîïè÷åñêèå ôëóêòóàöèè ïðèìåñåé ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî
â îáëàñòè ýíåðãèé, îòâå÷àþùèõ õîðîøî äåëîêàëèçîâàííûì ñîñòîÿíèÿì, ñ ýêñ-
ïîíåíöèàëüíî ìàëîé âåðîÿòíîñòüþ ìîæíî íàéòè è ñîñòîÿíèÿ ïî÷òè ëîêàëèçî-
âàííûå. Òàêèå ñîñòîÿíèÿ îáåñïå÷èâàþò àíîìàëüíî ìåäëåííóþ ðåëàêñàöèþ òîêà
ê åãî ðàâíîâåñíîìó çíà÷åíèþ íà î÷åíü áîëüøèõ âðåìåíàõ (áîëüøå îáðàòíîãî
ñðåäíåãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó óðîâíÿìè ðàçìåðíîãî êâàíòîâàíèÿ) � òî åñòü îíè
ñëóæàò â êà÷åñòâå �ýëåêòðîííûõ ëîâóøåê�. Äëèííîâðåìåííàÿ àñèìïòîòèêà êîí-
äàêòàíñà ìåçîñêîïè÷åñêîãî îáðàçöà îïðåäåëÿåòñÿ àíîìàëüíî ëîêàëèçîâàííûìè
ñîñòîÿíèÿìè [43]. Â ðàçäåëå 3.3 áóäåò ïðîäåìîíñòðèðîâàíî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
ýòîé àñèìïòîòèêîé è ïëîòíîñòüþ êâàçèëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé â ñâåðõïðî-

9



âîäÿùåé ãèáðèäíîé ñòðóêòóðå ãëóáîêî ïîä ùåëüþ.
Îáîáùåíèå σ-ìîäåëè äëÿ äèôôóçíûõ ñâåðõïðîâîäÿùèõ ãèáðèäíûõ ñòðóê-

òóð áûëî ïðåäëîæåíî â ðàáîòå [37]. Òàì æå áûëî ñäåëàíî óêàçàíèå íà òî, ÷òî
ïîäùåëåâàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ñîîòâåòñòâóåò èíñòàíòîíàì â ýòîé ìîäåëè è
îïðåäåëÿåòñÿ ñîñòîÿíèÿìè, àíîìàëüíî ëîêàëèçîâàííûìè â íîðìàëüíîé îáëàñòè
[42, 43, 44, 45]. Âîçíèêàþùèå çà ñ÷åò ðåäêèõ ôëóêòóàöèé ñëó÷àéíîãî ïîòåíöè-
àëà, òàêèå ñîñòîÿíèÿ ïëîõî ñâÿçàíû ñî ñâåðõïðîâîäÿùèìè áåðåãàìè è èìåþò
ýíåðãèþ íèæå êðàÿ ùåëè. Èíñòàíòîííàÿ êîíôèãóðàöèÿ, îòâåòñòâåííàÿ çà ïîÿâ-
ëåíèå �õâîñòà� ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé â îäíîðîäíîì ñâåðõïðîâîäíèêå ñ ìàãíèò-
íûìè ïðèìåñÿìè áûëà íàéäåíà â ðàáîòå [38].

Ñîâðåìåííàÿ òåõíèêà èçãîòîâëåíèÿ ñóáìèêðîííûõ ãèáðèäíûõ ñòðóêòóð ïîç-
âîëÿåò íåïîñðåäñòâåííî íàáëþäàòü ïîÿâëåíèå ùåëè â ñïåêòðå íîðìàëüíîãî ìå-
òàëëà, íàâåäåííîé çà ñ÷åò êîíòàêòà ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì [46, 47, 48]. Ðåçóëüòà-
òû ýêñïåðèìåíòîâ óäîâëåòâîðèòåëüíî îïèñûâàþòñÿ â ðàìêàõ óðàâíåíèÿ Óçàäå-
ëÿ. Ïîäùåëåâàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé òàêæå çàìåòíî ïðîÿâëÿåòñÿ â ýòèõ ýêñïå-
ðèìåíòàõ, îäíàêî âêëàä ìåçîñêîïè÷åñêèõ ôëóêòóàöèé òðóäíî îòäåëèòü îò ðàç-
ëè÷íûõ ôàêòîðîâ äåêîãåðåíòíîñòè, êîòîðûå òàêæå âëèÿþò íà íèçêîýíåðãåòè÷å-
ñêóþ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé. Êðîìå òîãî, â íåêîòîðûõ ñòðóêòóðàõ íàáëþäàþòñÿ
ñïåêòðû [49, 50], êîòîðûå íå ïîëó÷àåòñÿ îáúÿñíèòü äàæå ïðîñòûì óðàâíåíèåì
Óçàäåëÿ.

Îäíîé èç íàèáîëåå ñóùåñòâåííûõ ïðè÷èí ñáîÿ ôàçû â ìåçîñêîïè÷åñêèõ ñè-
ñòåìàõ ÿâëÿåòñÿ êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå. Êîãäà åìêîñòü ýëåìåíòîâ ñòðóê-
òóðû íàñòîëüêî ìàëà, ÷òî èçìåíåíèå ïîëíîãî êîëè÷åñòâà ýëåêòðîíîâ íà åäè-
íèöó ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó èçìåíåíèþ ýíåðãèè ïî ñðàâíåíèþ ñ òåìïå-
ðàòóðîé è äðóãèìè õàðàêòåðíûìè ýíåðãåòè÷åñêèìè ìàñøòàáàìè, ñòàíîâÿòñÿ
âàæíûìè ÿâëåíèÿ êóëîíîâñêîé áëîêàäû [51]. Â ñâåðõïðîâîäÿùèõ ñèñòåìàõ çà-
ðÿä è ôàçà ÿâëÿþòñÿ êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûìè ïåðåìåííûìè, äëÿ êîòîðûõ
ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï íåîïðåäåëåííîñòè Ãåéçåíáåðãà. Íåâîçìîæíîñòü îäíîâðå-
ìåííî ôèêñèðîâàòü îáå âåëè÷èíû ïðèâîäèò ê êîíêóðåíöèè ìåæäó êîãåðåíòíû-
ìè ïðîöåññàìè, ëåæàùèìè â îñíîâå ýôôåêòà áëèçîñòè è ôèêñèðóþùèìè ôàçó,
è êóëîíîâñêèìè ÿâëåíèÿìè, ôèêñèðóþùèìè çàðÿä. Òàêèì îáðàçîì êóëîíîâ-
ñêîå âçàèìîäåéñòâèå ïðèâîäèò ê ïîäàâëåíèþ ýôôåêòà áëèçîñòè. Ïîýòîìó ó÷åò
êóëîíîâñêîé áëîêàäû íåîáõîäèì ïðè ðàññìîòðåíèè êîãåðåíòíîé äèíàìèêè â
ìåçîñêîïè÷åñêèõ ãèáðèäíûõ ñòðóêòóðàõ íàðÿäó ñ ìåçîñêîïè÷åñêèìè ôëóêòóà-
öèÿìè.
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Îáû÷íûé ìåòîä èçó÷åíèÿ ëîêàëüíûõ ýëåêòðîííûõ ñâîéñòâ ìåçîñêîïè÷åñêèõ
ñèñòåì ñîñòîèò â èçìåðåíèè äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäèìîñòè ìåæäó èãëîé
òóííåëüíîãî ìèêðîñêîïà è èçó÷àåìûì îáðàçöîì. Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ïðîâî-
äèìîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà òî÷íîé ôóíêöèè Ãðèíà îáðàçöà âçÿòîé â íàèáîëåå
áëèçêîé ê èãëå òî÷êå. Ýòà âåëè÷èíà èìååò ñìûñë òóííåëüíîé ïëîòíîñòè ñî-
ñòîÿíèé. Â ñèñòåìàõ ñ âçàèìîäåéñòâèåì òóííåëüíàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé îêà-
çûâàåòñÿ ïîäàâëåííîé íà íèçêèõ ýíåðãèÿõ [52]. Ýòîò ýôôåêò íîñèò íàçâàíèå
òóííåëüíîé àíîìàëèè. Ïðîñòîå êà÷åñòâåííîå îáúÿñíåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïî-
ñëå òóííåëèðîâàíèÿ ýëåêòðîíà â îáðàçåö òðåáóåòñÿ îïðåäåëåííîå âðåìÿ, ÷òîáû
äîïîëíèòåëüíûé çàðÿä ñìîã ðàñïðåäåëèòüñÿ è �îñâîáîäèòü ìåñòî� äëÿ ñëåäóþ-
ùåãî ýëåêòðîíà.

Íàèáîëåå ñèëüíî ÿâëåíèå òóííåëüíîé àíîìàëèè ïðîÿâëÿåòñÿ â íèçêîðàçìåð-
íûõ ñèñòåìàõ. Òàê, â ãðÿçíîé äâóìåðíîé ïëåíêå ïîäàâëåíèå òóííåëüíîé ïëîòíî-
ñòè ñîñòîÿíèé îêîëî ýíåðãèè Ôåðìè èìååò ëîãàðèôìè÷åñêèé õàðàêòåð [52, 53].
Â íóëüìåðíîì ñëó÷àå ìàëåíüêîé ìåòàëëè÷åñêîé ãðàíóëû â òóííåëüíîé ïëîòíî-
ñòè ñîñòîÿíèé îáðàçóåòñÿ êóëîíîâñêàÿ ùåëü, âåëè÷èíà êîòîðîé ðàâíà çàðÿäîâîé
ýíåðãèè. Ýòà ùåëü è ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé ÿâëåíèé êóëîíîâñêîé áëîêàäû.

Êóëîíîâñêàÿ áëîêàäà â ñâåðõïðîâîäÿùèõ ñèñòåìàõ èçó÷àëîñü äîñòàòî÷íî ïî-
äðîáíî [54, 55, 56], îäíàêî ïðè ýòîì ýôôåêò áëèçîñòè íå ïðèíèìàëñÿ â ðàñ÷åò.
Ïåðâàÿ ðàáîòà, â êîòîðîé ðàññìàòðèâàëîñü âçàèìîâëèÿíèå ýôôåêòà áëèçîñòè è
êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, áûëà âûïîëíåíà Îðåãîì è äð. [57]. Äëÿ äâóìåð-
íîé íîðìàëüíîé ïëåíêè, ñîåäèíåííîé ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì, â ðàìêàõ ìåòîäà
ðåíîðìãðóïïû [58] áûëà âû÷èñëåíà çàâèñèìîñòü íàâåäåííîé ùåëè îò êîíñòàíòû
ýêðàíèðîâàííîãî êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Îêàçàëîñü, ÷òî ïîäàâëåíèå ùå-
ëè çà ñ÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ èìååò ñòåïåííîé õàðàêòåð, ïðè÷åì ùåëü ïîëíîñòüþ
çàêðûâàåòñÿ, åñëè êîíñòàíòà âçàèìîäåéñòâèÿ äîñòèãàåò îïðåäåëåííîãî êðèòè-
÷åñêîãî çíà÷åíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ÿâëåíèÿ ìåçîñêîïè÷åñêèõ ôëóêòóàöèé è êóëîíîâñêîãî âçàè-
ìîäåéñòâèÿ èãðàþò ñóùåñòâåííóþ ðîëü â ñâåðõïðîâîäÿùèõ ãèáðèäíûõ ñòðóê-
òóðàõ. Èçó÷åíèå ýòèõ ÿâëåíèé èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ ðàçâèòèÿ ñîâðåìåí-
íûõ ïðåäñòàâëåíèé î òàêèõ ñèñòåìàõ è èõ âîçìîæíîãî ïðèìåíåíèÿ â êà÷åñòâå
ýëåìåíòíîé áàçû êâàíòîâûõ êîìïüþòåðîâ è â äðóãèõ ýëåêòðîííûõ óñòðîéñòâàõ
ñ èñïîëüçîâàíèåì êîãåðåíòíûõ ñâîéñòâ.

Îñíîâíûå öåëè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû çàêëþ÷àþòñÿ â ðàçâèòèè ìåòîäà
íåëèíåéíîé ñóïåðìàòðè÷íîé σ-ìîäåëè äëÿ ó÷åòà ìåçîñêîïè÷åñêèõ ôëóêòóàöèé
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â ñâåðõïðîâîäÿùèõ ãèáðèäíûõ ñòðóêòóðàõ; ïðèìåíåíèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëü-
òàòîâ äëÿ èçó÷åíèÿ íèçêîýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà ãèáðèäíûõ ñòðóêòóð ðàç-
ëè÷íîé ãåîìåòðèè è ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðèñòèê êîíòàêòîâ ìåæäó ýëåìåíòàìè;
ïîñòðîåíèè ñàìîñîãëàñîâàííîé òåîðèè êóëîíîâñêîé áëîêàäû äëÿ ñâåðõïðîâî-
äÿùèõ ñòðóêòóð è èçó÷åíèè íà åå îñíîâå ñâîéñòâ ýëåêòðîííîãî ñïåêòðà òàêèõ
ñòðóêòóð ïðè íàëè÷èè êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Ìàòåðèàë äèññåðòàöèè è ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îðãàíèçîâàíû ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà âû÷èñëåíèþ ïëîòíîñòè êâàçèëîêàëèçîâàí-
íûõ ñîñòîÿíèé â íîðìàëüíîì ìåòàëëå, ñîåäèíåííîì ñ îäíèì èëè íåñêîëüêè-
ìè ñâåðõïðîâîäíèêàìè èäåàëüíî ïðîçðà÷íûìè êîíòàêòàìè. Â íà÷àëå èçëàãàåò-
ñÿ ñòàíäàðòíûé êâàçèêëàññè÷åñêèé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà óðàâíåíèè Óçàäå-
ëÿ [12]. Ñâîéñòâà êâàçèêëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïîòðåáóþòñÿ â äàëüíåéøåì äëÿ
îïèñàíèÿ âîçìîæíûõ èíñòàíòîíîâ σ-ìîäåëè. Çàòåì ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé âûâîä
íåëèíåéíîé ñóïåðìàòðè÷íîé σ-ìîäåëè Åôåòîâà äëÿ ñâåðõïðîâîäÿùèõ ãèáðèä-
íûõ ñòðóêòóð [36, 37]. Â ðàçäåëå 1.3 ïîñòðîåíà ÿâíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ìíîãî-
îáðàçèÿ σ-ìîäåëè â òåðìèíàõ âîñüìè óãëîâ. Äàëåå íà îñíîâå ýòîé ïàðàìåòðè-
çàöèè ïðîäåëàí àíàëèç âñåõ âîçìîæíûõ ñåäëîâûõ òî÷åê äåéñòâèÿ σ-ìîäåëè, è
óêàçàíà èõ ñâÿçü ñ ðåøåíèÿìè êâàçèêëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Óçàäåëÿ. Çàòåì
ïðåäëàãàåòñÿ ÿâíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ôëóêòóàöèé îêîëî íàéäåííûõ ñåäëîâûõ
ðåøåíèé, êîòîðàÿ äèàãîíàëèçóåò êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó äåéñòâèÿ. Òàêæå ïðî-
àíàëèçèðîâàíû ìàññû ðàçëè÷íûõ ìîä è âûäåëåíû íàèáîëåå ñóùåñòâåííûå èç
íèõ. Ðàçäåë 1.6 ïîñâÿùåí âû÷èñëåíèþ ãëàâíîãî èíñòàíòîííîãî âêëàäà â ïëîò-
íîñòü ñîñòîÿíèé, êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò ïîÿâëåíèå ïîäùåëåâîãî �õâîñòà�. Â ïî-
ñëåäíåì ðàçäåëå ãëàâû âûïîëíåíî òî÷íîå âû÷èñëåíèå ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ñ
ó÷åòîì âñåõ âîçìîæíûõ ñåäëîâûõ òî÷åê è ïîëó÷åí óíèâåðñàëüíûé ðåçóëüòàò,
îïèñûâàþùèé ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé âûøå è íèæå ãðàíèöû ùåëè, à òàêæå è âî
âñåé ïåðåõîäíîé îáëàñòè.

Â ïåðâîé ÷àñòè âòîðîé ãëàâû ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äëÿ ïëîòíîñòè ñîñòî-
ÿíèé îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé ñèñòåìû ñ íåèäåàëüíûìè êîíòàêòàìè. Ïîêàçàíî,
÷òî ñòðóêòóðà ñåäëîâûõ òî÷åê è ôëóêòóàöèé îêîëî íèõ ñîõðàíÿåòñÿ ïðè äî-
áàâëåíèè â äåéñòâèå ãðàíè÷íîãî ÷ëåíà. Çàòåì âûâîäèòñÿ íóëüìåðíûé ïðåäåë
σ-ìîäåëè â ñëó÷àå òóííåëüíûõ êîíòàêòîâ. Ïîëó÷åííîå äåéñòâèå ïîçâîëÿåò ïðî-
àíàëèçèðîâàòü çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé îò âåëè÷èíû ïðîçðà÷íîñòè
êîíòàêòîâ è óñòàíîâèòü ðàçëè÷íûå àñèìïòîòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïîäùåëå-
âîãî �õâîñòà� ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé òî÷íîñòüþ. Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîêà-

12



çàòåëü ýêñïîíåíòû ñóùåñòâåííî èçìåíÿåòñÿ, åñëè ïðîçðà÷íîñòü êîíòàêòîâ íèæå
îïðåäåëåííîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå âû÷èñëåí ïðåä-
ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü äëÿ ñèëüíî òóííåëüíîãî ñëó÷àÿ è ïîêàçàíî, ÷òî
ïîëíîå ÷èñëî ñîñòîÿíèé ïîä ùåëüþ ñòàíîâèòñÿ áîëüøèì â ýòîì ïðåäåëå. Òàêàÿ
ñèòóàöèÿ íàçâàíà �ñèëüíûì õâîñòîì�.

Âòîðàÿ ÷àñòü âòîðîé ãëàâû ïîñâÿùåíà ñèììåòðè÷íîìó SNS êîíòàêòó ñ îïðå-
äåëåííîé ðàçíîñòüþ ôàç. Ïðè ïðîòåêàíèè òîêà ùåëü, íàâåäåííàÿ â íîðìàëüíîé
÷àñòè êîíòàêòà, ïîäàâëÿåòñÿ [14] âî ìíîãîì àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ïðîèñõî-
äèò â ñèñòåìàõ ñ òóííåëüíûìè ãðàíèöàìè. Ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå êîíòàêòà ñ
ðàçíîñòüþ ôàç çàêëþ÷àåòñÿ â èçìåíåíèè ñòðóêòóðû ñåäëîâûõ òî÷åê σ-ìîäåëè.
Êàê ïîêàçàíî â ðàçäåëå 2.2.2, åñëè ðàçíîñòü ôàç ïðåâûøàåò îïðåäåëåííîå êðè-
òè÷åñêîå çíà÷åíèå, ãëàâíûé èíñòàíòîí, îïðåäåëÿþùèé �õâîñò� ïëîòíîñòè ñî-
ñòîÿíèé â ñëó÷àå íóëåâîãî òîêà, èñ÷åçàåò. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ïðîäåëàí àíà-
ëèç ìàññ ðàçëè÷íûõ ôëóêòóàöèîííûõ ìîä îêîëî îñòàâøåéñÿ ñåäëîâîé òî÷êè è
ïîëó÷åíî òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé â ýòîì ñëó÷àå. Ïî ìå-
ðå ïðèáëèæåíèÿ ðàçíîñòè ôàç ê π ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ê ðåæèìó �ñèëüíîãî
õâîñòà�, ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íîãî �ñèëüíîìó õâîñòó� â ñèñòåìå ñ òóííåëüíûìè
ãðàíèöàìè. Âûâîä ýòîãî ðåçóëüòàòà ïðèâåäåí â ðàçäåëå 2.2.4.

Â êîíöå âòîðîé ãëàâû èçëàãàþòñÿ îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ìåòîäà òåîðèè ñëó-
÷àéíûõ ìàòðèö [27] â ïðèìåíåíèè ê âû÷èñëåíèþ ïîäùåëåâîé ïëîòíîñòè ñîñòî-
ÿíèé â ãèáðèäíûõ ñòðóêòóðàõ [33]. Ïðîäåìîíñòðèðîâàíû ñõîäñòâà è ðàçëè÷èÿ
ïðåäñêàçàíèé ýòîé òåîðèè ñ ðåçóëüòàòàìè σ-ìîäåëè.

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ñèòóàöèè, êîãäà ïëîòíîñòü ñî-
ñòîÿíèé íåëüçÿ îïèñûâàòü â ðàìêàõ íóëüìåðíîé σ-ìîäåëè. Ïåðâûé ðàçäåë ïî-
ñâÿùåí ñòðóêòóðàì ñ äîñòàòî÷íî áîëüøîé ïëîùàäüþ êîíòàêòîâ, êîãäà ðàçìåð
èíñòàíòîíà ìåíüøå ðàçìåðà ñèñòåìû. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ðåøàåòñÿ çàäà÷à î
ñâåðõïðîâîäíèêå ñ ìàãíèòíûìè ïðèìåñÿìè è âîñïðîèçâîäèòñÿ ðåçóëüòàò [38]. Â
êîíöå ãëàâû ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé òî÷íîñòüþ âû÷èñëÿåòñÿ ïëîòíîñòü êâàçèëîêà-
ëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé â ãèáðèäíîé ñòðóêòóðå ãëóáîêî ïîä ùåëüþ. Îáñóæäàåòñÿ
ñâÿçü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ äëèííîâðåìåííîé àñèìïòîòèêîé êîíäàêòàíñà
[43].

×åòâåðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ êóëîíîâñêèõ ýôôåêòîâ â íîðìàëüíîé
ãðàíóëå, ñîåäèíåííîé òóííåëüíûì êîíòàêòîì ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì. Äëÿ ðàñ-
ñìîòðåíèÿ âðåìåíí�ûõ ôëóêòóàöèé ïîòåíöèàëà ãðàíóëû, âûçâàííûõ âçàèìî-
äåéñòâèåì, èñïîëüçóåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ðåïëè÷íàÿ σ-ìîäåëü Ôèíêåëüøòåéíà
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[58], âûâîä êîòîðîé èçëîæåí â ïåðâîì ðàçäåëå ãëàâû. Â ðàçäåëå 4.1.2 ðàçðà-
áîòàí ñàìîñîãëàñîâàííûé ìåòîä ó÷åòà ýôôåêòà áëèçîñòè è êóëîíîâñêîé áëî-
êàäû, êîòîðûé îñíîâàí íà àäèàáàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè: ýíåðãèÿ ôëóêòóàöèé
ôàçû ñ÷èòàåòñÿ áîëüøîé ïî ñðàâíåíèþ ñ âåëè÷èíîé ùåëè â ñïåêòðå ãðàíóëû.
Óðàâíåíèÿ, âûâåäåííûå â ýòîì ðàçäåëå, ïîçâîëÿþò íàõîäèòü ëþáûå ôèçè÷å-
ñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû â óêàçàííîì ïðèáëèæåíèè. Â ðàçäåëàõ 4.1.3 �
4.1.5 âû÷èñëåíà âåëè÷èíà òåðìîäèíàìè÷åñêîé è òóííåëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòî-
ÿíèé, à òàêæå ñðåäíåãî çàðÿäà ãðàíóëû. Â äâóõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ñèëüíîé
è ñëàáîé êóëîíîâñêîé áëîêàäû ïîëó÷åíû ïðèáëèæåííûå àíàëèòè÷åñêèå âûðà-
æåíèÿ, à òàêæå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà â îáùåì ñëó÷àå. Â
ðàçäåëå 4.1.6 èçó÷àåòñÿ çàâèñèìîñòü íàâåäåííîé ùåëè îò òåìïåðàòóðû. Çíà-
÷åíèå êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû âû÷èñëåíî àíàëèòè÷åñêè â äâóõ, óêàçàííûõ
âûøå, ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ è ïðîàíàëèçèðîâàí îáùèé ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé
÷èñëåííî. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñèñòå-
ìû âîçìîæíà íåìîíîòîííàÿ, è äàæå âîçâðàòíàÿ, òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü
âåëè÷èíû ùåëè.

Âî âòîðîé ÷àñòè ÷åòâåðòîé ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ê ãðàíó-
ëå ïðèñîåäèíåíû äâà ñâåðõïðîâîäíèêà. Â ðàìêàõ ðàçâèòîãî ñàìîñîãëàñîâàííî-
ãî ïîäõîäà âû÷èñëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü ïðîòåêàþùåãî ÷åðåç ñèñòåìó ñâåðõòîêà
îò ðàçíîñòè ôàç ìåæäó ñâåðõïðîâîäíèêàìè. Èç-çà âëèÿíèÿ êóëîíîâñêîãî âçà-
èìîäåéñòâèÿ õàðàêòåðèñòèêà òîê � ôàçà îêàçûâàåòñÿ ðåçêî íåñèììåòðè÷íîé.
Ïîñëåäíèé ðàçäåë ïîñâÿùåí âû÷èñëåíèþ âåëè÷èíû êðèòè÷åñêîãî òîêà è åå çà-
âèñèìîñòè îò òåìïåðàòóðû.
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1 Êâàçèëîêàëèçîâàííûå ñîñòîÿíèÿ â
èäåàëüíîé ãèáðèäíîé ñòðóêòóðå

1.1 Êâàçèêëàññè÷åñêèé ïîäõîä
Ñòàíäàðòíûé ñïîñîá îïèñàíèÿ ýëåêòðîííûõ ñâîéñòâ ñâåðõïðîâîäÿùèõ ñèñòåì
îñíîâàí íà ìàòðè÷íîì ãàìèëüòîíèàíå Áîãîëþáîâà � äå Æåíà [59, 60]

H = τz

(
p2

2m
− µ + U(r)

)
+ τx∆(r). (1.1)

Ýòîò ãàìèëüòîíèàí èìååò âèä ìàòðèöû 2× 2 â ïðîñòðàíñòâå Íàìáó � Ãîðüêîâà
[61]. Ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå τi äëÿ ìàòðèö Ïàóëè â ýòîì ïðîñòðàíñòâå.
Â òåîðèè ÁÊØ [62] ñâåðõïðîâîäÿùèé ïàðàìåòð ïîðÿäêà ∆(r) îïðåäåëÿåòñÿ
ñàìîñîãëàñîâàííî. Ìû æå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìû, ñîñòîÿùèå èç ñâåðõ-
ïðîâîäÿùèõ è íîðìàëüíûõ ýëåìåíòîâ, è èíòåðåñîâàòüñÿ âëèÿíèåì ñâåðõïðîâî-
äÿùèõ êîíòàêòîâ íà ñâîéñòâà íîðìàëüíîãî ìåòàëëà. Â òàêîé ñèòóàöèè ïàðà-
ìåòð ïîðÿäêà ìîæíî ñ÷èòàòü âíåøíå çàäàííûì óñëîâèåì, ïîýòîìó óðàâíåíèå
ñàìîñîãëàñîâàíèÿ íàì íå ïîòðåáóåòñÿ. Ôàçó ïàðàìåòðà ïîðÿäêà áóäåì ñ÷èòàòü
ðàâíîé íóëþ. Ãàìèëüòîíèàí (1.1) íàïèñàí â ïðåäïîëîæåíèè âåùåñòâåííîñòè ∆.
Ýòî óïðîùåíèå áóäåò ñíÿòî â äàëüíåéøåì ïðè ðàññìîòðåíèè ñèñòåì ñ òîêîì.

Ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ ãàìèëüòîíèàíà (1.1) íåñåò ïîëíóþ èíôîð-
ìàöèþ îá ýëåêòðîííîé äèíàìèêå, âêëþ÷àÿ áûñòðûå îñöèëëÿöèè ýëåêòðîíîâ,
ôîðìèðóþùèõ êóïåðîâñêèå ïàðû, è îòíîñèòåëüíî ìåäëåííîå äâèæåíèå ïàðû
êàê öåëîãî. Òàêîå ðàçäåëåíèå ìàñøòàáîâ îáåñïå÷èâàåòñÿ áîëüøèì ïàðàìåòðîì
kF ξ. Êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ñîîòâåòñòâóåò óñðåäíåíèþ áûñòðûõ êî-
ëåáàíèé ýëåêòðîíîâ âíóòðè ïàðû [10]. Óñðåäíåíèå ôóíêöèè Ãðèíà ïî áûñòðûì
ìîäàì è áåñïîðÿäêó ïðèâîäèò â äèôôóçíîì ñëó÷àå ê óðàâíåíèþ Óçàäåëÿ [12]:

~D∇(ĝ(r)∇ĝ(r)) + i[τzE + iτx∆, ĝ(r)] = 0, ĝ2(r) = 1. (1.2)

Â ýòîì óðàâíåíèè D îáîçíà÷àåò êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, à ýíåðãèÿ E îòñ÷è-
òûâàåòñÿ îò óðîâíÿ Ôåðìè.
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Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñòàíäàðòíîé óãëîâîé ïàðàìåòðèçàöèåé êâàçèêëàññè-
÷åñêîé ôóíêöèè Ãðèíà:

ĝ = τz cos θ + τx sin θ. (1.3)

Óçàäåëåâñêèé óãîë θ ñîäåðæèò âñþ íåîáõîäèìóþ íàì èíôîðìàöèþ. Â ñëó÷àå
íàëè÷èÿ â ñèñòåìå òîêà è, êàê ñëåäñòâèå, ãðàäèåíòà ôàçû ïàðàìåòðà ïîðÿä-
êà, íåîáõîäèìî òàêæå ââåñòè åùå îäèí ôàçîâûé óãîë. Ïîêà ìû ðàññìàòðèâàåì
ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííîé ôàçîé (â íàøåé êàëèáðîâêå îíà ðàâíà íóëþ) âïîëíå äî-
ñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü óïðîùåííóþ ïàðàìåòðèçàöèþ ñ îäíèì óãëîì. Óðàâíåíèå
Óçàäåëÿ ïðèíèìàåò ïðè ýòîì ñëåäóþùèé âèä:

~D∇2θ + 2iE sin θ + 2∆ cos θ = 0. (1.4)

Óðàâíåíèå Óçàäåëÿ ïîçâîëÿåò ðåøàòü ðàçëè÷íûå íåîäíîðîäíûå çàäà÷è äëÿ
ñâåðõïðîâîäÿùèõ ñèñòåì. Ìû áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ ïîâåäåíèåì ýëåêòðîííîé
ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé, êîòîðàÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç çàïàçäûâàþùóþ êâàçèêëàñ-
ñè÷åñêóþ ôóíêöèþ Ãðèíà ñëåäóþùèì îáðàçîì

〈ρ(E, r)〉 = ν Re tr(τz ĝ(r)) = 2ν Re cos θ, (1.5)

ãäå ν îáîçíà÷àåò ìåòàëëè÷åñêóþ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé áåç ó÷åòà ñïèíà ýëåêòðî-
íà.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå ãèáðèäíûå ñòðóêòóðû, ñîñòîÿùèå èç
îáëàñòè íîðìàëüíîãî ìåòàëëà, ñîåäèíåííîé ñî ñâåðõïðîâîäÿùèìè êîíòàêòàìè.
Â íîðìàëüíîé îáëàñòè ∆ = 0, è ñîîòâåòñòâóþùèé ÷ëåí â óðàâíåíèè Óçàäå-
ëÿ îòñóòñòâóåò. Ïðè ýòîì óðàâíåíèå ìîæíî ñäåëàòü âåùåñòâåííûì ñ ïîìîùüþ
çàìåíû ïåðåìåííûõ θ = π/2 + iψ.

~D∇2ψ + 2E ch ψ = 0. (1.6)

Åñëè íîðìàëüíàÿ îáëàñòü ñîåäèíåíà ñî ñâåðõïðîâîäíèêàìè èäåàëüíûìè êîí-
òàêòàìè, òî óãîë θ áóäåò íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé êîîðäèíàò íà ãðàíèöå. Ïðè
ýíåðãèÿõ ìíîãî ìåíüøå ∆ (à òîëüêî òàêèå ýíåðãèè ìû è áóäåì ðàññìàòðèâàòü)
ìîæíî ñ÷èòàòü θ = π/2 â ñâåðõïðîâîäíèêå, à çíà÷èò è â íîðìàëüíîì ìåòàëëå
íà ãðàíèöå ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì. Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì íóëåâîå ãðàíè÷-
íîå óñëîâèå äëÿ óðàâíåíèÿ (1.6). Íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå íîðìàëüíîãî ìåòàëëà
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå îáðàùåíèÿ â íîëü ñïåêòðàëüíîãî ïîòîêà, ÷òî â
íàøåì ñëó÷àå ñîîòâåòñâòóåò òðåáîâàíèþ ∇nψ = 0.
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NS S

S N

PSfrag replaements
−Lz 0 Lz

z

Lx

Ly

Ðèñ. 1.1. Ïëîñêèé NS è SNS êîíòàêò ñ ïðÿìîóãîëüíûì ñå÷åíèåì. Âñå ðåçóëüòàòû (çà
èñêëþ÷åíèåì ðàçäåëà 3.1), îòíîñÿùèåñÿ ê êîíòàêòàì òàêîé ãåîìåòðèè, ñïðàâåäëèâû â
ñëó÷àå ñå÷åíèÿ ïðîèçâîëüíîé ôîðìû è çàâèñÿò òîëüêî îò ïëîùàäè ñå÷åíèÿ A = LxLy.

Âëèÿíèå ñâåðõïðîâîäÿùèõ êîíòàêòîâ ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ ùåëè â ñïåê-
òðå íîðìàëüíîãî ìåòàëëà [6, 13, 14, 15]. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ïîÿâëåíèþ âåùå-
ñòâåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.6). Ïðîäåìîíñòðèðóåì îáðàçîâàíèå ùåëè íà
ïðèìåðå ïëîñêîãî SNS êîíòàêòà, èçîáðàæåííîãî íà Ðèñ. 1.1. Â ýòîì ñëó÷àå
óðàâíåíèå (1.6) ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ, è ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå ýíåðãèè ÷åðåç
çíà÷åíèå ψ â òî÷êå z = 0:

√
E

ETh

=

ψ(0)∫

0

dψ√
sh ψ(0)− sh ψ

, ETh =
~D
4L2

z

. (1.7)

Ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè ïðèâåäåí íà Ðèñ. 1.2. Âèäíî, ÷òî ψ ïðèíèìàåò äåéñòâè-
òåëüíûå çíà÷åíèÿ (òî åñòü ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé íóëåâàÿ) òîëüêî ïðè ýíåðãèè
ìåíüøåé îïðåäåëåííîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ Eg = 3.12ETh. Ýòî è åñòü òàó-
ëåññîâñêàÿ ùåëü [13, 14]. Â ñëó÷àå NS êîíòàêòà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Óçàäåëÿ
èìååò òàêîé æå âèä. Âñå ïîñëåäóþùèå ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ ýòîé
ãåîìåòðèè.

Íà ïðèìåðå ïëîñêîãî êîíòàêòà ìîæíî óñòàíîâèòü ñëåäóþùèå îáùèå ñâîéñòâà
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Óçàäåëÿ. Óðàâíåíèå (1.6) èìååò äâà äåéñòâèòåëüíûõ ðåøå-
íèÿ ïðè E < Eg. Ìåíüøåå èç íèõ áóäåì îáîçíà÷àòü ψ1(r), à áîëüøåå � ψ2(r).
Ïðè E = Eg ýòè ðåøåíèÿ ñîâïàäàþò: ψ1,2(r) = ψ0(r). Ïðè E > Eg èìåþòñÿ
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Ðèñ. 1.2. Çàâèñèìîñòü E/ETh îò çíà÷åíèÿ ψ â ñåðåäèíå ïëîñêîãî SNS êîíòàêòà (1.7).
Ìàêñèìóì ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóåò ïîðîãîâîìó çíà÷åíèþ ýíåðãèè Eg ≈ 3.12ETh. Íèæå
ïîðîãà óðàâíåíèå Óçàäåëÿ èìååò äâà ðåøåíèÿ, îäíî èç êîòîðûõ ðàñõîäèòñÿ ïðè E → 0.

äâà êîìïëåêñíûõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Óçàäåëÿ; èç íèõ âûáèðàåòñÿ òî, êîòîðîå
äàåò ïîëîæèòåëüíóþ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé. Ïîä ùåëüþ èç ôèçè÷åñêèõ ñîîá-
ðàæåíèé âûáèðàåòñÿ ψ1(r), ïîñêîëüêó ïðè ñòðåìëåíèè ýíåðãèè ê íóëþ ψ2(r)

íåîãðàíè÷åíî âîçðàñòàåò. Îäíàêî â äàëüíåéøåì ìû ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå ñ
ψ2(r) âîçìîæíî êàê ôëóêòóàöèÿ, êîòîðàÿ è îáåñïå÷èâàåò íåíóëåâóþ ïëîòíîñòü
ñîñòîÿíèé ïðè ýíåðãèÿõ E < Eg.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ íîðìèðîâàííàÿ ðàçíîñòü ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
Óçàäåëÿ ïðè ñòðåìëåíèè ýíåðãèè ê ïîðîãîâîé (V � îáúåì íîðìàëüíîé îáëàñòè):

f0(r) = lim
E→Eg

ψ2(r)− ψ1(r)√∫ (
ψ2(r)− ψ1(r)

)2 dr
V

. (1.8)

Ôóíêöèÿ f0(x) ïîä÷èíÿåòñÿ ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ, êîòîðîå ìîæíî ïîëó÷èòü,
âçÿâ ïðåäåë ïî ýíåðãèè â ðàçíîñòè óðàâíåíèé Óçàäåëÿ äëÿ ψ1 è ψ2:

~D∇2f0 + 2Egf0 sh ψ0 = 0. (1.9)

Âûðàæåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé áóäóò çàâèñåòü îò ãåîìåòðèè ñèñòåìû
ëèøü ÷åðåç äâà ÷èñëåííûõ ïàðàìåòðà:

c1 =

∫
dr

V
f0(r) ch ψ0(r), c2 =

∫
dr

V
f 3

0 (r) ch ψ0(r). (1.10)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïëîñêîãî NS èëè SNS êîíòàêòà (Ðèñ. 1.1) c1 ≈ 1.15, c2 ≈ 0.88.
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Ðèñ. 1.3. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå íóëüìåðíîãî êîíòàêòà ìåæäó íîðìàëüíîé ãðà-
íóëîé è íåñêîëüêèìè ñâåðõïðîâîäíèêàìè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâ 1 è 2 ïîëó÷åíû
â ðàìêàõ íóëüìåðíîé σ-ìîäåëè äëÿ êîíòàêòà ïðîèçâîëüíîé ôîðìû.

Íèæå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êîíòàêò ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðèè (Ðèñ. 1.3),
ïðåäïîëàãàÿ ïðè ýòîì, ÷òî íîðìàëüíàÿ îáëàñòü èìååò åäèíñòâåííûé õàðàêòåð-
íûé ìàñøòàá äëèíû. Â ýòîì ñëó÷àå ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé âáëèçè ïîðîãîâîé
ýíåðãèè Eg ìîæåò áûòü íàéäåíà â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ íóëüìåðíîé σ-ìîäåëè
(ñì. ðàçäåë 1.4). Â ñëó÷àå êîíòàêòà, ðàçìåð êîòîðîãî âäîëü ãðàíèöû ñî ñâåðõ-
ïðîâîäíèêàìè çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèò ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè, ïîìèìî äâóõ
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Óçàäåëÿ, îïèñàííûõ âûøå, ñóùåñòâóþò òàêæå ðåøåíèÿ,
èìåþùèå âèä ñîëèòîíà âäîëü äëèííîãî íàïðàâëåíèÿ. Ýòîò ñëó÷àé òðåáóåò îñî-
áîãî ðàññìîòðåíèÿ, ÷òî áóäåò ïðîäåëàíî â ðàçäåëå 3.1.

1.2 Ñóïåðìàòðè÷íàÿ σ-ìîäåëü
Äëÿ íàõîæäåíèÿ èíñòàíòîííûõ ïîïðàâîê ê êâàçèêëàññè÷åñêîé ïëîòíîñòè ñî-
ñòîÿíèé ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ýôôåêòèâíîé ñóïåðñèììåòðè÷íîé òåîðèåé ïî-
ëÿ (σ-ìîäåëü Åôåòîâà [36]) äëÿ ñâåðõïðîâîäÿùèõ ñèñòåì [37]. Ýòîò ðàçäåë ïî-
ñâÿùåí êðàòêîìó èçëîæåíèþ âûâîäà σ-ìîäåëè. Ñóïåðìàòðè÷íàÿ σ-ìîäåëü èñ-
ïîëüçóåòñÿ äëÿ óñðåäíåíèÿ ôóíêöèè Ãðèíà ïî áåñïîðÿäêó è ïîñëåäóþùåãî âû-
äåëåíèÿ íèçêîýíåðãåòè÷åñêèõ äèôôóçíûõ ìîä ñèñòåìû. Ìû ðàññìîòðèì âûâîä
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ìîäåëè äëÿ ãàìèëüòîíèàíà Áîãîëþáîâà � äå Æåíà (1.1).
Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé âûðàçèì ÷åðåç ôóíêöèþ Ãðèíà:

ρ(E, r) = − 1

π
Im tr

∫
dr GR(r, r; E). (1.11)

Çàïàçäûâàþùóþ ôóíêöèþ Ãðèíà ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñ ïîìîùüþ ôóíêöèî-
íàëüíîãî èíòåãðàëà ïî êîììóòèðóþùèì ïåðåìåííûì ñëåäóþùåãî âèäà1:

GR(r, r′; E) = −i

∫
Du∗Du u(r)u+(r′)e−S[u]

∫
Du∗Du e−S[u]

. (1.12)

Äåéñòâèå äëÿ ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà (1.12) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ãàìèëü-
òîíèàí (1.1) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S[u] = −i

∫
dr u+(r)(E + i0−H)u(r). (1.13)

×òîáû â äàëüíåéøåì ïðîâåñòè óñðåäíåíèå ïî áåñïîðÿäêó, íóæíî èçáàâèòüñÿ
îò íîðìèðîâî÷íîãî èíòåãðàëà â çíàìåíàòåëå (1.12). Ñ ýòîé öåëüþ ìû ââåäåì,
äîïîëíèòåëüíî ê ïîëþ u, ãðàññìàíîâî (àíòèêîììóòèðóþùåå) ïîëå χ:

Φ =

(
χ

u

)
, (1.14)

GR(r, r′; E) = −i

∫
DΦ∗DΦ u(r)u+(r′)e−S[Φ], (1.15)

S[Φ] = −i

∫
dr Φ+(r)(E + i0−H)Φ(r). (1.16)

Ïîëå Φ ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ êîìïîíåíò, îíî ïðèíàäëåæèò ïðîèçâåäåíèþ ïðî-
ñòðàíñòâà Íàìáó � Ãîðüêîâà è ñóïåðñèììåòðè÷íîãî ïðîñòðàíñòâà Ôåðìè � Áîçå
(FB). Ïîñëå óñðåäíåíèÿ ïî áåñïîðÿäêó íàì íóæíî áóäåò íàïèñàòü ýôôåêòèâíîå
äåéñòâèå äëÿ ìåäëåííûõ ìîä â 〈ΦΦ+〉. Êðîìå òîãî íóæíî åùå ó÷åñòü ìåäëåííûå
ìîäû â êóïåðîâñêîì êàíàëå

〈
ΦΦT

〉
è 〈Φ∗Φ+〉. Ñ ýòîé öåëüþ óæå ñåé÷àñ ñäåëàåì

äîïîëíèòåëüíîå óäâîåíèå ïîëåé [36] (ìû ñëåäóåì îáîçíà÷åíèÿì, ïðèíÿòûì â
[63]):

ψ =
1√
2

(
Φ

iτyΦ
∗

)
. (1.17)

1 Â ýòîì âûðàæåíèè ñèìâîë Du∗Du íóæíî ïîíèìàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Du∗Du =
∏
n

∏

k=1,2

π−1d Reu(k)
n d Im u(k)

n ,

ãäå u
(k)
n � êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ k-îé êîìïîíåíòû âåêòîðà u(r) ïî íåêîòîðîìó îð-

òîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó ôóíêöèé.
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Ïîëó÷åííîå ïðîñòðàíñòâî ìû áóäåì íàçûâàòü ïðîñòðàíñòâîì �÷àñòèöà � äûðêà�
(PH). Óäâîåíèå ïåðåìåííûõ ïîçâîëèò â äàëüíåéøåì ó÷åñòü êîððåëÿöèè, ñâÿ-
çàííûå ñ çåðêàëüíîé ñèììåòðèåé ãàìèëüòîíèàíà Áîãîëþáîâà � äå Æåíà (1.1):
H = −(iτy)HT (iτy)

T . Âåêòîð ψ ñîñòîèò èç �÷àñòè÷íîãî� (âåðõíåãî) è �äûðî÷íî-
ãî� áëîêîâ. Ìàòðèöû Ïàóëè â ïðîñòðàíñòâå PH áóäåì îáîçíà÷àòü σi. Ââåäåì
îïåðàöèþ çàðÿäîâîãî ñîïðÿæåíèÿ ñóïåðâåêòîðîâ è ñóïåðìàòðèö [63]:

ψ̄ = (Cψ)T , Ā = CAT CT , C = −τx

(
iσy 0

0 σx

)

FB

. (1.18)

Óñðåäíåíèå ïî ïðèìåñÿì â (1.15) ïðèâîäèò ê äåéñòâèþ ñëåäóþùåãî âèäà:

S[ψ] = −i

∫
dr

[
ψ̄

(
Λ(E + i0)− p2

2m
+ µ− iτy∆(r)

)
ψ +

~(ψ̄ψ)2

4πντ

]
, (1.19)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå Λ = σzτz è âðåìÿ ñâîáîäíîãî ïðîáåãà τ . ×ëåí ÷åòâåðòîé
ñòåïåíè íóæíî ðàñöåïèòü ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèÿ Õàááàðäà � Ñòðàòîíîâè-
÷à. Äëÿ ýòîãî ââîäèòñÿ ìàòðè÷íîå ñóïåðïîëå Q ðàçìåðà 8× 8. Ïðåîáðàçîâàíèå
ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó äåéñòâèþ:

S[ψ, Q] = −i

∫
dr

[
ψ̄

(
Λ(E + i0)− p2

2m
+ µ− iτy∆(r) +

i~Q
2τ

)
ψ +

π~ν
8τ

str Q2

]
.

(1.20)
Ìåðà ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî íîâîìó ïîëþ Q îïðåäåëÿåòñÿ èç
óñëîâèÿ ñóïåðñèììåòðèè:

∫ DQ exp(− str Q2) = 1.
Â ðåçóëüòàòå, èíòåãðàë ïî ïîëÿì ψ ñòàë ãàóññîâûì, è åãî ìîæíî âçÿòü. Îä-

íàêî åñòü îäíà ñëîæíîñòü, ñîñòîÿùàÿ â òîì, ÷òî íå âñå êîìïîíåíòû ψ è ψ̄

íåçàâèñèìû. Êîãäà áûëî ââåäåíî ïðîñòðàíñòâî PH (ôîðìóëà (1.17)), íîâûå ïå-
ðåìåííûå íå äîáàâèëèñü, à òîëüêî ïî-äðóãîìó áûëè ïåðåãðóïïèðîâàíû ñòàðûå.
Äåéñòâèå, óñðåäíåííîå ïî ψ, èìååò âèä:

S[Q] =

∫
dr str

{
πν

8τ
Q2 − 1

2
ln

[
σz(E + i0)− τz

(
p2

2m
− µ

)
− τx∆ +

i~τz

2τ
Q

]}
.

(1.21)
Óêàçàííîå îáñòîÿòåëüñòâî ïðèâåëî ê òîìó, ÷òî ïåðåä ëîãàðèôìîì ïîÿâèëñÿ
êîýôôèöèåíò 1/2, è ê íåîáõîäèìîñòè íàëîæèòü óñëîâèå ñàìîñîïðÿæåííîñòè íà
Q:

Q = Q̄. (1.22)

Î÷åâèäíîé ñåäëîâîé òî÷êîé äåéñòâèÿ (1.21) ÿâëÿåòñÿ Q = Λ. Ïðèáëèæåíèå
σ-ìîäåëè ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ñåäëîâîãî ðåøåíèÿ, ìåäëåííî çàâèñÿùåãî îò
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êîîðäèíàò. Ñ ýòîé öåëüþ ïîëàãàåì Q = e−iU/2ΛeiU/2, è îñòàâëÿåì â äåéñòâèè
ãëàâíûå ÷ëåíû ïî ãðàäèåíòàì Q, ýíåðãèè E è ïî âåëè÷èíå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà
∆. Ðåçóëüòàòîì òàêîãî ðàçëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèå σ-ìîäåëè [37]:

S[Q] =
πν

8

∫
dr str

[
~D(∇Q)2 + 4iQ(Λ(E + i0) + iτx∆)

]
, Q2 = 1. (1.23)

Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé â òàêîé ìîäåëè âûðàæàåòñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà ïî
Q ñëåäóþùèì îáðàçîì:

〈ρ(E, r)〉 =
ν

4
Re

∫
DQ str(kΛQ(r))e−S[Q]. (1.24)

Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå äëÿ íàðóøàþùåé ñóïåðñèììåòðèþ ìàòðèöû [36]:

k =

(
1 0

0 −1

)

FB

. (1.25)

1.3 Ïàðàìåòðèçàöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ Q-ìàòðèöû
Ñóïåðìàòðèöà Q èìååò ðàçìåð 8× 8 è ñîäåðæèò, â îáùåì ñëó÷àå, 32 êîìïëåêñ-
íûõ êîììóòèðóþùèõ è ñòîëüêî æå àíòèêîììóòèðóþùèõ (ãðàññìàíîâûõ) ïà-
ðàìåòðà. Óñëîâèå Q = Q̄ óìåíüøàåò èõ êîëè÷åñòâî âäâîå. Ïî ïîñòðîåíèþ σ-
ìîäåëè ìàòðèöà Q îáëàäàåò òàêîé æå ñòðóêòóðîé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êàê
Λ: Q = e−iU/2ΛeiU/2, ÷òî óìåíüøàåò êîëè÷åñòâî íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ äî 8
êîìïëåêñíûõ è 8 ãðàññìàíîâûõ. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîñòðîèì ïàðàìåòðèçàöèþ
êîììóòèðóþùåé ÷àñòè Q-ìàòðèöû.

Óñëîâèå ñàìîñîïðÿæåííîñòè äëÿ Q ïðèâîäèò ê àíòèñàìîñîïðÿæåííîñòè äëÿ
U : U + Ū = 0. Êðîìå òîãî, íàëîæèì åñòåñòâåííîå óñëîâèå {Λ, U} = 0, òàê êàê
òîëüêî òàêèå ãåíåðàòîðû ìîãóò �ïîâåðíóòü� ìàòðèöó Λ. Â îòñóòñòâèå ãðàññìà-
íîâûõ ïåðåìåííûõ ìàòðèöû Q è U ðàñïàäàþòñÿ íà äâà íåçàâèñèìûõ ñåêòîðà
(FF è BB). Îïåðàöèÿ çàðÿäîâîãî ñîïðÿæåíèÿ äåéñòâóåò ïî-ðàçíîìó â ýòèõ ñåê-
òîðàõ, ÷òî ïðèâîäèò ê èõ ðàçëè÷íîé òîïîëîãèè. Ìàòðèöà U ñîäåðæèò ñëåäóþ-
ùèå ãåíåðàòîðû:

UFF: σx σy σzτx σzτy

UBB: σxτz σyτz σzτx σzτy

FF-ñåêòîð ïîðîæäàåòñÿ ÷åòûðüìÿ ïîïàðíî àíòèêîììóòèðóþùèìè ãåíåðàòî-
ðàìè. Ïîýòîìó òîïîëîãè÷åñêè îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 4-ìåðíóþ êîìïëåêñíóþ
ñôåðó S4. Ãåíåðàòîðû BB-ñåêòîðà ðàçáèâàþòñÿ íà äâå ïàðû, âíóòðè êîòîðûõ
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îíè àíòèêîììóòèðóþò, à ìåæäó ïàðàìè � êîììóòèðóþò. Òî åñòü BB-ñåêòîð
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå äâóõ äâóìåðíûõ êîìïëåêñíûõ ñôåð. Ñôåðè-
÷åñêèå óãëû âûáåðåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

QFF = τz cos θF[σz cos kF + sin kF(σx cos χF + σy sin χF)]+

+ sin θF(τx cos ϕF + τy sin ϕF), (1.26)
QBB = [σz cos kB + τz sin kB(σx cos χB + σy sin χB)]×

× [τz cos θB + σz sin θB(τx cos ϕB + τy sin ϕB)].

Îòìåòèì åùå äîïîëíèòåëüíóþ ñèììåòðèþ ìíîãîîáðàçèÿ QBB: ìàòðèöà íå èçìå-
íÿåòñÿ ïðè îäíîâðåìåííîé èíâåðñèè îáåèõ ñôåð: (θB, ϕB, kB, χB) → (π−θB, ϕB +

π, π− kB, χB + π). Â ðåçóëüòàòå, BB ñåêòîð îêàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâà-
ëåíòíûì ïðîôàêòîðèçîâàííîìó ïðîèçâåäåíèþ S2 × S2/Z2.

Îáùåå òðåáîâàíèå ñõîäèìîñòè σ-ìîäåëè íàêëàäûâàåò óñëîâèå êîìïàêòíîñòè
FF-ñåêòîðà è íåêîìïàêòíîñòè BB-ñåêòîðà, ÷òî óìåíüøàåò êîëè÷åñòâî íåçàâè-
ñèìûõ ïåðåìåííûõ äî 4 äåéñòâèòåëüíûõ â FF- è BB-ñåêòîðàõ.

Ïîäñòàâëÿÿ ìàòðèöó Q â óðàâíåíèå (1.23), íàõîäèì ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå äåé-
ñòâèÿ ÷åðåç ââåäåííûå óãëû:

S =
πν

2

∫
dr (LFF − LBB),

LFF = ~D
[
(∇θF)2 + sin2 θF(∇ϕF)2 + cos2 θF(∇kF)2 + cos2 θF sin2 kF(∇χF)2

]
+

+ 4iE cos θF cos kF − 4∆ sin θF cos ϕF, (1.27)
LBB = ~D

[
(∇θB)2 + sin2 θB(∇ϕB)2 + (∇kB)2 + sin2 kB(∇χB)2

]
+

+ 4iE cos θB cos kB − 4∆ sin θB cos kB cos ϕB.

Óãëû θ è ϕ â îáîèõ ñåêòîðàõ èìåþò ñìûñë óçàäåëåâñêîãî óãëà è ôàçû ïàðà-
ìåòðà ïîðÿäêà. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñåäëîâûõ êîíôèãóðàöèé ýòîãî äåéñòâèÿ ïðè
îòñóòñòâèè òîêîâ â êîíòàêòå ìû ìîæåì ñðàçó ïîëîæèòü ϕF = ϕB = 0. Íà ñåäëî-
âîì ðåøåíèè óãëû χF,B íå çàâèñÿò îò êîîðäèíàò è ÿâëÿþòñÿ ïîëíîñòüþ öèêëè-
÷åñêèìè: äåéñòâèå íå çàâèñèò îò χF,B. Óãîë kF òàêæå ðàâåí íóëþ íà ñåäëîâîì
ðåøåíèè. Â BB-ñåêòîðå óäîáíî ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ:

θB =
α + β

2
, kB =

α− β

2
. (1.28)

Â ðåçóëüòàòå ïåðåìåííûå ðàçäåëÿþòñÿ, è â òåðìèíàõ óãëîâ θF, α, β äåéñòâèå
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èìååò ïðîñòîé âèä:

S[θF, α, β] = 2S0[θF]− S0[α]− S0[β], (1.29)

S0[θ] =
πν

4

∫
dr

[
~D(∇θ)2 + 4iE cos θ − 4∆ sin θ

]
. (1.30)

1.4 Ñåäëîâûå òî÷êè
Âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ (1.30) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ (1.4). Òàêèì îáðàçîì, ñåäëî-
âûå òî÷êè îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì Óçàäåëÿ ïî êàæäîé èç òðåõ ïåðåìåííûõ
(θF, α è β). Ñîãëàñíî ðàçäåëó 1.1, óðàâíåíèå Óçàäåëÿ èìååò äâà ðåøåíèÿ: θ1(r)

è θ2(r). (Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ñèòóàöèÿ, êîãäà ðàçìåð êîíòàêòà âäîëü ãðà-
íèöû ñî ñâåðõïðîâîäíèêàìè çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèò ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè;
ýòîò ñëó÷àé áóäåò ðàññìîòðåí îòäåëüíî â ðàçäåëå 3.1.) Òàê êàê ïðè E = Eg ðå-
øåíèÿ θ1(r) è θ2(r) ñîâïàäàþò, òî ìîäà, ïåðåâîäÿùàÿ θ1(r) â θ2(r), ñìÿã÷àåòñÿ
âáëèçè ïîðîãà. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî, ôóíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë ïî Q(r) ñòàíî-
âèòñÿ îáû÷íûì èíòåãðàëîì ïî ñóïåðìàòðèöå Q, òî åñòü ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ê
íóëüìåðíîé σ-ìîäåëè.

Èòàê, â íóëüìåðíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò â îáùåé ñëîæíîñòè 23 = 8 ñåäëîâûõ
ðåøåíèé. Åñëè âûáðàòü ðåøåíèå θ1 âî âñåõ òðåõ ïåðåìåííûõ θF, α è β, òî
àâòîìàòè÷åñêè ïîëó÷èì, ÷òî θB = θ1, θF = θ1 è kB = 0, òî åñòü FF- è BB-
ñåêòîðà áóäóò òîæäåñòâåííû äðóã äðóãó. Ïîñëå ðàçëîæåíèÿ äåéñòâèÿ (1.27)
äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ôëóêòóàöèÿì îêîëî òàêîé ñåäëîâîé òî÷êè îêàçûâàåòñÿ,
÷òî ñóïåðäåòåðìèíàíò ýòîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ðàâåí åäèíèöå, ÷òî ÿâëÿåòñÿ
ïðÿìûì ñëåäñòâèåì FF � BB ñèììåòðèè ðåøåíèÿ. Ôóíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë
(1.24) ïðè ýòîì ñâîäèòñÿ ê (1.5). Òàêèì îáðàçîì, êâàçèêëàññèêà ïîëó÷àåòñÿ
èç σ-ìîäåëè â ïåðåâàëüíîì ïðèáëèæåíèè îêîëî ñóïåðñèììåòðè÷íîé ñåäëîâîé
òî÷êè.

Âûñøèå ïîðÿäêè ðàçëîæåíèÿ äåéñòâèÿ âáëèçè ñóïåðñèììåòðè÷íîãî ïåðåâàëà
ñîîòâåòñòâóþò ïåðòóðáàòèâíûì ïîïðàâêàì ê êâàçèêëàññè÷åñêîìó îòâåòó. Îíè
áûëè ïðîàíàëèçèðîâàíû â ðàáîòå [37], ãäå ïîêàçàíî, ÷òî èõ ó÷åò ïðèâîäèò ê
ïåðåíîðìèðîâêå Eg. Ïðè ýòîì ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé íèæå ïåðåíîðìèðîâàííîãî
çíà÷åíèÿ ùåëè ïî-ïðåæíåìó îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿ-
íèé îêàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé âî âñåì äèàïàçîíå ýíåðãèé ëèøü ïðè ó÷åòå äðóãèõ
ñåäëîâûõ òî÷åê � èíñòàíòîíîâ. Èíûìè ñëîâàìè, íóæíî èñïîëüçîâàòü âòîðîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Óçàäåëÿ â îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ θF, α è β.
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Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé îáðàùàåòñÿ â íîëü, êîãäà Re θ1,2 = π/2. Ýòî ðàâåíñòâî
ñïðàâåäëèâî äëÿ îáîèõ óçàäåëåâñêèõ ðåøåíèé ïðè E < Eg. Êàê æå èíñòàí-
òîí ìîæåò äàòü âêëàä â ïîäùåëåâóþ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
êâàäðàòè÷íîå äåéñòâèå âáëèçè èíñòàíòîííîé ñåäëîâîé òî÷êè ñîäåðæèò îòðè-
öàòåëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, à çíà÷èò â èíòåãðàëå ïî ôëóêòóàöèÿì âáëèçè
èíñòàíòîíà âîçíèêàåò ìíèìàÿ åäèíèöà, è, êàê ñëåäñòâèå, ïîÿâëÿåòñÿ íåíóëåâàÿ
ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ïîä ùåëüþ.

Ïåðåéäåì ê îáñóæäåíèþ âîçìîæíûõ èíñòàíòîíîâ â íóëüìåðíîì ñëó÷àå. Ñíà-
÷àëà îòìåòèì î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî:

S0[θ1] > S0[θ2]. (1.31)

×òîáû äåéñòâèå (1.29) íà èíñòàíòîíå áûëî ïîëîæèòåëüíûì, íåîáõîäèìî çà-
ôèêñèðîâàòü θF = θ1. Â äàëüíåéøåì, â ðàçäåëå 1.7, ìû ïîêàæåì, ÷òî ñåäëî-
âàÿ òî÷êà θF = θ2 íå ìîæåò áûòü äîñòèãíóòà äåôîðìàöèåé êîíòóðà èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ïî ïåðåìåííûì FF ñåêòîðà ïðè óñëîâèè ñõîäèìîñòè σ-ìîäåëè. Èòàê,
îñòàþòñÿ òðè íåñòàíäàðòíûõ ñåäëîâûõ ðåøåíèÿ â BB-ñåêòîðå: (α, β) = (θ2, θ1),
(α, β) = (θ1, θ2) è (α, β) = (θ2, θ2). Íà ïåðâûé âçãëÿä, ïåðâûå äâà ðåøåíèÿ íàðó-
øàþò ñèììåòðèþ ïî óãëó χB. Íà ñàìîì äåëå, ýòà ñèììåòðèÿ âîññòàíàâëèâàåòñÿ
çà ñ÷åò òîãî, ÷òî ñóùåñòâóåò öåëîå ñåäëîâîå êîëüöî, êîòîðîìó ïðèíàäëåæàò
îáå ýòè òî÷êè. Ðàçëè÷íûå òî÷êè ýòîãî êîëüöà îòëè÷àþòñÿ âåëè÷èíîé óãëà χB.
Â ÷àñòíîñòè, òî÷êè (α, β) = (θ2, θ1) è (α, β) = (θ1, θ2) ïîëó÷àþòñÿ îäíà èç äðóãîé
èçìåíåíèåì óãëà χB íà π. Ýòî êîëüöî ìû áóäåì íàçûâàòü ïåðâûì èíñòàíòîíîì.
Òðåòüå ðåøåíèå (α, β) = (θ2, θ2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èçîëèðîâàííóþ ñåäëîâóþ
òî÷êó. Íàçîâåì åå âòîðûì èíñòàíòîíîì.

Îáà èíñòàíòîííûõ ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå

Q0 = e−iU0/2ΛeiU0/2 = ΛeiU0 , (1.32)

ãäå

UFF
0 = σzτyθF, UBB

0 = σzτyθB + τzkB(σy cos χB − σx sin χB). (1.33)

Ïðè ýòîì íà êîëüöå ïåðâîãî èíñòàíòîíà

θF =
π

2
+iψ1(r), θB =

π

2
+i

ψ1(r) + ψ2(r)

2
, kB = i

ψ2(r)− ψ1(r)

2
, χB ∈ [0, 2π),

(1.34)
à íà âòîðîì èíñòàíòîíå

θF =
π

2
+ iψ1(r), θB =

π

2
+ iψ2(r), kB = 0. (1.35)
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Èíñòàíòîííîå äåéñòâèå ìîæåò áûòü ëåãêî íàéäåíî âáëèçè êâàçèêëàññè÷åñêî-
ãî êðàÿ ñïåêòðà Eg. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî íà ïîðîãå îáà ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ Óçàäåëÿ ñîâïàäàþò: θ1,2(r) = θ0(r) = π/2 + iψ0(r). Ïðè E → Eg èõ
îòëè÷èå çàäàåòñÿ íîðìèðîâàííîé ôóíêöèåé f0(r), îïðåäåëåííîé â (1.8).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ äåéñòâèÿ íà èíñòàíòîíå ïîäñòàâèì θ(r) = π/2 + iψ0(r) +

igf0(r) â âûðàæåíèå (1.30) è ðàçëîæèì åãî ïî g è áåçðàçìåðíîé ýíåðãèè ε,
îòñ÷èòàííîé îò ïîðîãà:

ε =
Eg − E

Eg

. (1.36)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

S0[θ] = S0[θ0] +
πν

4

∫
dr

[
2gf0

(
~D∇2ψ0 + 2Eg ch ψ0

)
+

+ g2f0

(
~D∇2f0 + 2Egf0 sh ψ0

)− 4Egεgf0 ch ψ0 +
2

3
Egg

3f 3
0 ch ψ0

]
(1.37)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ïîä èíòåãðàëîì îáðàùàþòñÿ â íîëü â ñèëó óðàâíåíèÿ Óçàäåëÿ
(1.6), à âòîðîå � â ñèëó (1.9). Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ïðåäñòàâèòü S0 â âèäå
êóáè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà îò g:

S0[θ] = const +
πEg

2δ

[
−2c1εg +

c2

3
g3

]
. (1.38)

Çäåñü ââåäåíî ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó óðîâíÿìè δ = (νV )−1. Ïîëó÷åííîå
âûðàæåíèå èìååò äâà ýêñòðåìóìà:

g± = ±
√

ε̃, ε̃ =
2c1

c2

ε, (1.39)

êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò äâóì ðåøåíèÿì óðàâíåíèÿ Óçàäåëÿ: g+ ñîîòâåòñòâóåò
ðåøåíèþ θ2(r), à g− � ðåøåíèþ θ1(r). Ïîäñòàâëÿÿ èõ â (1.29), ïîëó÷èì äëÿ
äåéñòâèÿ ïåðâîãî èíñòàíòîíà:

S1 = S0[θ1]− S0[θ2] =
4

3
G̃ε̃3/2, (1.40)

ãäå ìû îáîçíà÷èëè
G̃ =

πc2Eg

2δ
. (1.41)

Äëÿ ïëîñêîãî NS êîíòàêòà (Ðèñ. 1.1) ýòà âåëè÷èíà èìååò ïîðÿäîê áåçðàçìåð-
íîãî (â åäèíèöàõ e2/~) êîíäàêòàíñà íîðìàëüíîé îáëàñòè: G̃ ≈ 0.54 GN, GN =

2~νDA/Lz. Â ñëó÷àå SNS êîíòàêòà êîíäàêòàíñ âäâîå ìåíüøå, GN = ~νDA/Lz,
à ïàðàìåòð G̃ âäâîå áîëüøå � G̃ = 2.16 GN.
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Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (1.29), äåéñòâèå âòîðîãî èíñòàíòîíà S2, â äâà ðàçà ïðå-
âîñõîäèò äåéñòâèå ïåðâîãî èíñòàíòîíà S1. Ïîýòîìó èõ îòíîñèòåëüíûé âêëàä
â ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé S1. Ïðè S1 À 1 âêëàä âòîðî-
ãî èíñòàíòîíà ýêñïîíåíöèàëüíî ïîäàâëåí ïî ñðàâíåíèþ ñî âêëàäîì ïåðâîãî,
êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, òàêæå ýêñïîíåíöèàëüíî ìàë. Ýòîò ðåæèì, ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ýíåðãèÿì äîñòàòî÷íî äàëåêèì îò ïîðîãà, áóäåò ðàññìîòðåí â ðàçäåëå
1.6. Ñòðîãî ïðè E = Eg äåéñòâèå S1 îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ïîýòîìó â îêðåñòíî-
ñòè ïîðîãà ñóùåñòâóåò ôëóêòóàöèîííàÿ îáëàñòü, îïðåäåëÿåìàÿ íåðàâåíñòâîì
|ε̃| . G̃−2/3, ãäå S1 . 1, òàê ÷òî âêëàäû îáîèõ èíñòàíòîíîâ îêàçûâàþòñÿ îäíîãî
ïîðÿäêà, è èõ íåâîçìîæíî ðàçäåëèòü.

Òî÷íîå ðåøåíèå, ó÷èòûâàþùåå îáà èíñòàíòîíà âî âñåé îáëàñòè ýíåðãèé, áóäåò
ïðèâåäåíî â ðàçäåëå 1.7.

1.5 Ïàðàìåòðèçàöèÿ ôëóêòóàöèé
Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðèìåíèòü ìåòîä ïåðåâàëà ñ íàéäåííîé íàìè ñåäëîâîé òî÷êîé,
íóæíî âçÿòü èíòåãðàë ïî âñåì âîçìîæíûì ôëóêòóàöèÿì Q-ìàòðèöû îêîëî èí-
ñòàíòîíà. Ñ ýòîé öåëüþ ìû â ìàòðè÷íîé ôîðìå ðàçëîæèì äåéñòâèå äî âòîðîãî
ïîðÿäêà âáëèçè ñåäëà, à ïîòîì ïðåäëîæèì ïàðàìåòðèçàöèþ, äèàãîíàëèçóþùóþ
êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó äåéñòâèÿ.

Ââåäåì ìàòðèöó W , êîòîðàÿ áóäåò îïèñûâàòü ôëóêòóàöèè:

Q = e−iU0/2e−iW/2ΛeiW/2eiU0/2, {Λ,W} = 0, W + W̄ = 0. (1.42)

Òåïåðü íóæíî ìàòðèöó Q, âûðàæåííóþ ÷åðåç W , ïîäñòàâèòü â äåéñòâèå (1.23)
è ðàçëîæèòü åãî äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî W . Ìû áóäåì ñ÷èòàòü ∆ = 0, òàê
êàê ðàáîòàòü ñ ýòèì äåéñòâèåì ìû ñîáèðàåìñÿ òîëüêî â íîðìàëüíîé îáëàñòè.
Êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü äåéñòâèÿ âûãëÿäèò òàê:

S(2)[W ] =
πν

8

∫
dr str

[
~D(∇W )2 +

~D
4

[∇U0,W ]2 − 2iEΛQ0W
2

]
. (1.43)

Ìàòðèöà W , òàê æå êàê è Q, ñîäåðæèò 8 êîììóòèðóþùèõ è ñòîëüêî æå ãðàñ-
ñìàíîâûõ ïàðàìåòðîâ. Åå ïîëíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ, â êîòîðîé äåéñòâèå (1.43)
îêàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíûì, ïðèâåäåíà â ïðèëîæåíèè À. ×åòâåðêè äåéñòâè-
òåëüíûõ ïåðåìåííûõ a, b, c, d è m,n, p, q ïàðàìåòðèçóþò FF- è BB-ñåêòîð W

ñîîòâåòñòâåííî, à âîñåìü ãðàññìàíîâûõ ïåðåìåííûõ (λ, µ, ζ,κ, η, γ, ξ, ω) ïàðà-
ìåòðèçóþò àíòèêîììóòèðóþùóþ ÷àñòü ìàòðèöû W . Áóäó÷è âûðàæåííîé ÷åðåç
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íîâûå ïåðåìåííûå, êâàäðàòè÷íàÿ ïî ôëóêòóàöèÿì âáëèçè ðåøåíèÿ (θF, α, β)

÷àñòü äåéñòâèÿ ïðèíèìàåò âèä:

S(2) =
(
a Ô+

θFθF
a
)

+
(
b Ô−

θFθF
b
)

+
(
c Ô+

θFθF
c
)

+
(
d Ô+

θFθF
d
)

+

+
(
m Ô+

αβ m
)

+
(
n Ô−

αβ n
)

+
(
p Ô−

ββ p
)

+
(
q Ô−

αα q
)

+

+
(
λ Ô+

αθF
η
)

+
(
µ Ô+

βθF
γ
)

+
(
κ Ô−

βθF
ω
)

+
(
ζ Ô−

αθF
ξ
)

. (1.44)

Çäåñü ââåäåíû îïåðàòîðû Ô±
αβ, äåéñòâóþùèå ñîãëàñíî

(
a Ô±

αβ b
)

=
πν

8

∫
dr a(r)

[
−~D∇2 − ~D

4

(∇α±∇β
)2 − iE

(
cos α + cos β

)]
b(r).

(1.45)
Îïåðàòîðû Ô îáëàäàþò äèñêðåòíûì ñïåêòðîì, òàê êàê ôëóêòóàöèè ïðîèñ-

õîäÿò â îãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå íîðìàëüíîé îáëàñòè. Îáîçíà÷èì ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ô±

αβ ÷åðåç
(E±αβ

)
n
, ãäå n ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ îò 0 äî∞.

Èç óðàâíåíèÿ (1.45) ñëåäóåò, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ïåðâûì âîçáóæäåííûì è
îñíîâíûì ñîñòîÿíèÿìè ëþáîãî îïåðàòîðà Ô èìååò ïîðÿäîê

(E±αβ

)
1
− (E±αβ

)
0
∼

Eg/δ. Íèçøèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ Ô+ òàêæå èìåþò ìàñøòàá
Eg/δ. Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå îïåðàòîðà Ô−

θ1θ2
èìååò íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå,

à åãî ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðîâêè åñòü sin
[
(θ1 − θ2)/2

]
.

Ñòðîãî íà ïîðîãå, ïðè E = Eg, îñíîâíûå ñîñòîÿíèÿ îïåðàòîðîâ Ô−
θ1θ1

è Ô−
θ2θ2

òàêæå îáëàäàþò íóëåâûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè. Ïðè îòõîäå îò ïîðîãà â
ñòîðîíó óìåíüøåíèÿ ýíåðãèè,

(E−θ1θ1

)
0
ñòàíîâèòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, à

(E−θ2θ2

)
0
�

îòðèöàòåëüíûì. Ïðè ýòîì â ïðåäåëå Eg − E ¿ Eg âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
|(E−αβ

)
0
| ¿ Eg.

Ñïåêòð îïåðàòîðîâ Ô îïðåäåëÿåò ìàññû En ðàçëè÷íûõ ôëóêòóàöèé âáëèçè
èíñòàíòîííûõ ñåäëîâûõ ðåøåíèé. Â çàâèñèìîñòè îò èõ âåëè÷èíû ìîæíî âûäå-
ëèòü ñëåäóþùèå òðè òèïà ôëóêòóàöèé:

1. Íóëåâûå ìîäû. Ê ñòðîãî íóëåâûì ìîäàì îòíîñÿòñÿ ãðàññìàíîâû ãîëäñòî-
óíîâñêèå ìîäû, âîññòàíàâëèâàþùèå íàðóøåííóþ ñåäëîâûì ðåøåíèåì ñó-
ïåðñèììåòðèþ (ìîäà ζξ äëÿ ïåðâîãî èíñòàíòîíà è ìîäû ζξ, κω äëÿ âòî-
ðîãî èíñòàíòîíà), à òàêæå ãîëäñòîóíîâñêàÿ ìîäà n, âîññòàíàâëèâàþùàÿ
ñèììåòðèþ ïåðâîãî èíñòàíòîíà ïî óãëó χB. Íóëåâûå ìîäû ñîîòâåòñòâóþò
îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ îïåðàòîðà Ô−

θ1θ2
.

2. Ìÿãêèå ìîäû. Ê íèì îòíîñÿòñÿ ôëóêòóàöèè ïåðåìåííûõ b, p è q, à òàêæå,
â ñëó÷àå ïåðâîãî èíñòàíòîíà, ìîäà κω, êîòîðûå îòâå÷àþò îñíîâíûì ñîñòî-
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ÿíèÿì îïåðàòîðîâ Ô−
θ1θ1

è Ô−
θ2θ2

. Ïðè E → Eg ìàññà ìÿãêèõ ìîä ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ.

3. Æåñòêèå ìîäû. Îíè èìåþò ìàññó ïîðÿäêà Eg/δ è âûøå, òàê ÷òî èõ ôëóê-
òóàöèè ìàëû ïî ïàðàìåòðó Eg/δ ∼ GN À 1. Ýòî íåðàâåíñòâî îáåñïå÷èâàåò
ïðèìåíèìîñòü ìåòîäà ïåðåâàëà. Ê æåñòêèì ìîäàì îòíîñÿòñÿ âñå ñîáñòâåí-
íûå ñîñòîÿíèÿ îïåðàòîðîâ Ô+ è âîçáóæäåííûå ñîñòîÿíèÿ îïåðàòîðîâ Ô−.

1.6 Îäíîèíñòàíòîííîå ðåøåíèå
Â ýòîì ðàçäåëå ìû íàéäåì âêëàä ïåðâîãî èíñòàíòîíà â ñðåäíþþ ïëîòíîñòü
ñîñòîÿíèé. Ìû áóäåì ðàáîòàòü âáëèçè êâàçèêëàññè÷åñêîãî êðàÿ ñïåêòðà Eg,
íî âíå ôëóêòóàöèîííîé îáëàñòè, G̃−2/3 ¿ ε ¿ 1, êîãäà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü
âêëàäîì âòîðîãî èíñòàíòîíà. Ñîãëàñíî êëàññèôèêàöèè ðàçäåëà 1.4, íà ïåðâîì
èíñòàíòîíå (θF, α, β) = (θ1, θ2, θ1) äåéñòâèå (1.44) îáëàäàåò íóëåâîé ìîäîé â
ïåðåìåííîé n, ãðàññìàíîâîé íóëåâîé ìîäîé ζξ è ìÿãêèìè ìîäàìè â ïåðåìåííûõ
b, p, q, κω. Âñå îñòàëüíûå ìîäû ÿâëÿþòñÿ æåñòêèìè.

Íåðàâåíñòâî G̃ À 1 ãàðàíòèðóåò, ÷òî, èíòåãðèðóÿ ïî æåñòêèì ôëóêòóàöè-
ÿì, ìîæíî íå ó÷èòûâàòü ïðåäýêñïîíåíòó â ôîðìóëå (1.24). Òîãäà èíòåãðèðîâà-
íèå ñòàíîâèòñÿ òðèâèàëüíûìè è äàåò ñóïåðäåòåðìèíàíò êâàäðàòè÷íîé ôîðìû
(1.44): √√√√det Ô+

θ1θ2
det′ Ô−

θ1θ2

det Ô+

θ1θ1
det′ Ô−

θ1θ1

= 1 + O(ε). (1.46)

Çäåñü øòðèõ îçíà÷àåò èñêëþ÷åíèå íèçøåãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, à ðàâåí-
ñòâî ñëåäóåò èç îöåíêè

(E±θ1θ2

)
n
− (E±θ1θ1

)
n

= O(ε) (äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
E− èíäåêñ n > 0) è àñèìïòîòèêè

(E±αβ

)
n
∝ n2, ñïðàâåäëèâîé ïðè n À 1. Òà-

êèì îáðàçîì, æåñòêèå ôëóêòóàöèè íå äàþò âêëàäà â ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé â
ðàññìàòðèâàåìîì ïðåäåëå.

Îñòàþòñÿ ìÿãêèå è íóëåâûå ìîäû. Îòìåòèì, ÷òî íóëåâûå ìîäû â ïåðåìåííûõ
n è ζξ âåäóò ñåáÿ ïî-ðàçíîìó ïðè îòêëîíåíèè îò èíñòàíòîííîãî ðåøåíèÿ. Íóëå-
âàÿ ìîäà â ïåðåìåííîé n ñîîòâåòñòâóåò ïîâîðîòó íà óãîë χB è îñòàåòñÿ ñòðîãî
áåçìàññîâîé ïðè ëþáûõ (íåîáÿçàòåëüíî ñåäëîâûõ) íåñîâïàäàþùèõ çíà÷åíèÿõ
α è β. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ãðàññìàíîâà íóëåâàÿ ìîäà ζξ ïðèîáðåòàåò ìàññó ïðè
îòêëîíåíèè ðåøåíèÿ îò èíñòàíòîííîãî. Òàêîå ïîâåäåíèå ñâÿçàíî ñ íåîáõîäèìî-
ñòüþ óäîâëåòâîðèòü óñëîâèþ

∫ DQe−S[Q] = 1, ÷òî áûëî áû íåâîçìîæíî, åñëè
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áû ãðàññìàíîâà íóëåâàÿ ìîäà îñòàâàëàñü ñòðîãî ãîëäñòîóíîâñêîé ïðè îòõîäå îò
ñåäëîâîãî ðåøåíèÿ.

Èòàê, â ïåðåìåííûõ ζ è ξ íåäîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ êâàäðàòè÷íûì äåéñòâè-
åì (1.44), à íóæíî ðàñêëàäûâàòüñÿ äî ñëåäóþùåãî ïîðÿäêà ïî ôëóêòóàöèÿì.
Â òðåòüåì ïîðÿäêå ïåðåìåííûå ζξ çàïóòûâàþòñÿ ñ b è q. Ìû, îäíàêî, íå áóäåì
ó÷èòûâàòü ñëàãàåìîå bζξ, ïîòîìó ÷òî îíî ïðèâîäèò ê ÷èñòî ìíèìîìó âêëàäó â
èíòåãðàë (1.24) è íå âëèÿåò íà ðåçóëüòàò äëÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, îòáðàñûâàíèå ýòîãî ÷ëåíà â äåéñòâèè îáëåã÷èò äàëüíåéøèå âû÷èñëå-
íèÿ. Â èòîãå, ïî ìÿãêèì ìîäàì b, p è κω äåéñòâèå îñòàåòñÿ êâàäðàòè÷íûì, è ïî
íèì ìîæíî ñðàçó âçÿòü ãàóññîâ èíòåãðàë, âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî ìû ðàáî-
òàåì âíå ôëóêòóàöèîííîé îáëàñòè. Â âîçíèêàþùåì ñóïåðäåòåðìèíàíòå âêëàä
êîììóòèðóþùèõ ïåðåìåííûõ â òî÷íîñòè ñîêðàùàåò âêëàä ãðàññìàíîâûõ.

Â ðåçóëüòàòå îñòàåòñÿ èíòåãðàë ïî ïåðåìåííûì n, ζξ è q. Ñîáñòâåííàÿ ôóíê-
öèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ Ô− âáëèçè ïîðîãà åñòü f0(x), òàê ÷òî ìû
ìîæåì âûäåëèòü êîîðäèíàòíóþ çàâèñèìîñòü: n = ñf0(x) è ò.ä. Â äåéñòâèè
íåîáõîäèìî óäåðæàòü ÷ëåí q̃2

(E−θ2θ2

)
0
, ïðîèñõîäÿùèé èç (1.44), à òàêæå ÷ëåí,

ïðîïîðöèîíàëüíûé ζ̃ ξ̃q̃ è ñíèìàþùèé âûðîæäåíèå ãðàññìàíîâîé íóëåâîé ìî-
äû.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ô−
θ2θ2

â ïåð-
âîì íåèñ÷åçàþùåì ïîðÿäêå ïî ε̃ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôóíêöèåé f0, ïîñêîëü-
êó îíà ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé îïåðàòîðîâ Ô− ïðè E = Eg, ñîîòâåò-
ñòâóþùåé íóëåâîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ. Ïîäñòàâëÿÿ θ2 = π/2+ iψ0 + i

√
ε̃f0

â (1.45) è ðàñêëàäûâàÿ ïî
√

ε̃, íàõîäèì

(E−θ2θ2

)
0

=
πν

8

∫
dr f0

[
−~D∇2 − 2Eg sh

(
ψ0 +

√
ε̃f0

)]
f0 = −G̃

2

√
ε̃. (1.47)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷ëåíà â äåéñòâèè, ïðîïîðöèîíàëüíîãî ζ̃ ξ̃q̃, äîñòàòî÷íî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ âûðàæåíèåì (1.44), äàþùèì ζ̃ ξ̃

(E−θ1α

)
0
, ïðè âû÷èñëåíèè êîòîðî-

ãî íóæíî ó÷åñòü îòëè÷èå óãëà α îò èíñòàíòîííîãî ðåøåíèÿ θ2, îáóñëîâëåííîå
ôëóêòóàöèåé q. Ïîëüçóÿñü (À4), ïîëîæèì α = θ2 − iq̃/

√
2f0. Ðàçëàãàÿ ïî q̃

àíàëîãè÷íî (1.47), ïîëó÷èì

(E−θ1α

)
0

=
G̃q̃

4
√

2
. (1.48)

Òåïåðü ïîñ÷èòàåì ïðåäýêñïîíåíòó â (1.24). Äëÿ óñðåäíåííîé ïî îáúåìó ïëîò-
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íîñòè ñîñòîÿíèé íóæíî âû÷èñëèòü èíòåãðàë

ν

4

∫
dr str(kΛQ) =

ν

2

∫
dr

[
2 cos θF + cos α + cos β

]
=

= −iν

2

∫
dr

[
3 sh

(
ψ0 −

√
ε̃f0

)
+ sh

(
ψ0 + (

√
ε̃− q̃/

√
2)f0

)]
= const +

ic1q̃

2
√

2δ
.

(1.49)

Çäåñü ìû âûäåëèëè ìíèìóþ êîíñòàíòó, êîòîðàÿ íå äàåò âêëàäà â ïëîòíîñòü
ñîñòîÿíèé2. Ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäýêñïîíåíòû (1.49) ìû îïóñòèëè ãðàññìàíîâû
ïåðåìåííûå ζ è ξ, êîòîðûå, òàêèì îáðàçîì, îñòàëèñü ëèøü â äåéñòâèè. Ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî âêëàä îïóùåííûõ ÷ëåíîâ ìàë ïî ïàðàìåòðó

√
ε̃.

Ñ ó÷åòîì (1.47�1.49) ïîëó÷èì äëÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé

〈ρ〉 = e−S1 Re

∫
dñ dq̃

π
dζ̃ dξ̃

ic1q̃

23/2δ
exp

[
−G̃

2

(
−
√

ε̃q̃2 +
q̃ζ̃ ξ̃

2
√

2

)]
=

= − c1G̃

16πδ
e−S1 Im

∫
dñ dq̃ q̃2 exp

(
G̃

2

√
ε̃q̃2

)
. (1.50)

×òîáû ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî íóëåâîé ìîäå ñ, âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì (À4):

n = 2i sin kBχB = (ψ1−ψ2)χB = −2
√

ε̃f0χB, ñ = −2
√

ε̃χB,

∫
dñ = 4π

√
ε̃.

(1.51)
Äëÿ ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà ïî q̃ íóæíî âûáðàòü êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ âäîëü
ìíèìîé îñè, ÷òî äàåò íàì íåîáõîäèìóþ ìíèìóþ åäèíèöó. Ïîäñòàâëÿÿ èíñòàí-
òîííîå äåéñòâèå (1.40), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì äëÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé

〈ρ〉 =
c1

δ

√
π

8G̃
√

ε̃
exp

(
−4

3
G̃ε̃3/2

)
, (1.52)

ãäå âåëè÷èíû ε̃ è G̃ îïðåäåëåíû â (1.36), (1.39), (1.41). Ðåçóëüòàò (1.52) îïèñû-
âàåò ïîâåäåíèå ñðåäíåé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé âíå ôëóêòóàöèîííîé îáëàñòè ïðè
G̃−2/3 ¿ ε ¿ 1.

Íàéäåì òàêæå ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé âûøå ïîðîãà. Â ýòîé îáëàñòè
√

ε̃ = i
√
|ε̃|.

Èíñòàíòîííîå ðåøåíèå íàì íå íóæíî, ïîñêîëüêó ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé îïðåäå-
ëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ñóïåðñèììåòðè÷íîé ñåäëîâîé òî÷êè θF = α = β = θ1 =

2Êîýôôèöèåíò ïðè q̃ òîæå ìíèìûé, îäíàêî â äàëüíåéøåì (ñì. (1.50)) èíòåãðèðîâàíèå ïî q̃

áóäåò ïðîâîäèòüñÿ âäîëü ìíèìîé îñè, ïîýòîìó ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ïîëó÷èòñÿ èìåííî èç
îñòàâëåííîãî ÷ëåíà.
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π/2 + iψ0 −
√
|ε̃|f0. Èíòåãðàë ïî ôëóêòóàöèÿì îáðàùàåòñÿ â åäèíèöó, à ïðåä-

ýêñïîíåíòà èìååò âèä:

〈ρ〉 =
ν

4
Re

∫
dr str(kΛQ) = 2ν Im

∫
dr sh

(
ψ0 + i

√
|ε̃|f0

)
=

2c1

δ

√
|ε̃|. (1.53)

Äâà ðåçóëüòàòà äëÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé âûøå è íèæå ïîðîãîâîé ýíåðãèè
�ñøèâàþòñÿ�: çíà÷åíèÿ ñëåâà è ñïðàâà îò ôëóêòóàöèîííîé îáëàñòè îêàçûâàþòñÿ
îäíîãî ïîðÿäêà

〈ρ〉
∣∣∣
ε̃∼±G̃−2/3

∼ 1

G̃1/3δ
. (1.54)

Åùå îäíî õàðàêòåðíîå ñâîéñòâî ïîäùåëåâîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé (1.52) ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî ïîëíîå ÷èñëî óðîâíåé ïîä ùåëüþ íå çàâèñèò îò G̃ è îêàçûâàåòñÿ
ïîðÿäêà åäèíèöû:

N ∼
Eg∫

0

〈ρ(E)〉 dE ∼ Eg

G̃δ
∼ 1. (1.55)

Â ãëàâå 2 ìû óâèäèì, ÷òî äëÿ êîíòàêòà ñ òóííåëüíûìè ãðàíèöàìè èëè áëèçêîé
ê π ðàçíîñòüþ ôàç ýòî ñâîéñòâî ìîæåò íàðóøàòüñÿ â ïðåäåëå òàê íàçûâàåìîãî
�ñèëüíîãî õâîñòà�.

1.7 Òî÷íîå ðåøåíèå âáëèçè ïîðîãà
Òåïåðü ìû ïåðåõîäèì ê âû÷èñëåíèþ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ñ ó÷åòîì âòîðîãî èí-
ñòàíòîíà. Îòâåò, êîòîðûé ìû ïîëó÷èì, áóäåò òî÷íûì âî âñåé ôëóêòóàöèîííîé
îáëàñòè îêîëî êðèòè÷åñêîé ýíåðãèè.

Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî æåñòêèå ìîäû íå äàþò âêëàäà â ïëîòíîñòü ñî-
ñòîÿíèé. Ïîýòîìó â îáùåì ñëó÷àå îñòàåòñÿ 8 êâàçèíóëåâûõ ìîä, îòâå÷àþùèõ
ìèíèìàëüíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì îïåðàòîðîâ Ô−: b, n, p, q, ζξ, κω (òàê êàê
ìû èùåì òî÷íîå ðåøåíèå, òî ðàçäåëåíèå íà íóëåâûå è ìÿãêèå ìîäû, èìåâøåå
ìåñòî íà ñåäëîâûõ ðåøåíèÿõ, òåðÿåò ñìûñë). Ó÷òåì êîîðäèíàòíóþ çàâèñèìîñòü
ñ ïîìîùüþ n = ñf0(x) è ò.ä., à âìåñòî ïåðåìåííûõ b̃, p̃ è q̃ ââåäåì ñèììåòðè÷íûå
ïåðåìåííûå, èíòåðïîëèðóþùèå ìåæäó îáîèìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Óçàäåëÿ:

α =
π

2
+ iψ0 + iuf0, β =

π

2
+ iψ0 + ivf0, θF =

π

2
+ iψ0 + iwf0. (1.56)

Òåïåðü íåîáõîäèìî ðàçëîæèòü äåéñòâèå äî êóáè÷åñêèõ ÷ëåíîâ ïî êâàçèíóëå-
âûì ïåðåìåííûì. Âû÷èñëåíèÿ, àíàëîãè÷íûå (1.38), (1.47) è (1.48), ïðèâîäÿò ê
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ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ äëÿ äåéñòâèÿ:

S = G̃

[
ε̃(u + v − 2w)− u3 + v3 − 2w3

3
− ζ̃ ξ̃

u + w

4
− κ̃ω̃

v + w

4

]
. (1.57)

Âîñåìü ýêñòðåìóìîâ ýòîãî äåéñòâèÿ (äâà ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ u, v, w) ñîîò-
âåòñòâóþò ñóïåðñèììåòðè÷íîìó ñåäëó è ðàçëè÷íûì èíñòàíòîíàì. Àíàëîãè÷íî
(1.49) ïîëó÷èì äëÿ ïðåäýêñïîíåíòû

ν

4

∫
dr str(kΛQ) = − ic1

2δ
(u + v + 2w). (1.58)

Òåïåðü íóæíî óñòàíîâèòü ïðàâèëüíóþ ìåðó èíòåãðèðîâàíèÿ. Ñâÿçü ìåæäó
ïåðåìåííûìè u, v, w è p̃, q̃, b̃ ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé (À4). Ïîñêîëüêó ìåðà èí-
òåãðèðîâàíèÿ ïî p̃, q̃, b̃ òðèâèàëüíà (ñì. À9), çàêëþ÷àåì

DQ =
1

π2
db̃ dp̃ dq̃ dñ dζ̃ dξ̃ dκ̃ dω̃ =

4i

π2
du dv dw dñ dζ̃ dξ̃ dκ̃ dω̃. (1.59)

Èíòåãðàë ïî íóëåâîé ìîäå ñ áåðåòñÿ àíàëîãè÷íî (1.51):
∫

dñ = 2π|u− v|. Ïîñëå
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ñ è ãðàññìàíîâûì ïåðåìåííûì ïîëó÷àåì äëÿ ïëîòíîñòè
ñîñòîÿíèé

〈ρ〉 =
c1G̃

2

4πδ
Re

∫
du dv dw |u− v|(u + w)(v + w)(u + v + 2w)×

× exp

[
−G̃

(
ε̃(u + v − 2w)− u3 + v3 − 2w3

3

)]
. (1.60)

Ñäåëàåì ìàñøòàáíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ, ÷òîáû èñ-
êëþ÷èòü G̃: (u, v, w) → (2G̃)−1/3(u, v, w) è ïåðåéäåì ê íîâûì ïåðåìåííûì l =

(u + v)/2, m = (u− v)2/2. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

〈ρ〉 =
1

8π2∆g

Re

∞∫

0

dm

∫
dl dw (w + l)(w2 + 2lw + l2 −m)×

× exp

[
−w3

3
+ εw +

l3

3
+ ml − εl

]
, (1.61)

ãäå ìû îïðåäåëèëè

ε = (2G̃)2/3ε̃ =
Eg − E

∆g

, ∆g =
c
1/3
2 (δ2Eg)

1/3

2π2/3c1

. (1.62)

Íà ýòîì ýòàïå íàì íóæíî âûáðàòü êîíòóðû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî w è l. Èíòå-
ãðàë (1.61) ñõîäèòñÿ, åñëè êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ïî l óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü
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PSfrag replaements

C1

C2

C3

Ðèñ. 1.4. Âîçìîæíûå êîíòóðû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî w è l. Ïðàâèëüíûé âûáîð: C1 äëÿ
w è C3 � äëÿ l.

â òåìíûõ îáëàñòÿõ íà Ðèñ. 1.4, à ïî w � â ñâåòëûõ. Ýòî, îäíàêî, ñïðàâåä-
ëèâî, òîëüêî êîãäà â äåéñòâèè ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàçëîæåíèåì äî òðåòüåãî
ïîðÿäêà ïî w è l. Êîãäà æå ìû îòõîäèì äîñòàòî÷íî äàëåêî îò íóëÿ, ñõîäè-
ìîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè âûðàæåíèÿ (1.30): êîíòóð w äîëæåí óõîäèòü
íà áåñêîíå÷íîñòü âäîëü ìíèìîé îñè (êîìïàêòíîñòü FF-ñåêòîðà), à l � ïî äåé-
ñòâèòåëüíîé (íåêîìïàêòíîñòü BB-ñåêòîðà). Îñíîâíîé âêëàä â èíòåãðàë, òåì íå
ìåíåå, äàåò îêðåñòíîñòü íóëÿ, ïîýòîìó ìû áóäåì áðàòü åãî ñ êóáè÷åñêèì äåé-
ñòâèåì â áåñêîíå÷íûõ ïðåäåëàõ, ñìåñòèâ êîíòóð ïî w âëåâî (C1 íà Ðèñ. 1.4).
Äëÿ l âîçíèêàåò äâå âîçìîæíîñòè: C2 è C3. Ïðàâèëüíûé âûáîð îïðåäåëÿåòñÿ
óñëîâèåì ïîëîæèòåëüíîñòè ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò êîíòóðó C3

äëÿ l.
Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà (1.61) ïðèâåäåíî â ïðèëîæåíèè Á. Ðåçóëüòàòîì ýòîãî

âû÷èñëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé:

〈ρ〉 =
1

∆g

[
−ε Ai2(ε) + [Ai′(ε)]2 +

Ai(ε)

2

∫ ε

−∞
dy Ai(y)

]
, (1.63)

ãäå ε îïðåäåëåíà â (1.62). Ýòà çàâèñèìîñòü èçîáðàæåíà íà Ðèñ. 1.5 âìåñòå ñ
àñèìïòîòèêîé (1.53).

Îäíîèíñòàíòîííîå ïðèáëèæåíèå ñïðàâåäëèâî â ïðåäåëå ε À 1. Åñëè ïîäñòà-
âèòü â (1.63) àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè Ýéðè3, òî ïåðâûå äâà

3 Àñèìïòîòèêà ôóíêöèè Ýéðè ïðè x →∞ èìååò âèä Ai(x) ∼ 1
2
√

πx1/4
e−

2
3 x3/2 .
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Ðèñ. 1.5. Òî÷íàÿ çàâèñèìîñòü (1.63) ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé 〈ρ〉 (â åäèíèöàõ 1/∆g) îò
ïðèâåä�åííîé ýíåðãèè ε (1.62) (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ). Ðàçìåð ôëóêòóàöèîííîé îáëàñòè
â ýòèõ ïåðåìåííûõ ïîðÿäêà åäèíèöû. Êâàçèêëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò äëÿ ïëîòíîñòè
ñîñòîÿíèé (1.53) èçîáðàæåí òî÷å÷íîé ëèíèåé.

÷ëåíà â ñêîáêàõ ñîêðàòÿòñÿ, à èíòåãðàë ìîæíî çàìåíèòü íà åäèíèöó. Â èòîãå
(1.63) â òî÷íîñòè ñîâïàäåò ñ (1.52).

Ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü (1.63) ñîâïàäàåò ñ ïðåäñêàçàíèÿìè (ôîðìóëà
(2.90) íèæå) òåîðèè ñëó÷àéíûõ ìàòðèö äëÿ êðàÿ ñïåêòðà â ñëó÷àå îðòîãîíàëü-
íîãî àíñàìáëÿ [32]. Òàêîå ñîâïàäåíèå íåóäèâèòåëüíî ââèäó ýêâèâàëåíòíîñòè
òåîðèè ñëó÷àéíûõ ìàòðèö è íóëüìåðíîé σ-ìîäåëè [36]. Â ðàññìàòðèâàåìîì íà-
ìè ñëó÷àå �íóëüìåðèçàöèÿ� σ-ìîäåëè âáëèçè ïîðîãà ïðîèñõîäèò íà ñòàäèè ïåðå-
õîäà ê êâàçèíóëåâûì ïåðåìåííûì (1.56) ñ ôèêñèðîâàííîé êîîðäèíàòíîé çàâè-
ñèìîñòüþ, çàäàâàåìîé ôóíêöèåé f0. Ïîäðîáíåå ïðèìåíåíèå òåîðèè ñëó÷àéíûõ
ìàòðèö äëÿ ñâåðõïðîâîäÿùèõ ãèáðèäíûõ ñòðóêòóð îáñóæäàåòñÿ â ðàçäåëå 2.3.

Ðåçóëüòàòû ýòîãî è ïðåäûäóùåãî ðàçäåëîâ ïðèìåíèìû â ñëó÷àå, êîãäà íîð-
ìàëüíàÿ îáëàñòü èìååò ïðîèçâîëüíóþ ôîðìó è ïðèñîåäèíåíà èäåàëüíûìè êîí-
òàêòàìè ê ïðîèçâîëüíîìó ÷èñëó ñâåðõïðîâîäíèêîâ (Ðèñ. 1.3). Íåîáõîäèìî òîëü-
êî, ÷òîáû áûëî ñïðàâåäëèâûì ïðèáëèæåíèå íóëüìåðíîé σ-ìîäåëè. Êðèòåðèé,
îïðåäåëÿþùèé ýôôåêòèâíóþ ðàçìåðíîñòü çàäà÷è â âàæíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå
ïëîñêîãî SNS êîíòàêòà, áóäåò äàí â ðàçäåëå 3.1.
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2 Êâàçèëîêàëèçîâàííûå ñîñòîÿíèÿ â
ãèáðèäíîé ñòðóêòóðå ñ ïîäàâëåííîé
ùåëüþ

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìàòðèâàåì ãèáðèäíóþ ñòðóêòóðó (Ðèñ. 1.3) ñ íåèäåàëüíû-
ìè ãðàíèöàìè. Ñ óìåíüøåíèåì ïðîçðà÷íîñòè ãðàíèöû êâàçè÷àñòèöû áîëüøå
âðåìåíè ïðîâîäÿò â íîðìàëüíîé îáëàñòè ìåæäó äâóìÿ àíäðååâñêèìè îòðàæå-
íèÿìè, è ùåëü â ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé, ñîîòâåòñòâåííî, ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå. Â
òóííåëüíîì ïðåäåëå, êîãäà ïðîçðà÷íîñòü êàæäîãî êàíàëà ìåæäó ñâåðõïðîâîä-
íèêàìè è íîðìàëüíîé ÷àñòüþ êîíòàêòà ìàëà, ùåëü îòêðûâàåòñÿ íà ýíåðãèè
Eg = GTδ/4, ãäå GT � ñóììàðíûé áåçðàçìåðíûé (â åäèíèöàõ e2/~) òóííåëü-
íûé êîíäàêòàíñ ãðàíèö êîíòàêòîâ. Âáëèçè Eg êâàçèêëàññè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü
ñîñòîÿíèé îáðàùàåòñÿ â íîëü êîðíåâûì îáðàçîì ∝

√
|ε|, ïðè óäàëåíèè îò ïîðî-

ãà äîñòèãàåò ìàêñèìóìà, à çàòåì íà÷èíàåò óáûâàòü ïî çàêîíó îáðàòíîãî êîðíÿ
∝ 1/

√
|ε| (ñì. äàëåå Ðèñ. 2.2), âñå áîëåå íàïîìèíàÿ ñèíãóëÿðíîñòü òèïà ÁÊØ.

Ôîðìà �õâîñòà� ïðè ýòîì òîæå ìåíÿåòñÿ, íî ïîëíîå êîëè÷åñòâî êâàçèëîêà-
ëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé, ïî-ïðåæíåìó, îñòàåòñÿ ïîðÿäêà åäèíèöû. Êà÷åñòâåííàÿ
êàðòèíà ìåíÿåòñÿ ïðè GT ¿ G1/4 (çäåñü G � õàðàêòåðíûé êîíäàêòàíñ íîð-
ìàëüíîé ÷àñòè êîíòàêòà, åãî ñòðîãîå îïðåäåëåíèå áóäåò äàíî íèæå). Â ýòîì
ïðåäåëå ñðåäíåå ÷èñëî óðîâíåé íà ó÷àñòêå êîðíåâîãî ðîñòà ïëîòíîñòè ñîñòîÿ-
íèé íàä Eg îêàçûâàåòñÿ ïîðÿäêà åäèíèöû, òàê ÷òî âåñü ýòîò ó÷àñòîê ïîïàäàåò
â îáëàñòü ñèëüíûõ ôëóêòóàöèé. Îäíîâðåìåííî êîëè÷åñòâî ïîäùåëåâûõ ñîñòî-
ÿíèé íà÷èíàåò ðàñòè. Ýòîò ðåæèì, êîòîðûé ìû íàçûâàåì �ñèëüíûì õâîñòîì�,
áóäåò ðàññìîòðåí â ðàçäåëå 2.1.4.

Òàêæå áóäåò ðàññìîòðåí SNS êîíòàêò ñ íåíóëåâîé ðàçíîñòüþ ôàç. Ïî ìå-
ðå ïðèáëèæåíèÿ ðàçíîñòè ôàç ê π ùåëü â ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé çàêðûâàåòñÿ
[14] âî ìíîãîì àíàëîãè÷íî ñèòóàöèè ñ òóííåëüíûìè ãðàíèöàìè: êóïåðîâñêàÿ
ïàðà, ïðîíèêàÿ èç ñâåðõïðîâîäíèêà â íîðìàëüíóþ ÷àñòü êîíòàêòà, íåñåò ôà-
çó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïàðàìåòðó ïîðÿäêà â ñâåðõïðîâîäíèêå. ×åì ñèëüíåå ýòà
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ôàçà îòëè÷àåòñÿ îò ôàçû âòîðîãî ñâåðõïðîâîäíèêà, òåì òðóäíåå êóïåðîâñêîé
ïàðå óéòè â íåãî. Èíûìè ñëîâàìè, àíîìàëüíàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà, êîòîðàÿ íà-
âîäèòñÿ áëàãîäàðÿ ýôôåêòó áëèçîñòè, íåñåò òó æå ôàçó, ÷òî è ïàðàìåòð ïî-
ðÿäêà ñâåðõïðîâîäíèêà; åñëè ôàçû äâóõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ ðàçëè÷íû, òî íà-
âîäèìûå èìè êîððåëÿöèè ÷àñòè÷íî êîìïåíñèðóþòñÿ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîäùå-
ëåâàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé â íîðìàëüíîé îáëàñòè SNS êîíòàêòà ñ íåêîòîðîé
ðàçíîñòüþ ôàç òàêæå âåäåò ñåáÿ âî ìíîãîì àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ êîíòàêòà ñ òóí-
íåëüíûìè ãðàíèöàìè, âêëþ÷àÿ è ñëó÷àé �ñèëüíîãî õâîñòà�, ðàññìîòðåííûé â
ðàçäåëå 2.2.4.

Â êîíöå ãëàâû êðàòêî èçëîæåí ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé ïîäõîä òåîðèè ñëó÷àé-
íûõ ìàòðèö [33]. Ìèêðîñêîïè÷åñêîå âû÷èñëåíèå â ðàìêàõ íåëèíåéíîé ñóïåð-
ìàòðè÷íîé σ-ìîäåëè ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ïðåäåëû ñïðàâåäëèâîñòè ãèïîòåçû
óíèâåðñàëüíîñòè, ëåæàùåé â îñíîâå ýòîé òåîðèè.

2.1 SIN ñòðóêòóðà

2.1.1 Äåéñòâèå äëÿ ãðàíèöû
Åñëè ãðàíèöà ìåæäó ñâåðõïðîâîäíèêîì è íîðìàëüíûì ìåòàëëîì èäåàëüíà, òî
ìàòðèöà Q íåïðåðûâíà ïðè ïåðåõîäå èç îäíîé îáëàñòè â äðóãóþ. Åñëè æå ãðàíè-
öà íåèäåàëüíà, òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñòàíîâÿòñÿ ñëîæíåå [64, 65]. Èõ, îäíàêî,
ìîæíî ó÷åñòü àâòîìàòè÷åñêè, åñëè äîáàâèòü ê äåéñòâèþ σ-ìîäåëè äîïîëíè-
òåëüíûé ãðàíè÷íûé ÷ëåí. Îí èìååò ñëåäóþùèé âèä [36, 66]:

Sb = −1

4

∑
i

Ni str ln

[
1− Γi

2
+

Γi

4
{QS, Q(i)}

]
. (2.1)

Èíäåêñ i íóìåðóåò ïðèñîåäèíåííûå ê íîðìàëüíîé îáëàñòè ñâåðõïðîâîäíèêè,
Ni � ïîëíîå ÷èñëî ïðîâîäÿùèõ êàíàëîâ â i-òîì êîíòàêòå äëÿ îäíîé ïðîåêöèè
ñïèíà. Äëÿ ãðàíèöû ñ ïëîùàäüþ A ÷èñëî êàíàëîâ N = π~νv0A/2, ãäå v0 � ôåð-
ìèåâñêàÿ ñêîðîñòü. Γi � ïðîçðà÷íîñòü îäíîãî êàíàëà, êîòîðóþ ìû äëÿ ïðîñòîòû
ñ÷èòàåì îäèíàêîâîé äëÿ âñåõ êàíàëîâ äàííîãî êîíòàêòà, Q(i) � çíà÷åíèå ìàòðè-
öû Q â íîðìàëüíîé îáëàñòè âáëèçè i-îé ãðàíèöû, QS � çíà÷åíèå ìàòðèöû Q â
ñâåðõïðîâîäíèêå. Ïîëüçîâàòüñÿ âûðàæåíèåì (2.1) ìîæíî òîëüêî ïðè óñëîâèè,
÷òî ìàòðèöà Q(i) ïîñòîÿííà âäîëü ãðàíèöû êàæäîãî êîíòàêòà. Òàêîå óñëîâèå
áóäåò óäîâëåòâîðÿòüñÿ àâòîìàòè÷åñêè äëÿ ïëîñêîãî SNS êîíòàêòà (Ðèñ. 1.1),
â îáùåì ñëó÷àå (Ðèñ. 1.3) íóæíî òðåáîâàòü ìàëîñòè ðàçìåðîâ êîíòàêòîâ ïî
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ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíûìè ðàçìåðàìè íîðìàëüíîé ÷àñòè.
Â íàøåé ïàðàìåòðèçàöèè, ïî-ïðåæíåìó, ñîõðàíÿåòñÿ ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ

(1.29), à â âûðàæåíèè äëÿ S0 ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå:

S0[θ] =
πν

4

∫
dr

[
~D(∇θ)2 + 4iE cos θ

]− 1

2

∑
i

Ni ln
(
1 + γi sin θ(i)

)
, (2.2)

ãäå γi = Γi/(2− Γi). Ïîä θ(i) ìû ïîíèìàåì çíà÷åíèå óãëà θ âíóòðè íîðìàëüíîé
îáëàñòè âáëèçè i-ãî êîíòàêòà. Ýòî çíà÷åíèå íå äîëæíî çàâèñåòü îò êîîðäèíàò
âäîëü ãðàíèöû, êàê óæå áûëî óêàçàíî. Èìåííî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿ-
åò íàì èñïîëüçîâàòü äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â äåéñòâèè êîîðäèíàòíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå, à äëÿ âòîðîãî � ïðåäñòàâëåíèå êàíàëîâ. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü âåðõíèé èíäåêñ (i) äëÿ çíà÷åíèé ðàçëè÷íûõ ïîëåé âáëèçè i-îé
ãðàíèöû.

Âñÿ êëàññèôèêàöèÿ èíñòàíòîíîâ, êîòîðàÿ áûëà ñäåëàíà ðàíåå â ðàçäåëå 1.4,
íå èçìåíÿåòñÿ. Â ðàçëîæåíèè ïî ôëóêòóàöèÿì íåîáõîäèìî äîïîëíèòü äåéñòâèå
(1.43) ãðàíè÷íûì ÷ëåíîì:

S(2)[W ] =
πν

8

∫
dr str

[
~D(∇W )2 +

~D
4

[∇U0, W ]2 − 2iEΛQ0W
2

]
+

+
1

4

∑
i

NiTi str

(
QSQ0

1 + TiQSQ0

W̃ (i) 1

1 + TiQSQ0

W̃ (i)

)
. (2.3)

Çäåñü ìû ââåëè îáîçíà÷åíèå W̃ = e−iU0/2WeiU0/2 è Ti = (2−Γi−2
√

1− Γi)/Γi =

γi − 2
√

1− γ2
i /γi. Ïàðàìåòðèçàöèÿ W , êîòîðàÿ äèàãîíàëèçóåò ýòî äåéñòâèå,

îñòàåòñÿ òàêîé æå, êàê ðàíüøå (ïðèëîæåíèå À), íî â îïåðàòîðå Ô±
αβ òîæå ïî-

ÿâèòñÿ ãðàíè÷íûé ÷ëåí:
(
a Ô±

αβ b
)

=
πν

8

∫
dr

[
~D

(∇a(r)
)(∇b(r)

)−

− a(r)

(
~D
4

(∇α±∇β
)2

+ iE
(
cos α + cos β

))
b(r)

]
+ (2.4)

+
∑

i

Niγi

16

(
a(i)

(
sin α(i) + sin β(i)

)
+ γi

(
1∓ cos

(
α(i) ± β(i)

))
(
1 + γi sin α(i)

)(
1 + γi sin β(i)

) b(i)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ó÷åò íåèäåàëüíîñòè ãðàíèöû íå ïðèâîäèò ê ïðèíöèïèàëü-
íîìó èçìåíåíèþ ñòðàòåãèè âû÷èñëåíèé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé âáëèçè ïîðîãà.
Ìîæíî ïîâòîðèòü âñå âû÷èñëåíèÿ, ïðîäåëàííûå äëÿ ñëó÷àÿ èäåàëüíîé ãðàíè-
öû â ãëàâå 1, ó÷èòûâàÿ ãðàíè÷íûé ÷ëåí â äåéñòâèè. Âñå îòëè÷èå áóäåò çàêëþ-
÷àòüñÿ â ïåðåîïðåäåëåíèè ôóíêöèé ψ1,2, f0, è êîíñòàíò c1,2. Íîâûå îïðåäåëåíèÿ
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âûãëÿäÿò òàê:

~D∇2ψ + 2E ch ψ = 0, D∇nψ(i) +
v0

2

γi sh ψ(i)

1 + γi ch ψ(i)
= 0; (2.5)

~D∇2f0 + 2Egf0 sh ψ0 = 0, D∇nf
(i)
0 + f

(i)
0

v0

2

(
γi + ch ψ

(i)
0

)
(
1 + γi ch ψ

(i)
0

)2 = 0; (2.6)

c1 =
1

V

∫
dr f0 ch ψ0; (2.7)

c2 =
1

V

∫
dr f 3

0 ch ψ0 − δ

2πEg

∑
i

Niγi sh ψ
(i)
0

1− γ2
i − γi ch ψ

(i)
0(

1 + γi ch ψ
(i)
0

)3

[
f

(i)
0

]3

. (2.8)

Ñ òàêèìè îïðåäåëåíèÿìè ñîõðàíÿþòñÿ âñå ðåçóëüòàòû ðàçäåëîâ 1.6 è 1.7.
Åùå ðàç íàïîìíèì, ÷òî âñå ôîðìóëû ýòîãî ðàçäåëà èìåþò ñìûñë òîëüêî ïðè

óñëîâèè ïîñòîÿíñòâà ôóíêöèé ψ1,2 è f0 íà ãðàíèöàõ ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì.

2.1.2 Íóëüìåðíîå äåéñòâèå
Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ãðàäèåíòíûå ÷ëåíû â äåéñòâèè
(2.2) èìåþò ñìûñë ìàëîé ïîïðàâêè. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò ëèáî â ïðåäå-
ëå òóííåëüíûõ êîíòàêòîâ Γ ≈ 2γ ¿ 1, ëèáî åñëè ðàçìåðû êîíòàêòîâ ìàëû
(Ðèñ. 1.3) ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé ñâîáîäíîãî ïðîáåãà. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå äà-
æå íå îáÿçàòåëüíî òðåáîâàòü äèôôóçíîé ïðîâîäèìîñòè â íîðìàëüíîé ÷àñòè
êîíòàêòà, äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ìîæåò áûòü ïîðÿäêà ðàçìåðîâ ñèñòåìû.
Ó÷èòûâàÿ ãðàäèåíòíûå ÷ëåíû êàê ìàëóþ ïîïðàâêó, ìû íàéäåì îïòèìàëüíóþ
çàâèñèìîñòü îò êîîðäèíàò ψ(r) è ïîëó÷èì íóëüìåðíîå äåéñòâèå.

Èòàê, åñëè ψ(r) ñëàáî ìåíÿåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå, ìû âûäåëÿåì áîëüøóþ êîí-
ñòàíòó

ψ = K + k(r) (2.9)

è ðàçëàãàåì äåéñòâèå (2.2) äî ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî k è äî âòîðîãî � ïî ∇k; êðî-
ìå òîãî, ðàçëîæèì ëîãàðèôì â äåéñòâèè äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî γ ch K (îïóñêàÿ
íåñóùåñòâåííóþ êîíñòàíòó). Ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà γ ch K ¿ 1 áóäåò ïî-
êàçàíà â äàëüíåéøåì.

S0[ψ] =
πE

δ
sh K − πGT

4
ch K+

+
1

4

(∑
i

Niγ
2
i

)
ch2 K+ (2.10)

+
πν

4

∫
dr

(−~D(∇k)2 + 4Ek ch K
)− 1

2

∑
i

Niγik
(i) sh K,
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ãäå ìû ââåëè ïîëíûé áåçðàçìåðíûé (â åäèíèöàõ e2/~) òóííåëüíûé êîíäàêòàíñ
êîíòàêòîâ

GT =
1

π

∑
i

NiΓi ≈ 2

π

∑
i

Niγi. (2.11)

Ïðåíåáðåãàÿ â (2.10) ñëàãàåìûìè èç âòîðîé è òðåòüåé ñòðîêè è âàðüèðóÿ
äåéñòâèå ïî K, ïîëó÷àåì 4E/(GTδ) = th K. Âëèÿíèå îïóùåííûõ ÷ëåíîâ ñòà-
íîâèòñÿ ñóùåñòâåííûì ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ K, ïðè ýòîì ïîïðàâêè ê th K

áóäóò îòðèöàòåëüíûìè. Ýòî îáåñïå÷èâàåò ïîÿâëåíèå ìàêñèìóìà â çàâèñèìî-
ñòè ýíåðãèè îò K, êîòîðûé îïðåäåëÿåò âåëè÷èíó ùåëè. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè
ìîæíî ñ÷èòàòü

Eg =
GTδ

4
. (2.12)

Òàêæå ìîæíî çàìåíèòü ýíåðãèþ E â ÷åòâåðòîì ñëàãàåìîì (2.10) íà Eg è, ïîëü-
çóÿñü áîëüøîé âåëè÷èíîé K, âî âòîðîé è òðåòüåé ñòðîêàõ (2.10) âìåñòî ãèïåð-
áîëè÷åñêèõ ôóíêöèé îò K ïîäñòàâèòü P/2, ãäå P = eK . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
äåéñòâèå â âèäå:

S0[P, k] = −πGT

8

[
εP +

2

P

]
+

P 2

16

∑
i

Niγ
2
i +

+
πν

4

∫
dr

(−~D(∇k)2 + 2EgPk
)− P

4

∑
i

Niγik
(i). (2.13)

Çäåñü ìû òàêæå ââåëè áåçðàçìåðíóþ ýíåðãèþ, îòñ÷èòàííóþ îò êðàÿ ùåëè:

ε =
Eg − E

Eg

= 1− 4E

GTδ
. (2.14)

Âàðüèðóÿ ïîëó÷åííîå äåéñòâèå ïî k, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ

~D∇2k + EgP = 0, D∇nk(i) +
v0

4
Pγi = 0. (2.15)

Ýòè óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿþò ôóíêöèþ k ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî,
ïîñêîëüêó ìû íå çàôèêñèðîâàëè êîíñòàíòó â (2.9). Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì ôóíê-
öèþ Ξ(r) = 4Dk(r)/(Pv0), êîòîðàÿ èìååò ðàçìåðíîñòü äëèíû è ïîä÷èíÿåòñÿ
óðàâíåíèÿì

V∇2Ξ +
∑

i

Aiγi = 0, ∇nΞ(i) + γi = 0. (2.16)

Çäåñü Ai � ïëîùàäü i-ãî êîíòàêòà. Â òàêîì âèäå ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíîé ñîâìåñò-
íîñòü óðàâíåíèÿ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî
îáúåìó ïåðâîå óðàâíåíèå è ïðèìåíèâ òåîðåìó Ãàóññà, ïîëó÷èì

∑
i Ai(∇nΞ(i) +

γi) = 0, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè â (2.16).
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Âîñïîëüçîâàâøèñü óðàâíåíèÿìè (2.16), ìîæíî óïðîñòèòü äåéñòâèå (2.13), êî-
òîðîå òåïåðü ñòàíîâèòñÿ ôóíêöèåé òîëüêî îò P :

S0(P ) = −πGT

8

[
εP +

2

P

]
+

P 2

16

∑
i

Niγ
2
i +

3π~νv0

64l
P 2

∫
dr (∇Ξ)2. (2.17)

Â ýòîì âûðàæåíèè åùå ðàç ïðîÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà
â Ξ íå èìååò ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà. Äëÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé íàì ïîíàäî-
áèòñÿ òîëüêî îäíà âåëè÷èíà, õàðàêòåðèçóþùàÿ ãåîìåòðèþ ñèñòåìû è ñâîéñòâà
êîíòàêòîâ:

γ =

(∑
i

Aiγi

)−1 [∑
i

Aiγ
2
i +

3

2l

∫
dr (∇Ξ)2

]
. (2.18)

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ.

Îäíîìåðíûé êîíòàêò. Ðàññìîòðèì ïëîñêèé SNS êîíòàêò (Ðèñ. 1.1) ñ äëèíîé
íîðìàëüíîé îáëàñòè 2Lz. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñâåðõïðîâîäíèêè ïðèñîåäèíÿþòñÿ
îäèíàêîâûìè òóííåëüíûìè êîíòàêòàìè ñ ïðîçðà÷íîñòüþ îäíîãî êàíàëà Γ ¿ 1.
Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.16) èìååò âèä Ξ(x) = −Γx2/(4L), à ïàðàìåòð (2.18):

γ1D =
Γ

2
+

LzΓ

4l
≈ LzΓ

4l
. (2.19)

Òàêîå æå çíà÷åíèå γ ïîëó÷àåòñÿ è äëÿ ïëîñêîãî NS êîíòàêòà ñ äëèíîé íîð-
ìàëüíîé îáëàñòè Lz. Â äàëüíåéøåì áóäåò ïîëåçíî ñëåäóþùåå òîæäåñòâî, ñâÿ-
çûâàþùåå âåëè÷èíó ùåëè ñ ýíåðãèåé Òàóëåññà äëÿ ïëîñêîãî êîíòàêòà

Eg = 6γ1DETh. (2.20)

Åãî ëåãêî ïîëó÷èòü, âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî ÷èñëî êàíàëîâ, âõîäÿùåå â
(2.11), ïðîïîðöèîíàëüíî ïëîùàäè ñå÷åíèÿ êîíòàêòà.

Äâóìåðíûé êîíòàêò. Åñëè íîðìàëüíàÿ îáëàñòü èìååò ôîðìó äèñêà ðàäèó-
ñà R (ñì. Ðèñ. 2.1), ïî êðàþ ïðèñîåäèíåííîãî ê ñâåðõïðîâîäíèêó, òî Ξ(r) =

−Γr2/(4R), è â èòîãå ïîëó÷àåì

γ2D =
3RΓ

16l
. (2.21)

Â ýòîì ñëó÷àå ñâÿçü ìåæäó âåëè÷èíîé ùåëè è ýíåðãèåé Òàóëåññà îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé

Eg = 4γ2DETh, ETh =
~D
R2

. (2.22)
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Ðèñ. 2.1. Äâóìåðíûé NS êîíòàêò â ôîðìå äèñêà. Òîëùèíà íîðìàëüíîãî ñëîÿ Lx,
ðàäèóñ � R.

Òðåõìåðíûé êîíòàêò. Àíàëîãè÷íî, åñëè íîðìàëüíàÿ îáëàñòü èìååò ôîðìó
øàðà ðàäèóñà R, òî ôóíêöèÿ Ξ(r) ïîëó÷àåòñÿ òàêîé æå, êàê â ïðåäûäóùåì
ñëó÷àå, à ðåçóëüòàò äëÿ ïàðàìåòðà γ èìååò âèä

γ3D =
3RΓ

20l
. (2.23)

Íóëüìåðíûé êîíòàêò. Ïîä íóëüìåðíûì êîíòàêòîì ìû ïîäðàçóìåâàåì íîð-
ìàëüíûé ìåòàëë ïðîèçâîëüíîé ôîðìû, ñîåäèíåííûé ñî ñâåðõïðîâîäíèêàìè óç-
êèìè êîíòàêòàìè (Ðèñ. 1.3). Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âòîðûì ñëàãà-
åìûì â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â (2.18) ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûì; åñëè ïðè ýòîì
âñå êàíàëû èìåþò îäèíàêîâóþ ïðîçðà÷íîñòü Γ, òî γ = Γ/2. Äåéñòâèòåëü-
íî, åñëè êîíòàêò èìååò ôîðìó òèïà Ðèñ. 1.3, òî îñíîâíîé âêëàä â èíòåãðàë∫

dr (∇Ξ)2 íàáèðàåòñÿ âáëèçè ñâåðõïðîâîäíèêîâ. Åñëè ðàññòîÿíèå r äî i-ãî
êîíòàêòà ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì ìíîãî áîëüøå ðàçìåðà êîíòàêòà (r À √

Ai),
íî ìíîãî ìåíüøå ðàçìåðà âñåãî íîðìàëüíîãî ìåòàëëà, òî ìîæíî ïðèáëèæåííî
ñ÷èòàòü |∇Ξ| ∼ Aiγi/r

2. Èíòåãðàë îò êâàäðàòà ýòîé âåëè÷èíû ïðîïîðöèîíàëåí
A

3/2
i γ2

i , èì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü â âûðàæåíèè (2.18) ïðè óñëîâèè Ai ¿ l2.
Âåëè÷èíà γ çàâèñèò îò ãåîìåòðèè ñèñòåìû è, êðîìå òîãî, ïðîïîðöèîíàëü-

íà �ñðåäíåé� ïðîçðà÷íîñòè îäíîãî êàíàëà â êîíòàêòå. Òóííåëüíûé êîíäàêòàíñ
GT òàêæå ïðîïîðöèîíàëåí ïðîçðà÷íîñòè îäíîãî êàíàëà. ×òîáû ðàññìàòðèâàòü
ïîâåäåíèå ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû ïðè èçìåíåíèè ñîïðîòèâëåíèÿ
êîíòàêòîâ, ââåäåì âåëè÷èíó, êîòîðàÿ îïèñûâàåò òîëüêî ôîðìó ñèñòåìû:

G =
πGT

2γ
. (2.24)

Â íóëüìåðíîé ñèñòåìå, êîãäà ïðîçðà÷íîñòè âñåõ êàíàëîâ îäèíàêîâû, ýòîò ïà-
ðàìåòð ñîâïàäàåò ñ ïîëíûì ÷èñëîì êàíàëîâ. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïëîñêîãî
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Ðèñ. 2.2. Êâàçèêëàññè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé â íîðìàëüíîé ÷àñòè
íóëüìåðíîé ãèáðèäíîé ñòðóêòóðû (Ðèñ. 1.3) îò ýíåðãèè. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóåò ñëó÷àþ γ = 0.4, ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � γ = 0.2, øòðèõïóíêòèðíàÿ � γ = 0.1,
øòðèõøòðèõïóíêòèðíàÿ � γ = 0.01. Ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ ïðîçðà÷íîñòè ãðàíèö ùåëü
çàêðûâàåòñÿ, à âûøå ïîðîãà â ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ïîÿâëÿåòñÿ îñòðûé ìàêñèìóì. Òà-
êàÿ æå çàâèñèìîñòü íàáëþäàåòñÿ è äëÿ SNS êîíòàêòà ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ðàçíîñòè
ôàç ê π (ñì. ðàçäåë 2.2.1).

êîíòàêòà (Ðèñ. 1.1) âåëè÷èíà G ïðîïîðöèîíàëüíà êîíäàêòàíñó íîðìàëüíîé îá-
ëàñòè: G = 6πGN äëÿ SNS êîíòàêòà è G = (3π/2)GN äëÿ NS êîíòàêòà.

Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ (2.18) è (2.24), ïîëó÷àåì íóëüìåðíîå äåéñòâèå â âèäå

S0(P ) =
Gγ

4

[
−εP − 2

P
+

γP 2

4

]
. (2.25)

Â ñëó÷àå íóëüìåðíîãî êîíòàêòà, êîãäà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ãðàäèåíòíûì ÷ëå-
íîì â (2.5), óðàâíåíèå Óçàäåëÿ ñòàíîâèòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì è ñðàâíèòåëüíî ïðî-
ñòî ðåøàåòñÿ. Ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå òàêîãî ðåøåíèÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé
èçîáðàæåíà íà Ðèñ. 2.2. Ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ ïðîçðà÷íîñòè ãðàíèö ùåëü ñòàíî-
âèòñÿ ìåíüøå, è, êðîìå òîãî, ïîÿâëÿåòñÿ îñòðûé ìàêñèìóì ïðè ýíåðãèÿõ âûøå
ïîðîãîâîé.

2.1.3 Êëàññèôèêàöèÿ �õâîñòîâ�
Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ïðåäåëüíûå ñëó÷àè èçìåíåíèÿ ïà-
ðàìåòðîâ γ è ε, âû÷èñëèì äåéñòâèÿ èíñòàíòîíîâ è ïîñòðîèì ãðóáóþ êàðòèíó
âîçìîæíîãî ïîâåäåíèÿ ïîäùåëåâîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðå-
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äåëüíûõ ñëó÷àåâ.
Âàðüèðóÿ S0(P ), ïîëó÷èì óðàâíåíèå1, ñâÿçûâàþùåå P è ε:

ε =
2

P 2
+

γP

2
. (2.26)

Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ε äîñòèãàåòñÿ ïðè P = P0 = 2γ−1/3 è ðàâíî 3γ2/3/2 ¿ 1.
Îòëè÷èå ýòîé âåëè÷èíû îò íóëÿ ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïîðîãîâàÿ ýíåðãèÿ Eg â
äåéñòâèòåëüíîñòè ìåíüøå, ÷åì Gγδ/(2π), îäíàêî ýòà ïîïðàâêà ìàëåíüêàÿ, è åå
íóæíî áóäåò ó÷åñòü òîëüêî ïðè âûâîäå ñëåäóþùåé ôîðìóëû.

Ïðè E < Eg óðàâíåíèå (2.26) èìååò äâà äåéñòâèòåëüíûõ ïîëîæèòåëüíûõ
êîðíÿ P1,2, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò äâóì ðåøåíèÿì óðàâíåíèÿ Óçàäåëÿ θ1,2. Èõ
ìîæíî íàéòè, åñëè ðàçëîæèòü (2.25) ïî ìàëûì ïàðàìåòðàì ε è δP = P − P0:

S0(P ) = S0(P0) +
Gγ

4

[
−εδP +

2(δP )3

P 4
0

]
. (2.27)

Çäåñü â ε ó÷òåíà ïîïðàâêà, êîòîðàÿ áûëà îïóùåíà â (2.14): ε = 1 − 3γ2/3/2 −
2πE/(Gγδ). Â äàëüíåéøåì íàì áóäåò äîñòàòî÷íî òî÷íîñòè âûðàæåíèÿ (2.14).

Èç ðàçëîæåíèÿ (2.27) çàêëþ÷àåì, ÷òî äâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Óçàäåëÿ ñî-
îòâåòñòâóþò P1,2 = P0(1 ∓ P0

√
ε/6), à ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû äëÿ ïëîòíîñòè

ñîñòîÿíèé èìååò âèä:

S1 = S0(P1)− S0(P2) = Gγ1/3
(2ε

3

)3/2

. (2.28)

Òîò æå ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü, ñðàâíèâ ðàçëîæåíèÿ (2.27) è (1.38). Äëÿ
ýòîãî íóæíî ñíà÷àëà óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó g è δP . Â ðåæèìå γ ¿ 1 ôóíêöèÿ
ψ0(r) ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò êîíñòàíòû, ïîýòîìó â ãëàâíîì ïîðÿäêå ìîæíî ñ÷èòàòü
f0(r) ≈ 1. Òàêèì îáðàçîì, δψ = g, ñ äðóãîé ñòîðîíû δψ = δ ln P = δP/P0. Â
ðåçóëüòàòå, ïðèðàâíèâàÿ ïî÷ëåííî ïðàâûå ÷àñòè (2.27) è (1.38), ïîëó÷èì

c1 =
P0

2
= γ−1/3, c2 =

6

P0

= 3γ1/3, G̃ =
3

4
Gγ4/3, ∆g =

(3G)1/3γ7/9δ

24/3π
.

(2.29)
Åñëè ïîäñòàâèòü ýòè êîíñòàíòû â (1.40), òî âíîâü ïîëó÷èòñÿ ðåçóëüòàò (2.28).
Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (2.29), ìîæíî îáîáùèòü âñå ðåçóëüòàòû ðàçäåëîâ 1.6
è 1.7. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé íàä ùåëüþ èç (1.53) ïîëó÷àåì

〈ρ〉 =
1

γ2/3δ

√
8|ε|
3

. (2.30)

1 Äëÿ ñëó÷àÿ èäåàëüíîé ãðàíèöû åãî àíàëîãîì áûëî óðàâíåíèå (1.7).
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Ðèñ. 2.3. Ôàçîâàÿ äèàãðàììà äëÿ ðàçëè÷íûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé ïëîò-
íîñòè ñîñòîÿíèé îò ýíåðãèè (γ∗ = G−3/4, ε∗ = G−1/2). Îáëàñòè I ñîîòâåòñòâóåò âûðà-
æåíèå (2.30), îáëàñòè Ia � (2.35), îáëàñòè II � (2.31), îáëàñòÿì IIa è IIb � (2.49).
Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé â îáëàñòÿõ I, Fa è II îïèñûâàåòñÿ åäèíîé ôîðìóëîé (1.63) ñ ó÷å-
òîì (2.29). Â ðåæèìå IIb ïîëíîå êîëè÷åñòâî êâàçèëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé âåëèêî
(ñì. (2.51)).

Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü ïðåäýêñïîíåíòó äëÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ïîä
ùåëüþ èç (1.52):

〈ρ〉 =
1

δ

√
π

2Gγ5/3
√

6ε
exp

[
−Gγ1/3

(2ε

3

)3/2
]

. (2.31)

Äâå ïîñëåäíèå ôîðìóëû ñïðàâåäëèâû âíå ôëóêòóàöèîííîé îáëàñòè ïðè óñëî-
âèè |ε| À G−2/3γ−2/9, êîãäà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âêëàäîì âòîðîãî èíñòàíòîíà ïî
ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûì. Íà Ðèñ. 2.3 ïðèâåäåíà ãðóáàÿ �ôàçîâàÿ äèàãðàììà� âîç-
ìîæíûõ ïîâåäåíèé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ γ è ε. Ôîð-
ìóëà (2.30) ñîîòâåòñòâóåò îáëàñòè I, à âûðàæåíèå (2.31) � îáëàñòè II. Ìåæäó
íèìè íàõîäèòñÿ ôëóêòóàöèîííàÿ îáëàñòü Fa. Åäèíîå âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíî-
ñòè ñîñòîÿíèé âî âñåõ òðåõ îáëàñòÿõ (I, Fa è II) ïîëó÷àåòñÿ èç (1.63) òàêæå ñ
ïîìîùüþ (2.29).

Ðàçëîæåíèå (2.27) ñïðàâåäëèâî, åñëè ýíåðãèÿ íå ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ïîðî-
ãîâîé. Äëÿ åãî ïðèìåíèìîñòè íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà
|δP | ¿ P0 èëè, èíà÷å, |ε| ¿ γ2/3. Â ïðîòèâîïîëîæíîì ïðåäåëå γ2/3 ¿ ε ¿ 1 ïðè-
áëèæåíèå êóáè÷åñêîé ïàðàáîëû (2.27) íå ðàáîòàåò, è, ÷òîáû íàéòè P1,2, íóæíî
ðåøàòü óðàâíåíèå (2.26). Äëÿ îòûñêàíèÿ ìåíüøåãî êîðíÿ (P1) ìîæíî ïðåíå-
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áðå÷ü ïîñëåäíåì ñëàãàåìûì, à äëÿ P2 � âòîðûì:

P1 =

√
2

ε
, P2 =

2ε

γ
. (2.32)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â âûðàæåíèå äëÿ äåéñòâèÿ (2.27), ïîëó÷èì

S0(P1) = −Gγ
√

ε/2, S0(P2) = −Gε2

4
. (2.33)

Ïîñêîëüêó S0(P1) ¿ S0(P2), ýêñïîíåíòà äëÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé îïðåäåëÿåòñÿ
òîëüêî S0(P2):

S1 = −S0(P2) =
Gε2

4
. (2.34)

Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ñ òàêèì ïîêàçàòåëåì ýêñïîíåíòû ñîîòâåòñòâóåò îáëàñòÿì
IIa è IIb. Ïðåäýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü äëÿ ýòîãî ðåæèìà áóäåò ïîëó÷åí
â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

Íàä ùåëüþ â îáëàñòè Ia ôîðìóëà (2.30) òàêæå íå ïðèìåíèìà. ×òîáû îïðå-
äåëèòü ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé â ýòîì ðåæèìå, íóæíî ðåøèòü óðàâíåíèå (2.26)
ïðè áîëüøîì îòðèöàòåëüíîì ε. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïàðû êîìïëåêñíî ñîïðÿæåí-
íûõ êîðíåé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïîñëåäíèì ÷ëåíîì â (2.26): P1,2 = ±i

√
2/|ε|.

Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ïðè ýòîì èìååò âèä

〈ρ〉 =
2

δ
Re cos θ =

1

δ
Im(P − P−1) ≈ 1

δ

√
2

|ε| . (2.35)

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè çíà÷åíèå P1, ïîñêîëüêó ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé äîëæíà
áûòü ïîëîæèòåëüíà. Òàêèì îáðàçîì, íåïîñðåäñòâåííî âûøå ùåëè ïëîòíîñòü
ñîñòîÿíèé ðàñòåò (Ðèñ. 2.2) ïî çàêîíó (2.30), à çàòåì óáûâàåò êàê (2.35). Êî-
ãäà ýíåðãèÿ ñòàíîâèòñÿ íàñòîëüêî áîëüøîé, ÷òî |ε| & 1, ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé
ñòðåìèòüñÿ ê ñâîåìó íîðìàëüíîìó ìåòàëëè÷åñêîìó çíà÷åíèþ 2/δ.

Ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ ïðîçðà÷íîñòè γ îáëàñòè I è II ñòàíîâÿòñÿ �óæå è èñ÷å-
çàþò, êîãäà γ ∼ γ∗ = G−3/4. Îäíîèíñòàíòîííûé âêëàä â ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé
ïðè ýòîì îïèñûâàåòñÿ òîëüêî ýêñïîíåíòîé ñ ïîêàçàòåëåì (2.34). Êàê áóäåò ïî-
êàçàíî â ðàçäåëå 2.1.4, ïðè óìåíüøåíèè γ íèæå γ∗ (îáëàñòü IIb) ïîëíîå ÷èñëî
ïîäùåëåâûõ ñîñòîÿíèé íà÷èíàåò ðàñòè. Òàêîå ïîâåäåíèå ìû íàçîâåì �ñèëüíûì
õâîñòîì�.

Âáëèçè ýíåðãèè Ôåðìè (ε = 1) ïðîèñõîäèò êðîññîâåð ê íåíóëüìåðíîé σ-
ìîäåëè. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â ðàç-
äåëå 3.3.
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Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî âáëèçè ãðàíèö îáëàñòåé ïðîèñõîäèò êðîññîâåð îò
îäíîé çàâèñèìîñòè ê äðóãîé, à âñå ïðèâåäåííûå íàìè ôîðìóëû ñïðàâåäëèâû
òîëüêî ïðè äîñòàòî÷íîì óäàëåíèè âãëóáü ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòè.

2.1.4 �Ñèëüíûé õâîñò�
Òåïåðü ìû ïåðåõîäèì ê ñëó÷àþ γ ¿ G−3/4. Îí ñîîòâåòñòâóåò îáëàñòè IIb íà
Ðèñ. 2.3. Ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé òî÷íîñòüþ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé áûëà íàéäåíà â
ðàçäåëå 2.1.3, ñåé÷àñ íàøåé çàäà÷åé áóäåò íàõîæäåíèå ïðåäýêñïîíåíòû.

Ôëóêòóàöèîííàÿ îáëàñòü äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ óæå íàñòîëüêî âå-
ëèêà, ÷òî âíå åå ðàçíîñòü ôóíêöèé ψ1 è ψ2 íåëüçÿ ñ÷èòàòü ìàëîé, íî, òåì íå
ìåíåå, èõ çàâèñèìîñòü îò êîîðäèíàò âñå åùå ñëàáàÿ. Ïðè âû÷èñëåíèè ãàóññîâà
èíòåãðàëà ïî æåñòêèì ìîäàì òàê æå, êàê è â ðàçäåëå 1.6, âîçíèêàåò ìíîæèòåëü

√√√√det Ô+

θ1θ2
det′ Ô−

θ1θ2

det Ô+

θ1θ1
det′ Ô−

θ1θ1

=

√(E+
θ1θ2

)
0(E+

θ1θ1

)
0

, (2.36)

ãäå ìû îãðàíè÷èëèñü ëèøü ìèíèìàëüíûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðà-
òîðîâ Ô+

θ1θ2
è Ô+

θ1θ1
, ïîòîìó ÷òî âûñøèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ â

îñíîâíîì ãðàäèåíòíûì ÷ëåíîì è, ïî-ïðåæíåìó, ñëàáî çàâèñÿò îò ýíåðãèè.
Ìû, îäíàêî, íà÷íåì ñ íàõîæäåíèÿ âåëè÷èí

(E−θ1θ1

)
0
è

(E−θ2θ2

)
0
, êîòîðûå íàì

âñå ðàâíî ïîíàäîáÿòñÿ â äàëüíåéøåì. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ñâÿçüþ (À4) è
ôîðìóëàìè (1.29) è (2.25)

(E−θ1θ1

)
0

=
1

2

∂2S
∂p2

= −1

4

∂2S
∂β2

=
1

4
S ′′0 (P )

(
∂P

∂θ

)2
∣∣∣∣∣
P=P1

=

=
Gγ

4

[
1

P1

− γP 2
1

8

]
=

Gγ

8

√
2ε. (2.37)

Àíàëîãè÷íîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ïåðåìåííîé q äàåò

(E−θ2θ2

)
0

= −Gε2

8
. (2.38)

Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
(E−θ1θ2

)
0
ñîîòâåòñòâóåò âðàùåíèþ óãëà χB è ðàâíî íó-

ëþ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ
(E+

θ1θ2

)
0
ïðèìåíèì òåîðèþ âîçìóùåíèé. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ

ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ñëàáî îòëè÷àåòñÿ îò êîíñòàíòû, è íàì áóäåò äîñòàòî÷íî
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ïîëîæèòü åå ðàâíîé åäèíèöå.

(E+
θ1θ2

)
0

=
(
1
[
Ô+

θ1θ2
−Ô−

θ1θ2

]
1
)

=

=
π~νD

8

∫
dr (∇ψ1)(∇ψ2) +

∑
i

Niγ
2
i

8
sh ψ

(i)
1 sh ψ

(i)
2 =

=
π~νv0

64
P1P2

[
3

2l

∫
dr

(∇Ξ
)2

+
∑

i

Aiγ
2
i

]
=

=
Gγ2

32
P1P2 =

Gγ

16

√
2ε. (2.39)

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü âûðàæåíèåì (2.18) äëÿ γ.
Òàêèì æå ñïîñîáîì ìîæíî ïîñ÷èòàòü

(E+
θ1θ1

)
0
, îäíàêî ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ,

÷òî ïîïðàâêà òåîðèè âîçìóùåíèé ê (2.37) ìàëà, è ìîæíî ñ÷èòàòü

(E+
θ1θ1

)
0

=
(E−θ1θ1

)
0

=
Gγ

8

√
2ε. (2.40)

Òàêèì îáðàçîì, âêëàä â ïðåäýêñïîíåíòó îò æåñòêèõ ôëóêòóàöèé ñâîäèòñÿ ê
√(E+

θ1θ2

)
0(E+

θ1θ1

)
0

=
1√
2
. (2.41)

Äàëüíåéøåå âû÷èñëåíèå àíàëîãè÷íî ïðèâåäåííîìó â ðàçäåëå 1.6. Ôëóêòó-
àöèè ìÿãêèõ ìîä â ïåðåìåííûõ b, p è κω ñîêðàùàþò äðóã äðóãà. Îñòàåòñÿ
èíòåãðàë ïî ïåðåìåííûì n, ζξ è q. Ïàðà ãðàññìàíîâûõ ïåðåìåííûõ2 ζ, ξ âõî-
äèò â äåéñòâèå â âèäå ζξ

(E−θ1α

)
0
. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ

(îíî îòëè÷íî îò íóëÿ, åñëè α 6= θ2) áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ
sh[(ψ2 − ψ1)/2], êîòîðàÿ ïîñëå íîðìèðîâêè ïðèíèìàåò âèä

a(r) = 1 +
3(P1 + P2)

8l
Ξ(r). (2.42)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (2.4) è èñïîëüçóÿ (2.16) è (2.18), ïîñëå äîâîëüíî
ãðîìîçäêèõ, íî ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì

(E−θ1α

)
0

=
Gγ

32

P2 + P1

P2 − P1

[
P1

(
−ε +

2

P 2
1

+
γP1

2

)
− P2

(
−ε +

2

P 2
2

+
γP2

2

)]
. (2.43)

2 Â ðàçäåëå 1.6 èñïîëüçîâàëèñü îáîçíà÷åíèÿ ζ(x) = ζ̃f0(x) è ò.ï., ãäå ÿâíî áûëè îòäåëå-
íû àìïëèòóäà ôëóêòóàöèé è èõ ïðîñòðàíñòâåííûé ïðîôèëü. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñåé÷àñ
ïðåäåëå íîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðîâ Ô, îòâå÷àþùèå íèçøèì ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèÿì, ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò åäèíèöû, òàê ÷òî ñ íåîáõîäèìîé òî÷íîñòüþ
ìîæíî íå îòëè÷àòü ζ̃ è ζ.
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Çäåñü ïîä P2 ìû ïîíèìàåì íå êîðåíü óðàâíåíèÿ (2.26), à ïåðåìåííóþ, ïàðàìåò-
ðèçóþùóþ óãîë α: α ≈ π/2+ i ln P2. P2 óäîâëåòâîðÿåò (2.26) òîëüêî ïðè α = θ2,
ïðè ýòîì (2.43), î÷åâèäíî, îáðàùàåòñÿ â íîëü. Òî æå ñàìîå áûëî è â ñëó÷àå
èäåàëüíûõ ãðàíèö. Â ñåäëîâîé òî÷êå ìîäà ζξ íóëåâàÿ, îäíàêî åå ìàññà ðàñòåò
ëèíåéíî ïðè îòêëîíåíèè ïî ïåðåìåííîé q. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî ñîîòâåòñòâóåò
îòêëîíåíèþ ïî P2:

δP2 = −iP2δα = − P2√
2

q. (2.44)

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ âûðàæåíèå (2.43) ïî P2 (íóæíî äèôôåðåíöèðîâàòü òîëü-
êî âòîðîå ñëàãàåìîå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ), ïðèõîäèì ê ðåçóëüòàòó:

(E−θ1α

)
0

= −Gγε

32
δP2 =

Gε2q

16
√

2
. (2.45)

Òåïåðü âû÷èñëèì â íàøåì ïðèáëèæåíèè ïðåäýêñïîíåíòó â (1.24). Ïî àíàëî-
ãèè ñ (1.49) èìååì

ν

4

∫
dr str(kΛQ) = const− ν

2
δα

∫
dr ch ψ2 = const +

i

2
√

2δ

εq

γ
. (2.46)

Îñòàëîñü òîëüêî îïðåäåëèòü ìåðó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé n, ñîîò-
âåòñòâóþùåé íóëåâîé ìîäå âðàùåíèÿ óãëà χB. Ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèåì (À4),
ïîëó÷èì àíàëîãè÷íî (1.51)

n = 2i sin kBχB = −2 sh
ψ2 − ψ1

2
χB = −2

√
P2

P1

χB = −(2ε)3/4

√
2γ

χB,

∫
dn = π

√
2

γ
(2ε)3/4. (2.47)

Òåïåðü âñå ãîòîâî äëÿ ðàñ÷åòà ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé. Èñïîëüçóÿ (2.38), (2.41)
è (2.45�2.47), èìååì

〈ρ〉 =
e−S1

√
2

Re

∫
dn dq

π
dζ dξ

i

2
√

2δ

εq

γ
exp

[
Gε2

8

(
q2 − qζξ

2
√

2

)]
=

= −23/4

64δ
G

ε15/4

γ3/2
e−S1 Im

∫
dq q2 exp

(
Gε2

8
q2

)
. (2.48)

Èíòåãðèðóÿ âäîëü ìíèìîé îñè, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî

〈ρ〉 =
1

2δ

√
π

Gγ3

(ε

2

)3/4

exp

(
−Gε2

4

)
. (2.49)

Ýòîò ðåçóëüòàò îïèñûâàåò ïîâåäåíèå ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé â îáëàñòÿõ IIa è
IIb íà Ðèñ. 2.3. Â îáëàñòè IIa ïîëó÷åííàÿ çàâèñèìîñòü �ñøèâàåòñÿ� c (2.31) ïðè
ε ∼ γ2/3:

〈ρ〉
∣∣∣
ε∼γ2/3

∼ 1

δ
√

Gγ
exp

(−Gγ4/3
)
. (2.50)
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Ñëîæíåå îáñòîèò äåëî ñî �ñøèâêîé� â îáëàñòè IIb. Êâàçèêëàññè÷åñêàÿ ïëîò-
íîñòü ñîñòîÿíèé îáðàùàåòñÿ íà ãðàíèöå ùåëè â íîëü êîðíåâûì îáðàçîì (2.30),
äîñòèãàåò ìàêñèìóìà ïðè |ε| ∼ γ2/3, à äàëåå íà÷èíàåò óáûâàòü (ñì. Ðèñ. 2.2)
ïî çàêîíó îáðàòíîãî êîðíÿ (2.35). Ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ ïðîçðà÷íîñòè ãðàíè-
öû ðàçìåð ôëóêòóàöèîííîé îáëàñòè óâåëè÷èâàåòñÿ, è ïðè γ ∼ γ∗ = G−3/4

îíà íàêðûâàåò ìàêñèìóì ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé. Â èòîãå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïëîò-
íîñòü ñîñòîÿíèé ðàñòåò ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê ôëóêòóàöèîííîé îáëàñòè Fb

ñ îáåèõ ñòîðîí. Â ýòîé ñèòóàöèè íåëüçÿ ïðèâåñòè âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè
ñîñòîÿíèé ê óíèâåðñàëüíîìó âèäó, êàê ýòî äåëàëîñü â ñëó÷àå (1.63), ïîýòîìó
íèêàêîé ôîðìàëüíîé �ñøèâêè� çàâèñèìîñòåé âûøå è íèæå îáëàñòè Fb íåò: âî
ôëóêòóàöèîííîé îáëàñòè ïðîèñõîäèò ñèëüíîå èçìåíåíèå ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé,
çàâèñÿùåå îò ìàëîãî ïàðàìåòðà γ.

Îöåíèì, íàêîíåö, ïîëíîå ÷èñëî êâàçèëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé

N ∼
1∫

0

Egdε

δ
√

Gγ3
ε3/4e−Gε2 ∼ γ−1/2G−3/8 À 1. (2.51)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè γ ¿ G−3/4 ÷èñëî ñîñòîÿíèé ïîä ùåëüþ ñòàíîâèòñÿ áîëü-
øèì, ïî÷åìó ìû è íàçâàëè ýòîò ñëó÷àé �ñèëüíûì õâîñòîì�.

Ñóùåñòâåííîå îòëè÷èåì �ñèëüíîãî õâîñòà� îò ðåçóëüòàòà (2.31) çàêëþ÷àåòñÿ â
ïîâåäåíèè ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé íàä ùåëüþ. Â ñëó÷àå, êîãäà êâàçèêëàññè÷åñêàÿ
ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé îáðàùàåòñÿ â íîëü êîðíåâûì îáðàçîì (2.30), ðåçóëüòàò äëÿ
�õâîñòà� èìååò âèä (2.31), è ñïðàâåäëèâî òî÷íîå âûðàæåíèå (1.63). Åñëè æå íà
ó÷àñòêå êîðíåâîãî ðîñòà êâàçèêëàññè÷åñêîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé îêàçûâàåòñÿ
â ñðåäíåì ìåíüøå îäíîãî óðîâíÿ (ñì. Ðèñ. 2.2), òî ìîæíî ãîâîðèòü î ñèíãó-
ëÿðíîñòè òèïà ÁÊØ (2.35) íà ïîðîãå, è òîãäà ôîðìà �õâîñòà� ïðèîáðåòàåò âèä
(2.49).

2.2 SNS êîíòàêò ñ ðàçíîñòüþ ôàç

2.2.1 Çàâèñèìîñòü ùåëè îò ðàçíîñòè ôàç
Åñëè ôàçà ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ìåíÿåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå, ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå
Óçàäåëÿ íå äîïóñêàåò ïðîñòîé ïàðàìåòðèçàöèè îäíèì óãëîì. Ïîìèìî óãëà θ

íóæíî ââîäèòü ôàçîâûé óãîë, è ðåøàòü ñèñòåìó íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà
îáå ïåðåìåííûå. Ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè ñóïåðìàòðè÷íîé σ-ìîäåëè,
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ýôôåêòèâåí, òîëüêî åñëè âîçìîæíî îòäåëåíèå ïðîñòðàíñòâåííîé çàâèñèìîñòè
ïåðåìåííûõ è ïåðåõîä ê íóëüìåðíîìó ïðåäåëó. Òàêîå ïðèáëèæåíèå âîçìîæ-
íî è â ñëó÷àå êîíòàêòà ñ ðàçíîñòüþ ôàç, åñëè èçìåíåíèå ôàçû ïðîèñõîäèò â
îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîé ïî îáúåìó îáëàñòè âáëèçè ãðàíèö êîíòàêòà. Ýòî äåé-
ñòâèòåëüíî òàê äëÿ ñèñòåìû ñ êâàíòîâûìè òî÷å÷íûìè êîíòàêòàìè. Ýòèì
òåðìèíîì íàçûâàþò êâàçèêëàññè÷åñîêîå ñóæåíèå, ïîñðåäñòâîì êîòîðîãî îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ êîíòàêò äâóõ ðåçåðâóàðîâ.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé áàëëèñòè÷åñêèõ êîíòàêòîâ, ÷òî çíà÷èòåëüíî
óïðîñòèò äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ. Ïîä áàëëèñòè÷åñêèì ìû ïîíèìàåì òî÷å÷-
íûé êîíòàêò áåç äîïîëíèòåëüíîãî òóííåëüíîãî áàðüåðà. Â êâàçèêëàññè÷åñêîì
ïðèáëèæåíèè (êîëè÷åñòâî îòêðûòûõ êàíàëîâ âåëèêî) ìîæíî ðàññóæäàòü â òåð-
ìèíàõ òðàåêòîðèé ýëåêòðîíîâ. Ñðåäè áîëüøîãî êîëè÷åñòâà òðàåêòîðèé, ïî êî-
òîðûì ýëåêòðîí ìîæåò ïîäîéòè èç îáúåìà ê îáëàñòè êîíòàêòà, ëèøü íåáîëüøàÿ
÷àñòü ïîçâîëÿåò ïðîéòè ÷åðåç êîíòàêò. Îñòàëüíûå òðàåêòîðèè áóäóò îòðàæåíû
íàçàä ñòåíêàìè. Âñþ îáëàñòü ñóæåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðàññåèâàòåëü,
îïèñûâàåìûé íåêîòîðîé ìàòðèöåé ðàññåÿíèÿ, çàäàþùåé àìïëèòóäû ïåðåõîäà
èç îáúåìà îäíîãî ðåçåðâóàðà â äðóãîé. Â ïðåäñòàâëåíèè êàíàëîâ êâàäðàò ýòîé
ìàòðèöû ìîæíî äèàãîíàëèçîâàòü, ïðè÷åì áîëüøèíñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
áóäóò ïðàêòè÷åñêè íóëåâûìè, à îñòàëüíûå � áëèçêè ê åäèíèöå, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóåò ïîíÿòèþ î áàëëèñòè÷åñêîì êîíòàêòå.

Ïîëíîå äåéñòâèå σ-ìîäåëè äëÿ áàëëèñòè÷åñêîãî êîíòàêòà ñâåðõïðîâîäíèêà
è íîðìàëüíîãî ìåòàëëà èìååò îáû÷íûé âèä (1.23), íî ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ ñà-
ìîñîãëàñîâàííîå íàõîæäåíèå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ∆. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìèíèìóìà
äåéñòâèÿ, âñå ïðîñòðàíñòâåííûå èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ áîëåå âûãîäíû â ìà-
ëîé ïî îáúåìó îáëàñòè âáëèçè ãðàíèöû, à íå âî âñåì îáúåìå ñèñòåìû, ïîýòîìó
ìû ìîæåì ñ÷èòàòü ìàòðèöó Q íåçàâèñÿùåé îò êîîðäèíàò â îáúåìå è îïóñòèòü
ãðàäèåíòíûé ÷ëåí â äåéñòâèè, à ñóæåíèå îïèñûâàòü ñ ïîìîùüþ ãðàíè÷íîãî
÷ëåíà âèäà (2.1), âçÿâ ïðîçðà÷íîñòü Γ = 1 (÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðåäïîëîæåíèþ
î áàëëèñòè÷íîñòè) è ÷èñëî êàíàëîâ N , îïðåäåëåííîå ðàçìåðàìè ñóæåíèÿ. Äëÿ
ñèììåòðè÷íîãî SNS êîíòàêòà äåéñòâèå σ-ìîäåëè áóäåò èìåòü âèä

S[Q] =
iπE

2δ
str(ΛQ)− N

4

∑
i=L,R

str ln
[
1 + Q

(i)
S Q

]
. (2.52)

Â ýòîé ôîðìóëå èíäåêñ i ïðèíèìàåò äâà çíà÷åíèÿ, îòâå÷àþùèå ëåâîé è ïðàâîé
ãðàíèöå. Çäåñü ïîä Q íóæíî ïîíèìàòü çíà÷åíèå ìàòðèöû äîñòàòî÷íî äàëåêî
îò ñóæåíèÿ, ÷òî èñêëþ÷àåò ëèøü ìàëóþ ÷àñòü âñåãî îáúåìà ñèñòåìû. Â ðàñ-
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ñìîòðåííîì ñëó÷àå íàì íå íóæíî ñàìîñîãëàñîâàííî îïðåäåëÿòü âåëè÷èíó ∆.
Â íîðìàëüíîé îáëàñòè ïàðàìåòð ïîðÿäêà îòñóòñòâóåò, à â ñâåðõïðîâîäíèêàõ
ìîæíî ñ÷èòàòü åãî çàäàííûì, ïîñêîëüêó îáëàñòè ñóæåíèé âáëèçè ãðàíèö óæå
èñêëþ÷åíû.

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ê êîíòàêòó ïðèëîæåíà ðàçíîñòü ôàç ϕ. Áóäåì èñïîëü-
çîâàòü ñèììåòðè÷íóþ êàëèáðîâêó, ñ÷èòàÿ ÷òî ôàçû ëåâîãî è ïðàâîãî ñâåðõïðî-
âîäíèêà ðàâíû ±ϕ/2. Òîãäà âûðàæåíèÿ äëÿ ìàòðèö Q

(L,R)
S ïðè ýíåðãèÿõ ìíîãî

ìåíüøå ∆ ïðèíèìàþò âèä

Q
(L,R)
S = τx cos(ϕ/2)± τy sin(ϕ/2). (2.53)

Èñïîëüçóÿ óãëîâóþ ïàðàìåòðèçàöèþ (1.26) ìàòðèöû Q ïîëó÷èì ñëåäóþùåå
âûðàæåíèå äëÿ äåéñòâèÿ σ-ìîäåëè

S = SFF − SBB,

SFF = N

[
2iη cos θF cos kF −

∑

λ=±1

ln
(
1 + cos

(
ϕF + λ

ϕ

2

)
sin θF

)]
, (2.54)

SBB = N

[
2iη cos θB cos kB −

∑

λ=±1

ln
(
cos kB + cos

(
ϕB + λ

ϕ

2

)
sin θB

)]
.

Çäåñü ìû äëÿ óäîáñòâà ââåëè áåçðàçìåðíûé ýíåðãåòè÷åñêèé ïàðàìåòð η =

πE/(Nδ).
Èç ñèììåòðèéíûõ ñîîáðàæåíèé î÷åâèäíî, ÷òî ìèíèìóì äåéñòâèÿ äîñòèãàåò-

ñÿ ïðè íóëåâûõ çíà÷åíèÿõ ôàç ϕF,B (êîíå÷íî, ýòî ëåãêî óñòàíîâèòü è ïðÿìîé
âàðèàöèåé äåéñòâèÿ). Òàêæå ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî âñå ñåäëîâûå òî÷êè äåéñòâèÿ
ñîîòâåòñòâóþò íóëåâîìó çíà÷åíèþ óãëà kF. Ïîëîæèâ â äåéñòâèè kF = ϕF,B = 0

è ââåäÿ îáîçíà÷åíèå γ = cos(ϕ/2) è G = 2N (âåëè÷èíû γ è G áóäóò èãðàòü
òàêóþ æå ðîëü, êàê ðàíüøå), ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ

SFF = G
[
iη cos θF cos kF − ln (1 + γ sin θF)

]
,

SBB = G
[
iη cos θB cos kB − ln (cos kB + γ sin θB)

]
.

(2.55)

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ïîäðîáíî ïðîàíàëèçèðóåì ýòî äåéñòâèå è îïðåäå-
ëèì åãî ñåäëîâûå òî÷êè, à ñåé÷àñ îáðàòèìñÿ ê áîëåå ïðîñòîìó âîïðîñó � ðàñ-
ñìîòðèì çàâèñèìîñòü ùåëè îò ðàçíîñòè ôàç. Äëÿ ýòîãî íàì äîñòàòî÷íî îñòà-
âèòü âñåãî îäèí óãîë θ, íàïðèìåð, â FF-ñåêòîðå ìîäåëè. Ðàçóìååòñÿ, òàêîé æå
ðåçóëüòàò ìû ïîëó÷èì è èç BB-ñåêòîðà â ñèëó ñóïåðñèììåòðèè êâàçèêëàññè÷å-
ñêîãî ðåøåíèÿ. Äëÿ åäèíñòâåííîãî óãëà θF = π/2 + iψ âàðüèðîâàíèå äåéñòâèÿ

52



0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.0

0.1

0.2

0.3

0Π�4Π�23Π�4Π

PSfrag replaements η
g

γ

ϕ

Ðèñ. 2.4. Çàâèñèìîñòü ùåëè â ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ñèììåòðè÷íîãî SNS êîíòàêòà îò
ðàçíîñòè ôàç. Çíà÷åíèå ηg ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìóìó âûðàæåíèÿ (2.56).

äàåò ñëåäóþùåå ñåäëîâîå óðàâíåíèå

η =
γ th ψ

1 + γ ch ψ
. (2.56)

Çäåñü ìû ñðàçó âûðàçèëè ýíåðãèþ ÷åðåç ìíèìóþ ÷àñòü óãëà θF ïî àíàëîãèè ñ
(1.7) è (2.26). Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ψ, ìîæíî îïðåäåëèòü êâàçè-
êëàññè÷åñêóþ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé. Ðåçóëüòàò òàêîãî âû÷èñëåíèÿ èçîáðàæåí
íà Ðèñ. 2.2.

Ìàêñèìóì ïðàâîé ÷àñòè (2.56) îïðåäåëÿåò âåëè÷èíó ùåëè. Äëÿ íàõîæäåíèÿ
ýòîãî ìàêñèìóìà â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ðàçíîñòè ôàç (ïàðàìåòðà γ)
íóæíî ðåøèòü êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå. Çàâèñèìîñòü ùåëè îò ðàçíîñòè ôàç, ïî-
ëó÷åííàÿ òàêèì ñïîñîáîì, èçîáðàæåíà íà Ðèñ. 2.4. Ïðè íóëåâîé ðàçíîñòè ôàç
ñîîòâåòñòâóþùåå êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå óïðîùàåòñÿ äî êâàäðàòíîãî è äàåò èç-
âåñòíûé ðåçóëüòàò [6]

ηg

∣∣
ϕ=0

=

(
1 +

√
5

2

)−5/2

≈ 0.3. (2.57)

Â ïðîòèâîïîëîæíîì ïðåäåëå ðàçíîñòè ôàç áëèçêîé ê π ìàêñèìóì âûðàæåíèÿ
(2.56) äîñòèãàåòñÿ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ψ. Äåéñòâóÿ ïî àíàëîãèè ñî ñëó÷à-
åì òóííåëüíûõ êîíòàêòîâ, ââåäåì ïåðåìåííóþ P ñîãëàñíî ψ = eP è ñäåëàåì
ðàçëîæåíèå ïî ìàëîé γ è áîëüøîé P

η = γ

(
1− γP

2
− 2

P 2

)
. (2.58)
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Òåïåðü ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå η, îïðåäåëÿþùåå âåëè÷èíó ùåëè, áóäåò

ηg = γ − 3

2
γ5/3. (2.59)

Òàêîå ïîâåäåíèå ùåëè â ïðåäåëå ðàçíîñòè ôàç áëèçêîé ê π ïîëíîñòüþ àíàëî-
ãè÷íî çàâèñèìîñòè ùåëè îò ïðîçðà÷íîñòè òóííåëüíûõ êîíòàêòîâ, ïîëó÷åííîìó
â ïðåäûäóùåé ãëàâå. Ýòî ñîâïàäåíèå íå ñëó÷àéíî. Âåëè÷èíà ùåëè õàðàêòåðè-
çóåò âëèÿíèå ñâåðõïðîâîäÿùèõ áåðåãîâ íà íîðìàëüíóþ îáëàñòü êîíòàêòà. Åñ-
ëè äâà ñâåðõïðîâîäíèêà èìåþò ðàçíûå ôàçû ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, èõ âëèÿíèå
÷àñòè÷íî êîìïåíñèðóåòñÿ. Ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ðàçíîñòè ôàç ê π ýòà êîìïåí-
ñàöèÿ ñòàíîâèòñÿ ïðàêòè÷åñêè ïîëíîé. Òàêèì îáðàçîì, âëèÿíèå ñâåðõïðîâîä-
íèêîâ íà íîðìàëüíóþ ÷àñòü êîíòàêòà ïîäàâëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ ôàç âî ìíîãîì
àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ïðîèñõîäèò ïîäàâëåíèå ýôôåêòà áëèçîñòè â ñëó÷àå òóí-
íåëüíûõ ãðàíèö êîíòàêòà. Îäíàêî ó ýòèõ äâóõ ñëó÷àåâ åñòü è ïðèíöèïèàëüíîå
îòëè÷èå: íåíóëåâàÿ ðàçíîñòü ôàç íà êîíòàêòå íàðóøàåò ñèììåòðèþ ïî îáðàùå-
íèþ âðåìåíè. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íå âëèÿåò íà êâàçèêëàññè÷åñêóþ ïëîòíîñòü
ñîñòîÿíèé, íî ñòàíåò ñóùåñòâåííûì ïðè ðàññìîòðåíèè êâàçèëîêàëèçîâàííûõ
ñîñòîÿíèé ïîä ùåëüþ, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå.

2.2.2 Êëàññèôèêàöèÿ ñåäëîâûõ òî÷åê
Òåïåðü ìû ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ ñåäëîâûõ òî÷åê äåéñòâèÿ (2.55). Â FF-
ñåêòîðå ìîäåëè äåéñòâèå, ïî ñóòè, àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ñ íóëåâîé ðàçíîñòüþ ôàç
è ïðîçðà÷íîñòüþ ãðàíèö γ. Ïîýòîìó äëÿ ïåðåìåííîé θF ïî-ïðåæíåìó ñóùåñòâó-
åò äâà ñòàöèîíàðíûõ çíà÷åíèÿ θ1,2. Â òåðìèíàõ âåëè÷èíû ψ îíè îïðåäåëÿþòñÿ
äâóìÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (2.56). Â BB-ñåêòîðå ó íàñ åñòü äâå íåòðèâèàëüíûå
ïåðåìåííûå θB è kB. Ïðè íåíóëåâîé ðàçíîñòè ôàç ìû óæå íå ìîæåì ðàçäåëèòü
ïåðåìåííûå, ïåðåõîäÿ ê θB ± kB, êàê ýòî áûëî ðàíüøå, è äîëæíû àíàëèçèðî-
âàòü ýêñòðåìóìû ôóíêöèè äâóõ óãëîâ. Âûðàæåíèå äëÿ äåéñòâèÿ ñòàíîâèòñÿ
âåùåñòâåííûì ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ θB = π/2 + iψB è kB = iκB. Â íîâûõ
ïåðåìåííûõ èìååì

SBB = G
[
η sh ψB chκB − ln(chκB − γ ch ψB)

]
. (2.60)
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Ðèñ. 2.5. Ãðàôè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.61) ïðè γ = 0.3. Çàìêíóòûå
êðèâûå ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíèÿì ïåðâîãî óðàâíåíèÿ, à îòêðûòûå � âòîðîãî. Ñïëîø-
íûå ëèíèè îòâå÷àþò çíà÷åíèþ η = 0.125, ïóíêòèðíûå � η = 0.138, øòðèõïóíêòèð-
íûå � η = 0.150. Êðóæê�àìè îòìå÷åíû ñåäëîâûå òî÷êè.

Âàðüèðóÿ äåéñòâèå ïî îáåèì ïåðåìåííûì, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé, îïðå-
äåëÿþùóþ ñåäëîâûå òî÷êè





∂SBB

G∂ψB

= η ch ψB chκB +
γ sh ψB

chκB + γ ch ψB

= 0,

∂SBB

G∂κB

= η sh ψB shκB − shκB

chκB + γ ch ψB

= 0.

(2.61)

Âòîðîå óðàâíåíèå ýòîé ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿåòñÿ ïðè κB = 0. Òàêèì îáðà-
çîì, ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå ïàðà ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê äëÿ äåéñòâèÿ BB-
ñåêòîðà: κB = 0, ψB = ψ1,2. Ñóïåðñèììåòðè÷íàÿ ñåäëîâàÿ òî÷êà ψF = ψB = ψ1,
κB = 0, êàê è ðàíüøå, îïðåäåëÿåò êâàçèêëàññè÷åñêóþ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé.
Âòîðàÿ âîçìîæíàÿ êîìáèíàöèÿ ψF = ψ1, ψB = ψ2, κB = 0 îòâå÷àåò âòîðîìó
èíñòàíòîíó, ðàññìîòðåííîìó â ðàçäåëå 1.4.

Ñóùåñòâîâàíèå ïåðâîãî èíñòàíòîíà ìåíåå î÷åâèäíî. Êîãäà ðàçíîñòü ôàç îá-
ðàùàåòñÿ â íîëü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà èìååò âèä ψF = 0,
ψB = (ψ1 + ψ2)/2, κB = (ψ2 − ψ1)/2. Ïðè ìàëîé, íî íå íóëåâîé ðàçíîñòè ôàç
ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå òàêæå äîëæíî ñóùåñòâîâàòü. Íà Ðèñ. 2.5 ïðèâåäå-
íî ãðàôè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (2.61). Åãî àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ïî ìåðå
óâåëè÷åíèÿ ðàçíîñòè ôàç, ïîëîæåíèå ïåðâîãî èíñòàíòîíà ïîñòåïåííî ïðèáëè-
æàåòñÿ êî âòîðîìó èíñòàíòîíó, ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè γ îíè ñîâïàäàþò, à ïðè
áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ðàçíîñòè ôàç îñòàåòñÿ òîëüêî âòîðîé èíñòàíòîí. Çíà÷åíèå
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Ðèñ. 2.6. Çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîé ýíåðãèè (2.62) îò γ. Ïåðâûé èíñòàíòîí èñ÷åçàåò,
åñëè ýíåðãèÿ ïðåâûøàåò êðèòè÷åñêóþ âåëè÷èíó.

ðàçíîñòè ôàç, ïðè êîòîðîì ñåäëîâûå òî÷êè ñîâïàäàþò, çàâèñèò îò ýíåðãèè. Ýòó
ñèòóàöèþ ìîæíî îïèñàòü è ñ äðóãîé òî÷êè çðåíèÿ: ïðè äàííîé ðàçíîñòè ôàç
ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ýíåðãèè η∗, âûøå êîòîðîãî ïåð-
âûé èíñòàíòîí èñ÷åçàåò. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ýíåðãèè
ñðàâíèòåëüíî ëåãêî îïðåäåëèòü. Êàê âèäíî èç Ðèñ. 2.5, â ìîìåíò, êîãäà äâà
èíñòàíòîíà ñîâïàäàþò, êðèâûå ∂SBB/∂ψB = 0 è ∂SBB/∂κB = 0 êàñàþòñÿ â òî÷-
êå ψB = ψ2, κB = 0. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýòîé òî÷êè íóæíî ïîëîæèòü κB = 0 âî
âòîðîì óðàâíåíèè (2.61), ïðåäâàðèòåëüíî ñîêðàòèâ ýòî óðàâíåíèå íà shκB, à
çàòåì âûðàçèòü èç íåãî η è ïîäñòàâèòü â ïåðâîå óðàâíåíèå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó-
÷àåòñÿ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå äëÿ ch ψB. Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå è ïîäñòàâëÿÿ åãî
ðåøåíèå â ëþáîå èç äâóõ óðàâíåíèé (2.61), ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ η∗:

η∗ =
2
√

2γ(
3 +

√
1 + 4γ2

) √
1 +

√
1 + 4γ2

. (2.62)

Çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîé ýíåðãèè îò ðàçíîñòè ôàç ïðåäñòàâëåíà íà Ðèñ. 2.6.
Ïîëó÷åííàÿ êðèòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âñåãäà ìåíüøå âåëè÷èíû ùåëè è ñîâïàäàåò

ñ íåé ïðè íóëåâîé ðàçíîñòè ôàç, êîãäà ïåðâûé èíñòàíòîí çàâåäîìî ñóùåñòâóåò.
Ïðè íåíóëåâîé ðàçíîñòè ôàç îêîëî ïîðîãà âñåãäà åñòü òîëüêî âòîðîé èíñòàíòîí,
à ïåðâûé ïîÿâëÿåòñÿ ëèøü íà ýíåðãèÿõ, ìåíüøèõ η∗. Áîëåå òîãî, ïðè ðàçíîñòè
ôàç áëèçêîé ê π êðèòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âäâîå ìåíüøå âåëè÷èíû ùåëè η∗ ≈ γ/2.
Ïîñêîëüêó ìû âû÷èñëÿåì ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé âáëèçè ïîðîãà, ïåðâûé èíñòàí-
òîí ìîæíî íå ðàññìàòðèâàòü.
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Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñëó÷àé áëèçêîé ê π ðàçíîñòè
ôàç è ïðåíåáðåãàòü ïåðâûì èíñòàíòîíîì, ïîëîæèâ κB = 0. Òàêèì îáðàçîì, ïî
àíàëîãèè ñ (1.29,1.30) äåéñòâèå ïðèíèìàåò âèä

S = 2S0[θF]− 2S0[θB], (2.63)

S0[θ] =
G

2

[
iη cos θ − ln (1 + γ sin θ)

]
. (2.64)

2.2.3 Ðåøåíèå âáëèçè ïîðîãà
Êàê áûëî ïîêàçàíî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ïðè áëèçêîé ê π ðàçíîñòè ôàç è
ýíåðãèè îêîëî ïîðîãà âñå ñåäëîâûå òî÷êè äåéñòâèÿ îïèñûâàþòñÿ äâóìÿ óãëàìè
θF,B. Ïðè ýòîì èç äâóõ âîçìîæíûõ èíñòàíòîíîâ ñóùåñòâóåò òîëüêî âòîðîé èí-
ñòàíòîí ïî êëàññèôèêàöèè ðàçäåëà 1.4. Â ýòîì ðàçäåëå ìû âû÷èñëèì ïëîòíîñòü
ñîñòîÿíèé, ñîîòâåòñòâóþùóþ âêëàäó ýòîãî èíñòàíòîííîãî ðåøåíèÿ. Äëÿ ýòîãî
íàì íóæíî ïàðàìåòðèçîâàòü ôëóêòóàöèè ìàòðèöû Q âáëèçè ñåäëîâîé òî÷êè.
Ðàçëîæåíèå äåéñòâèÿ äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî W ìîæíî ñäåëàòü âîñïîëüçîâàâ-
øèñü âûðàæåíèåì (2.3). Äëÿ ýòîãî íóæíî îïóñòèòü â íåì ãðàäèåíòíûå ÷ëåíû è
ó÷åñòü ðàçëè÷èå â ìàòðèöàõ Q

(L)
S è Q

(R)
S . Ýòî ïðèâîäèò ê êâàäðàòè÷íîé ôîðìå

ñëåäóþùåãî âèäà:

S(2)[W ] =
N

4
str

[
−iηΛQ0W

2 +
∑

i=L,R

Q
(i)
S Q0

1 + Q
(i)
S Q0

W̃
1

1 + Q
(i)
S Q0

W̃

]
. (2.65)

Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöà Q0 ñîîòâåòñòâóåò âûáðàííîé íàìè ñåäëîâîé òî÷êå, à
W̃ äàåòñÿ âûðàæåíèåì W̃ = e−iU0/2WeiU0/2, ãäå U0 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè
(1.33).

Ïàðàìåòðèçàöèÿ ìàòðèöû W , äèàãîíàëèçóþùàÿ ýòó êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó,
ïðèâåäåíà â ïðèëîæåíèè À. Êàê è ðàíåå, ìàòðèöà W ñîäåðæèò 8 êîììóòè-
ðóþùèõ (a, b, c, d, m, n, p, q) è 8 ãðàññìàíîâûõ (λ, µ, ζ,κ, η, γ, ξ, ω) ïàðàìåòðîâ.
Êâàäðàòè÷íîå äåéñòâèå äèàãîíàëüíî â ýòèõ ïåðåìåííûõ è èìååò âèä

S(2) = A+
θFθF

a2 + B−θFθF
b2 + B+

θFθF
(c2 + d2) +

+A+
θBθB

m2 + B−θBθB
n2 +A−

θBθB
(p2 + q2) +

+A+
θFθB

λη + B+
θFθB

µγ + B−θFθB
ζξ +A−

θFθB
κω. (2.66)

Çäåñü, â îòëè÷èå îò àíàëîãè÷íîãî ïðåäûäóùåãî âûðàæåíèÿ (1.44), ãäå ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿëèñü îïåðàòîðàìè Ô±, èñïîëüçóþòñÿ îáû÷íûå ôóíê-
öèè A± è B±, çàâèñÿùèå îò äâóõ óãëîâ. Òàêîå óïðîùåíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî
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ìû óæå ïåðåøëè ê íóëüìåðíîìó ïðåäåëó, èñêëþ÷èâ ïðîñòðàíñòâåííóþ çàâè-
ñèìîñòü ìàòðèöû Q. Íàðóøåíèå ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî îáðàùåíèÿ âðåìåíè
ïðèâåëî ê íåêîòîðîìó óñëîæíåíèþ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû: òåïåðü åå ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ÷åòûðüìÿ, à íå äâóìÿ ôóíêöèÿìè óãëîâ. Ýòè ôóíê-
öèè èìåþò âèä

A±
αβ =

G

16

[
−iη(cos α + cos β) +

2 + γ(sin α + sin β)− γ2(1± cos(α± β))

(1 + γ sin α)(1 + γ sin β)

]
,

(2.67)

B±αβ =
G

16

[
−iη(cos α + cos β) +

γ(sin α + sin β) + γ2(1∓ cos(α± β))

(1 + γ sin α)(1 + γ sin β)

]
. (2.68)

Ñðàâíèâàÿ ýòè âûðàæåíèÿ ñ (2.4), ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî ôóíêöèè B± ïîëíî-
ñòüþ àíàëîãè÷íû îïåðàòîðàì Ô±; äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî â ôîðìóëå (2.4) îòáðî-
ñèòü ãðàäèåíòíûå ÷ëåíû. Ýòîò ôàêò ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü íåêîòîðûå ðåçóëüòà-
òû àíàëèçà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðîâ Ô±, ïðîäåëàííîãî â ïðåäûäóùèõ
ðàçäåëàõ. Êëàññèôèöèðóåì ìàññû ðàçëè÷íûõ ìîä, ðàçäåëèâ èõ íà òðè ãðóïïû:

1. Íóëåâûå ìîäû. Íà ñåäëå åñòü åäèíñòâåííàÿ íóëåâàÿ ìîäà B−θ1θ2
, ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ ïàðå ãðàññìàíîâûõ ïåðåìåííûõ ζξ. Â îòëè÷èå îò ïåðâîãî èí-
ñòàíòîíà, íåò âûðîæäåíèÿ ïî óãëó χB, ïîñêîëüêó âòîðîé èíñòàíòîí ÿâëÿ-
åòñÿ èçîëèðîâàííîé òî÷êîé íà ìíîãîîáðàçèè ìàòðèöû Q, à íå êîëüöîì.
Âûðîæäåíèå ïî ïåðåìåííûì ζξ ñíèìàåòñÿ ïðè îòêëîíåíèè îò ñåäëîâîé
êîíôèãóðàöèè. Ýòîò ôàêò áóäåò ó÷òåí ïðè âû÷èñëåíèè ïëîòíîñòè ñîñòî-
ÿíèé íèæå.

2. Ìÿãêèå ìîäû. Ê ìÿãêèì ìîäàì ìû îòíîñèì ôëóêòóàöèè, ìàññà êîòîðûõ
ìàëà â ìåðó îòêëîíåíèÿ ýíåðãèè îò ïîðîãîâîé. Ê íèì îòíîñÿòñÿ âñå ìîäû
ñ ìàññàìè B±, êðîìå íóëåâîé ìîäû, îïèñàííîé âûøå. Ìÿãêèå ôëóêòóà-
öèè èñïûòûâàþò ïåðåìåííûå b, c, d, n è ïàðà ãðàññìàíîâûõ ïåðåìåííûõ
µγ. Ïåðåìåííûå b è n ñîîòâåòñòâóþò ôëóêòóàöèÿì óãëîâ θF è θB (ñì.
ñîîòíîøåíèÿ (À8)), èìåííî îíè ïðåäñòàâëÿþò ôèçè÷åñêèé èíòåðåñ. Âû-
ðîæäåíèå íóëåâîé ìîäû ñíèìàåòñÿ èìåííî áëàãîäàðÿ ýòèì ôëóêòóàöèÿì,
ïîñêîëüêó òîæäåñòâî B−θFθB

= 0 íàðóøàåòñÿ ïðè îòêëîíåíèè óãëîâ θF è θB

îò èõ ñåäëîâûõ çíà÷åíèé. Ìàññà ôëóêòóàöèé ïåðåìåííîé n îòðèöàòåëü-
íà íà èíñòàíòîíå, ÷òî íåîáõîäèìî äëÿ ïîÿâëåíèÿ ñîñòîÿíèé ïîä ùåëüþ.
Ïåðåìåííûå c, d è µγ îòäåëÿþòñÿ îò îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ, è ïî íèì
ìîæíî ñðàçó âçÿòü èíòåãðàë â ãàóññîâîì ïðèáëèæåíèè. Ïðè ýòîì âêëàä
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ïàðû µγ ñîêðàòèò âêëàä îò ïåðåìåííûõ c è d. Ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ ñëó-
÷àÿ íå ñëèøêîì áëèçêîé ê π ðàçíîñòè ôàç. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå, âêëàä
ýòèõ ïåðåìåííûõ áóäåò ó÷òåí ÿâíî ïðè ðàññìîòðåíèè �ñèëüíîãî õâîñòà�.

3. Æåñòêèå ìîäû èìåþò áîëüøóþ ìàññó âî âñåé îáëàñòè ýíåðãèé îêîëî ïîðî-
ãà. Ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äàþòñÿ ôóíêöèÿìè A±. Ìû
ñðàçó èñêëþ÷èì èõ èç ðàññìîòðåíèÿ, ïîñêîëüêó âêëàäû îò æåñòêèõ ìîä
âçàèìíî ñîêðàùàþòñÿ â ñóïåðäåòåðìèíàíòå.

Ïðîäåëàâ êëàññèôèêàöèþ ôëóêòóàöèé, ìû îñòàâëÿåì òîëüêî ôèçè÷åñêè èí-
òåðåñíûå ïåðåìåííûå b, n è ζξ. Áóäåì ñðàçó âû÷èñëÿòü òî÷íóþ çàâèñèìîñòü
ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé îò ýíåðãèè, íå ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî äåéñòâèå íà èíñòàíòîíå
âåëèêî, îäíàêî áóäåì ñ÷èòàòü, êàê è ïðåæäå, G À 1 äëÿ èñêëþ÷åíèÿ âêëàäà
æåñòêèõ ìîä.

Ïðåæäå ÷åì âû÷èñëÿòü ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé, âîñïîëüçóåìñÿ ìàëîñòüþ ïàðà-
ìåòðà γ (áëèçîñòüþ ðàçíîñòè ôàç ê π) è ñäåëàåì ðàçëîæåíèå â äåéñòâèè (2.64),
ââåäÿ ïåðåìåííûå PF,B ñîãëàñíî θF,B = π/2 + i ln PF,B

S0[P ] =
Gγ

4

[
−εP − 2

P
+

γP 2

4

]
. (2.69)

Ýòî âûðàæåíèå ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî (2.25). Åñëè ýíåðãèÿ ðàâíà ñâîåìó ïîðî-
ãîâîìó çíà÷åíèþ, òî äâå ñòàöèîíàðíûõ òî÷êè ýòîãî äåéñòâèÿ ñîâïàäàþò: P1,2 =

P0 = 2γ−1/3. Ðàçëàãàÿ ïîëíîå äåéñòâèå ïî ñòåïåíÿì îòêëîíåíèé δP = P − P0,
ïîëó÷èì

S = 2S0[PF]− 2S0[PB] =
Gγ

2

[
−ε(δPF − δPB) +

2

P 4
0

(
(δPF)3 − (δPB)3

)]
. (2.70)

Òàêîå ðàçëîæåíèå ïðèìåíèìî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ |ε| ¿ γ2/3. ×òîáû îáåç-
ðàçìåðèòü äåéñòâèå (2.70) ìû ïåðåìàñøòàáèðóåì ïåðåìåííûå, ââîäÿ íîâûé ïà-
ðàìåòð ðàçìåðíîñòè ýíåðãèè ∆g. Îí îêàçûâàåòñÿ òàêèì æå, êàê è äëÿ êîíòàêòà
ñ òóííåëüíûìè ãðàíèöàìè (2.29)

∆g =
(3G)1/3γ7/9δ

24/3π
, ε =

Eg − E

∆g

=
Eg

∆g

ε, (2.71)

PF = P0 +
δ

π∆g

u, PB = P0 +
δ

π∆g

v. (2.72)

Â íîâûõ ïåðåìåííûõ äåéñòâèå ïðèîáðåòàåò âèä

S = −ε(u− v) +
u3 − v3

3
. (2.73)
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Ñâÿçü ìåæäó ïåðåìåííûìè u, v è ïåðåìåííûìè b è n, ïàðàìåòðèçóþùèìè W ,
ìîæíî óñòàíîâèòü, âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèÿìè (À8). Ýòî ïîçâîëÿåò íàé-
òè ìåðó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî u è v:

db dn

π
= −i

γ2/3δ2

π3∆2
g

du dv. (2.74)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âêëàäà â äåéñòâèå îò ïàðû ãðàññìàíîâûõ ïåðåìåííûõ ζξ

ñäåëàåì ðàçëîæåíèå B−θFθB
ïî îòêëîíåíèÿì δPF è δPB. Ðåçóëüòàò ïîëíîñòüþ

àíàëîãè÷åí (2.43):

B−θFθB
=

Gγ

32

PF + PB

PF − PB

[(
εPF − 2

PF

− γP 2
F

2

)
−

(
εPB − 2

PB

− γP 2
B

2

)]
=

= −3Gγ2

64
P0(δPF + δPB) =

3Gγ5/3δ

32π∆g

(u + v). (2.75)

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ãðàññìàíîâûì ïåðåìåííûì ýòî âûðàæåíèå ïîïàäàåò
â ïðåäýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü. Êðîìå òîãî â ïðåäýêñïîíåíòå ñîäåðæèòñÿ
âåëè÷èíà, îïðåäåëÿþùàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé

ν

4

∫
dr str(kΛQ) =

1

δ
[cos θF + cos θB] =

= const− i

2δ
(δPF + δPB) = const− i

u + v

2π∆g

. (2.76)

Âûäåëåííàÿ çäåñü êîíñòàíòà, êàê è â ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ, íå äàåò âêëàäà â
ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé. Ñîáðàâ âûðàæåíèÿ (2.74), (2.75) è (2.76) è âîñïîëüçîâàâ-
øèñü äåéñòâèåì (2.73), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé â âèäå

〈ρ〉 = − 1

4π2∆g

Re

∫
du dv (u + v)2 exp

[
ε(u− v)− u3 − v3

3

]
. (2.77)

Âûáîð êîíòóðîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî u è v äåëàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ èí-
òåãðàëà (1.61). Ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà îòíîñèòåëüíî ïîëíîãî äåéñòâèÿ (2.55)
òðåáóåò âûáîðà êîíòóðà C1 äëÿ ïåðåìåííîé u (ñì. Ðèñ. 1.4). Èç äâóõ âîçìîæ-
íûõ êîíòóðîâ äëÿ ïåðåìåííîé v � C2 è C3 � òîëüêî C2 äàåò ïîëîæèòåëüíóþ
ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà (2.77) ïðèâåäåíî â ïðèëîæåíèè Á.
Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé èìååò âèä

〈ρ〉 =
1

∆g

[−ε Ai2(ε) + [Ai′(ε)]2
]
. (2.78)

Ýòà çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé îò ýíåðãèè èçîáðàæåíà íà Ðèñ. 2.7.
Èìåÿ òî÷íîå âûðàæåíèå (2.78), ìîæíî ïîëó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè
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Ðèñ. 2.7. Çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé (2.78) îò ýíåðãèè (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) â SNS
êîíòàêòå ñ ðàçíîñòüþ ôàç áëèçêîé ê π. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïóíêòèðíîé ëèíèåé ïîêàçàí
ðåçóëüòàò äëÿ êîíòàêòà ñ íóëåâîé ðàçíîñòüþ ôàç (1.63). Òî÷å÷íàÿ ëèíèÿ îòâå÷àåò
êâàçèêëàññè÷åñêîìó ðåçóëüòàòó (2.30).

âûøå è íèæå ïîðîãîâîé ýíåðãèè. Äëÿ ïëîòíîñòè êâàçèëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿ-
íèé ïîä ùåëüþ èìååì

〈ρ〉 =
1

4δGγε
exp

[
−4

3

√
2

3
Gγ1/3ε3/2

]
. (2.79)

Ýòî àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå ñïðàâåäëèâî, êîãäà ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû âå-
ëèê, òî åñòü ε À G−2/3γ−2/9. Ïðè ìåíüøèõ ε ôëóêòóàöèè ñòàíîâÿòñÿ ñèëüíûìè,
è ðàáîòàåò òîëüêî òî÷íàÿ çàâèñèìîñòü (2.78). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàçëîæåíèå
(2.70) áûëî ñäåëàíî â ïðåäïîëîæåíèè ε ¿ γ2/3. Ýòî óñëîâèå îãðàíè÷èâàåò îá-
ëàñòü ïðèìåíèìîñòè ôîðìóëû (2.79) ñâåðõó. Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ïðè á�îëüøèõ
ε áóäåò âû÷èñëåíà â ñëåäóþùåì ðàçäåëå. Îòìåòèì, ÷òî ïîëíîå ÷èñëî ïîäùåëå-
âûõ óðîâíåé ïî-ïðåæíåìó ïîðÿäêà åäèíèöû

N ∼
Eg∫

0

〈ρ(E)〉 dE ∼ Eg

Gγδ
∼ 1. (2.80)

Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé âûøå ïîðîãà (ε < 0) òàêæå ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà êàê
àñèìïòîòèêà âûðàæåíèÿ (2.78). Ïðè ýòîì ïîìèìî ñòàíäàðòíîé êîðíåâîé çàâè-
ñèìîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé êâàçèêëàññè÷åñêîìó ðåçóëüòàòó, èìååò ñìûñë óäåð-
æàòü ñëåäóþùèé, îñöèëëèðóþùèé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà (ñì. Ðèñ. 2.7):

〈ρ〉 =
1

γ2/3δ

√
8|ε|
3
− 1

2Gδγ|ε| cos

[
4

3

√
2

3
Gγ1/3|ε|3/2

]
. (2.81)
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Ïåðâîå ñëàãàåìîå èìååò â òî÷íîñòè òàêîé æå âèä, êàê (2.30), à îñöèëëÿöèè äå-
ìîíñòðèðóþò ýôôåêò îòòàëêèâàíèÿ óðîâíåé, êîòîðûé â ñëó÷àå áëèçêîé ê π

ðàçíîñòè ôàç ãîðàçäî ñèëüíåå, ÷åì â ðàíåå ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ. Â ðàçäå-
ëå 2.3 ýòîò âîïðîñ áóäåò îáñóæäàòüñÿ áîëåå ïîäðîáíî.

Âûðàæåíèå (2.81) òàêæå èìååò ñìûñë ëèøü â îáëàñòè G−2/3γ−2/9 ¿ |ε| ¿
γ2/3. Ïðè á�îëüøèõ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ε (òî åñòü åùå âûøå íàä ïîðîãîì)
ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé íà÷èíàåò óáûâàòü ïî çàêîíó îáðàòíîãî êîðíÿ (2.35).

2.2.4 �Ñèëüíûé õâîñò�
Âûðàæåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé, ïîëó÷åííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ïðè-
ìåíèìû äëÿ ýíåðãèé, áëèçêèõ ê ïîðîãîâîé: |ε| ¿ γ2/3. Ïðè íàðóøåíèè ýòîãî
óñëîâèÿ ñåäëîâàÿ òî÷êà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ èíñòàíòîíó, îêàçûâàåòñÿ íàñòîëüêî
äàëåêî îò ñóïåðñèììåòðè÷íîé ñåäëîâîé òî÷êè, ÷òî èõ óæå íåëüçÿ îïèñûâàòü ñ
ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ äåéñòâèÿ (2.70). Îäíàêî ïî-ïðåæíåìó ìîæíî ïðåäñòàâ-
ëÿòü äåéñòâèå â ôîðìå (2.69). Â ýòîì ðàçäåëå ìû âû÷èñëèì âêëàä èíñòàíòîíà
â ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé â ïðåäåëå γ2/3 ¿ ε ¿ 1. Ýòî âû÷èñëåíèå âî ìíîãîì
ïîâòîðÿåò ïîäõîä, ðàçâèòûé â ðàçäåëå 2.1.4, è äàåò àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò �
�ñèëüíûé õâîñò� � â òîì ñìûñëå, ÷òî ïîëíîå ÷èñëî êâàçèëîêàëèçîâàííûõ ñî-
ñòîÿíèé îêàçûâàåòñÿ âåëèêî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèé γ.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðåäåëå íóæíî ó÷åñòü âêëàä âñåõ ìÿãêèõ ìîä îêîëî èí-
ñòàíòîíà. Ïåðåìåííàÿ n çàïóòûâàåòñÿ ñ ãðàññìàíîâîé íóëåâîé ìîäîé ζξ, ñíèìàÿ
åå âûðîæäåíèå, à âêëàä îñòàëüíûõ ìÿãêèõ ìîä � b c, d è µγ � ìîæíî ó÷åñòü â
ãàóññîâîì ïðèáëèæåíèè. Äåéñòâóÿ ïî àíàëîãèè ñ âû÷èñëåíèÿìè ðàçäåëà 2.1.4,
ïîëó÷àåì

B−θ1θ1
= B+

θ1θ1
= 2B−θ2θ2

=
Gγ

8

√
2ε, B+

θ1θ2
= −Gε2

8
, B−θ1θB

= i
Gε2

32
n, (2.82)

S2 =
Gε2

2
,

ν

4

∫
dr str(kΛQ) = − εn

2δγ
. (2.83)

Ïîäùåëåâàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàëîì

〈ρ〉 = e−S2
B+

θ1θ2

B+
θ1θ1

√
B−θ1θ1

Re

∫
dn dζ dξ√

π

(
− εn

2δγ

)
exp

[
Gε2

8

(
n2 − inζξ

4

)]
=

=
21/4

64δ

√
G

ε11/4

γ3/2
e−Gε2/2 Im

∫
dn n2 exp

(
Gε2

8
n2

)
. (2.84)
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Ðèñ. 2.8. Ôàçîâàÿ äèàãðàììà äëÿ ðàçëè÷íûõ àñèìïòîòèê ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé â êîí-
òàêòå ñ ðàçíîñòüþ ôàç áëèçêîé ê π. Ýòà äèàãðàììà ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ äèàãðàì-
ìîé äëÿ êîíòàêòà ñ íóëåâîé ðàçíîñòüþ ôàç (Ðèñ. 2.3), çà èñêëþ÷åíèåì óñëîâèÿ η > η∗.
Øòðèõïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ ñîîòâåòñòâóåò êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèÿì ýíåðãèè; âñå ïîëó-
÷åííûå ðåçóëüòàòû ñïðàâåäëèâû â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ ëåâåå ýòîé ëèíèè.

Èíòåãðèðóÿ ïî n âäîëü ìíèìîé îñè, ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ

〈ρ〉 =
exp(−Gε2/2)

4Gδγ3/2(2ε)1/4
. (2.85)

Ýòà çàâèñèìîñòü, êàê è ðàíüøå, ñïðàâåäëèâà â îáëàñòè ε À γ2/3 è êîððåêòíî
�ñøèâàåòñÿ� ñ çàâèñèìîñòüþ (2.79)

〈ρ〉
∣∣∣
ε∼γ2/3

∼ exp(−Gγ4/3)

Gδγ5/3
. (2.86)

Âûðàæåíèå (2.85) ïîëó÷åíî â ïåðåâàëüíîì ïðèáëèæåíèå îêîëî âòîðîãî èí-
ñòàíòîíà. Ìåòîä ïåðåâàëà ðàáîòàåò ïðè óñëîâèè ε À G−1/2, êîãäà γ < G−3/4;
âûðàæåíèå (2.85) îïèñûâàåò ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé íåïîñðåäñòâåííî îêîëî ïî-
ðîãà çà èñêëþ÷åíèåì ôëóêòóàöèîííîé îáëàñòè. Ïðè ýòèõ æå óñëîâèÿõ âûøå
ôëóêòóàöèîííîé îáëàñòè ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå (2.35). Èòàê, âñÿ ôàçîâàÿ
äèàãðàììà (Ðèñ. 2.8) ñîõðàíÿåò ñâîé âèä, çà èñêëþ÷åíèåì äîïîëíèòåëüíîãî
óñëîâèÿ η > η∗, ãàðàíòèðóþùåãî îòñóòñòâèå ïåðâîãî èíñòàíòîíà.

Âûðàæåíèå (2.85) ñîîòâåòñòâóåò �ñèëüíîìó õâîñòó� â òîì ñìûñëå, ÷òî ïîëíîå
÷èñëî ïîäùåëåâûõ ñîñòîÿíèé îêàçûâàåòñÿ âåëèêî

N ∼
∫ 1/2

0

Egdε

Gδγ3/2ε1/4
e−Gε2 ∼ γ−1/2G−3/8 À 1. (2.87)
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Ñâîéñòâî, óêàçàííîå â êîíöå ðàçäåëà 2.1.4, îêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì è â
ýòîì ñëó÷àå: �ñèëüíûé õâîñò� ïîÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ñ ñèíãóëÿðíîñòüþ â
êâàçèêëàññè÷åñêîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé íà ïîðîãå.

2.3 Ìåòîä òåîðèè ñëó÷àéíûõ ìàòðèö
Òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ ìàòðèö áûëà ïðåäëîæåíà Âèãíåðîì [25] â 1951 ãîäó äëÿ îïè-
ñàíèÿ ñâîéñòâ ÿäåðíûõ ñïåêòðîâ. Åãî èäåÿ çàêëþ÷àëàñü â òîì, ÷òî ñòàòèñòè÷å-
ñêèå ñâîéñòâà ñïåêòðà ñëîæíîãî è íå èçâåñòíîãî íàì ÿäåðíîãî ãàìèëüòîíèàíà
íå èçìåíÿþòñÿ, åñëè çàìåíèòü âñå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ñëó÷àéíûìè ÷èñëàìè.
Â äàëüíåéøåì òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ ìàòðèö áûëà ðàçâèòà â ðàáîòàõ Äàéñîíà [26]
è Ìåòû [27].

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ ìàòðèö ôîðìóëèðóåòñÿ äëÿ òàê íà-
çûâàåìûõ ãàóññîâûõ àíñàìáëåé, êîãäà ýðìèòîâîé ñëó÷àéíîé ìàòðèöå H ðàçìå-
ðà N ×N ñîïîñòàâëÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ

P(H) ∝ exp

(
− π2

2Nδ2
tr H2

)
. (2.88)

Ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (2.88) â ïðåäåëå N → ∞
èìååò âèä âèãíåðîâñêîãî ïîëóêðóãà:

〈ρ(E)〉RMT =
1

δ

√
1− π2E2

4N2δ2
, (2.89)

îáðàùàÿñü â íóëü ïðè |E| > E0 ≡ (2/π)Nδ. Ñîãëàñíî òåîðèè ñëó÷àéíûõ ìàòðèö,
ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ñïåêòðà â öåíòðå çîíû ïðè |E| ¿ E0 îïðåäåëÿþòñÿ
òîëüêî ñðåäíèì ðàññòîÿíèåì ìåæäó óðîâíÿìè δ è ñèììåòðèåé ãàìèëüòîíèàíà
H (îðòîãîíàëüíîé, óíèòàðíîé èëè ñèìïëåêòè÷åñêîé [27]).

Â 1965 ãîäó Ãîðüêîâ è Ýëèàøáåðã [29] ïðåäëîæèëè ïðèìåíèòü òåîðèþ ñëó-
÷àéíûõ ìàòðèö äëÿ îïèñàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ óðîâíåé ýíåðãèè â íåóïî-
ðÿäî÷åííûõ ìåòàëëè÷åñêèõ ãðàíóëàõ. Îäíàêî òåîðèÿ îñòàâàëàñü ôåíîìåíîëî-
ãè÷åñêîé âïëîòü äî 1982 ãîäà, êîãäà Åôåòîâ [30] ñ ïîìîùüþ ñóïåðìàòðè÷-
íîé σ-ìîäåëè âû÷èñëèë ïàðíûé êîððåëÿòîð óðîâíåé â ìåòàëëè÷åñêîé ãðàíó-
ëå R2(ω) = δ2〈ρ(E)ρ(E + ω)〉 è ïîêàçàë, ÷òî îí ñîâïàäàåò ñ ïðåäñêàçàíèÿìè
òåîðèè ñëó÷àéíûõ ìàòðèö â íóëüìåðíîì ïðåäåëå ω ¿ ETh. Â äàëüíåéøåì ãè-
ïîòåçà óíèâåðñàëüíîñòè, ãëàñÿùàÿ, ÷òî ëîêàëüíûå ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà õàî-
òè÷åñêèõ ñèñòåì âáëèçè öåíòðà çîíû îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî ñèììåòðèåé ãàìèëü-
òîíèàíà, à íå åãî ìèêðîñêîïè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, áûëà äîêàçàíà äëÿ øèðîêîãî
êëàññà àíñàìáëåé ñëó÷àéíûõ ìàòðèö [67].

64



Â 1997 ãîäó Àëòëàíä è Öèðíáàóýð [68] ïðåäëîæèëè îáîáùåíèå òðåõ ñòàí-
äàðòíûõ àíñàìáëåé Âèãíåðà è Äàéñîíà íà ñëó÷àé ãèáðèäíûõ ñòðóêòóð, ââå-
äÿ åùå ÷åòûðå ñèììåòðèéíûõ êëàññà, ó÷èòûâàþùèõ çåðêàëüíóþ ñèììåòðèþ
óðàâíåíèé Áîãîëþáîâà � äå Æåíà. Â ñâîåì ðàññìîòðåíèè îíè, îäíàêî, îãðà-
íè÷èëèñü ñèñòåìàìè, â êîòîðûõ ñðåäíèé ôàçîâûé ìíîæèòåëü 〈eiϕ〉 = 0, ãäå
ϕ � ôàçà ýëåêòðîíà, íàáèðàåìàÿ çà ñ÷åò ïðîöåññîâ àíäðååâñêîãî îòðàæåíèÿ.
Òàêàÿ ñèòóàöèÿ ðåàëèçóåòñÿ, íàïðèìåð, â êîðå ñâåðõïðîâîäÿùåãî âèõðÿ èëè â
SNS êîíòàêòå ñ ðàçíîñòüþ ôàç π. Ïðè óêàçàííîì óñëîâèè ýôôåêò áëèçîñòè
íå ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ ùåëè â ñïåêòðå íîðìàëüíîé îáëàñòè, íî âîçìîæ-
íî ïðîÿâëåíèå ñïåöèôè÷åñêèõ ñâåðõïðîâîäÿùèõ êîððåëÿöèé íà ýíåðãèÿõ î÷åíü
áëèçêèõ ê ýíåðãèè Ôåðìè (íà �ðàññòîÿíèè� ïîðÿäêà δ).

Åñëè æå ñðåäíèé ïî ñèñòåìå ñâåðõïðîâîäÿùèé ïàðàìåòð ïîðÿäêà íå îáðàùà-
åòñÿ â íóëü, òî ïðîèñõîäèò ïîäàâëåíèå ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé íà Ôåðìè-ïîâåðõ-
íîñòè äî íóëÿ è îáðàçîâàíèå (â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè) ùåëè ïðè
E = Eg. Âîçíèêàþùèå âáëèçè ùåëè ñîñòîÿíèÿ íå ìîãóò áûòü îïèñàíû ñ ïîìî-
ùüþ òåîðèè ñëó÷àéíûõ ìàòðèö â öåíòðå âèãíåðîâñêîãî ïîëóêðóãà (2.89), äàæå
ñ èñïîëüçîâàíèåì íîâûõ ñèììåòðèéíûõ êëàññîâ [68]. Â 2001 ãîäó Âàâèëîâ è äð.
[33] îáðàòèëè âíèìàíèå íà òî, ÷òî êàê êâàçèêëàññè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé
â ãèáðèäíûõ ñòðóêòóðàõ âáëèçè ïîðîãà, òàê è ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé äëÿ âèã-
íåðîâñêîãî ïîëóêðóãà îäèíàêîâûì (êîðíåâûì) îáðàçîì çàâèñÿò îò ðàññòîÿíèÿ
äî ïîðîãà. Íà ýòîì îñíîâàíèè îíè âïåðâûå ïðåäëîæèëè èñïîëüçîâàòü òåîðèþ
ñëó÷àéíûõ ìàòðèö íà êðàþ ñïåêòðà äëÿ îïèñàíèÿ îêîëîïîðîãîâûõ ñîñòîÿíèé
â ãèáðèäíûõ ñòðóêòóðàõ.

Âèãíåðîâñêèé ïîëóêðóã (2.89) îïèñûâàåò ñðåäíþþ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé âäà-
ëè îò ïîðîãîâ ±E0. Ïîïðàâêè ê íåìó ñòàíîâÿòñÿ ñóùåñòâåííûìè íà ðàññòîÿíèè
îäíîãî óðîâíÿ îò ïîðîãà, ò.å. ïðè |E|−E0 ∼ ∆0, ãäå ∆0 = (δ2E0/2π

2)1/3. Â çàïðå-
ùåííîé îáëàñòè |E| > E0 âîçíèêàåò íåíóëåâàÿ ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé,
ïðè ýòîì

∫∞
E0
〈ρ(E)〉dE ∼ 1, îçíà÷àÿ, ÷òî ôàêòè÷åñêè âñÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé

âíå âèãíåðîâñêîãî ïîëóêðóãà îáåñïå÷èâàåòñÿ ôëóêòóàöèÿìè ïîëîæåíèÿ íàè-
íèçøåãî óðîâíÿ ýíåðãèè. Óíèâåðñàëüíûå ñâîéñòâà ñïåêòðà ñëó÷àéíûõ ìàòðèö
âáëèçè åãî êðàÿ èññëåäîâàíû â ðàáîòàõ [32]. Â ÷àñòíîñòè, òî÷íûé ïðîôèëü
ñðåäíåé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé âáëèçè ïîðîãà E = E0 ïðèíèìàåò óíèâåðñàëüíûé
âèä â òåðìèíàõ áåçðàçìåðíîé âåëè÷èíû x = (E − E0)/∆0:

〈ρ(E)〉 =
1

∆0

[
−x Ai2(x) + [Ai′(x)]2 + δβ,1

Ai(x)

2

∫ x

−∞
dy Ai(y)

]
, (2.90)
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ãäå β = 1 (2) äëÿ îðòîãîíàëüíîãî (óíèòàðíîãî) êëàññà ñèììåòðèè.
Âû÷èñëåíèÿ, ïðîäåëàííûå â ýòîé è ïðåäûäóùåé ãëàâàõ ñ ïðèìåíåíèåì íåëè-

íåéíîé ñóïåðìàòðè÷íîé σ-ìîäåëè, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîëíîå ìèêðîñêîïè÷å-
ñêîå äîêàçàòåëüñòâî ïðèìåíèìîñòè òåîðèè ñëó÷àéíûõ ìàòðèö äëÿ îïèñàíèÿ
êðàÿ ñïåêòðà â ãèáðèäíûõ ñòðóêòóðàõ è, êðîìå òîãî, óñòàíàâëèâàþò ïðåäåëû
ýòîé ïðèìåíèìîñòè: ε ¿ γ2/3. Ãèáðèäíàÿ ñòðóêòóðà áåç ïðîòåêàþùåãî òîêà ìî-
æåò îïèñûâàòüñÿ îðòîãîíàëüíûì àíñàìáëåì ñëó÷àéíûõ ìàòðèö. Ðàçíîñòü ôàç
íàðóøàåò ñèììåòðèþ ïî îáðàùåíèþ âðåìåíè è ïåðåâîäèò çàäà÷ó â óíèòàðíûé
êëàññ. Íà ÿçûêå σ-ìîäåëè ýòîò ïåðåõîä ïðîÿâëÿåòñÿ â èñ÷åçíîâåíèè ïåðâîãî
èíñòàíòîíà.

Çà ïðåäåëàìè ïðèìåíèìîñòè ãèïîòåçû óíèâåðñàëüíîñòè σ-ìîäåëü ïðåäñêàçû-
âàåò ïîÿâëåíèå �ñèëüíîãî õâîñòà�. Êàê îáúÿñíÿåòñÿ â ðàçäåëå 2.1.4, ýòî ñâÿçàíî
ñ òåì, ÷òî êðàé êâàçèêëàññè÷åñêîãî ñïåêòðà èìååò â ýòîì ñëó÷àå ñèíãóëÿð-
íîñòü òèïà ÁÊØ. Ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â ðàáîòå [35] äëÿ ñâåðõïðîâîäíèêà
ñ èñ÷åçàþùå ìàëîé êîíöåíòðàöèåé ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé, ñîîòâåòñòâóåò èìåí-
íî òàêîìó ñëó÷àþ. Ïðè÷èíà ýòîãî ñîîòâåòñòâèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïðåíåáðåæåíèè
ïîäàâëåíèåì ùåëè ìàãíèòíûìè ïðèìåñÿìè [34], è, êàê ñëåäñòâèå, ñîõðàíåíèè
ñèíãóëÿðíîñòè â êâàçèêëàññè÷åñêîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé. Åñëè æå êîíöåíòðà-
öèÿ ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé äîñòàòî÷íî âåëèêà, ÷òîáû ñíÿòü ñèíãóëÿðíîñòü, òî
ôîðìà �õâîñòà� èìååò âèä [38]. Ýòîò ñëó÷àé áóäåò ïîäðîáíî ðàññìîòðåí â ðàç-
äåëå 3.2.
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3 Íåóíèâåðñàëüíàÿ ïëîòíîñòü
ñîñòîÿíèé

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ñëó÷àè, â êîòîðûõ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé
íå îïèñûâàåòñÿ íóëüìåðíîé σ-ìîäåëüþ. Â ðàçäåëå 3.1 èçó÷àåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà
èíñòàíòîí, äàþùèé ïîäùåëåâûå ñîñòîÿíèÿ, èìååò êîíå÷íûé ïðîñòðàíñòâåííûé
ðàçìåð, ìåíüøèé, ÷åì ðàçìåð íîðìàëüíîé ÷àñòè êîíòàêòà. Ôëóêòóàöèè îêî-
ëî òàêîãî èíñòàíòîííîãî ðåøåíèÿ áóäóò èìåòü êâàçèíåïðåðûâíûé ñïåêòð, ÷òî
ñèëüíî çàòðóäíÿåò âû÷èñëåíèå ïðåäýêñïîíåíöèàëüíîãî ìíîæèòåëÿ â ïëîòíîñòè
ñîñòîÿíèé. Ïîýòîìó âñå ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà (è âñåé ãëàâû) áóäóò ïîëó-
÷åíû ëèøü ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé òî÷íîñòüþ.

Â ðàçäåëå 3.2 ìû ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ïîäùåëåâûõ ñîñòîÿíèÿõ â ñâåðõïðî-
âîäíèêå ñ ìàãíèòíûìè ïðèìåñÿìè. Â îòëè÷èå îò âñåãî îñòàëüíîãî ìàòåðèàëà,
â ýòîì ðàçäåëå ðå÷ü èäåò íå î ãèáðèäíîé ñèñòåìå, à î ïðîñòðàíñòâåííî îäíî-
ðîäíîì îáðàçöå. Êâàçèëîêàëèçîâàííûå ñîñòîÿíèÿ ïîÿâëÿþòñÿ áëàãîäàðÿ ïðî-
ñòðàíñòâåííûì ôëóêòóàöèÿì ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé. Çàäà÷à î ïîäùåëåâûõ ñî-
ñòîÿíèÿõ â òàêîé ñèñòåìå áûëà ðåøåíà â ðàáîòàõ [38]. Çäåñü ìû ïðèâîäèì âûâîä
ýòèõ ðåçóëüòàòîâ è ïîêàçûâàåì èõ ñâÿçü ñ êâàçèëîêàëèçîâàííûìè ñîñòîÿíèÿìè
â ãèáðèäíûõ ñèñòåìàõ.

Â ïîñëåäíåì ðàçäåëå ýòîé ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ãëó-
áîêî ïîä ùåëüþ âáëèçè ýíåðãèè Ôåðìè. Îíà òàêæå íå îïèñûâàåòñÿ íóëüìåðíîé
σ-ìîäåëüþ è áóäåò íàéäåíà ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé òî÷íîñòüþ.

3.1 Êîíòàêò áîëüøîé ïëîùàäè
Ýòîò ðàçäåë ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ ïëîñêîãî NS è SNS êîíòàêòà (Ðèñ. 1.1). Â ñëó-
÷àå êîãäà íîðìàëüíàÿ ÷àñòü ñòðóêòóðû èìååò äîñòàòî÷íî ìàëûå ïîïåðå÷íûå
ðàçìåðû (òî÷íûé êðèòåðèé áóäåò óêàçàí íèæå), ïðèìåíèìû ðåçóëüòàòû ðàçäå-
ëîâ 1.6 è 1.7. Íàïîìíèì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû äëÿ ñèñòå-
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ìû ñ èäåàëüíûìè ãðàíèöàìè èìåþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ: c1 ≈ 1.15, c2 ≈ 0.88,
Eg = 3.12ETh, G̃ = πc2Eg/(2δ). Â ñëó÷àå êîíòàêòà ñ òóííåëüíûìè ãðàíèöàìè
ìîæíî èñïîëüçîâàòü çíà÷åíèÿ (2.29), ðàçóìååòñÿ, åñëè ε ¿ γ2/3.

Äåéñòâèå èíñòàíòîíà, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé (1.40), ïðîïîðöèîíàëüíî êîí-
äàêòàíñó íîðìàëüíîé îáëàñòè è ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðîâ åå ñå÷åíèÿ A.
Êîãäà ïîïåðå÷íûå ðàçìåðû ñòàíîâÿòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèìè, îêàçûâàåòñÿ áî-
ëåå âûãîäíûì îáðàçîâàíèå èíñòàíòîíà, ëîêàëèçîâàííîãî â ïîïåðå÷íîì íàïðàâ-
ëåíèè. Ïðè ýòîì âîçíèêíåò ïðîèãðûø çà ñ÷åò ãðàäèåíòíûõ ÷ëåíîâ, íî ïðè äî-
ñòàòî÷íî áîëüøîì A îí êîìïåíñèðóåòñÿ íåçàâèñèìîñòüþ äåéñòâèÿ îò ïëîùàäè
ñå÷åíèÿ íîðìàëüíîé îáëàñòè. Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, õàðàêòåðíûé ðàçìåð
òàêîé ïîëåâîé êîíôèãóðàöèè çàâèñèò îò áëèçîñòè ê ïîðîãó è èìååò ïîðÿäîê
L⊥(E) ∼ Lzε

−1/4. Îòìåòèì, ÷òî, â ñèëó ìàëîñòè ε, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
L⊥ À Lz, êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò îòñóòñòâèå èíñòàíòîííûõ êîíôèãóðàöèé, ñèëü-
íî ëîêàëèçîâàííûõ â íàïðàâëåíèè îñè z.

×òîáû âû÷èñëèòü äåéñòâèå äëÿ èíñòàíòîíà, èìåþùåãî íåòðèâèàëüíóþ ïðî-
ñòðàíñòâåííóþ ñòðóêòóðó â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè, ïîâòîðèì ðàññóæäåíèÿ,
êîòîðûå ïðèâåëè ê ôîðìóëå (1.38), íî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîýôôèöèåíò g çàâè-
ñèò îò ïîïåðå÷íûõ êîîðäèíàò: θ = π/2+iψ0(z)+ig(r⊥)f0(z). Òîãäà ê âûðàæåíèþ
(1.38) äîáàâèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå ãðàäèåíòíîå ñëàãàåìîå

S0[θ] = const +
π

2δ

∫
d2r⊥
A

[
−~D

2
(∇⊥g)2 + Eg

(
−2c1εg +

c2

3
g3

)]
. (3.1)

Ýòî äåéñòâèå èìååò äâå î÷åâèäíûå íå çàâèñÿùèå îò ïîïåðå÷íûõ êîîðäèíàò ñåä-
ëîâûå òî÷êè g = ±√ε̃, êàê ýòî áûëî äëÿ ðàññìîòðåííîãî ðàíåå ñëó÷àÿ. Äëÿ
ôóíêöèè θ1 ìû îñòàâèì ðåøåíèå θ1 = π/2 + iψ0 − i

√
ε̃f0, à äëÿ θ2 áóäåì èñêàòü

ðåøåíèå, çàâèñÿùåå îò ïîïåðå÷íûõ êîîðäèíàò. Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì ôóíêöèþ
g̃(r⊥), êîòîðàÿ áóäåò îïèñûâàòü îòêëîíåíèå θ2 − θ1

g(r⊥) =
√

ε̃
[
2g̃(r⊥)− 1

]
. (3.2)

Äåéñòâèå äëÿ ïåðâîãî èíñòàíòîíà ïðè ýòîì ïðèíèìàåò âèä

S1 = S0[θ1]− S0[θ2] = 8G̃ε̃3/2

∫
d2r⊥
A

[
L2
⊥
2

(∇⊥g̃)2 +
g̃2

2
− g̃3

3

]
, (3.3)

à ïàðàìåòð, ñîîòâåòñòâóþùèé õàðàêòåðíîìó ïîïåðå÷íîìó ðàçìåðó èíñòàíòîíà,
L⊥ âûðàæàåòñÿ â âèäå

L⊥ =

√
~D

2c2Eg

√
ε̃
. (3.4)
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Âàðüèðóÿ ïîëó÷åííîå äåéñòâèå, íàõîäèì óðàâíåíèå íà ôóíêöèþ g̃, êîòîðîå
ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ôîðìó èíñòàíòîíà â ïîïåðå÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ:

L2
⊥∇2

⊥g̃ = g̃ − g̃2. (3.5)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ ëàïëàñèàíà îáðàòíî â äåéñòâèå è èíòåãðèðóÿ ïî
÷àñòÿì, îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì

S1 =
4

3
G̃ε̃3/2

∫
d2r⊥
A

g̃3(r⊥). (3.6)

Â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ïëîñêîãî êîíòàêòà óðàâíåíèå (3.5) îòíîñèòåëü-
íî ëåãêî ðåøàåòñÿ. Ýòè ñëó÷àè ñîîòâåòñòâóþò êâàçèîäíîìåðíîé, äâóìåðíîé è
òðåõìåðíîé ñèñòåìå.

Îäíîìåðíûé êîíòàêò. Îäíîìåðíûì ìû íàçûâàåì ïëîñêèé êîíòàêò, ïîïå-
ðå÷íûå ðàçìåðû êîòîðîãî ãîðàçäî ìåíüøå L⊥. Â ýòîì ñëó÷àå g̃ ≡ 1, èíòåãðàë
â (3.6) ðàâåí åäèíèöå, è ìû âîçâðàùàåìñÿ ê âûðàæåíèþ (1.40), à â ñëó÷àå
òóííåëüíûõ êîíòàêòîâ � ê (2.28). Â ýòîì ïðåäåëå ïðèìåíèìî ïðèáëèæåíèå
íóëüìåðíîé σ-ìîäåëè, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâû íàøè ïðåäûäóùèå ðåçóëüòàòû ñ
ïðåäýêñïîíåíöèàëüíûì ìíîæèòåëåì (1.52) è (2.31) äëÿ òóííåëüíûõ êîíòàêòîâ.
Òàêæå áóäåò ñïðàâåäëèâûì è òî÷íîå âûðàæåíèå (1.63).

Äâóìåðíûé êîíòàêò. Åñëè ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå íîðìàëüíîé ÷àñòè êîíòàêòà
èìååò ïðÿìîóãîëüíóþ ôîðìó, è âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà Lx ¿ L⊥ ¿ Ly, òî
ìîæíî èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.5), çàâèñÿùåå îò åäèíñòâåííîé êîîðäè-
íàòû y. Òàêîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò õîðîøî èçâåñòíîìó áåçîòðàæàòåëüíîìó
ïîòåíöèàëó [69]

g̃(y) =
3

2 ch2(y/2L⊥)
. (3.7)

Ïîäñòàâëÿÿ g̃ â (3.6), íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé:

〈ρ〉 ∝ exp

(
−48

5

L⊥
Ly

G̃ε̃3/2

)
=





exp
(−14.7 G�ε5/4

)
, NS;

exp
(−29.4 G�ε5/4

)
, SNS.

(3.8)

Çäåñü áîëüøîé áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð, êîòîðûé ñòîèò â ýêñïîíåíòå è îïðåäå-
ëÿåò ïðèìåíèìîñòü ìåòîäà ïåðåâàëà,� ýòî áåçðàçìåðíûé êîíäàêòàíñ íà êâàä-
ðàò ïëåíêè íîðìàëüíîãî ìåòàëëà, êðàåì ïðèñîåäèíåííîé ê ñâåðõïðîâîäíèêó,
G� = 2~νDLx.
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Â ñëó÷àå òóííåëüíûõ ãðàíèö, èñïîëüçóÿ (2.29) è (2.20), ïîëó÷àåì

〈ρ〉 ∝




exp
(
−6.81 γ

−1/6
1D G�ε5/4

)
, NS;

exp
(
−13.6 γ

−1/6
1D G�ε5/4

)
, SNS.

(3.9)

Çäåñü γ1D îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (2.19). Ìû èñïîëüçóåì îäíîìåðíîå âûðà-
æåíèå äëÿ γ, ïîñêîëüêó ðå÷ü èäåò î ïëîñêîì êîíòàêòå, êîòîðûé âñåãäà ñ÷èòà-
åòñÿ îäíîìåðíûì â ñìûñëå ðàçäåëà 2.1.2.

Òðåõìåðíûé êîíòàêò. Òðåõìåðíûì ìû íàçûâàåì ïëîñêèé êîíòàêò, ó êîòî-
ðîãî îáà ïîïåðå÷íûõ ðàçìåðà ïðåâîñõîäÿò L⊥. Ýòî ïðèâîäèò ê äâóìåðíîìó
óðàâíåíèþ (3.5). Òàêîå óðàâíåíèå íåëüçÿ ðåøèòü àíàëèòè÷åñêè, íî ìîæíî ÷èñ-
ëåííî ïîëó÷èòü çíà÷åíèå èíòåãðàëà (3.6).

∫
d2r⊥ g̃3(r⊥) ≈ 46.5 L2

⊥. (3.10)

Â ðåçóëüòàòå, äëÿ èäåàëüíîãî êîíòàêòà ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé âûðàæàåòñÿ â âèäå

〈ρ〉 ∝ exp (−63.6 G�ε) . (3.11)

Â ýòîé ôîðìóëå G� îáîçíà÷àåò áåçðàçìåðíûé êîíäàêòàíñ íà êâàäðàò ïëåíêè,
îðèåíòèðîâàííîé ïàðàëëåëüíî ñâåðõïðîâîäÿùèì áåðåãàì: G� = 2~νDLz. Ïîëó-
÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé èìååò îäèíàêîâûé âèä äëÿ ñëó÷àåâ
NS è SNS êîíòàêòà.

Äëÿ ñòðóêòóðû ñ òóííåëüíûìè ãðàíèöàìè, êàê è âûøå, èñïîëüçóåì çíà÷åíèÿ
(2.29) è (2.20) è ïîëó÷àåì

〈ρ〉 ∝ exp
(
−16.2 G�γ−2/3

1D ε
)

, (3.12)

ãäå, ïî-ïðåæíåìó, γ1D äàåòñÿ âûðàæåíèåì (2.19).
Êðèòåðèé, îïðåäåëÿþùèé, íóæíî ëè ó÷èòûâàòü çàâèñèìîñòü èíñòàíòîííî-

ãî ðåøåíèÿ îò ïîïåðå÷íîé êîîðäèíàòû, ñîñòîèò â ñðàâíåíèè L⊥ ñ ðàçìåðàìè
ñå÷åíèÿ êîíòàêòà. Ïîñêîëüêó L⊥ ñàìà çàâèñèò îò ýíåðãèè, òî ïî ìåðå ïðèáëè-
æåíèÿ ê ïîðîãó ðàçìåðíîñòè �âûìåðçàþò�: ïðîèñõîäèò êðîññîâåð îò äâóìåðíîé
σ-ìîäåëè ê îäíîìåðíîé è äàëåå ê íóëüìåðíîé. Åñëè ïîïåðå÷íûå ðàçìåðû íîð-
ìàëüíîé îáëàñòè ìåíüøå äëèíû Lz, òî ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé âñåãäà îïðåäåëÿ-
åòñÿ íóëüìåðíûì ïðåäåëîì σ-ìîäåëè.
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3.2 Ñâåðõïðîâîäíèê ñ ìàãíèòíûìè ïðèìåñÿìè
Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì êâàçèëîêàëèçîâàííûå ñîñòîÿíèé â ñâåðõïðîâîä-
íèêå ñ ìàãíèòíûìè ïðèìåñÿìè. Â äàííîì ñëó÷àå ðå÷ü èäåò î ìàêðîñêîïè÷åñêè
îäíîðîäíîé ñèñòåìå, â îòëè÷èå îò âñåãî ïðåäûäóùåãî (è ïîñëåäóþùåãî) ìàòåðè-
àëà. Ìåòîä íåëèíåéíîé σ-ìîäåëè äëÿ íàõîæäåíèÿ àíîìàëüíî ëîêàëèçîâàííûõ
ñîñòîÿíèé â òàêîé ñèñòåìå áûë ðàçâèò â ðàáîòàõ [38].

Ñâåðõïðîâîäíèê ñ ìàãíèòíûìè ïðèìåñÿìè â ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãî ïîëÿ áûë
ïîäðîáíî èçó÷åí â çíàìåíèòîé ðàáîòå Àáðèêîñîâà è Ãîðüêîâà [34]. Â ÷àñòíîñòè,
áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñâåðõïðîâîäèìîñòü ïîäàâëÿåòñÿ ìàãíèòíûìè ïðèìåñÿìè,
ïðè÷åì ïàðàìåòð ïîðÿäêà ∆ îêàçûâàåòñÿ áîëüøå, ÷åì ùåëü â ñïåêòðå âîçáóæ-
äåíèé Eg. Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå ðåæèìà áåñùåëåâîé ñâåðõ-
ïðîâîäèìîñòè, êîãäà Eg = 0, â òî âðåìÿ êàê ∆ > 0. Ìû, îäíàêî, (âñëåä çà [38])
áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé êîíå÷íîé ùåëè è íàéäåì èíñòàíòîííóþ ïîïðàâêó
ê ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ïîä ùåëüþ ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé òî÷íîñòüþ.

Ââåäåíèå ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé òðåáóåò óòî÷íåíèÿ σ-ìîäåëè. Ãàìèëüòîíèàí
Áîãîëþáîâà � äå Æåíà òåïåðü ñîäåðæèò äîïîëíèòåëüíûé ÷ëåí, îïèñûâàþùèé
ðàññåÿíèå íà ìàãíèòíûõ ïðèìåñÿõ1:

H = τz

(
p2

2m
− µ + U(r)

)
+ τx∆(r) + JS(r)σ̂. (3.13)

Ïîñêîëüêó ìàãíèòíûå ïðèìåñè ïîäàâëÿþò ñâåðõïðîâîäèìîñòü, ïàðàìåòð ïî-
ðÿäêà ∆, êîòîðûé âõîäèò â ãàìèëüòîíèàí (3.13), äîëæåí îïðåäåëÿòüñÿ ñàìî-
ñîãëàñîâàííî. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî êîíöåíòðàöèÿ ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé äîñòàòî÷íî
ìàëà è íå ðàçðóøàåò ñâåðõïðîâîäèìîñòü ïîëíîñòüþ. Âî âñåõ ôîðìóëàõ ýòîãî
ðàçäåëà ïîëàãàåì, ÷òî âëèÿíèå ïðèìåñåé óæå ó÷òåíî â ∆.

Ñëó÷àéíîå ïîëå S(r) â (3.13) áóäåì ñ÷èòàòü äåëüòà-êîððåëèðîâàííûì è ââå-
äåì ñòàíäàðòíûì îáðàçîì âðåìÿ ðàññåÿíèÿ íà ìàãíèòíûõ ïðèìåñÿõ τs:

〈JSα(r)JSβ(r′)〉 =
~δ(r− r′)δαβ

6πντs

. (3.14)

Òàêèì îáðàçîì, â íàøåé ñèñòåìå ïîÿâëÿåòñÿ åùå îäèí áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð

ζ =
~

τs∆
. (3.15)

1 Îáîçíà÷åíèå σ̂ äëÿ îïåðàòîðà ñïèíà ýëåêòðîíà ñíàáæåíî êðûøêîé, ÷òîáû îòëè÷àòü åãî îò
ìàòðèö Ïàóëè σi, äåéñòâóþùèìè â ïðîñòðàíñòâå PH. Îïåðàòîð ñïèíà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
ìàòðèöû Ïàóëè òàê: σ̂ = τzσ.

71



Âûâîä σ-ìîäåëè òðèâèàëüíî îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ãàìèëüòîíèàíà (3.13).
Äåéñòâèå ïðè ýòîì ïðèíèìàåò âèä

S[Q] =
πν

8

∫
dr str

[
~D(∇Q)2 + 4iQ

(
ΛE + iτx∆

)− ~(Qτzσ)2

3τs

]
, (3.16)

Çäåñü êîýôôèöèåíò äèôôóçèè îïðåäåëÿåòñÿ ðàññåÿíèåì òîëüêî íà íåìàãíèò-
íûõ ïðèìåñÿõ. Óðàâíåíèå Óçàäåëÿ ìîæíî ïîëó÷èòü, íå ââîäÿ ïîëíóþ ïàðàìåò-
ðèçàöèþ ìàòðèöû Q, à âîñïîëüçîâàâøèñü ïðîñòûì âûðàæåíèåì â òåðìèíàõ
îäíîãî óãëà θ: Q = σzτz cos θ + τx sin θ. Âûäåëÿÿ, êàê îáû÷íî, ìíèìóþ ÷àñòü
θ = π/2 + iψ ïîëó÷àåì:

D∇2ψ + 2E ch ψ − 2∆ sh ψ +
~
τs

sh 2ψ = 0. (3.17)

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì îäíîðîäíûå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ. Êàê è ðàíüøå, ïðè
ýíåðãèÿõ íèæå îïðåäåëåííîãî ïîðîãà Eg òàêèõ ðåøåíèé áóäåò äâà. Îïóñêàÿ
ãðàäèåíòíûé ÷ëåí, ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå, íàïîìèíàþùåì (1.7):

E

∆
= th ψ − ζ sh ψ. (3.18)

Ýòî óðàâíåíèå èìååò äâà ðåøåíèÿ. Ýíåðãèÿ, ïðè êîòîðîé ðåøåíèÿ ñîâïàäàþò,
îïðåäåëÿåò âåëè÷èíó ùåëè. Ìàêñèìóì ôóíêöèè â ïðàâîé ÷àñòè äîñòèãàåòñÿ
ïðè ch ψ = ζ−1/3, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò

Eg = ∆(1− ζ2/3)3/2. (3.19)

Ýòîò çàìå÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò áûë âïåðâûå ïîëó÷åí â ðàáîòå [34].
Âáëèçè ïîðîãà ìîæíî ðàçëîæèòü äåéñòâèå ïî áåçðàçìåðíîé ýíåðãèè ε = (Eg−

E)/∆ è ïî îòêëîíåíèþ óãëà ψ = ψ0 + g(r). Â ðåçóëüòàòå äëÿ g(r) ïîëó÷èì
ñëåäóþùåå äåéñòâèå

S0[θ] =
πν∆

4

∫
dr

[
ξ2(∇g)2 + 4εζ−1/3g − 2ζ1/3

√
1− ζ2/3g3

]
. (3.20)

Çäåñü ìû ââåëè äëèíó êîãåðåíòíîñòè ξ =
√
~D/∆. Ïîëó÷åííîå äåéñòâèå ïîë-

íîñòüþ àíàëîãè÷íî âûðàæåíèþ (3.1). Òàêèì îáðàçîì, äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ
ïðîñòî ïîâòîðÿþò ðàññóæäåíèÿ ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà è ïðèâîäÿò ê ðåçóëüòàòó
[38]

〈ρ〉 ∝ exp

[
−16

3
adπν(d)∆ξdζ−2/3

(
24

√
1− ζ2/3

)− 2+d
4

ε
6−d
4

]
. (3.21)
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Çäåñü d � ýôôåêòèâíàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ðàçìåðíîñòü ñâåðõïðîâîäíèêà, ν(d) �
d-ìåðíàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé, à âåëè÷èíà ad =

∫
ddr g̃3 âû÷èñëÿëàñü â ðàçäå-

ëå 3.1 (ôóíêöèÿ g̃ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ∇2g̃ = g̃ − g̃2). Îíà ïðèíèìàåò
ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

a0 = 1, a1 = 36/5, a2 ≈ 46.5, a3 ≈ 262. (3.22)

3.3 Ïðåäåë ìàëûõ ýíåðãèé
Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì îáëàñòü ýíåðãèé, áëèçêèõ ê ôåðìèåâñêîé. Ïðè
òàêèõ ýíåðãèÿõ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ïîäàâëåíà íàèáîëåå ñèëüíî. Ìû, êàê è
ðàíåå â ýòîé ãëàâå, áóäåì èñêàòü îòâåò ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé òî÷íîñòüþ, äëÿ
÷åãî íåîáõîäèìî ðåøèòü óðàâíåíèå Óçàäåëÿ (1.4) è âû÷èñëèòü äåéñòâèå äëÿ
èíñòàíòîíà.

Âû÷èñëåíèÿ ýòîãî ðàçäåëà ïðàêòè÷åñêè ïîâòîðÿþò âû÷èñëåíèÿ Ìóçûêàíò-
ñêîãî è Õìåëüíèöêîãî [43], ïðèìåíèâøèõ èíñòàíòîííûé ìåòîä â äèôôóçíîé
σ-ìîäåëè äëÿ îïðåäåëåíèÿ äëèííîâðåìåííîé àñèìïòîòèêè êîíäàêòàíñà G(t)

ìåçîñêîïè÷åñêîãî îáðàçöà. Âîçíèêàþùåå ïðè ýòîì ñåäëîâîå óðàâíåíèå, îïèñû-
âàþùåå èíñòàíòîííîå ðåøåíèå, èìååò âèä D∇2θ + iω sh θ = 0 ñ óñëîâèåì θ = 0

íà ãðàíèöå, ãäå âåëè÷èíà ω, îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì ñàìîñîãëàñîâàíèÿ [43],
îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà t. Â ïðåäåëå ~ω ¿ ETh íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ýòî-
ãî óðàâíåíèÿ ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì ψ2 óðàâíåíèÿ (1.6) äëÿ SNS
êîíòàêòà ïðè E ¿ ETh. Â ðåçóëüòàòå îêàçûâàþòñÿ îäèíàêîâûìè è äåéñòâèÿ
èíñòàíòîíîâ â íàøåé çàäà÷å è â çàäà÷å [43].

Íà÷íåì ñ êâàçèîäíîìåðíîãî ïëîñêîãî SNS êîíòàêòà (Ðèñ. 1.1). Ðàçíîñòü ψ2−
ψ1 íå ìàëà ïðè ýíåðãèÿõ E → 0, ïîýòîìó íóæíî íàïðÿìóþ ðåøàòü óðàâíå-
íèå (2.5). Çàìåòèì, ÷òî ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ ýíåðãèè ψ1(0) → 0, â òî âðåìÿ
êàê ψ2(0) → ∞ (ñì. Ðèñ. 1.2). Ýòî ïîçâîëÿåò íàì ïîëîæèòü ψ1 = 0, à äëÿ ψ2

âîñïîëüçîâàòüñÿ �òðåóãîëüíûì� ïðèáëèæåíèåì [43]:

ψ2(x) = A + B

(
1− |z|

Lz

)
, (3.23)

îñíîâàííîì íà òîì, ÷òî ïðè ìàëûõ ýíåðãèÿõ â óðàâíåíèè (2.5) ìîæíî ïðåíå-
áðå÷ü âòîðûì ñëàãàåìûì ïî÷òè âî âñåé îáëàñòè z, êðîìå îêðåñòíîñòè òî÷êè
z = 0. Ïîäñòàâëÿÿ (3.23) â äåéñòâèå (2.2), èíòåãðèðóÿ è ðàçëàãàÿ ãðàíè÷íûé
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ëîãàðèôì, íàõîäèì

S0 =
π~νDA

2Lz

[
−B2 +

E

BETh

(
ch(A + B)− ch A

)− 6γ1D ch A

]
. (3.24)

Ïðè âûâîäå ýòîãî äåéñòâèÿ áûëî èñïîëüçîâàíî ðàâåíñòâî (2.19). Ñíà÷àëà ðàñ-
ñìîòðèì ñëó÷àé èäåàëüíûõ ãðàíèö, êîãäà ìîæíî ïîëîæèòü A = 0. Ïîñëå âà-
ðüèðîâàíèÿ ïî B (ñ ó÷åòîì B À 1) íàõîäèì

2B =
EeB

2BETh

. (3.25)

Ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé òî÷íîñòüþ ïîëó÷àåì äëÿ B

B = ln
ETh

E
= ln

Eg

E
. (3.26)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòîò ðåçóëüòàò îáðàòíî â (3.24), íàõîäèì ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé

〈ρ〉 ∝ exp

(
−πGN

2
ln2 Eg

E

)
, (3.27)

ãäå GN = ~νDA/Lz � áåçðàçìåðíûé êîíäàêòàíñ íîðìàëüíîé ÷àñòè êîíòàêòà. Â
ñëó÷àå NS êîíòàêòà êîíäàêòàíñ áóäåò âäâîå áîëüøå, à äåéñòâèå (3.24) � âäâîå
ìåíüøå, ïîýòîìó êîýôôèöèåíò â ýêñïîíåíòå (3.27) îêàæåòñÿ ìåíüøå â ÷åòûðå
ðàçà.

Â ñëó÷àå òóííåëüíûõ ãðàíèö ìåæäó íîðìàëüíûì ìåòàëëîì è ñâåðõïðîâîä-
íèêàìè íóæíî âàðüèðîâàòü (3.24) ïî îáåèì ïåðåìåííûì â ïðåäåëå A,B À 1. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

eB = 6γ1D
ETh

E
B =

Eg

E
B, eA+B =

4ETh

E
B2. (3.28)

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ðàâåíñòâîì (2.20). Ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé òî÷íîñòüþ
ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ðåøåíèå:

B = ln
Eg

E
, eA =

2

3γ1D
ln

Eg

E
. (3.29)

Â ñèëó ìàëîñòè E/Eg è γ1D ïåðâûé ÷ëåí â äåéñòâèè (3.24) äîìèíèðóåò. Ïðè ýòîì
ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé, êàê è â ñëó÷àå êîíòàêòà ñ èäåàëüíûìè ãðàíèöàìè, èìååò
âèä (3.27). Ýòî íåóäèâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ãëóáîêî ïîä ùåëüþ íàõîäÿòñÿ ñèëüíî
ëîêàëèçîâàííûå ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå î÷åíü ñëàáî ñâÿçàíû ñî ñâåðõïðîâîäÿùèìè
áåðåãàìè. Ïëîòíîñòü òàêèõ ñîñòîÿíèé ñëàáî çàâèñèò îò ñâîéñòâ ãðàíèöû.

Ïðè äîñòàòî÷íî íèçêèõ ýíåðãèÿõ ïîëó÷åííûé îòâåò ïåðåñòàåò áûòü ñïðà-
âåäëèâûì. Äåëî â òîì, ÷òî ãðàäèåíò ψ2 ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, à óðàâ-
íåíèå äèôôóçèè, íà îñíîâå êîòîðîãî áûëà ïîñòðîåíà σ-ìîäåëü, íå ó÷èòûâàåò
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íåëîêàëüíûõ (áàëëèñòè÷åñêèõ) ýôôåêòîâ, êîòîðûå ñòàíîâÿòñÿ âàæíûìè â ýòîì
ïðåäåëå. Äëÿ ïðèìåíèìîñòè ëîêàëüíîé òåîðèè íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ
|∇ψ2| ∼ B/Lz ¿ 1/l, ÷òî ïðèâîäèò ê îãðàíè÷åíèþ íà ýíåðãèþ:

E À Eg exp

(
−Lz

l

)
. (3.30)

Òåïåðü ðàññìîòðèì äâóìåðíûé ñëó÷àé. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî íîðìàëüíàÿ îáëàñòü èìååò ôîðìó äèñêà ðàäèóñà R è òîëùèíû Lz, ïî âñåìó
êðàþ ñîåäèíåííîãî ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì (Ðèñ. 2.1). Òàê æå, êàê è â ïðåäûäó-
ùåì ïðèìåðå, ψ1 = 0. Óðàâíåíèå (2.5) íà ψ2 çàïèøåì â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ,
çàìåíèâ ãèïåðáîëè÷åñêèé êîñèíóñ ýêñïîíåíòîé:

ψ′′2 +
ψ′2
r

+
E

~D
eψ2 = 0, ψ′2(0) = 0. (3.31)

Ýòî óðàâíåíèå èìååò ñëåäóþùåå ðåøåíèå:

ψ2(r) = 2 ln
B

√
8ETh/E

B2 + (r/R)2
. (3.32)

Çäåñü èñïîëüçîâàíà ýíåðãèÿ Òàóëåññà (2.22). Âåëè÷èíà B îïðåäåëÿåòñÿ ãðàíè÷-
íûì óñëîâèåì (2.5).

Åñëè ãðàíèöà ìåæäó ñâåðõïðîâîäíèêîì è íîðìàëüíûì ìåòàëëîì ïðîçðà÷íàÿ,
òî íóæíî ïîòðåáîâàòü ψ2(R) = 0. Ïðè E ¿ ETh íàõîäèì B =

√
E/8ETh.

Êàê è ðàíüøå, ïðåíåáðåãàÿ â (1.30) ÷ëåíîì ñ ýíåðãèåé, ïîëó÷èì äëÿ äåéñòâèÿ
ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

S1 = −S0[θ2] =
π~νDLx

4

∫ R

0

(∇ψ2)
22πr dr = 4π2νDLx ln

Eg

E
. (3.33)

Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé îêàçûâàåòñÿ ñòåïåííîé ôóíêöèåé ýíåðãèè [43]:

〈ρ〉 ∝
(

E

Eg

)2π2G�
, (3.34)

ãäå G� = 2~νDLx � áåçðàçìåðíûé êîíäàêòàíñ íà êâàäðàò äâóìåðíîé íîðìàëü-
íîé ïëåíêè. Â ñëó÷àå òóííåëüíîãî êîíòàêòà, çàìåíÿÿ â ãðàíè÷íîì óñëîâèè (2.5)
ñèíóñ íà ýêñïîíåíòó è èñïîëüçóÿ (2.21) è (2.22), ïîëó÷àåì

B =
1

2

√
E

γ2DETh

=

√
E

Eg

. (3.35)

Èòàê, ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé òî÷íîñòüþ ðåçóëüòàò (3.34) îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì è
â ñëó÷àå òóííåëüíîé ãðàíèöû, òî åñòü, êàê è â îäíîìåðíîé ñòðóêòóðå, ñîïðî-
òèâëåíèå êîíòàêòîâ íå âëèÿåò íà ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ãëóáîêî ïîä ùåëüþ. Äëÿ
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äâóìåðíîãî SNS êîíòàêòà äðóãîé ôîðìû îòâåò îñòàíåòñÿ òàêèì æå ïî ïîðÿäêó
âåëè÷èíû, ïîñêîëüêó òîëüêî Eg çàâèñèò îò ïðîäîëüíûõ ðàçìåðîâ, è ýòî èçìåíèò
ëèøü îáùèé ÷èñëåííûé êîýôôèöèåíò â âûðàæåíèè äëÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé.

Íàéäåì îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà. Ìàêñèìàëüíûé ãðà-
äèåíò ψ2 äîñòèãàåòñÿ âáëèçè öåíòðà, |∇ψ2| ∝

√
Eg/E/R, è äîëæåí áûòü ìåíüøå

1/l. Òàêèì îáðàçîì, ñòåïåííàÿ çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé (3.34) âåðíà
ïðè

E À Eg

(
l

R

)2

. (3.36)

Ýòî óñëîâèå ãîðàçäî ñèëüíåå, ÷åì (3.30). Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ðàññóæäåíèÿ,
àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì â ýòîì ðàçäåëå, ñîâñåì íåâîçìîæíû, òàê êàê ñîîò-
âåòñòâóþùåå óñëîâèå îêàçûâàåòñÿ ÷åðåñ÷óð ñèëüíûì. Â ýòîì ñëó÷àå, à òàêæå â
äâóìåðíîì ñëó÷àå ïðè ýíåðãèÿõ íèæå (3.36) ïîäùåëåâàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé
ìîæåò áûòü íàéäåíà ñ ïîìîùüþ áàëëèñòè÷åñêîé σ-ìîäåëè [70] (ñì. òàêæå [71]).

Îòìåòèì, ÷òî ïîñëå çàìåíû E → ~t−1
φ âûðàæåíèÿ (3.27) è (3.34) ñîâïàäàþò (ñ

òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ) ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ P(tφ) âðåìåí ðåëàêñàöèè
ñîîòâåòñòâóþùåé ìåçîñêîïè÷åñêîé ñèñòåìû [42, 72]. Äëèííîâðåìåííàÿ àñèìï-
òîòèêà êîíäàêòàíñà âûðàæàåòñÿ ñ åå ïîìîùüþ êàê G(t) ∝ ∫

dtφ e−t/tφP(tφ).
Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë ìåòîäîì ïåðåâàëà, íàõîäèì â ñëó÷àå îäíîìåðíîé ñèñòåìû
G(t) ∝ exp[−(πGN/2) ln2(δt/~)], ÷òî â ôîðìàëèçìå Ìóçûêàíòñêîãî è Õìåëü-
íèöêîãî ñîîòâåòñòâóåò çàìåíå iω → GN/t. Óêàçàííîå îáñòîÿòåëüñòâî îáúÿñíÿåò
ïðîèñõîæäåíèå ðàçëè÷íûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ìàñøòàáîâ â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà-
÷å è çàäà÷å ïðî àñèìïòîòèêó êîíäàêòàíñà. Ðåçóëüòàòû (3.27) è (3.34) ïåðåõîäÿò
â àñèìïòîòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ [43] äëÿ G(t) ïóòåì çàìåíû ETh/E → δt/~.
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4 Êóëîíîâñêèå ýôôåêòû â SIN
ñòðóêòóðå

Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ âëèÿíèÿ êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íà ïëîò-
íîñòü ñîñòîÿíèé â íîðìàëüíîé ìåòàëëè÷åñêîé ãðàíóëå, ñîåäèíåííîé ñî ñâåðõ-
ïðîâîäÿùèìè êîíòàêòàìè. Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ãëàâ, ìû íå áóäåì èíòå-
ðåñîâàòüñÿ ïîäùåëåâûìè ñîñòîÿíèÿìè, à ñêîíöåíòðèðóåìñÿ íà ñàìîñîãëàñîâàí-
íîì âû÷èñëåíèè ùåëè, íàâåäåííîé â íîðìàëüíîì ìåòàëëå. Âî âòîðîì ðàçäåëå
èçó÷àåòñÿ ýôôåêò Äæîçåôñîíà â ñèòóàöèè, êîãäà ãðàíóëà ïðèñîåäèíåíà ê äâóì
ñâåðõïðîâîäÿùèì êîíòàêòàì. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òåîðèÿ, ðàçâèòàÿ äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ ùåëè, ìîæåò áûòü îáîáùåíà è äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñâåðõïðîâîäÿùåãî òîêà â
òàêîé ñèñòåìå.

4.1 SIN êîíòàêò
Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ SIN êîíòàêòà � íîðìàëüíîé ìåòàëëè÷åñêîé ãðàíóëû
ïðèñîåäèíåííîé ê ñâåðõïðîâîäíèêó òóííåëüíûì êîíòàêòîì (Ðèñ. 4.1). Ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî êîíòàêò îáëàäàåò áîëüøèì íîðìàëüíûì òóííåëüíûì êîíäàêòàí-
ñîì GT è âçàèìíîé åìêîñòüþ CS. Êðîìå òîãî, èìååòñÿ çàòâîð, êîòîðûé ñâÿ-
çàí ñ ãðàíóëîé åìêîñòüþ Cg, è íà êîòîðûé ïîäàåòñÿ îòðèöàòåëüíûé ïîòåíöè-
àë −Vg îòíîñèòåëüíî ñâåðõïðîâîäíèêà. Ïîëíóþ åìêîñòü ãðàíóëû îáîçíà÷èì
C0 = CS +Cg. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ãðàíóëû ïðèìåíèìî íóëüìåðíîå ïðèáëè-
æåíèå, òî åñòü ýíåðãèÿ Òàóëåññà âåëèêà: ETh > ∆. Â îòñóòñòâèå êóëîíîâñêèõ
ýôôåêòîâ ùåëü îïðåäåëÿåòñÿ òóííåëüíûì êîíäàêòàíñîì è èìååò âèä (2.12)

Eg =
GT δ

4
¿ ∆. (4.1)

Âçàèìîäåéñòâèå ïðèâîäèò ê ôëóêòóàöèÿì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, à çíà÷èò
è ôàçû ãðàíóëû. Â ðåçóëüòàòå ïðîèñõîäèò ïîäàâëåíèå ýôôåêòà áëèçîñòè è ùåëü
ïîëó÷àåòñÿ ìåíüøå, ÷åì Eg.
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N

S

PSfrag replaements CS GT Vg

Cg

Ðèñ. 4.1. SIN êîíòàêò ñ çàòâîðîì. Ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè èçîáðàæåíû ýëåìåíòû ýê-
âèâàëåíòíîé ñõåìû. Íîðìàëüíàÿ ãðàíóëà ñâÿçàíà ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì òóííåëüíûì
êîíòàêòîì ñ áåçðàçìåðíûì êîíäàêòàíñîì GT è åìêîñòüþ CS . Çàòâîð ñâÿçàí ñ ãðàíó-
ëîé åìêîñòüþ Cg; íà íåãî ïîäàåòñÿ îòðèöàòåëüíûé ïîòåíöèàë −Vg.

4.1.1 Äèíàìè÷åñêàÿ ðåïëè÷íàÿ σ-ìîäåëü
Äëÿ èçó÷åíèÿ ýôôåêòîâ âçàèìîäåéñòâèÿ ñóïåðìàòðè÷íàÿ σ-ìîäåëü íå ïðèìå-
íèìà. Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ äèíàìè÷åñêîé ðåïëè÷íîé σ-ìîäåëüþ Ôèíêåëü-
øòåéíà [58], êðàòêîìó âûâîäó êîòîðîé ïîñâÿùåí ýòîò ðàçäåë. Êàê è ïðè âûâîäå
ñóïåðìàòðè÷íîé σ-ìîäåëè, ìû ñíà÷àëà ðàññìîòðèì èçîëèðîâàííóþ ãðàíóëó, â
êîòîðîé åñòü îòëè÷íûé îò íóëÿ ñâåðõïðîâîäÿùèé ïàðàìåòð ïîðÿäêà ∆. Ýòî
ïîçâîëèò íàì â äàëüíåéøåì îïðåäåëèòü äåéñòâèå äëÿ íîðìàëüíîé ãðàíóëû è
ðàâíîâåñíîå çíà÷åíèå ìàòðèöû Q â ñâåðõïðîâîäíèêå; ãðàíè÷íûé ÷ëåí áóäåò
äîáàâëåí ê äåéñòâèþ íà ïîñëåäíåì ýòàïå âûâîäà.

Â ïðåäñòàâëåíèè âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ äèíàìèêó ýëåêòðîíîâ ìîæíî îïè-
ñûâàòü ãàìèëüòîíèàíîì Áîãîëþáîâà ñ êóëîíîâñêèì ÷ëåíîì è ñ ÷ëåíîì, îïèñû-
âàþùèì âçàèìîäåéñòâèå ñ çàòâîðîì

H =

∫
dr

[
ψ̂+

α

(
p2

2m
− µ + U(r)

)
ψ̂α + ∆ψ̂+

↓ ψ̂+
↑ + ∆∗ψ̂↑ψ̂↓

]
+

+
e2

2C0

[∫
dr ψ̂+

α ψ̂α

]2

− Cg

C0

eVg

∫
dr ψ̂+

α ψ̂α. (4.2)

Åñëè ãðàíóëà çàìêíóòà, òî åå çàðÿä ñîõðàíÿåòñÿ, è êóëîíîâñêèé ÷ëåí íå äàåò
âêëàäà â äèíàìèêó. Ìû æå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñîõðàíÿåòñÿ õèìè÷åñêèé ïîòåí-
öèàë µ, èìåÿ â âèäó, ÷òî â äàëüíåéøåì ê íàøåé ìîäåëè äîáàâèòñÿ ãðàíè÷íûé
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÷ëåí, è çàðÿä ñîõðàíÿòüñÿ íå áóäåò. Ñòàòñóììà ñèñòåìû âûðàæàåòñÿ ïðè ïî-
ìîùè ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà ïî êîãåðåíòíûì ñîñòîÿíèÿì [73] â ìíèìîì
âðåìåíè (ìû ñ÷èòàåì, ÷òî îíî èìååò ðàçìåðíîñòü îáðàòíîé ýíåðãèè). Ñðàçó
ââåäåì M ðåïëèê

ZM =

∫
Dψ∗Dψ e−S , S =

M∑
a=1

∫ 1/T

0

dτL[ψa∗, ψa], (4.3)

L[ψa∗, ψa] =

∫
dr ψa∗

α

(
∂

∂τ
− µ

)
ψa

α +H[ψa∗, ψa]. (4.4)

Çäåñü ψ è ψ∗ � ãðàññìàíîâû ôóíêöèè1, çàâèñÿùèå îò ìíèìîãî âðåìåíè τ ñ
àíòèïåðèîäè÷åñêèì óñëîâèåì ψ(τ + 1/T ) = −ψ(τ). ×åòûðåõôåðìèîííûé ÷ëåí
â ãàìèëüòîíèàíå, îïèñûâàþùèé êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå, ðàñöåïëÿåì ïðå-
îáðàçîâàíèåì Õàááàðäà � Ñòðàòîíîâè÷à, ââîäÿ ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë φ

L[ψa∗, ψa, φa] =

∫
dr

[
ψa∗

α

(
∂

∂τ
+ ξ − ieφa + U(r)

)
ψa

α + ∆ψa∗
↑ ψa∗

↓ + ∆∗ψa
↑ψ

a
↓

]
+

+
C0

2

[
φa + i

CgVg

C0

]2

. (4.5)

Ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ââîäèì ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå Íàìáó � Ãîðüêîâà [61]

Ψ =

(
ψ↑

ψ∗↓

)
, Ψ+ =

(
ψ∗↑, ψ↓

)
, ∆̂ =

(
0 ∆

∆∗ 0

)
. (4.6)

Ïîñëå óñðåäíåíèÿ ïî áåñïîðÿäêó â ïðèáëèæåíèè ãàóññîâà δ-êîððåëèðîâàííîãî
ñëó÷àéíîãî ïîòåíöèàëà ïîëó÷àåì äåéñòâèå â âèäå

S[Ψ+, Ψ, φ] =

=
∑

a

∫
dτ

{
C0

2

[
φa

τ + i
CgVg

C0

]2

+

∫
dr Ψa+

τ

[
∂

∂τ
+ τz

(
ξ − ieφa

τ

)
+ ∆̂

]
Ψa

τ

}
−

− ~
4πντ

∑

ab

∫
dτ dτ ′ dr Ψa+

τ τzΨ
a
τΨ

b+
τ ′ τzΨ

b
τ ′ . (4.7)

Ðàñöåïëÿåì ÷åòûðåõôåðìèîííûé ÷ëåí ïðåîáðàçîâàíèåì Õàááàðäà � Ñòðàòîíî-

1 Â ýòîé ãëàâå, â îòëè÷èå îò ñóïåðìàòðè÷íîé σ-ìîäåëè, ìû ïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè ñîãëà-
øåíèÿìè äëÿ îïåðàöèè ñîïðÿæåíèÿ ãðàññìàíîâûõ ïåðåìåííûõ: ψ∗∗ = ψ, (χψ)∗ = ψ∗χ∗.
Â òàêîì âèäå ãðàññìàíîâà àëãåáðà èìååò áîëüøåå ôîðìàëüíîå ñõîäñòâî ñ àëãåáðîé àíòè-
êîììóòèðóþùèõ ôåðìèîííûõ îïåðàòîðîâ.
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âè÷à ñ ìàòðè÷íûì ïîëåì Qab
ττ ′

S[Ψ+, Ψ, Q, φ] =
π~ν
4τ

Tr Q2 +
∑

a

∫
dτ

C0

2

[
φa

τ + i
CgVg

C0

]2

+

+
∑

a,b

∫
dτ dτ ′ dr Ψa+

τ

[(
∂

∂τ
+ τz

(
ξ − ieφa

τ

)
+ ∆̂

)
δabδ(τ − τ ′)− i~τz

2τ
Qab

ττ ′

]
Ψb

τ ′

(4.8)

Çäåñü îïåðàöèÿ Tr îáîçíà÷àåò âçÿòèå ñëåäà ïî âñåì ïðîñòðàíñòâàì, âêëþ÷àÿ
ñóììèðîâàíèå ïî ðåïëèêàì è èíòåãðèðîâàíèå ïî ìíèìîìó âðåìåíè (èëè ñóì-
ìèðîâàíèå ïî ìàöóáàðîâñêèì ýíåðãèÿì).

Â îáùåì ñëó÷àå ìàòðèöà Q äîëæíà áûòü ôóíêöèåé îò îäíîé ïðîñòðàíñòâåí-
íîé êîîðäèíàòû r. Èìåÿ â âèäó íóëüìåðíûé ïðåäåë σ-ìîäåëè, ìû óæå íà ýòîì
ýòàïå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Q ïîñòîÿííà â ïðîñòðàíñòâå. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå çà-
ìåòíî óïðîùàåò äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ.

Äåéñòâèå (4.8) êâàäðàòè÷íî ïî ôåðìèîííûì ïîëÿì Ψ, ÷òî ïîçâîëÿåò âçÿòü
ãàóññîâ èíòåãðàë è ïîëó÷èòü âûðàæåíèå

S[Q, φ] =
π~ν
4τ

Tr Q2 +
∑

a

∫
dτ

C0

2

[
φa

τ + i
CgVg

C0

]2

−

− Tr ln

[
ξ − iετz − ieφ + τz∆̂− i~Q

2τ

]
. (4.9)

Çäåñü ìû ââåëè ìàöóáàðîâñêóþ ýíåðãèþ ε = i∂/∂τ . Ïðè φ = 0 íàéäåííîå äåé-
ñòâèå èìååò ñåäëîâóþ òî÷êó, äèàãîíàëüíóþ â ïðîñòðàíñòâå ðåïëèê è ýíåðãèé
(ìû ôèêñèðóåì ôàçó ∆̂ = τy∆):

Qab
εε′ = T−1δabδεε′Λ(ε), Λ(ε) =

ετz + ∆τx√
ε2 + ∆2

. (4.10)

Òàêîé âèä áóäåò èìåòü ìàòðèöà Q â ñâåðõïðîâîäíèêå.
Â ïðåäåëå ε = ∆ = eφ = 0 äåéñòâèå (4.9) îáëàäàåò ñåäëîâûì ìíîãîîáðàçèåì

Q2 = 1. Ìîäû, ïðèâîäÿùèå ê îòêëîíåíèþ îò íåãî, ìàññèâíû ïî ìåòàëëè÷åñêîìó
ïàðàìåòðó kF l À 1. ×ëåíû ñ ε è ∆ ñíèìàþò âûðîæäåíèå è ïðèâîäÿò ê íåòðè-
âèàëüíîìó äåéñòâèþ íà ìíîãîîáðàçèè σ-ìîäåëè. Ïðè âûâîäå ñóïåðìàòðè÷íîé
σ-ìîäåëè äåëàëîñü ðàçëîæåíèå ëîãàðèôìà äî ãëàâíûõ ïîðÿäêîâ ïî ε, ∆ è ãðà-
äèåíòàì ìàòðèöû Q. Îäíàêî äëÿ ñèñòåìû ñ âçàèìîäåéñòâèåì òàêîå ðàçëîæåíèå
äåëàòü íåëüçÿ èç-çà íàëè÷èÿ ÷ëåíà ñ φ, ïîñêîëüêó ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë
ñäâèãàåò âñþ ýíåðãåòè÷åñêóþ çîíó, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ âûñîêî÷àñòîò-
íûõ âêëàäîâ â Q. ×òîáû ïðåîäîëåòü ýòî çàòðóäíåíèå, ñäåëàåì êàëèáðîâî÷íîå

80



ïðåîáðàçîâàíèå, ïðåäëîæåííîå Êàìåíåâûì è Àíäðååâûì [74], êîòîðîå ïîçâîëÿ-
åò èçáàâèòüñÿ îò φ ïîä ëîãàðèôìîì

Ka
τ = e

∫ τ

dτφa
τ , Qab

ττ ′ = eiτzKa
τ Q̃ab

ττ ′e
−iτzKb

τ ′ . (4.11)

Â ìàòðèöå Q̃ âûñîêî÷àñòîòíûé âêëàä èñêëþ÷åí, è â íîâûõ ïåðåìåííûõ äåé-
ñòâèå ïðèîáðåòàåò âèä

S[Q̃,K] =
π~ν
4τ

Tr Q̃2 +
∑

a

∫
dτ

C0

2e2

[
K̇a

τ + ie
CgVg

C0

]2

−

− Tr ln

[
ξ − iετz − i∆τxe

2iτzK − i~Q̃
2τ

]
. (4.12)

Òåïåðü îãðàíè÷èâàåì ïðîñòðàíñòâî èçìåíåíèÿ Q̃ ìíîãîîáðàçèåì Q̃2 = 1 è ðàç-
ëàãàåì ëîãàðèôì äî ãëàâíûõ ÷ëåíîâ ïî ε è ∆. Â èòîãå ïîëó÷àåì

S[Q̃,K] =
∑

a

∫
dτ

C0

2e2

[
K̇a

τ + ie
CgVg

C0

]2

− π

δ
Tr

[(
ετz + ∆τxe

2iτzK
)
Q̃

]
. (4.13)

Äëÿ íîðìàëüíîé ãðàíóëû, ñîåäèíåííîé ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì òóííåëüíûì
êîíòàêòîì, â äåéñòâèè (4.13) íóæíî ïîëîæèòü ∆ = 0 è äîáàâèòü ãðàíè÷íûé
÷ëåí, êîòîðûé èìååò âèä (2.1), ïðè÷åì äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ãëàâíûì ïî-
ðÿäêîì ðàçëîæåíèÿ ëîãàðèôìà â òóííåëüíîì ïðåäåëå. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì
äåéñòâèå â âèäå

S[Q̃,K] =
∑

a

∫
dτ

C0

2e2

[
K̇a

τ + ie
CgVg

C0

]2

−

− πGT

4
Tr

[
e−iτzKQSeiτzKQ̃

]
− π

δ
Tr

[
ετzQ̃

]
, (4.14)

ãäå ìàòðèöà QS îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (4.10).

4.1.2 Ñàìîñîãëàñîâàííûé ïîäõîä
Â ýòîì ðàçäåëå áóäåò ðàçâèò ñàìîñîãëàñîâàííûé ïîäõîä ê îïèñàíèþ ýôôåêòîâ
êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íà îñíîâå äåéñòâèÿ (4.14). Îñíîâíàÿ èäåÿ ýòî-
ãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â èíòåãðèðîâàíèè ïî ïåðåìåííîé K è èñïîëüçîâàíèè
ñåäëîâîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ïîëó÷èâøåãîñÿ äåéñòâèÿ îò Q̃. ×òîáû ïðîèíòåãðè-
ðîâàòü ïî K, áóäåì èñïîëüçîâàòü àäèàáàòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå. Îíî îñíîâàíî
íà ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî õàðàêòåðíûå ÷àñòîòû ôàçû K âåëèêè ïî ñðàâíåíèþ
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ñ ÷àñòîòàìè ìàòðèöû Q̃. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå áóäåò îáîñíîâàíî íèæå íà îñíî-
âå ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà. Ïîñëå âçÿòèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà ïî K

îñòàíåòñÿ äåéñòâèå äëÿ ìàòðèöû Q̃, ê êîòîðîìó ìû áóäåì ïðèìåíÿòü ñåäëîâîå
ïðèáëèæåíèå. Óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ òàêæå áóäóò óñòàíîâ-
ëåíû ïîçäíåå.

Ãðàíè÷íûé ÷ëåí â äåéñòâèè (4.14), êîòîðûé ñâÿçûâàåò Q̃ è K, îáëàäàåò ñëîæ-
íîé ñòðóêòóðîé, íå ïîçâîëÿþùåé ðàçäåëèòü ïåðåìåííûå. Îäíàêî åãî ìîæíî
óïðîñòèòü, âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì Eg ¿ ∆. Íà ìàëûõ ýíåðãèÿõ ïî-
ðÿäêà Eg ýòî íåðàâåíñòâî ïîçâîëÿåò ïîëîæèòü QS = τx. ×òîáû âû÷èñëèòü âêëàä
îò ýíåðãèé ïîðÿäêà ∆ è âûøå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ýôôåêòîì áëèçîñòè è çàôèê-
ñèðîâàòü äëÿ ìàòðèöû Q̃ çíà÷åíèå, îòâå÷àþùåå ñîñòîÿíèþ â íîðìàëüíîì ìå-
òàëëå, Q̃εε′ = T−1δεε′τz sgn ε, à äëÿ QS âîñïîëüçîâàòüñÿ òî÷íîé ôîðìóëîé (4.10).
Ïðè ýòîì ãðàíè÷íûé ÷ëåí ïðèîáðåòàåò âèä

S̃ = −πGT

2

∑
a

T 2
∑

ε,ε′

∫
dτ dτ ′

ε sgn ε′√
ε2 + ∆2

ei(ε−ε′)(τ−τ ′) cos
(
Ka

τ −Ka
τ ′
)
. (4.15)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî õàðàêòåðíûé ýíåðãåòè÷åñêèé ìàñøòàá äëÿ ôàçû K ìàë ïî
ñðàâíåíèþ ñ ∆. Òîãäà ìîæíî ñäåëàòü ðàçëîæåíèå cos(Kτ −Kτ ′) ≈ 1− (K̇τ )

2(τ −
τ ′)2/2. Ïîäñòàâèì åãî â (4.15) è çàìåíèì ñóììó ïî ìàöóáàðîâñêèì ÷àñòîòàì íà
èíòåãðàë, ñ÷èòàÿ òåìïåðàòóðó ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ ∆.

S̃ = const +
3GT

8

∑
a

∫
dε dτ

∆2|ε|
(ε2 + ∆2)5/2

(
K̇a

τ

)2
=

= const +
GT

4∆

∑
a

∫
dτ

(
K̇a

τ

)2
. (4.16)

Çäåñü âûäåëåíà íå çàâèñÿùàÿ îò K êîíñòàíòà.
Â èòîãå äåéñòâèå S̃ ñâîäèòñÿ ê äîáàâêå ê åìêîñòè

C = C0 +
e2GT

2∆
. (4.17)

Ýòîò ðåçóëüòàò áûë âïåðâûå ïîëó÷åí Ëàðêèíûì è Îâ÷èííèêîâûì Îâ÷èííèêî-
âûì [75]. Õàðàêòåðíûå ÷àñòîòû ôàçû K çàâåäîìî e2/C < 2∆/GT ¿ ∆. Òàêèì
îáðàçîì, ðàçëîæåíèå êîñèíóñà ïî ñòåïåíÿì K̇ îêàçûâàåòñÿ ñàìîñîãëàñîâàííûì.

Âêëàä â äåéñòâèå îò âûñîêèõ ýíåðãèé ñâåëñÿ ê ïåðåíîðìèðîâêå åìêîñòè. Âíå-
ñåì ýòó ïîïðàâêó â (4.14) è îãðàíè÷èìñÿ ìàëûìè ýíåðãèÿìè ε . ∆, ïîëàãàÿ
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QS = τx. Òîãäà ïîëó÷èì äåéñòâèå â âèäå

S[Q̃,K] = −π

δ
Tr

[
ετzQ̃

]
+

∑
a

∫
dτ

[(
K̇a

τ

)2

4EC

+ iNK̇a
τ −

e2N2

2C0

−

− πGT

4

(
tr

(
τxQ̃

aa
ττ

)
cos 2Ka

τ + tr
(
τyQ̃

aa
ττ

)
sin 2Ka

τ

)]
. (4.18)

Çäåñü ìû ââåëè âåëè÷èíó çàðÿäîâîé ýíåðãèè EC = e2/(2C) è ðàâíîâåñíîãî
çàðÿäà íà ãðàíóëå eN = CgVg. Îïåðàöèÿ tr ïîäðàçóìåâàåò âçÿòèå ñëåäà òîëüêî
ïî ïðîñòðàíñòâó Íàìáó � Ãîðüêîâà.

Â äåéñòâèè (4.18) ìîæíî ðàçäåëèòü ïåðåìåííûå Q̃ è K ïðèìåíÿÿ àäèàáàòè÷å-
ñêîå ïðèáëèæåíèå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôàçà K ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî áûñòðîé
ñòåïåíüþ ñâîáîäû, à ìàòðèöà Q̃, âçÿòàÿ â ñîâïàäàþùèå ìîìåíòû âðåìåíè,�
ìåäëåííîé. Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå ñïðàâåäëèâî ïðè óñëîâèè EC À δ, êàê áóäåò
ïîêàçàíî â ñëåäóþùåì ðàçäåëå. Ýòî ïîçâîëÿåò âçÿòü ôóíêöèîíàëüíûé èíòå-
ãðàë ïî K è íàéòè äåéñòâèå òîëüêî äëÿ Q̃. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî äåéñòâèå ïîëó-
÷èòñÿ îäíîðîäíûì â ìíèìîì âðåìåíè è ïîýòîìó áóäåò îáëàäàòü ñòàöèîíàðíîé
(òî åñòü äèàãîíàëüíîé â ïðîñòðàíñòâå ðåïëèê è ýíåðãèé) ñåäëîâîé òî÷êîé Q̃.
Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä ïåðåâàëà îêîëî ýòîé òî÷êè, îä-
íàêî óäîáíåå óæå ñåé÷àñ, äî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî K, ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó Q̃ â
ñòàöèîíàðíîì âèäå

Q̃ab
εε′ = T−1δabδεε′ (τz cos θε + τx sin θε) . (4.19)

Â îáùåì ñëó÷àå ìàòðèöà Q̃ äîëæíà ñîäåðæàòü åùå ÷ëåí τy, îäíàêî åãî ìîæíî
èñêëþ÷èòü íàäëåæàùèì âûáîðîì ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòû â îïðåäåëåíèè ôàçû
K. Äëÿ äèàãîíàëüíîé â ïðîñòðàíñòâå ðåïëèê ìàòðèöû Q̃ äåéñòâèå ðàñïàäàåòñÿ
â ñóììó íåçàâèñèìûõ âêëàäîâ îò êàæäîé ðåïëèêè. Ïîýòîìó ñåäëîâîå ðåøåíèå,
êîòîðîå áóäåò íàéäåíî íèæå, èìååò îäèíàêîâûé âèä âî âñåõ ðåïëèêàõ, è ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî óãîë θ íå çàâèñèò îò èíäåêñà a.

Ïîäñòàâëÿÿ Q̃ = Q̃ â (4.18), ïîëó÷àåì äåéñòâèå ñ ðàçäåëåííûìè ïåðåìåííûìè

S[Q̃,K] =
∑

a

∫
dτ

[
−e2N2

2C0

− 2πT

δ

∑
ε

ε cos θε + L[Ka
τ ]

]
, (4.20)

L[K] =
K̇2

4EC

− iNK − 2ECq cos 2K, q =
πGTT

4EC

∑
ε

sin θε. (4.21)

Ââåäåííûé çäåñü áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð q îïèñûâàåò âëèÿíèå Q̃ íà äèíàìèêó
ôàçû K. Ïîêà ìû ðàññìàòðèâàåì åãî êàê íåèçâåñòíóþ êîíñòàíòó, çíà÷åíèå
êîòîðîé áóäåò îïðåäåëåíî ïîçäíåå.
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Òåïåðü ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ôàçå K. Ôóíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë áå-
ðåòñÿ òî÷íî, ïîñêîëüêó äåéñòâèå ëîêàëüíî â ìíèìîì âðåìåíè. Â ðåçóëüòàòå
èíòåãðèðîâàíèå ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ñòàòñóììû [76] äëÿ ñèñòåìû ñ ãàìèëü-
òîíèàíîì 2

H = EC

[
(−i∂/∂K + N)2 − 2q cos 2K

]
. (4.22)

Ýòîò ãàìèëüòîíèàí äåéñòâóåò íà êîëüöå ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè ψ(K + 2π) = ψ(K) è îáëàäàåò äèñêðåòíûì ñïåêòðîì. ×òîáû ïîíÿòü
ïðîèñõîæäåíèå ýòèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, íóæíî ïåðåïèñàòü ãàìèëüòîíèàí â
ïðåäñòàâëåíèè çàðÿäà (ôàçà K è çàðÿä ãðàíóëû ÿâëÿþòñÿ êàíîíè÷åñêè ñîïðÿ-
æåííûìè ïåðåìåííûìè). Âåëè÷èíà çàðÿäà äèñêðåòíà, ñëåäîâàòåëüíî âîëíîâàÿ
ôóíêöèÿ äîëæíà áûòü ïåðèîäè÷íà ïî K.

Ïîäðîáíîå èçó÷åíèå ñâîéñòâ ñèñòåìû c ãàìèëüòîíèàíîì (4.22) áóäåò ïðîäå-
ëàíî â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ýòîé ãëàâû. Ïîêà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàì óæå èçâå-
ñòåí ñïåêòð ñîñòîÿíèé è ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ FK(q,N, T ) äëÿ ôàçû K. Âåëè÷èíà
ýòîé ñâîáîäíîé ýíåðãèè ïåðèîäè÷åñêè çàâèñèò îò N ñ ïåðèîäîì îäèí, ïîýòî-
ìó â äàëüíåéøåì ìû âñåãäà, êðîìå ðàçäåëà 4.1.5, áóäåì ïîëàãàòü |N | 6 1/2.
Èñïîëüçóÿ FK , ìîæíî çàïèñàòü äåéñòâèå äëÿ îäíîé ëèøü ìàòðèöû Q̃

S[Q̃] =
∑

a

∫
dτ

[
−e2N2

2C0

− 2πT

δ

∑
ε

ε cos θε + FK

(
πGTT

4EC

∑
ε

sin θε, N, T

)]
.

(4.23)
Äëÿ ýòîãî äåéñòâèÿ áóäåì ïðèìåíÿòü ìåòîä ïåðåâàëà. Ñåäëîâîå ðåøåíèå íàõî-
äèì, ïðèðàâíèâàÿ âàðèàöèþ ïî θ íóëþ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì tg θε = Ẽg/ε,
ãäå âåëè÷èíà Ẽg ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ ñàìîñîãëàñîâàíèÿ

Ẽg

Eg

= − 1

2EC

∂FK

∂q
= 〈〈cos 2K〉〉 . (4.24)

Çäåñü 〈〈. . .〉〉 îáîçíà÷àåò êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîå óñðåäíåíèå ïî ñîñòîÿíèÿì ãà-
ìèëüòîíèàíà (4.22) è òåðìîäèíàìè÷åñêîå óñðåäíåíèå ïî ðàñïðåäåëåíèþ Ãèááñà.
Ïàðàìåòð q, îïðåäåëåííûé â (4.21), òàêæå âûðàçèì ÷åðåç Ẽg

q =
πEgT

ECδ

∑
ε

Ẽg√
ε2 + Ẽ2

g

. (4.25)

Ñóììà ïî ýíåðãèÿì ëîãàðèôìè÷åñêè ðàñõîäèòñÿ è äîëæíà áûòü îáðåçàíà íà
|ε| ∼ ∆, ïîñêîëüêó äåéñòâèå (4.18) ðàáîòàåò òîëüêî íà íèçêèõ ýíåðãèÿõ.
2Â ìíèìîì âðåìåíè ïðåîáðàçîâàíèå îò ëàãðàíæèàíà ê ãàìèëüòîíèàíó èìååò âèä H = L −

ẋ ∂L/∂ẋ, p = −i∂L/∂ẋ.
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Ìû ïîëó÷èëè çàìêíóòóþ ñèñòåìó èç äâóõ óðàâíåíèé (4.24) è (4.25), êîòîðàÿ
îïðåäåëÿåò âåëè÷èíû Ẽg è q è, òåì ñàìûì, ðåøàåò çàäà÷ó î ñàìîñîãëàñîâàííîì
ó÷åòå ýôôåêòà áëèçîñòè è êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé ñàìîñîãëàñîâàíèÿ, ìîæíî âû÷èñëèòü ëþáûå íà-
áëþäàåìûå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû. Â ÷àñòíîñòè, òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü
ñîñòîÿíèé îïðåäåëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì âûðàæåíèÿ δ−1 tr(τzQ̃εε) íà âåùåñòâåí-
íûå ýíåðãèè iε → E. Èñïîëüçóÿ íàéäåííîå çíà÷åíèå θε, ïîëó÷àåì

ρ(E) =
2

δ

|E|√
E2 − Ẽ2

g

. (4.26)

Òàêàÿ ýíåðãåòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòà-
òîì òåîðèè ÁÊØ, åñëè â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ïðèíÿòü Ẽg. Ýòà ïëîò-
íîñòü ñîñòîÿíèé ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ýêñïåðèìåíòàëüíî èç èçìåðåíèé òåïëî-
åìêîñòè èëè ñïåêòðà ïîãëîùåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ. Òàêèì îáðà-
çîì, âåëè÷èíà Ẽg èìååò ñìûñë ùåëè â òåðìîäèíàìè÷åñêîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿ-
íèé. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïàðàìåòðà q òàêæå íåñëîæíî óñòàíîâèòü. Åñëè ÷åðåç EJ

îáîçíà÷èòü äæîçåôñîíîâñêóþ ýíåðãèþ âîîáðàæàåìîãî SIS êîíòàêòà, êîòîðûé
îòëè÷àåòñÿ îò ðàññìàòðèâàåìîé íàìè ñèñòåìû òåì, ÷òî íîðìàëüíàÿ ãðàíóëà
çàìåíåíà íà ñëàáûé ñâåðõïðîâîäíèê ñ ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà Ẽg, òî, ñðàâíèâàÿ
(4.25) ñ ôîðìóëîé Àìáåãàîêàðà � Áàðàòîâà [77], ïîëó÷àåì q ∼ EJ/EC . Òî åñòü
ïàðàìåòð q õàðàêòåðèçóåò îòíîñèòåëüíóþ ñèëó êîíêóðèðóþùèõ ìåæäó ñîáîé
ýôôåêòîâ áëèçîñòè è êóëîíîâñêîé áëîêàäû. ×åì ìåíüøå q, òåì ñèëüíåå ôëóê-
òóàöèè ôàçû K è ìåíüøå ùåëü Ẽg.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê ðåøåíèþ óðàâíåíèé ñàìîñîãëàñîâàíèÿ, âåðíåìñÿ ê
âîïðîñó î ïðèìåíèìîñòè èñïîëüçîâàííîãî ïðèáëèæåíèÿ. Êàê áóäåò ïîêàçàíî â
ñëåäóþùåì ðàçäåëå, àäèàáàòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ñïðàâåäëèâî, åñëè EC À δ.
Äëÿ ïðîâåðêè ñåäëîâîãî ïðèáëèæåíèÿ íóæíî ñäåëàòü îöåíêó ãàóññîâûõ ôëóê-
òóàöèé îêîëî íàéäåííîãî ïåðåâàëüíîãî ðåøåíèÿ. Ýòî òåõíè÷åñêè äîñòàòî÷íî
òðóäíàÿ çàäà÷à, ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëåíèÿ âûíåñåíû â ïðèëîæå-
íèå Â. Ðåçóëüòàò òàêîé îöåíêè ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñåäëîâîå ïðèáëèæåíèå ïðè-
ìåíèìî, åñëè Ẽg À δ.

4.1.3 Òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé
Â ýòîì ðàçäåëå ìû âû÷èñëèì âåëè÷èíó ùåëè â òåðìîäèíàìè÷åñêîé ïëîòíîñòè
ñîñòîÿíèé Ẽg â äâóõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ñëàáîé (q À 1) è ñèëüíîé (q ¿ 1)
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êóëîíîâñêîé áëîêàäû. Òàêæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî àäèàáàòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå,
èñïîëüçîâàííîå ïðè âûâîäå óðàâíåíèé (4.24) è (4.25), ñïðàâåäëèâî â îáîèõ ýòèõ
ñëó÷àÿõ, à çíà÷èò è ïðè ïðîèçâîëüíîì çíà÷åíèè q. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ñ÷èòàåì
òåìïåðàòóðó íóëåâîé.

Ñëàáàÿ êóëîíîâñêàÿ áëîêàäà

Åñëè ôëóêòóàöèè ôàçû, âûçâàííûå êóëîíîâñêèì âçàèìîäåéñòâèåì, ñëàáû, òî
ìîæíî ðåøàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé (4.24) è (4.25) ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ïðèáëèæåíèé. Äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðà q ïîäñòàâëÿåì â (4.25) çíà÷åíèå Ẽg ≈ Eg

è ïîëó÷àåì âåëè÷èíó
q =

E2
g

ECδ
ln

2∆

Eg

, (4.27)

êîòîðóþ áóäåì ïðåäïîëàãàòü áîëüøîé. Óñëîâèå q À 1 ïîçâîëÿåò ïðèáëèæåííî
ñ÷èòàòü ïîòåíöèàë cos 2K â ãàìèëüòîíèàíå (4.22) ïàðàáîëè÷åñêèì, à ýíåðãèþ
îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ

E0 = EC(−2q + 2
√

q). (4.28)

Ïîñêîëüêó ìû ñ÷èòàåì òåìïåðàòóðó íóëåâîé, ýòîò óðîâåíü îïðåäåëÿåò ñâîáîä-
íóþ ýíåðãèþ ôàçû K, è èç (4.24) ïîëó÷àåì

Ẽg = Eg

[
1− 1

2
√

q

]
= Eg − 1

2

√
ECδ

ln(2∆/Eg)
. (4.29)

Ïðè q À 1 ôàçà K ëîêàëèçîâàíà âáëèçè îäíîãî èç ìèíèìóìîâ ïîòåíöèàëà
cos 2K è èñïûòûâàåò ëèøü ìàëûå ïî àìïëèòóäå ôëóêòóàöèè. Òàêèì îáðàçîì â
ðåæèìå ñëàáîé êóëîíîâñêîé áëîêàäû ùåëü ïîëó÷àåòñÿ ëèøü íåìíîãî ìåíüøå
ñâîåãî çàòðàâî÷íîãî çíà÷åíèÿ Eg.

Ïðîâåðèì ïðèìåíèìîñòü àäèàáàòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ â ïðåäåëå q À 1. Õà-
ðàêòåðíûé ýíåðãåòè÷åñêèé ìàñøòàá ìàòðèöû Q̃ îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé Ẽg ≈
Eg. Ýíåðãèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ ôëóêòóàöèÿìè ôàçû K, ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòîòå êîëå-
áàíèé îêîëî ìèíèìóìà ïîòåíöèàëà è ðàâíà 2EC

√
q ∼ Eg

√
(EC/δ) ln(∆/Eg). Ýòà

ýíåðãèÿ ãîðàçäî áîëüøå Eg, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå EC À δ. Òàêèì îáðàçîì
ñïðàâåäëèâîñòü àäèàáàòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ïîäòâåðæäàåòñÿ.
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Ñèëüíàÿ êóëîíîâñêàÿ áëîêàäà

Â ïðîòèâîïîëîæíîì ïðåäåëå q ¿ 1 ïîäàâëåíèå ùåëè äîëæíî áûòü ñèëüíûì:
Ẽg ¿ Eg. Èç (4.25) èìååì

q =
EgẼg

ECδ
ln

2∆

Ẽg

. (4.30)

Ýíåðãèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ (4.22) âû÷èñëÿåì ìåòîäîì òåîðèè âîçìóùåíèé
ïî ìàëîìó q, ðåçóëüòàò èìååò âèä

E0 = EC

[
N2 − q2

2(1−N2)

]
. (4.31)

Çäåñü ìû ñ÷èòàåì |N | 6 1/2, ïîñêîëüêó âñå õàðàêòåðèñòèêè ãàìèëüòîíèàíà
(4.22) ïåðèîäè÷åñêè çàâèñÿò îò N ñ ïåðèîäîì 1. Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííóþ ýíåðãèþ
îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ â (4.24) â êà÷åñòâå ñâîáîäíîé ýíåðãèè, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
ñàìîñîãëàñîâàíèÿ

Ẽg

Eg

=
q

2(1−N2)
=

EgẼg ln(2∆/Ẽg)

2(1−N2)Ecδ
, (4.32)

êîòîðîå îïðåäåëÿåò âåëè÷èíó ùåëè

Ẽg = 2∆ exp

[
−2ECδ

E2
g

(1−N2)

]
. (4.33)

Â ðåæèìå ñèëüíîé êóëîíîâñêîé áëîêàäû ùåëü îêàçàëàñü ïîäàâëåííîé ýêñïî-
íåíöèàëüíî ñèëüíî. Ïðè÷åì çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû ùåëè îò ïàðàìåòðîâ èìååò
âèä, õàðàêòåðíûé äëÿ òåîðèè ÁÊØ, åñëè â ðîëè êîíñòàíòû ñâÿçè âûñòóïàåò
E2

g/[2ECδ(1−N2)]. Êà÷åñòâåííî òàêîé ðåçóëüòàò ìîæíî îáúÿñíèòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ýëåêòðîíû ñîâåðøàþò äèôôóçíîå äâèæåíèå âíóòðè íîðìàëüíîé ãðà-
íóëû è èñïûòûâàþò àíäðååâñêîå îòðàæåíèå íà ãðàíèöå ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì.
Ïîñëå äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ àíäðååâñêèõ îòðàæåíèé òðàåêòîðèÿ çàìûêàåò-
ñÿ, îäíàêî ýòî íå ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ àíäðååâñêîãî ñîñòîÿíèÿ, òàê êàê
ïðè êàæäîì îòðàæåíèè ïðèîáðåòàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ôàçà, âåëè÷èíà êîòî-
ðîé ñèëüíî ôëóêòóèðóåò âî âðåìåíè. Òåì íå ìåíåå, åñëè äâà ðàçíûõ ýëåêòðîíà
èñïûòûâàþò àíäðååâñêîå îòðàæåíèå â áëèçêèå ìîìåíòû âðåìåíè, îíè ïðèîá-
ðåòàþò îäèíàêîâóþ ôàçó, òî åñòü îáìåíèâàþòñÿ âèðòóàëüíûì �ôàçîíîì�, êîòî-
ðûé ÿâëÿåòñÿ êîðîòêîæèâóùåé ÷àñòèöåé. Ïîñðåäñòâîì îáìåíà òàêèì ôàçîíîì
è âîçíèêàåò ýôôåêòèâíîå êóïåðîâñêîå ïðèòÿæåíèå.

Èç ôîðìóëû (4.33) ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà ùåëè óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì íà-
ïðÿæåíèÿ íà çàòâîðå. Ýòîò ýôôåêò òàêæå ëåãêî îáúÿñíèòü êà÷åñòâåííî. Äëÿ
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Ðèñ. 4.2. Ñïåêòð ãàìèëüòîíèàíà (4.22) ïðè q = 0.6. Ñïëîøíûìè ëèíèÿìè èçîáðàæåíà
çàâèñèìîñòü ýíåðãèè ñîñòîÿíèé ñ ÷åòíûì ÷èñëîì ýëåêòðîíîâ îò ïîòåíöèàëà çàòâîðà.
Ïóíêòèðíûå ëèíèè îòâå÷àþò ñîñòîÿíèÿì ñ íå÷åòíûì ÷èñëîì ýëåêòðîíîâ. Òî÷å÷íûå
ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò ïðåäåëó q = 0. Â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ óðîâíåé ñ îäèíàêîâîé
÷åòíîñòüþ âûðîæäåíèå ñíèìàåòñÿ çà ñ÷åò ÷ëåíà ñ q, â òî âðåìÿ êàê ïåðåñå÷åíèÿ
óðîâíåé ñ ðàçëè÷íîé ÷åòíîñòüþ ñîõðàíÿþòñÿ.

ýòîãî ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíèàí (4.22) â ïðåäñòàâëåíèè çàðÿäà, à íå ôàçû, êàê
ýòî óæå äåëàëîñü â ðàçäåëå 4.1.2. Åñëè ïðåíåáðå÷ü ñëàãàåìûì, ïðîïîðöèîíàëü-
íûì q, òî îñíîâíîå ñîñòîÿíèå îáëàäàåò íóëåâûì çàðÿäîì (ñì. Ðèñ. 4.2). Ýôôåêò
áëèçîñòè óñòàíàâëèâàåòñÿ çà ñ÷åò àíäðååâñêèõ ïðîöåññîâ, êîòîðûå èçìåíÿþò
÷èñëî ýëåêòðîíîâ â ãðàíóëå íà äâà; ýòè ïðîöåññû îïèñûâàþòñÿ ÷ëåíîì ñ q. Ñî-
ñòîÿíèÿ ñ çàðÿäîì ±2e îáëàäàþò ýíåðãèåé 4EC . Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ N ýíåðãèÿ
îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàñòåò ïî çàêîíó ECN2, à ïàðà âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé
ñ çàðÿäîì ±2e ðàñùåïëÿåòñÿ â EC(N ± 2)2. Òàêèì îáðàçîì ðàçíèöà ýíåðãèé
ìåæäó îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì è íàèíèçøèì ñîñòîÿíèåì, â êîòîðîå ñèñòåìà ìî-
æåò ïåðåéòè, óìåíüøàåòñÿ, è êóëîíîâñêàÿ áëîêàäà îñëàáëÿåòñÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê
óâåëè÷åíèþ Ẽg. Êîãäà N ñòàíîâèòñÿ áîëüøå 1/2, îñíîâíîå ñîñòîÿíèå èçìåíÿåò-
ñÿ � òåïåðü îíî ñîîòâåòñòâóåò çàðÿäó ãðàíóëû e. Ïðè ýòîì ìèíèìàëüíàÿ ùåëü,
êîòîðóþ íóæíî ïðåîäîëåòü, ÷òîáû èçìåíèòü çàðÿä ãðàíóëû íà 2e, îïðåäåëÿåòñÿ
ðàçíîñòüþ ýíåðãèé ìåæäó íîâûì îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì è ñîñòîÿíèåì ñ çàðÿäîì
−e. Ýòà ùåëü óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì N âûøå 1/2, è Ẽg íà÷èíàåò óáûâàòü. Íà
Ðèñ. 4.2 èçîáðàæåí ñïåêòð ñîñòîÿíèé ãàìèëüòîíèàíà â ïðåäåëå ìàëîãî q.

Äëÿ ïðîâåðêè ïðèìåíèìîñòè àäèàáàòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ íóæíî ñðàâíèòü
õàðàêòåðíóþ ýíåðãèþ ôëóêòóàöèé K, êîòîðàÿ, â äàííîì ñëó÷àå, ðàâíà EC , ñ
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Ðèñ. 4.3. Çàâèñèìîñòü ùåëè Ẽg â ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé îò âåëè÷èíû çàðÿäîâîé ýíåð-
ãèè EC . Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ îòâå÷àåò íóëåâîìó ïîòåíöèàëó íà çàòâîðå, ïóíêòèðíàÿ ëè-
íèÿ ñîîòâåòñòâóåò N = 0.2, øòðèõïóíêòèðíàÿ � N = 0.4, øòðèõøòðèõïóíêòèðíàÿ �
N = 0.5. Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ïîòåíöèàëà çàòâîðà êóëîíîâñêèå ýôôåêòû îñëàáëÿ-
þòñÿ è ýôôåêò áëèçîñòè ïîäàâëÿåòñÿ ìåíüøå. Êðèâûå ïîñòðîåíû äëÿ ∆/Eg = 150.
Òî÷å÷íûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò àñèìïòîòè÷åñêèì âûðàæåíèÿì (4.29) è (4.33).

âåëè÷èíîé ùåëè Ẽg. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî â ïðåäåëå ñëàáîé êóëîíîâñêîé áëî-
êàäû íåîáõîäèìîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ âïëîòü äî çíà÷åíèé q ∼ 1, çíà÷èò
îíî âûïîëíåíî è â ðåæèìå ñèëüíîé áëîêàäû ïðè ïðèáëèæåíèè q ê 1 ñíèçó.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ EC (è, ñîîòâåòñòâåííî, óìåíüøåíèÿ q)
ýíåðãèÿ ôëóêòóàöèé K ðàñòåò, â òî âðåìÿ êàê âåëè÷èíà ùåëè Ẽg óáûâàåò. Ïî-
ýòîìó íåðàâåíñòâî EC À Ẽg îêàçûâàåòñÿ âûïîëíåííûì âî âñåé îáëàñòè q ¿ 1,
à çíà÷èò è ïðè ëþáûõ q. Îäíàêî, ñ óìåíüøåíèåì ùåëè Ẽg íèæå δ, ñòàíîâèòñÿ
íåïðèìåíèìûì ñåäëîâîå ïðèáëèæåíèå, èñïîëüçîâàííîå ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ
(4.24), êàê ïîêàçàíî â ïðèëîæåíèè Â.

Îáùèé ñëó÷àé

Ïðè ïðîèçâîëüíîì çíà÷åíèè q ñïåêòð ãàìèëüòîíèàíà îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè Ìàòüå [78]. Äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ E0 = ECaN(q),
åñëè ñ÷èòàòü |N | 6 1/2. Èñïîëüçóÿ ýòó ôóíêöèþ, ìîæíî ÷èñëåííî ðåøèòü ñè-
ñòåìó óðàâíåíèé (4.24), (4.25) è ïîñòðîèòü çàâèñèìîñòü Ẽg(EC), êîòîðàÿ èçîá-
ðàæåíà íà Ðèñ. 4.3. Òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü çàâèñèìîñòü ùåëè îò íàïðÿæåíèÿ
íà çàòâîðå, êîòîðàÿ èçîáðàæåíà íà Ðèñ. 4.4.
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Ðèñ. 4.4. Çàâèñèìîñòü ùåëè Ẽg â ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé îò ïîòåíöèàëà çàòâîðà. Ñïëîø-
íàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ECδ/E2

g = 1.7, ïóíêòèðíàÿ � ECδ/E2
g = 2.8, øòðèõïóíêòèð-

íàÿ � ECδ/E2
g = 4.0. Êðèâûå ïîñòðîåíû äëÿ ∆/Eg = 150.

4.1.4 Òóííåëüíàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé
Èçìåðåíèå òåðìîäèíàìè÷åñêîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ïî òåïëîåìêîñòè èëè ñïåê-
òðó ïîãëîùåíèÿ ñèñòåìû ñèëüíî çàòðóäíåíî äëÿ ìåçîñêîïè÷åñêèõ îáðàçöîâ èç-
çà èõ ìàëûõ ðàçìåðîâ. Íà ïðàêòèêå îáû÷íî èçìåðÿåòñÿ òóííåëüíàÿ, à íå òåð-
ìîäèíàìè÷åñêàÿ, ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé, ÷òî îòíîñèòåëüíî ëåãêî äåëàåòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ òóííåëüíîãî ìèêðîñêîïà. Ïðè ýòîì ðåàëüíî èçìåðÿåòñÿ çàâèñèìîñòü
òóííåëüíîãî òîêà îò íàïðÿæåíèÿ, ïðèëîæåííîãî ìåæäó èãëîé ìèêðîñêîïà è
èçó÷àåìûì îáðàçöîì. Âû÷èñëåííàÿ ïî ýòîé çàâèñèìîñòè äèôôåðåíöèàëüíàÿ
ïðîâîäèìîñòü dI/dV ïðîïîðöèîíàëüíà ëîêàëüíîé òóííåëüíîé ïëîòíîñòè ñî-
ñòîÿíèé, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ãðèíà â ñîâïàäàþùèõ òî÷êàõ ïî ôîð-
ìóëå (1.11). Â ñèñòåìàõ áåç âçàèìîäåéñòâèÿ òóííåëüíàÿ è òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ
ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ñîâïàäàþò, ïîýòîìó, êîãäà ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à î êâà-
çèëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèÿõ â ïðåíåáðåæåíèè âçàèìîäåéñòâèåì, ìîæíî áûëî
íå çàáîòèòüñÿ î òîì, êàêàÿ èìåííî ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé âû÷èñëÿåòñÿ. Åñëè æå
â ñèñòåìå åñòü âçàèìîäåéñòâèå, òî òóííåëüíàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé âûðàæàåò-
ñÿ ÷åðåç òî÷íóþ ôóíêöèåé Ãðèíà, �îäåòóþ� âçàèìîäåéñòâèåì, è íå ñîâïàäàåò ñ
òåðìîäèíàìè÷åñêîé.

Åñëè ìåæäó êâàçè÷àñòèöàìè åñòü îòòàëêèâàíèå, òî îíî ïðåïÿòñòâóåò òóííå-
ëèðîâàíèþ è ïðèâîäèò ê ýôôåêòó íóëåâîé àíîìàëèè â òóííåëüíîé ïëîòíîñòè
ñîñòîÿíèé [52]. Â äâóìåðíîé ïëåíêå íîðìàëüíîãî ìåòàëëà êóëîíîâñêîå âçàèìî-
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äåéñòâèå âûçûâàåò ëîãàðèôìè÷åñêîå ïîäàâëåíèå òóííåëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòî-
ÿíèé îêîëî ýíåðãèè Ôåðìè [52, 53]. Âçàèìîâëèÿíèå ýôôåêòà áëèçîñòè è íóëå-
âîé àíîìàëèè â ñëó÷àå, êîãäà ïëåíêà ñîåäèíåíà ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì, èçó÷à-
ëîñü Îðåãîì è äð. [57] â ðàìêàõ ìåòîäà ðåíîðìãðóïïû [58]. Ðåçóëüòàòîì òàêîãî
ïîäõîäà îêàçàëîñü ñòåïåííîå ïîäàâëåíèå ùåëè çà ñ÷åò êóëîíîâñêîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ. Ïðè îïðåäåëåííîì êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿ
ùåëü ïîëíîñòüþ èñ÷åçàåò.

Â íóëüìåðíîì ïðåäåëå ýôôåêò òóííåëüíîé àíîìàëèè ïðîÿâëÿåòñÿ â âèäå êó-
ëîíîâñêîé áëîêàäû [51]. Åñëè íîðìàëüíàÿ ãðàíóëà ñîåäèíåíà ñ íîðìàëüíûì
ðåçåðâóàðîì êîíòàêòîì ñ ìàëûì áåçðàçìåðíûì êîíäàêòàíñîì, òî âðåìÿ óõî-
äà ýëåêòðîíà â ðåçåðâóàð âåëèêî. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ýëåêòðîí íå ìî-
æåò òóííåëèðîâàòü â ãðàíóëó, èìåÿ ýíåðãèþ ìåíüøå EC , ïîýòîìó â òóííåëüíîé
ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé îáðàçóåòñÿ êóëîíîâñêàÿ ùåëü [51]. Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ
êîíäàêòàíñà ìåæäó ãðàíóëîé è ðåçåðâóàðîì ýòà ùåëü ðàçìûâàåòñÿ è ýôôåêò
ñòàíîâèòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ñëàáûì ïðè GT À 1 [79]. Ïî äðóãîìó ýòó ñèòóà-
öèþ ìîæíî îïèñàòü â òåðìèíàõ ýêðàíèðîâàíèÿ êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
çà ñ÷åò ýëåêòðîíîâ èç ðåçåðâóàðà: ÷åì áîëüøå GT, òåì ýòî ýêðàíèðîâàíèå ñèëü-
íåå. Â ðàññìàòðèâàåìîé íàìè ñèñòåìå êîíäàêòàíñ êîíòàêòà áîëüøîé, íî ðåçåð-
âóàð íàõîäèòñÿ â ñâåðõïðîâîäÿùåì ñîñòîÿíèè, ïîýòîìó êâàçè÷àñòèöà ñ ýíåðãèåé
ìåíüøå ∆ íå ìîæåò óéòè èç ãðàíóëû, è êóëîíîâñêàÿ ùåëü âîññòàíàâëèâàåòñÿ
[56]. Ïîïàâ â ãðàíóëó, ýëåêòðîí �æäåò�, ïîêà ïðîòóííåëèðóåò ñëåäóþùèé ýëåê-
òðîí, è îíè ñìîãóò, îáðàçîâàâ êóïåðîâñêóþ ïàðó, óéòè â ðåçåðâóàð. Äðóãèìè
ñëîâàìè, â ñâåðõïðîâîäíèêå íåò êâàçè÷àñòèö ìàëîé ýíåðãèè, è êóëîíîâñêîå âçà-
èìîäåéñòâèå íå ýêðàíèðóåòñÿ äàæå ïðè áîëüøîì êîíäàêòàíñå êîíòàêòà.

Ýôôåêò êóëîíîâñêîé áëîêàäû êîíêóðèðóåò ñ ýôôåêòîì áëèçîñòè: âçàèìî-
äåéñòâèå, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïîäàâëÿåò ýôôåêò áëèçîñòè è íàâåäåííóþ èì ùåëü,
à ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ êóëîíîâñêîé ùåëè. Â ðàìêàõ ñà-
ìîñîãëàñîâàííîãî ïîäõîäà ìîæíî ó÷åñòü îáà ÿâëåíèÿ. Òóííåëüíàÿ ïëîòíîñòü
ñîñòîÿíèé îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

ρtun(ε) =
1

δ

〈
tr[τzQ

aa
εε ]

〉
=

1

δ

∫
dτ eiετ tr

〈
τze

iτzKa
τ Q̃aa

τ,0e
−iτzKa

0

〉
. (4.34)

Çäåñü óãëîâûå ñêîáêè ïîäðàçóìåâàþò ãàóññîâî óñðåäíåíèå ñ âåñîì, îïðåäåëÿå-
ìûì äåéñòâèåì σ-ìîäåëè. Àäèàáàòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ïîçâîëÿåò óñðåäíÿòü
ôëóêòóàöèè K ïî îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ (êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ñ÷èòàåì
òåìïåðàòóðó íóëåâîé) ãàìèëüòîíèàíà (4.22), à ñåäëîâîå ïðèáëèæåíèå � ñäåëàòü
çàìåíó Q̃ → Q̃.
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Ïðè óñðåäíåíèè ïî ôàçå K âîçíèêàåò êîððåëÿòîð âèäà

C(τ) = 〈cos(Kτ −K0)〉 =
∑

n

Pne−(En−E0)|τ |, (4.35)

ãäå Pn =
∣∣〈0∣∣cos K

∣∣n〉∣∣2 +
∣∣〈0∣∣sin K

∣∣n〉∣∣2. (4.36)

Çäåñü ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ En è
∣∣n〉

äëÿ óðîâíåé ýíåðãèè è ñîáñòâåííûõ
ñîñòîÿíèé ãàìèëüòîíèàíà (4.22). Â ÷àñòîòíîì ïðåäñòàâëåíèè êîððåëÿòîð (4.35)
èìååò âèä

C(ω) =
∑

n

Pn
2(En − E0)

(En − E0)2 + ω2
. (4.37)

Â èòîãå òóííåëüíàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé â ìàöóáàðîâñêîì ïðåäñòàâëåíèè
îïðåäåëÿåòñÿ ñâåðòêîé òåðìîäèíàìè÷åñêîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ñ êîððåëÿòî-
ðîì ôàç C(ω), êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò �îäåâàíèþ� ôóíêöèè Ãðèíà,

ρtun(ε) =
2

δ

∫
dω

2π

(ε− ω)C(ω)√
(ε− ω)2 + Ẽ2

g

. (4.38)

Âû÷èñëÿÿ ýòîò èíòåãðàë è âûïîëíÿÿ àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå íà äåéñòâè-
òåëüíûå ýíåðãèè iε → E, ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò äëÿ òóííåëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòî-
ÿíèé

ρtun(E) =
2

δ

∑
n

Pn
xnθ(|xn| − Ẽg)√

x2
n − Ẽ2

g

, ãäå xn = |E| − (En − E0). (4.39)

Òóííåëüíàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî çàìåíû E → −E,
à êàæäûé ÷ëåí ñóììû (4.39) èìååò òàêîé æå âèä, êàê òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ ïëîò-
íîñòü ñîñòîÿíèé, óìíîæåííàÿ íà êîýôôèöèåíò Pn è ñäâèíóòàÿ ïî ýíåðãèè íà
En − E0.

Â ïðåäñòàâëåíèè çàðÿäà îïåðàòîðû cos K è sin K îáëàäàþò ìàòðè÷íûìè ýëå-
ìåíòàìè, èçìåíÿþùèìè ÷èñëî ýëåêòðîíîâ â ãðàíóëå íà åäèíèöó, à ãàìèëüòî-
íèàí (4.22) êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì ÷åòíîñòè ÷èñëà ýëåêòðîíîâ, äåéñòâèå
êîòîðîãî ñâîäèòñÿ ê ñäâèãó P̂ψ(K) = ψ(K +π). Ïîýòîìó êîýôôèöèåíòû Pn îò-
ëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî äëÿ òàêèõ n, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ñîñòîÿíèÿì ñ íå÷åò-
íûì ÷èñëîì ýëåêòðîíîâ (ñì. Ðèñ. 4.2). Ýòî ñîñòîÿíèÿ âèäà

∣∣4k + 1
〉
è

∣∣4k + 2
〉
.

Ùåëü â òóííåëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé îïðåäåëÿåòñÿ ïåðâûì ÷ëåíîì ñóììû
(4.39) ñ n = 1.

Etun
g = Ẽg + E1 − E0. (4.40)

Òàêèì îáðàçîì, â âåëè÷èíó ùåëè ñóùåñòâóåò äâà âêëàäà: Ẽg ñîîòâåòñòâóåò ýô-
ôåêòó áëèçîñòè â ñèñòåìå, ïîäàâëåííîìó çà ñ÷åò êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ,
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à ñëàãàåìîå E1 − E0 îïèñûâàåò íóëåâóþ àíîìàëèþ, îíî îòëè÷àåò òóííåëüíóþ
ùåëü îò òåðìîäèíàìè÷åñêîé. Îñòàëüíûå ÷ëåíû ñóììû (4.39) ñâÿçàíû ñ ïðîöåñ-
ñàìè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, îíè îòâå÷àþò ñèòóàöèè, êîãäà ýíåðãèÿ íàñòîëüêî
âåëèêà, ÷òî â ãðàíóëå ìîæåò îäíîâðåìåííî íàõîäèòüñÿ áîëåå îäíîãî äîïîëíè-
òåëüíîãî ýëåêòðîíà. Àìïëèòóäû ýòèõ âêëàäîâ óáûâàþò ñ ðîñòîì n, ïðè÷åì
ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñóììà ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ, âõîäÿùèõ â (4.39), ðàâíà 1:

∑
n

Pn =
∑

n

[〈
0
∣∣cos K

∣∣n〉〈
n
∣∣cos K

∣∣0〉 +
〈
0
∣∣sin K

∣∣n〉〈
n
∣∣sin K

∣∣0〉
]

=
〈
0
∣∣0〉 = 1.

(4.41)
Çíà÷èò ïðè áîëüøèõ E òóííåëüíàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ñòðåìèòüñÿ ê 2/δ, ñîâ-
ïàäàÿ ñ òåðìîäèíàìè÷åñêîé.

Êàê è äëÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé, ñâîéñòâà âûðàæåíèé
(4.39) è (4.40) ìîæíî áîëåå ïîäðîáíî èçó÷èòü àíàëèòè÷åñêè â äâóõ ïðåäåëüíûõ
ñëó÷àÿõ ñëàáîé è ñèëüíîé êóëîíîâñêîé áëîêàäû è ÷èñëåííî � ïðè ïðîèçâîëü-
íîì q.

Ñëàáàÿ êóëîíîâñêàÿ áëîêàäà

Êóëîíîâñêèå ýôôåêòû ñëàáû â ïðåäåëå q À 1.Áóäåì èçó÷àòü ñâîéñòâà ãàìèëü-
òîíèàíà (4.22), èñïîëüçóÿ ïðèáëèæåíèå ñèëüíîé ñâÿçè: ôàçà K ëîêàëèçîâàíà
îêîëî îäíîãî èç äâóõ ìèíèìóìîâ ïîòåíöèàëà cos 2K, ìåæäó êîòîðûìè åñòü
ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëàÿ àìïëèòóäà ïåðåõîäà. Çà ñ÷åò ýòîé àìïëèòóäû äâàæäû
âûðîæäåííîå îñíîâíîå ñîñòîÿíèå

E0 ≈ E1 ≈ (−2q + 2
√

q)EC (4.42)

ýêñïîíåíöèàëüíî ñëàáî ðàñùåïëÿåòñÿ. Ìû, îäíàêî, áóäåì ýòèì ðàñùåïëåíèåì
ïðåíåáðåãàòü, ÷òî ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó Etun

g = Ẽg; ýòà ùåëü îïðåäåëÿåòñÿ âû-
ðàæåíèåì (4.29). Ýíåðãèÿ ñëåäóþùåãî âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñîîòâåòñòâóåò
âòîðîìó óðîâíþ â ïàðàáîëè÷åñêîì ïîòåíöèàëå

E2 = (−2q + 6
√

q)EC . (4.43)

Ìàëîå, â ïðåäåëå áîëüøèõ q, îòëè÷èå òóííåëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé îò òåð-
ìîäèíàìè÷åñêîé îïðåäåëÿåòñÿ âòîðûì ÷ëåíîì ñóììû (4.39). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ P1 è P2 ìîæíî èñïîëüçîâàòü âîëíîâûå ôóíêöèè â ïðèáëèæå-
íèè ïàðàáîëè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà. Òîãäà èç (4.36) â ãëàâíîì ïîðÿäêå ïî 1/

√
q

èìååì
P1 ≈ 1− 1

4
√

q
, P2 ≈ 1

4
√

q
. (4.44)
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Â èòîãå ïîëó÷àåì òóííåëüíóþ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé â âèäå äâóõ ñëàãàåìûõ,
îäíî èç êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ òåðìîäèíàìè÷åñêîé ïëîòíîñòüþ ñîñòîÿíèé, óìíî-
æåííîé íà êîýôôèöèåíò P1 ≈ 1, à âòîðîå ìàëî ïî ïàðàìåòðó P2 ∼ 1/

√
q:

ρtun(E) =
2

δ

[(
1− 1

4
√

q

) |E|√
E2 − Ẽ2

g

+

+
1

4
√

q

(|E| − 4
√

qEC)θ(|E| − 4
√

qEC − Ẽg)√
(|E| − 4

√
qEC)2 − Ẽ2

g

]
. (4.45)

Â ýòîì ïðèáëèæåíèè òóííåëüíàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé îêàçûâàåòñÿ íå çàâè-
ñÿùåé îò íàïðÿæåíèÿ íà çàòâîðå. Âëèÿíèå ïîòåíöèàëà Vg ïðîÿâëÿåòñÿ â ýêñïî-
íåíöèàëüíî ìàëûõ ïîïðàâêàõ, êîòîðûìè ìû ïðåíåáðåãëè. Â ïðîòèâîïîëîæíîì
ïðåäåëå ñèëüíîãî êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ê ðàññìîòðåíèþ êîòîðîãî ìû
ïåðåõîäèì, âñå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû áóäóò ñóùåñòâåííî çàâèñåòü îò Vg.

Ñèëüíàÿ êóëîíîâñêàÿ áëîêàäà

Â ðåæèìå q ¿ 1, êàê è ðàíüøå, áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òåîðèåé âîçìóùåíèé ïî q è
ñ÷èòàòü |N | 6 1/2. Ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ óæå âû÷èñëÿëàñü â ïðåäûäó-
ùåì ðàçäåëå; äëÿ íåå áûëî ïîëó÷åíî âûðàæåíèå (4.31). Äëÿ ïàðû âîçáóæäåí-
íûõ ñîñòîÿíèé

∣∣1〉 è
∣∣2〉 âû÷èñëåíèå òåõíè÷åñêè ãîðàçäî ñëîæíåå, ïîòîìó ÷òî

ïðè N = 0 óðîâíè ïåðåñåêàþòñÿ. Òðåáóåòñÿ äåëàòü ïðàâèëüíûé âûáîð âîëíî-
âûõ ôóíêöèé íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ, êîòîðûå òàêæå îêàçûâàþòñÿ çàâèñÿùèìè
îò q è îò N . Â èòîãå äëÿ ýíåðãèè äâóõ íèçøèõ âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé ñ òî÷-
íîñòüþ äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî q ïîëó÷àåì

E1,2 = EC

(
1 + N2 ∓

√
q2 + 4N2 − q2

8∓ 4|N |
)

. (4.46)

Òàêèì îáðàçîì ùåëü â òóííåëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé îêàçûâàåòñÿ ñèëüíî
çàâèñÿùåé îò íàïðÿæåíèÿ íà çàòâîðå è âûðàæàåòñÿ â âèäå

Etun
g ≈ E1 − E0 = EC

[
1−

√
q2 + 4N2 − (3− 2|N |+ N2)q2

4(2− |N |)(1−N2)

]
. (4.47)

Çäåñü ìû ïðåíåáðåãëè ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëîé âåëè÷èíîé Ẽg, êîòîðàÿ äàåòñÿ
ôîðìóëîé (4.33).

Êîýôôèöèåíòû P1,2, âõîäÿùèå â (4.39), â íóëåâîì ïîðÿäêå îïðåäåëÿþòñÿ
íåâîçìóùåííûìè âîëíîâûìè ôóíêöèÿìè è èìåþò çíà÷åíèÿ P1 ≈ P2 ≈ 1/2.
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Ðèñ. 4.5. Òóííåëüíàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé äëÿ ñëó÷àÿ ñèëüíîé êóëîíîâñêîé áëîêàäû
q ¿ 1 ïðè ðàçëè÷íûõ ïîòåíöèàëàõ çàòâîðà. Êðèâûå ïîñòðîåíû äëÿ ECδ/E2

g = 5.0,
∆/Eg = 150 è GT = 40. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ èëëþñòðèðóåò ñëó÷àé N = 0, ïðè ýòîì
q = 0.027; ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � N = 0.2 (q = 0.039); øòðèõïóíêòèðíàÿ � N =

0.4 (q = 0.110); øòðèõøòðèõïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � N = 0.5 (q = 0.215). Êîðíåâûå
ñèíãóëÿðíîñòè íà ãðàíèöàõ ñòóïåíåé îêàçûâàþòñÿ î÷åíü óçêèìè, ïîñêîëüêó Ẽg ¿ EC .
Ïðè N = 0.5 ùåëü â òóííåëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ñîâïàäàåò ñ òåðìîäèíàìè÷åñêîé
ùåëüþ.

Áîëåå òî÷íûå âûðàæåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ äëÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé
âòîðîé ïîðÿäîê òåîðèè âîçìóùåíèé

P1,2 =
1

2
± 16∓ |N |+ N2

16(2∓ |N |)2(1± |N |)(1−N2)

q2

√
q2 + 4N2

. (4.48)

Ñëåäóþùèå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ èìåþò âòîðîé ïîðÿäîê ïî q ïðè N = 0 è ÷åò-
âåðòûé ïîðÿäîê ïðè íåíóëåâîì N .

Òàêèì îáðàçîì, â ðåæèìå q ¿ 1 òóííåëüíàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé �äâóõñòóïåí÷àòóþ� ôóíêöèþ ýíåðãèè, ïðè÷åì âûñîòà ñòóïåíåé
ïðèáëèçèòåëüíî îäèíàêîâà è ñîñòàâëÿåò δ−1, à èõ ïîëîæåíèå ñèëüíî çàâèñèò
îò âåëè÷èíû íàïðÿæåíèÿ íà çàòâîðå: ïåðâàÿ ñòóïåíü ïîÿâëÿåòñÿ íà ýíåðãèè
E = Etun

g ≈ E1 − E0, à âòîðàÿ � ïðè E = E2 − E0. Çàâèñèìîñòü òóííåëüíîé
ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé îò ýíåðãèè ïðè ðàçëè÷íûõ ïîòåíöèàëàõ çàòâîðà ïðèâåäå-
íà íà Ðèñ. 4.5.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè N = 1/2 ùåëü â òóííåëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ñîâïàäà-
åò ñ òåðìîäèíàìè÷åñêîé ùåëüþ Ẽg. Ýòî âåðíî ïðè ëþáîé âåëè÷èíå ïàðàìåòðà
q, ïîñêîëüêó â ýòîé òî÷êå ïðîèñõîäèò òî÷íîå âûðîæäåíèå óðîâíåé E0 = E1.
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Ðèñ. 4.6. Çàâèñèìîñòü ùåëè â òóííåëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé Etun
g (ôîðìóëà (4.40))

îò çàðÿäîâîé ýíåðãèè EC . Â îáëàñòè ñëàáîé êóëîíîâñêîé áëîêàäû (ìàëûå EC) òóí-
íåëüíàÿ ùåëü ñîâïàäàåò ñ òåðìîäèíàìè÷åñêîé (4.29). Â ïðîòèâîïîëîæíîì ïðåäåëå
çàâèñèìîñòü àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàåòñÿ ê ëèíåéíîé ôóíêöèè (4.47), êîòîðàÿ îáî-
çíà÷åíà òî÷å÷íûìè ëèíèÿìè. Êðèâûå ïîñòðîåíû äëÿ ∆/Eg = 150 è GT = 40. Ñïëîø-
íàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîìó ïîòåíöèàëó çàòâîðà, ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � N = 0.2,
øòðèõïóíêòèðíàÿ � N = 0.4, øòðèõøòðèõïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � N = 0.5. Â ïîñëåä-
íåì ñëó÷àå òóííåëüíàÿ ùåëü ñîâïàäàåò ñ òåðìîäèíàìè÷åñêîé, èçîáðàæåííîé øòðèõ-
øòðèõïóíêòèðíîé êðèâîé íà Ðèñ. 4.3.

Òàêîå âûðîæäåíèå íå ñíèìàåòñÿ ïî òåîðèè âîçìóùåíèé, òàê êàê äâà íèæíèõ
óðîâíÿ îáëàäàþò ðàçíîé ÷åòíîñòüþ ÷èñëà ýëåêòðîíîâ â ãðàíóëå, îäíàêî ñàìè
òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ è òóííåëüíàÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé â òî÷êå N = 1/2 íå
ñîâïàäàþò.

Îáùèé ñëó÷àé

Â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî çíà÷åíèÿ q ìîæíî âû÷èñëÿòü ýíåðãåòè÷åñêèå
óðîâíè ãàìèëüòîíèàíà (4.22) è ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ÷èñëåííî, èñïîëüçóÿ ôóíê-
öèè Ìàòüå. Çàâèñèìîñòü ùåëè â òóííåëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé îò âåëè÷èíû
çàðÿäîâîé ýíåðãèè ïðèâåäåíà íà Ðèñ. 4.6. Ýòà çàâèñèìîñòü èíòåðïîëèðóåò ìåæ-
äó âåëè÷èíîé Etun

g ≈ Ẽg â ïðåäåëå ñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (ôîðìóëà (4.29)), è
çàâèñèìîñòüþ (4.47), êîòîðàÿ ñïðàâåäëèâà â ïðåäåëå ñèëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.
Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ñ ðîñòîì N ùåëü â òóííåëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿ-
íèé óìåíüøàåòñÿ è ïðè N = 1/2 ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé Ẽg äëÿ âñåõ çíà÷åíèé q.
Âåëè÷èíà òóííåëüíîé ùåëè êàê ôóíêöèÿ ïîòåíöèàëà çàòâîðà èçîáðàæåíà íà
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Ðèñ. 4.7. Ùåëü â òóííåëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé êàê ôóíêöèÿ ïîòåíöèàëà çàòâîðà.
Ðàñ÷åò ñäåëàí äëÿ ∆/Eg = 150 è GT = 40. Òðè êðèâûå ïîñòðîåíû äëÿ òåõ æå çíà÷åíèé
EC , ÷òî è íà Ðèñ. 4.4.

Ðèñ. 4.7
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîé çàâèñèìîñòè òóííåëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòî-

ÿíèé íóæíî âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíòû Pn, ÷òî òàêæå ìîæíî ñäåëàòü ÷èñëåííî
ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé Ìàòüå. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèÿ Pn, äîñòàòî÷íî áûñòðî
óáûâàþò ñ ðîñòîì n, ïîýòîìó ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ äâóìÿ ïåðâûìè ñëàãàåìûìè,
êàê óæå äåëàëîñü ïðè ðàññìîòðåíèè îáîèõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àåâ ìàëîãî è áîëü-
øîãî q. Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ïðè ýòîì òàêæå îêàçûâàåòñÿ �äâóõñòóïåí÷àòîé�
ôóíêöèåé ýíåðãèè, õîòÿ âûñîòà è ïîëîæåíèå ýòèõ ñòóïåíåé íåóíèâåðñàëüíû.
Ïðèìåð òàêîé çàâèñèìîñòè äëÿ q = 0.95 è N = 0 ïðèâåäåí íà Ðèñ. 4.8.

4.1.5 Êâàíòîâàíèå çàðÿäà
Åùå îäíî ïðîÿâëåíèå êóëîíîâñêèõ ýôôåêòîâ â ìåçîñêîïè÷åñêèõ ãðàíóëàõ ñî-
ñòîèò â ïðèáëèçèòåëüíîì êâàíòîâàíèè çàðÿäà [56]. Âçàèìîäåéñòâèå ïðåïÿòñòâó-
åò èçìåíåíèþ çàðÿäà ãðàíóëûQ è ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî êîëè÷åñòâî ýëåêòðîíîâ,
íå ñìîòðÿ íà íàëè÷èå ðåçåðâóàðà, îêàçûâàåòñÿ äî íåêîòîðîé ñòåïåíè ñîõðàíÿ-
þùåéñÿ âåëè÷èíîé: ÷åì áîëüøå çàðÿäîâàÿ ýíåðãèÿ, òåì ñèëüíåå ôëóêòóàöèè
ôàçû ãðàíóëû è ñëàáåå ôëóêòóàöèè êîëè÷åñòâà ýëåêòðîíîâ. Â ðåàëüíûõ ýêñ-
ïåðèìåíòàõ, âìåñòî èçìåðåíèÿ çàðÿäà ãðàíóëû, îáû÷íî èçìåðÿåòñÿ çàðÿä íà
ýëåêòðîäå çàòâîðà Qg, ÷òî ëåãêî ñäåëàòü, èíòåãðèðóÿ ïðîòåêàþùèé ê çàòâîðó
òîê, à çàðÿä íà ãðàíóëå çàòåì âû÷èñëÿåòñÿ èç ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ñîîòíîøå-
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Ðèñ. 4.8. Òóííåëüíàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé äëÿ ECδ/E2
g = 2.8, ∆/Eg = 150, GT = 40,

Vg = 0. Òàêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ïðèâîäÿò ê q = 0.95. Òóííåëüíàÿ ïëîòíîñòü
ñîñòîÿíèé èìååò �äâóõñòóïåí÷àòóþ� ôîðìó, ïðè÷åì âûñîòà è ïîëîæåíèå ñòóïåíåé
íåóíèâåðñàëüíû.

íèÿ
Q = −C0

Cg

Qg. (4.49)

Òåîðåòè÷åñêè òàêæå óäîáíî âû÷èñëÿòü çàðÿä íà çàòâîðå, à íå íà ãðàíóëå. Äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ F ñèñòåìû ïî ïî-
òåíöèàëó Vg. Èç âèäà ãàìèëüòîíèàíà (4.2) ëåãêî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå çàðÿäà
ãðàíóëû ÷åðåç òàêóþ ïðîèçâîäíóþ, êîòîðîå ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò ïðèâå-
äåííîìó âûøå ñîîòíîøåíèþ (4.49)

Q = −C0

Cg

∂F
∂Vg

. (4.50)

Èñïîëüçóåìûé íàìè ìåòîä ðåïëèê ïîçâîëÿåò íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñëèòü âå-
ëè÷èíó ñâîáîäíîé ýíåðãèè [40]. Äëÿ ýòîãî íóæíî ñîâåðøèòü ïðåäåëüíûé ïåðå-
õîä M → 0 è îïðåäåëèòü ñðåäíèé ëîãàðèôì ñòàòñóììû ïî ôîðìóëå

〈
lnZ〉

= lim
M→0

〈ZM
〉− 1

M
. (4.51)

Óñðåäíåíèå, êàê è ðàíüøå, ïðåäïîëàãàåò ãàóññîâî èíòåãðèðîâàíèå ñ âåñîì, îïðå-
äåëÿåìûì äåéñòâèåì σ-ìîäåëè. Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî àäèàáàòè÷åñêîå ïðè-
áëèæåíèå ïîçâîëÿåò ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ôàçå K è ïîëó÷èòü äåéñòâèå âèäà
(4.23), êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ïî ðåïëèêàì è èíòåãðàë ïî ìíèìîìó
âðåìåíè îò âûðàæåíèÿ, íå çàâèñÿùåãî íè îò a, íè îò τ . Òàêèì îáðàçîì ìîæíî
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íåïîñðåäñòâåííî èç (4.23) ïîëó÷èòü ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ â âèäå

F(Ẽg, N, T ) = −e2N2

2C0

+ Fe(Ẽg, T ) + FK


πEgT

ECδ

∑
ε

Ẽg√
ε2 + Ẽ2

g

, N, T


 . (4.52)

Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè ýëåêòðîííîé ïîäñèñòåìû

Fe(Ẽg, T ) = −2πT

δ

∑
ε

ε2

√
ε2 + Ẽ2

g

. (4.53)

Îòìåòèì, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â (4.52) íå ïîçâîëÿåò, êàê ïðåæäå, îãðàíè÷èòüñÿ
èíòåðâàëîì |N | 6 1/2. Äî êîíöà ýòîãî ðàçäåëà áóäåì ñ÷èòàòü âåëè÷èíó N

ïðîèçâîëüíîé.
Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîé æå ðåçóëüòàò (4.52) äàåò è ïðèìåíåíèå ôîðìóëû (4.51).

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàííîå íàìè ñåäëîâîå ïðèáëèæåíèå ñîîòâåòñòâóåò ïðè-
áëèæåíèþ ñðåäíåãî ïîëÿ ïî ïàðàìåòðó Ẽg, à óðàâíåíèå ñàìîñîãëàñîâàíèÿ (4.24)
ëåãêî âîñïðîèçâîäèòñÿ â âèäå ñîîòíîøåíèÿ íà âåëè÷èíó ñðåäíåãî ïîëÿ

∂F
∂Ẽg

= 0. (4.54)

Ïðèìåíÿÿ âûðàæåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè (4.52) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåãî çà-
ðÿäà è ó÷èòûâàÿ óñëîâèå ñàìîñîãëàñîâàíèÿ (4.54), ïðèõîäèì ê ðåçóëüòàòó

Q = −C0

e

∂F
∂N

= eN − C0

e

∂FK

∂N
, (4.55)

êîòîðûé âûðàæàåò çàðÿä ãðàíóëû ÷åðåç ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ FK äëÿ ôàçû K.
Äàëüøå â ýòîì ðàçäåëå ìû áóäåì ñ÷èòàòü òåìïåðàòóðó íóëåâîé è èñïîëüçîâàòü
ýíåðãèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ E0 ãàìèëüòîíèàíà (4.22) â êà÷åñòâå FK . Êàê ýòî
óæå íåîäíîêðàòíî äåëàëîñü â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ, ïðîàíàëèçèðóåì ïîëó÷åí-
íîå âûðàæåíèå (4.55) â äâóõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ñèëüíîé è ñëàáîé êóëîíîâñêîé
áëîêàäû.

Ñëàáàÿ êóëîíîâñêàÿ áëîêàäà

Â ðåæèìå ñëàáîé êóëîíîâñêîé áëîêàäû q À 1 ýíåðãèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèé
ãàìèëüòîíèàíà (4.22) ìîæíî âû÷èñëÿòü, ïîëüçóÿñü ïðèáëèæåíèåì ïàðàáîëè-
÷åñêîãî ïîòåíöèàëà äëÿ ÷ëåíà cos 2K. Îäíàêî äëÿ íàõîæäåíèÿ çàâèñèìîñòè
ýòîé ýíåðãèè îò N íóæíî ó÷åñòü ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëóþ àìïëèòóäó òóííå-
ëèðîâàíèÿ ìåæäó äâóìÿ ìèíèìóìàìè êîñèíóñà. Ïðèìåíÿÿ êâàçèêëàññè÷åñêîå
ïðèáëèæåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòîé àìïëèòóäû, ïîëó÷àåì [80]

E0(N) = const− 16EC

√
2/π q3/4e−4

√
q| cos πN |. (4.56)
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Òåïåðü çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî çàðÿäà ãðàíóëû îò ïîòåíöèàëà çàòâîðà ëåãêî óñòà-
íîâèòü, ïðèìåíÿÿ âûðàæåíèå (4.55),

Q/e = N − (C0/C)8
√

2πq3/4e−4
√

q sgn(cos πN) sin πN. (4.57)

Ýòà çàâèñèìîñòü îòëè÷àåòñÿ îò ëèíåéíîãî çàêîíà Q = eN , êîòîðûé èìåë áû
ìåñòî â îòñóòñòâèå êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëîé ìî-
äóëÿöèåé. Êâàíòîâàíèå çàðÿäà îêàçûâàåòñÿ ñëàáûì, ïîñêîëüêó çàðÿäîâûå ýô-
ôåêòû ïðàêòè÷åñêè íå ïðåïÿòñòâóåò ïåðåõîäó êóïåðîâñêèõ ïàð ìåæäó ñâåðõ-
ïðîâîäÿùèì ðåçåðâóàðîì è ãðàíóëîé. Âåëè÷èíà ñðåäíåãî çàðÿäà ãðàíóëû èñ-
ïûòûâàåò ñêà÷êè ïðè ïîëóöåëûõ çíà÷åíèÿõ N . Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïåðåíîñ
çàðÿäà â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïàðàìè ýëåêòðîíîâ. Òàêàÿ
îñîáåííîñòü çàâèñèìîñòè ñðåäíåãî çàðÿäà îò N ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ëþáîé âåëè-
÷èíå ïàðàìåòðà q.

Ñèëüíàÿ êóëîíîâñêàÿ áëîêàäà

Â ïðîòèâîïîëîæíîì ïðåäåëå q ¿ 1 äëÿ ãàìèëüòîíèàíà (4.22) ïðèìåíèìà òåî-
ðèÿ âîçìóùåíèé ïî q. Ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ óæå âû÷èñëÿëàñü â ðàç-
äåëå 4.1.3. Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå òàì âûðàæåíèå (4.31) â ôîðìóëó (4.55) â
êà÷åñòâå ñâîáîäíîé ýíåðãèè FK , ïðèõîäèì ê ðåçóëüòàòó

Q
e

=

[
1− C0

C

]
N +

C0Nq2

2C(1−N2)2
. (4.58)

Ýòà ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà ïðè |N | 6 1/2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çíà÷åíèÿ N çà-
ðÿä ìîæíî âû÷èñëèòü, ïîäñòàâëÿÿ â íåå çíà÷åíèå, ïðèâåäåííîå ê èíòåðâàëó
[−1/2, 1/2], à çàòåì ïðèáàâëÿÿ îêðóãëåííóþ âåëè÷èíó N (ñì. Ðèñ. 4.9).

Ïåðâûé ÷ëåí âûðàæåíèÿ (4.58) áûë ïîëó÷åí Ìàòâååâûì è Ãëàçìàíîì Ãëàç-
ìàíîì [56] â ïðåíåáðåæåíèè ýôôåêòîì áëèçîñòè. Ýòîò ÷ëåí îáðàùàåòñÿ â íîëü
áëàãîäàðÿ ïåðåíîðìèðîâêå åìêîñòè êîíòàêòà çà ñ÷åò ïðîöåññîâ òóííåëèðîâàíèÿ
âèðòóàëüíûõ êâàçè÷àñòèö (4.17). Âòîðîå ñëàãàåìîå îïèñûâàåò âêëàä ýôôåêòà
áëèçîñòè, êîòîðûé ñèëüíî ïîäàâëåí â ïðåäåëå q ¿ 1. Çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî çà-
ðÿäà îò ïîòåíöèàëà çàòâîðà èìååò ñòóïåí÷àòûé âèä: âåëè÷èíà Q èñïûòûâàåò
ñêà÷êè ïðè ïîëóöåëûõ çíà÷åíèÿõ N .

Îáùèé ñëó÷àé

Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî q ìîæíî èñïîëüçîâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîå çíà÷åíèå
Ìàòüå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ãàìèëüòîíèàíà (4.22). Ýòî
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Q

/e

CgVg/e

Ðèñ. 4.9. Çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî çàðÿäà íîðìàëüíîé ãðàíóëû îò âåëè÷èíû ïîòåíöèàëà
çàòâîðà. Êðèâûå ïîñòðîåíû äëÿ òåõ æå ïàðàìåòðîâ, ÷òî è íà Ðèñ. 4.4 è 4.7. Êðîìå
òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî C = C0. Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå îïðàâäàíî â ñëó÷àå, êîãäà
åìêîñòü Cg âåëèêà. Òî÷å÷íûå ëèíèè îòâå÷àþò ïðåäåëàì q = 0 (òî÷íîå êâàíòîâàíèå)
è q →∞ (îòñóòñòâèå êâàíòîâàíèÿ). Ïðè ïîëóöåëûõ çíà÷åíèÿõ N âåëè÷èíà ñðåäíåãî
çàðÿäà èñïûòûâàåò ñêà÷êè.

ïîçâîëÿåò ÷èñëåííî ðàññ÷èòàòü çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî çàðÿäà ãðàíóëû îò ïî-
òåíöèàëà çàòâîðà è ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ïåðåõîä ìåæäó ðåæèìàìè ñëàáîé è
ñèëüíîé êóëîíîâñêîé áëîêàäû (Ðèñ. 4.9).

4.1.6 Òåìïåðàòóðíûå ýôôåêòû
Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ýòîé ãëàâû íà îñíîâå ìåòîäà äèíàìè÷åñêîé íåëèíåéíîé
σ-ìîäåëè â ìàöóáàðîâñêîì ïðåäñòàâëåíèè áûëà ïîñòðîåíà ñàìîñîãëàñîâàííàÿ
òåîðèÿ, ó÷èòûâàþùàÿ ýôôåêò áëèçîñòè è êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå â êîí-
òàêòå íîðìàëüíîé ãðàíóëû ñî ñâåðõïðîâîäÿùèì ðåçåðâóàðîì. Â ðàìêàõ ýòîé
òåîðèè ìîæíî èçó÷èòü çàâèñèìîñòü ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñè-
ñòåìû îò òåìïåðàòóðû. Î÷åâèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû ïðîèñõîäèò ïî-
äàâëåíèå ùåëè, íàâåäåííîé ýôôåêòîì áëèçîñòè â íîðìàëüíîì ìåòàëëå, à ïðè
òåìïåðàòóðàõ âûøå îïðåäåëåííîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ Tc ýòà ùåëü äîëæ-
íà îáðàùàòüñÿ â íîëü. Â ñèñòåìå áåç âçàèìîäåéñòâèÿ íàâåäåííàÿ â íîðìàëü-
íîì ìåòàëëå ùåëü îáðàùàåòñÿ â íîëü îäíîâðåìåííî ñ ïîäàâëåíèåì ñâåðõïðî-
âîäèìîñòè â ðåçåðâóàðå ïðè êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðå ñâåðõïðîâîäíèêà. Êàê
áóäåò ïîêàçàíî â ýòîì ðàçäåëå, ïðèñóòñòâèå êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïðè-
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âîäèò ê òîìó, ÷òî êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà äëÿ íàâåäåííîé ùåëè îêàçûâà-
åòñÿ ãîðàçäî ìåíüøå. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðåíåáðå÷ü âëèÿíèåì êîíå÷íîé òåìïåðà-
òóðû íà ñâåðõïðîâîäÿùèé ðåçåðâóàð. Òàêîå ïðèáëèæåíèå áóäåò ñïðàâåäëèâî,
åñëè âêëàä â êîíäàêòàíñ îò íàäùåëåâûõ êâàçè÷àñòèö ñâåðõïðîâîäíèêà îêà-
æåòñÿ ìàë: Gqp ∝ Ge−∆/T ¿ 1. Ýòî ïðèâîäèò ê îãðàíè÷åíèþ íà òåìïåðàòóðó
T ¿ ∆/ ln G. Îäíàêî ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî ïðîöåññû ïåðåíîñà êâàçè÷à-
ñòèö ñâåðõïðîâîäíèêà èãðàþò ñóùåñòâåííóþ ðîëü äëÿ óñòàíîâëåíèÿ òåðìîäè-
íàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ â ñèñòåìå. Â ÷àñòíîñòè, îíè îáåñïå÷èâàþò âûïîëíåíèå
ïðèíöèïà ðàâíîðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ñîñòîÿíèé ãàìèëüòîíèàíà (4.22), îòâå÷àþ-
ùèõ ðàçëè÷íîé ÷åòíîñòè ÷èñëà ýëåêòðîíîâ.

Â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé òåìïåðàòóðû âû÷èñëåíèÿ òðóäíî ïðîäåëàòü
àíàëèòè÷åñêè, îäíàêî ïðè òåìïåðàòóðàõ îêîëî êðèòè÷åñêîé äîïóñòèìî ñóùå-
ñòâåííîå óïðîùåíèå, ñâÿçàííîå ñ ïðèìåíåíèåì òåîðèè Ãèíçáóðãà � Ëàíäàó. Êàê
óæå îòìå÷àëîñü âûøå, èñïîëüçîâàííîå íàìè ñî÷åòàíèå àäèàáàòè÷åñêîãî è ñåä-
ëîâîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðèâîäèò ê ýôôåêòèâíîé òåîðèè ñðåäíåãî ïîëÿ ñî ñâîáîä-
íîé ýíåðãèåé (4.52). Ýòà ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ çàâèñèò îò âåëè÷èíû ùåëè Ẽg, êî-
òîðàÿ èìååò ñìûñë ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Â òàêîì ïîäõîäå óðàâíåíèå ñàìîñîãëà-
ñîâàíèÿ (4.24) ïîëó÷àåòñÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìèçàöèè ñâîáîäíîé ýíåðãèè (4.54).
Ðàçëàãàÿ ôóíêöèîíàë (4.52) ïî ñòåïåíÿì Ẽg, ìîæíî îïðåäåëèòü âåëè÷èíó êðè-
òè÷åñêîé òåìïåðàòóðû, ïðèðàâíèâàÿ íóëþ êîýôôèöèåíò ïðè Ẽ2

g . Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî îáðàùåíèå ùåëè â íîëü ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû èìååò âèä ôàçîâîãî ïåðåõîäà
âòîðîãî ðîäà. Äëÿ ïðîâåðêè ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ñëåäó-
þùèé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè ïî ñòåïåíÿì Ẽg è óáåäèòüñÿ, ÷òî îí
ïîëîæèòåëåí îêîëî êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû. Ñîîòâåòñòâóþùåå âû÷èñëåíèå
ïðîäåëàíî â ïðèëîæåíèè Ã.

Â ïðåäåëå Ẽg ¿ T ñóììà (4.25), îïðåäåëÿþùàÿ çíà÷åíèå ïàðàìåòðà q, ëåãêî
âû÷èñëÿåòñÿ

q =
EgẼg

ECδ
ln

2γ∆

πT
. (4.59)

Çäåñü ln γ = 0.577 � ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà. Òàêèì îáðàçîì, q îáðàùàåòñÿ â íîëü
îäíîâðåìåííî ñ Ẽg. ×òîáû ðàçëîæèòü ïî ñòåïåíÿì q ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ FK , èñ-
ïîëüçóåì òåðìîäèíàìè÷åñêîé òåîðèåé âîçìóùåíèé äëÿ ãàìèëüòîíèàíà (4.22).
Áóäåì ñ÷èòàòü N 6= 0; ýòî ïîçâîëèò íàì èçáåæàòü ñëîæíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ âîç-
ìîæíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè óðîâíåé. Â íóëåâîì ïîðÿäêå ïî q ñîáñòâåííûå ñîñòî-
ÿíèÿ óäîáíî íóìåðîâàòü öåëûì ÷èñëîì m, ñîîòâåòñòâóþùèì êîëè÷åñòâó ýëåê-
òðîíîâ â ãðàíóëå. Âîëíîâûå ôóíêöèè ýòèõ ñîñòîÿíèé è óðîâíè ýíåðãèè èìåþò
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âèä
ψ(0)

m =
eimK

√
2π

, E(0)
m = EC(m + N)2. (4.60)

Ïîïðàâêà âòîðîãî ïîðÿäêà òåîðèè âîçìóùåíèé ïî ìàëîìó q ê ýòèì óðîâíÿì
ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ è ïðèíèìàåò âèä

E(2)
m =

Ecq
2

2
[
(m + N)2 − 1

] . (4.61)

×òîáû âû÷èñëèòü ïîïðàâêó ê ñâîáîäíîé ýíåðãèè, íóæíî óñðåäíèòü E(2) ïî ðàñ-
ïðåäåëåíèþ Ãèááñà ñ âåñàìè, îïðåäåëåííûìè íåâîçìóùåííûìè óðîâíÿì ýíåð-
ãèè. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

F
(2)
K (q,N, T ) = −Ecα(N, T )q2, (4.62)

ãäå α(N, T ) =

∑
m

[
1− (m + N)2

]−1
e−(m+N)2EC/T

2
∑

m e−(m+N)2EC/T
. (4.63)

Ââåäåííàÿ çäåñü ôóíêöèÿ α(N, T ) îïèñûâàåò �÷óâñòâèòåëüíîñòü� ýíåðãèè ôà-
çû K ê âîçìóùåíèþ q. Çàâèñèìîñòü ýòîé ôóíêöèè îò òåìïåðàòóðû èçîáðàæåíà
íà Ðèñ. 4.10. Êàê áóäåò óñòàíîâëåíî íèæå, íåìîíîòîííîå ïîâåäåíèå α(N, T ) ñ
òåìïåðàòóðîé ïðèâîäèò ê íåîáû÷íûì ôèçè÷åñêèì ÿâëåíèÿì: âìåñòî îäíîé êðè-
òè÷åñêîé òåìïåðàòóðû Tc âîçìîæíî ïîÿâëåíèå òðåõ òî÷åê ïåðåõîäà, êîãäà ñ ïî-
âûøåíèåì òåìïåðàòóðû ùåëü èñ÷åçàåò, à çàòåì ñíîâà ïîÿâëÿåòñÿ è ëèøü çàòåì
ïîäàâëÿåòñÿ îêîí÷àòåëüíî. Êà÷åñòâåííî íåìîíîòîííóþ çàâèñèìîñòü α(N, T )

ìîæíî îáúÿñíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ T À EC

ñèñòåìà ñ çàìåòíîé âåðîÿòíîñòüþ íàõîäèòñÿ â ñèëüíî âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíè-
ÿõ ãàìèëüòîíèàíà (4.22), êîòîðûå íå÷óâñòâèòåëüíû ê âîçìóùåíèþ q, ïîýòîìó
ôóíêöèÿ α(N, T ) óáûâàåò ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ äî íóëÿ. Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, åñëè òåìïåðàòóðà ìàëà, ñèñòåìà ñ ïîäàâëÿþùåé âåðîÿòíîñòüþ íàõîäèòñÿ â
îñíîâíîì ñîñòîÿíèè. Äâà íèçøèõ âîçáóæäåííûõ óðîâíÿ ñìåøèâàþòñÿ çà ñ÷åò
âîçìóùåíèÿ, è ïîýòîìó îáëàäàþò áîëåå ñèëüíîé çàâèñèìîñòüþ îò q, ÷åì îñíîâ-
íîå ñîñòîÿíèå. Ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ ýòèõ íèçêîëåæàùèõ
âîçáóæäåíèé âîçðàñòàåò, ÷òî ïðèâîäèò ê áîëåå ñèëüíîé çàâèñèìîñòè ñâîáîäíîé
ýíåðãèè îò q è, ñîîòâåòñòâåííî, óâåëè÷åíèþ α(N, T ).

Â äâóõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ áîëüøîé è ìàëîé òåìïåðàòóðû ñðàâíèòåëüíî
ëåãêî íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå α(N, T ):

α(N, T ) =





1

2(1−N2)
, T ¿ EC ;

EC

T
− 2

3

(
EC

T

)2

, T À EC .
(4.64)
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Ðèñ. 4.10. Ôóíêöèÿ òåìïåðàòóðû α(N, T ) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ N (ñïëîøíàÿ
ëèíèÿ � N = 0, ïóíêòèðíàÿ � N = 0.2, øòðèõïóíêòèðíàÿ � N = 0.4, øòðèõ-
øòðèõïóíêòèðíàÿ � N = 0.5). Òîëüêî â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïîëóöåëîãî N çàâèñèìîñòü
îêàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé. Ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå
âûðàæåíèå (4.64), äëÿ êîòîðîãî ïîñòðîåíà òî÷å÷íàÿ ëèíèÿ.

Çäåñü, è äî êîíöà ãëàâû, ìû âíîâü ïðåäïîëàãàåì |N | 6 1/2. Âûðàæåíèÿ (4.64)
áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì ïðè ðàññìîòðåíèè ïðåäåëîâ ñèëüíîãî è
ñëàáîãî êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ (4.59) è
(4.62) â óðàâíåíèå ñàìîñîãëàñîâàíèÿ (4.24). Âåëè÷èíà ùåëè ïðè ýòîì ñîêðàùà-
åòñÿ è ïîëó÷àåòñÿ çàìêíóòîå óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå Tc:

Tc =
2γ

π
∆ exp

[
− ECδ

E2
gα(N, Tc)

]
. (4.65)

Ýòî óðàâíåíèå ëåãêî ðåøàåòñÿ â äâóõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ìîæíî ïîëüçî-
âàòüñÿ àñèìïòîòè÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè (4.64). Íà÷íåì ñ áîëåå ïðîñòîãî ñëó÷àÿ
ñèëüíîé êóëîíîâñêîé áëîêàäû.

Ñèëüíàÿ êóëîíîâñêàÿ áëîêàäà

Ïîäñòàâëÿÿ íèçêîòåìïåðàòóðíóþ àñèìïòîòèêó ôóíêöèè α(N, T ) â óðàâíåíèå
(4.65), ïîëó÷àåì äëÿ êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû

Tc =
2γ

π
∆ exp

[
−2ECδ

E2
g

(1−N2)

]
=

γ

π
Ẽg(0), (4.66)

ãäå Ẽg(0) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (4.33). Òàêèì îáðàçîì êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðà-
òóðà îêàçàëàñü ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå ùåëè, âçÿòîé ïðè íóëåâîé òåìïåðà-
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òóðå. Êàê áûëî óñòàíîâëåíî â ðàçäåëå 4.1.3 ïðè ïðîâåðêå ïðèìåíèìîñòè àäèà-
áàòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ, ýòà âåëè÷èíà ãîðàçäî ìåíüøå EC , ïîýòîìó èñïîëü-
çîâàíèå íèçêîòåìïåðàòóðíîãî ïðåäåëà äëÿ α(N, T ) îêàçûâàåòñÿ îïðàâäàííûì.
Ñâÿçü íàéäåííîé êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû ñî ùåëüþ ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ
àíàëîãè÷íîé ñâÿçüþ â òåîðèè ÁÊØ. Ýòîò ôàêò íàõîäèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ
êà÷åñòâåííûì îáúÿñíåíèåì ïðîèñõîæäåíèÿ çàâèñèìîñòè (4.33) íà îñíîâå ýô-
ôåêòèâíîãî ïðèòÿæåíèÿ ìåæäó ýëåêòðîíàìè â ãðàíóëå â êóïåðîâñêîì êàíàëå.

Çàâèñèìîñòü ùåëè îò òåìïåðàòóðû òàêæå ëåãêî âû÷èñëèòü. Ïðè âñåõ òåì-
ïåðàòóðàõ íèæå êðèòè÷åñêîé ìîæíî ñ÷èòàòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà q ìàëûì è
ïîëüçîâàòüñÿ ðàçëîæåíèåì ñâîáîäíîé ýíåðãèè ôàçû K ïî ñòåïåíÿì q. Ïðè ýòîì
ãëàâíûé âêëàä â âåëè÷èíó FK äàåò îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ãàìèëüòîíèàíà (4.22).
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëîé òåìïåðàòóðíîé ïîïðàâêè ê âåëè÷èíå
ùåëè (4.33) â ïðåäåëå T ¿ Tc íóæíî ó÷åñòü ìàëîå îòêëîíåíèå q îò çíà÷åíèÿ
(4.30), âûçâàííîå êîíå÷íîñòüþ òåìïåðàòóðû,

q =
EgẼg

ECδ

[
ln

2∆

Ẽg

−
√

2πT

Ẽg

e−Ẽg/T

]
. (4.67)

Â ôóíêöèþ α(N, T ) òàêæå åñòü ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûå âêëàäû îò âîçáóæäåí-
íûõ ñîñòîÿíèé ãàìèëüòîíèàíà (4.22), íî îíè ñîäåðæàò ïàðàìåòð e−EC/T , ïîýòî-
ìó èìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîïðàâêîé â q, òàê êàê Ẽg ¿ EC .
Èñïîëüçóÿ àñèìïòîòèêó (4.64) è âûðàæåíèå (4.67), èç óðàâíåíèÿ (4.24) íàõîäèì

Ẽg(T ) = Ẽg(0)−
√

2πTẼg(0) e−Ẽg(0)/T , (4.68)

Âèä ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ, êàê è äëÿ (4.66), ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì òåîðèè
ÁÊØ.

Â ïðîòèâîïîëîæíîì ïðåäåëå T → Tc äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû ùåëè ìîæíî
ïîëüçîâàòüñÿ òåîðèåé Ãèíçáóðãà � Ëàíäàó. Â ïðèëîæåíèè Ã âûâåäåíî ðàçëîæå-
íèå äëÿ ôóíêöèîíàëà ñâîáîäíîé ýíåðãèè (Ã9). Â ðåæèìå ñèëüíîé êóëîíîâñêîé
áëîêàäû ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âòîðûì ñëàãàåìûì â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â (Ã9).
Â ðåçóëüòàòå äëÿ ùåëè ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå, êàê è ïðåæäå, ñîâïàäàþùåå ñ
ïðåäñêàçàíèåì òåîðèè ÁÊØ

Ẽg(T ) =

√
8π2

7ζ(3)
Tc(Tc − T ). (4.69)

Îêîëî êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû ñóùåñòâóåò íåáîëüøàÿ ôëóêòóàöèîííàÿ îá-
ëàñòü, â êîòîðîé òåîðèÿ Ãèíçáóðãà � Ëàíäàó íå ðàáîòàåò. Äëÿ îöåíêè âåëè÷èíû
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ýòîé îáëàñòè íóæíî ñðàâíèòü âûèãðûø â ñâîáîäíîé ýíåðãèè çà ñ÷åò îáðàçîâà-
íèÿ ùåëè ñ òåìïåðàòóðîé. Ýòî ïðèâîäèò ê îãðàíè÷åíèþ, êîòîðîå îêàçûâàþòñÿ
ñèëüíåå, ÷åì óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè ñåäëîâîãî ïðèáëèæåíèÿ Ẽg À δ, ïîëó÷åí-
íîå â ïðèëîæåíèè Â,

√
δTc ¿ Tc − T ¿ Tc, (4.70)

δ1/4T 3/4
c ¿ Ẽg ¿ Ẽg(0). (4.71)

Èòàê, â ñëó÷àå ñèëüíîé êóëîíîâñêîé áëîêàäû ïîëó÷åíî äâà àñèìïòîòè÷åñêèõ
âûðàæåíèÿ äëÿ çàâèñèìîñòè ùåëè îò òåìïåðàòóðû

Ẽg(T ) =





Ẽg(0)−
√

2πTẼg(0) e−Ẽg(0)/T , T ¿ Tc;√
8π2

7ζ(3)
Tc(Tc − T ),

√
δTc ¿ Tc − T ¿ Tc.

(4.72)

Ñëàáàÿ êóëîíîâñêàÿ áëîêàäà

Â ïðåäåëå ñëàáîé êóëîíîâñêîé áëîêàäû ìîæíî ïðèìåíÿòü âûñîêîòåìïåðàòóð-
íóþ àñèìïòîòèêó ôóíêöèè α(N, T ). Â ýòîì ñëó÷àå èç óðàâíåíèÿ (4.65) äëÿ
êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû ïîëó÷àåì

Tc =
E2

g

δ
ln

2γ∆δ

πE2
g

− 2

3
EC . (4.73)

Ïðè âûâîäå ýòîãî âûðàæåíèÿ ìû âîñïîëüçîâàëèñü óñëîâèåì ∆δ ¿ E2
g , êî-

òîðîå íåîáõîäèìî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåíåáðå÷ü âëèÿíèåì êîíå÷íîé òåìïåðà-
òóðû íà ñâåðõïðîâîäÿùóþ ÷àñòü êîíòàêòà. Ïðè ýòîì âåëè÷èíà êðèòè÷åñêîé
òåìïåðàòóðû îêàçàëàñü ãîðàçäî ìåíüøå ∆. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåðàâåíñòâî
Tc À EC , âûïîëíåíèå êîòîðîãî íåîáõîäèìî äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ âûñîêîòåìïå-
ðàòóðíîé àñèìïòîòèêè α(N, T ), ñîâïàäàåò ñ óñëîâèåì ñëàáîé êóëîíîâñêîé áëî-
êàäû ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå, êîãäà ïàðàìåòð q, îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé
(4.27), äîëæåí áûòü âåëèê.

Îòìåòèì, ÷òî ôîðìàëüíûé ïåðåõîä ê ïðåäåëó EC → 0 â âûðàæåíèè (4.73)
ïðèâîäèò ê íåâåðíîìó ðåçóëüòàòó. Â ñèñòåìå áåç âçàèìîäåéñòâèÿ ùåëü â ñïåêòðå
íîðìàëüíîé ãðàíóëû ïîäàâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ñî ùåëüþ â ñâåðõïðîâîäíèêå,
êîãäà òåìïåðàòóðà äîñòèãàåò êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ äëÿ ðåçåðâóàðà, êîòîðîå
ãîðàçäî áîëüøå, ÷åì Tc, îïðåäåëåííàÿ ïî ôîðìóëå (4.73). Ýòî íåñîîòâåòñòâèå
ñâÿçàíî ñ íàðóøåíèåì óñëîâèÿ EC À δ, èñïîëüçîâàííîãî ïðè ïðèìåíåíèè àäèà-
áàòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ.
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Âû÷èñëèì âåëè÷èíó ùåëè ïðè T ¿ Tc. Ïðè ýòèõ òåìïåðàòóðàõ íåëüçÿ ñ÷è-
òàòü ïàðàìåòð q ìàëûì è ïîëüçîâàòüñÿ ðàçëîæåíèåì ñâîáîäíîé ýíåðãèè FK .
Îäíàêî, íàïðîòèâ, óñëîâèå q À 1 ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåíèå ïàðà-
áîëè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà äëÿ ãàìèëüòîíèàíà (4.22) è ëåãêî ïîëó÷èòü ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ.

Ñïåêòð ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé ìîæíî ñ÷èòàòü ýêâèäèñòàíòíûì

Em = EC

[−2q + 2
√

q(2m + 1)
]
, m = 0, 1, 2, . . . (4.74)

åñëè Em ¿ ECq. Äëÿ áîëåå âûñîêèõ óðîâíåé ïðèáëèæåíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî
ïîòåíöèàëà íå ðàáîòàåò, íî èç ôîðìóë (4.27) è (4.73) ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå T ¿
Tc ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó T ¿ ECq. Ïîýòîìó îñíîâíîé âêëàä â ñòàòñóììó
äëÿ ôàçû K äàåò ýêâèäèñòàíòíàÿ ÷àñòü ñïåêòðà (4.74), è ñóììèðîâàíèå ìîæíî
ôîðìàëüíî ðàñïðîñòðàíèòü äî áåñêîíå÷íîñòè. Ðåçóëüòàò äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè
èìååò âèä

FK(q, T ) = −T ln
∞∑

m=0

e−Em/T = −2qEC + 2
√

qEC + T ln
[
1− e−4

√
qEC/T

]
. (4.75)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòîãî âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèå ñàìîñîãëàñîâàíèÿ (4.24) äëÿ
ùåëè ïîëó÷àåì

Ẽg(T ) = Eg

[
1− cth(2

√
qEC/T )

2
√

q

]
. (4.76)

Ýòà ôîðìóëà êîððåêòíî îïèñûâàåò çàâèñèìîñòü ùåëè îò òåìïåðàòóðû âî âñåé
îáëàñòè T ¿ Tc. Ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå èç íåå ñðàçó ïîëó÷àåòñÿ ðåçóëü-
òàò (4.29). Îäíàêî ïîëüçîâàòüñÿ âûðàæåíèåì (4.76) íåïîñðåäñòâåííî íåóäîá-
íî, ïîòîìó ÷òî âåëè÷èíà ïàðàìåòðà q äîëæíà îïðåäåëÿòüñÿ ñàìîñîãëàñîâàííî.
Âûäåëèì òðè îáëàñòè èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû, â êîòîðûõ âû÷èñëåíèÿ ìîæíî
äîâåñòè äî êîíöà.

Ïðè T ¿ Eg òåìïåðàòóðíûå ïîïðàâêè ê ùåëè â ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé (4.29)
áóäóò ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëû, ïîýòîìó èõ ó÷åò áûë áû ïðåâûøåíèåì òî÷íîñòè:
ïðè âûâîäå ôîðìóëû (4.76) èñïîëüçîâàëîñü ïðèáëèæåíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî ïî-
òåíöèàëà äëÿ ãàìèëüòîíèàíà (4.22), ê êîòîðîìó åñòü àíãàðìîíè÷åñêèå ïîïðàâêè
íåýêñïîíåíöèàëüíîãî õàðàêòåðà. Òàêèì îáðàçîì ïðè T ¿ Eg ùåëü ôàêòè÷åñêè
íå çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû è äàåòñÿ âûðàæåíèåì (4.29).

Ïðè òåìïåðàòóðàõ áîëüøå Eg äëÿ q ìîæíî ïðèìåíÿòü ôîðìóëó (4.59). Äëÿ
áîëüøåãî óïðîùåíèÿ ôîðìóëû (4.76) áóäåò óäîáíåå ðàññìîòðåòü îòäåëüíî îá-
ëàñòü òåìïåðàòóð Eg ¿ T ¿ Eg

√
(EC/δ) ln(∆/Eg), â êîòîðîé ãèïåðáîëè÷åñêèé
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êîòàíãåíñ, ïî-ïðåæíåìó, ìîæíî çàìåíèòü íà åäèíèöó.

Ẽg(T ) = Eg − 1

2

√
ECδ

ln(2γ∆/πT )
. (4.77)

Äëÿ åùå áîëüøèõ òåìïåðàòóð Eg

√
(EC/δ) ln(∆/Eg) ¿ T ¿ Tc ïðèìåíÿåì äëÿ

êîòàíãåíñà ôîðìóëó cth x ≈ 1/x è ïîëó÷àåì

Ẽg(T ) = Eg − Tδ

4Eg ln(2γ∆/πT )
. (4.78)

Âòîðîå ñëàãàåìîå èìååò ñìûñë ìàëåíüêîé ïîïðàâêè ïðè óñëîâèè T ¿ Tc. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ôîðìàëüíî ïîäñòàâèòü â ýòó ôîðìóëó T = Tc, òî îêàæåò-
ñÿ, ÷òî ùåëü ïîäàâëåíà âñåãî íà ÷åòâåðòü. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûðàæåíèå (4.78)
ðàáîòàåò âïëîòü äî òåìïåðàòóð ïîðÿäêà êðèòè÷åñêîé, à â íåïîñðåäñòâåííîé
áëèçîñòè îò Tc âåëè÷èíà ùåëè ðåçêî ïàäàåò äî íóëÿ.

Èñïîëüçóÿ âûñîêîòåìïåðàòóðíûå àñèìïòîòèêè ôóíêöèé α(N, T ) è β(N, T ),
ìîæíî ïîïûòàòüñÿ âû÷èñëèòü âåëè÷èíó ùåëè âáëèçè Tc èç ôóíêöèîíàëà (Ã9).
Îäíàêî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò òàêèì ñïîñîáîì íåâîçìîæíî: òåî-
ðèÿ Ãèíçáóðãà � Ëàíäàó â ðåæèìå ñëàáîé êóëîíîâñêîé áëîêàäû íå ðàáîòàåò.
Ýòî âûðàæàåòñÿ â òîì, ÷òî ðàçìåð ôëóêòóàöèîííîé îáëàñòè (ñ òî÷êè çðåíèÿ
ôóíêöèîíàëà Ãèíçáóðãà � Ëàíäàó) ïîëó÷àåòñÿ ïîðÿäêà ñàìîé êðèòè÷åñêîé òåì-
ïåðàòóðû. Òàêèì îáðàçîì åùå ðàç ïîäòâåðæäàåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî âûðàæåíèå
(4.78) ïðèìåíèìî âïëîòü äî Tc: îáëàñòü, â êîòîðîé àñèìïòîòèêà (4.78) íå ðàáî-
òàåò, îêàçûâàåòñÿ î÷åíü óçêîé, è â íåé ïðîèñõîäèò ðåçêîå óìåíüøåíèå ùåëè äî
íóëÿ.

Ïîäâîäÿ èòîã, åùå ðàç ïåðå÷èñëèì ðàçëè÷íûå àñèìïòîòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ
äëÿ ùåëè â ðåæèìå ñëàáîé êóëîíîâñêîé áëîêàäû

Ẽg(T ) =





Eg − 1

2

√
ECδ

ln(2∆/Eg)
, T ¿ Eg;

Eg − 1

2

√
ECδ

ln(2γ∆/πT )
, Eg ¿ T ¿ Eg

√
(EC/δ) ln(∆/Eg);

Eg − Tδ

4Eg ln(2γ∆/πT )
, Eg

√
(EC/δ) ln(∆/Eg) ¿ T ¿ Tc.

(4.79)

Îáùèé ñëó÷àé

Óðàâíåíèå äëÿ êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû (4.65) ìîæíî ðåøàòü ÷èñëåííî. Íà
Ðèñ. 4.11 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü Tc(EC) äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé îòíîøåíèÿ
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0 1 2 3
0

1

2

3

PSfrag replaements T
c
δ/

E
2 g

ECδ/E2
g

Ðèñ. 4.11. Çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû Tc îò âåëè÷èíû çàðÿäîâîé ýíåð-
ãèè EC ïðè íóëåâîì ïîòåíöèàëå çàòâîðà è íåñêîëüêèõ çíà÷åíèÿõ ∆. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ
ñîîòâåòñòâóåò ∆δ/E2

g = 5.00, ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � ∆δ/E2
g = 17.7, øòðèõïóíêòèðíàÿ

ëèíèÿ � ∆δ/E2
g = 70.0. Ïðè ∆δ/E2

g áîëüøå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ 17.7 (ïóíêòèð-
íàÿ ëèíèÿ) êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà ñòàíîâèòñÿ íåîäíîçíà÷íîé ôóíêöèåé EC , ÷òî
ïðèâîäèò ê âîçâðàòíîé çàâèñèìîñòè Ẽg(T ), êîòîðàÿ ïðîèëëþñòðèðîâàíà íà Ðèñ. 4.12.
Êðóæêîì îòìå÷åíà êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà (ECδ/E2

g = 2.05, Tcδ/E2
g = 0.536). Òî÷êè âîç-

âðàòà ôóíêöèè Tc(EC) îáîçíà÷åíû øòðèõøòðèõïóíêòèðíîé ëèíèåé.

0 0.5 1
0.0

0.2

0.4

0.6

PSfrag replaements Ẽ
g
/E

g

Tδ/E2
g

Ðèñ. 4.12. Çàâèñèìîñòü òåðìîäèíàìè÷åñêîé ùåëè Ẽg îò òåìïåðàòóðû äëÿ ∆δ/E2
g =

70.0 (øòðèõïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ íà Ðèñ. 4.11). Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ îòâå÷àåò ECδ/E2
g =

2.60, ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � ECδ/E2
g = 2.67, øòðèõïóíêòèðíàÿ � ECδ/E2

g = 2.75.
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∆δ/E2
g . Åñëè ýòî îòíîøåíèå ïðåâûøàåò 17.7, êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà îêàçû-

âàåòñÿ íåîäíîçíà÷íîé ôóíêöèåé EC . Ïðè ýòîì â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, ñîîòâåò-
ñòâóþùåé q ∼ 1, ùåëü äåìîíñòðèðóåò âîçâðàòíîå ïîâåäåíèå ñ èçìåíåíèåì òåì-
ïåðàòóðû. Íà Ðèñ. 4.12 èçîáðàæåíû êðèâûå çàâèñèìîñòè ùåëè îò òåìïåðàòóðû,
èëëþñòðèðóþùèå ïîÿâëåíèå òàêîãî âîçâðàòíîãî ïîâåäåíèÿ.

4.2 Ñâåðõïðîâîäÿùèé òîê â SINIS êîíòàêòå
Ðàçâèòûé â ýòîé ãëàâå ìåòîä îïèñàíèÿ êóëîíîâñêèõ ýôôåêòîâ â êîíòàêòå íîð-
ìàëüíîé ãðàíóëû è ñâåðõïðîâîäíèêà ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé, êîãäà ê ãðà-
íóëå ïðèñîåäèíåíî äâà ñâåðõïðîâîäÿùèõ ðåçåðâóàðà. Ïðè ýòîì ýôôåêò áëè-
çîñòè ïðîÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî â îáðàçîâàíèè ùåëè â ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé íîð-
ìàëüíîãî ìåòàëëà, íî è â âèäå ýôôåêòà Äæîçåôñîíà. Íèæå áóäåò âû÷èñëåíà
çàâèñèìîñòü ïðîòåêàþùåãî ÷åðåç ñèñòåìó ñâåðõïðîâîäÿùåãî òîêà îò ïðèëîæåí-
íîé ê êîíòàêòó ðàçíîñòè ôàç è íàéäåíà âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî
(êðèòè÷åñêîãî) ñâåðõòîêà.

Ñ ýêñïåðèìåíòàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé òàêæå óäîáíî èçó-
÷àòü â ñèñòåìå ñ äâóìÿ ñâåðõïðîâîäÿùèìè áåðåãàìè. Íàéäåííûå âûøå â ýòîé
ãëàâå çàâèñèìîñòè ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðèñòèê îò çàðÿäîâîé ýíåðãèè òðóäíî èç-
ìåðÿòü íåïîñðåäñòâåííî, ïîòîìó ÷òî åìêîñòü îáðàçöà íåëüçÿ ìåíÿòü â õîäå
ýêñïåðèìåíòà. Âìåñòî ýòîãî ìîæíî íàõîäèòü çàâèñèìîñòü ùåëè â ïëîòíîñòè
ñîñòîÿíèé îò ïðèëîæåííîé ðàçíîñòè ôàç. Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, èçìåíåíèå
ðàçíîñòè ôàç ïîçâîëÿåò, äî íåêîòîðîé ñòåïåíè, ïîäñòðàèâàòü ýôôåêòèâíóþ âå-
ëè÷èíó çàðÿäîâîé ýíåðãèè.

4.2.1 Çàâèñèìîñòü òîêà îò ðàçíîñòè ôàç
Ðàññìîòðèì SINIS êîíòàêò, ñîñòîÿùèé èç íîðìàëüíîé ìåòàëëè÷åñêîé ãðàíóëû,
ñîåäèíåííîé òóííåëüíûìè êîíòàêòàìè ñ äâóìÿ ñâåðõïðîâîäíèêàìè. Ïðèìåðíàÿ
ñõåìà ýêñïåðèìåíòà èçîáðàæåíà íà Ðèñ. 4.13. Áóäåì óñëîâíî íàçûâàòü ñâåðõïðî-
âîäÿùèå áåðåãà �ëåâûì� è �ïðàâûì�; îòíîñÿùèåñÿ ê íèì ïàðàìåòðû ñíàáæàåì
èíäåêñàìè �L� è �R� ñîîòâåòñòâåííî. Òàê áåçðàçìåðíûå êîíäàêòàíñû êîíòàêòîâ
îáîçíà÷àåì GL è GR, à âçàèìíûå åìêîñòè ãðàíóëû è êàæäîãî èç áåðåãîâ � CL

è CR. Â äàëüíåéøåì íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü çàâèñèìîñòü ïðîòåêàþùåãî ÷åðåç
ãðàíóëó ñâåðõòîêà îò ðàçíîñòè ôàç ìåæäó ñâåðõïðîâîäíèêàìè ϕ. Äëÿ ôèêñà-
öèè ðàçíîñòè ôàç ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáà ñâåðõïðîâîäíèêà çàìêíóòû â êîëüöî,
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SS NPSfrag replaements
CL GL CRGR

Vg
Cg

Φ

Ðèñ. 4.13. SINIS êîíòàêò, ê êîòîðîìó ïðèëîæåíà îïðåäåëåííàÿ ðàçíîñòü ôàç. Ïóíê-
òèðíûìè ëèíèÿìè èçîáðàæåíû ýëåìåíòû ýêâèâàëåíòíîé ñõåìû. Íîðìàëüíàÿ ãðàíóëà
ñâÿçàíà ñî ñâåðõïðîâîäíèêàìè òóííåëüíûìè êîíòàêòàìè ñ áåçðàçìåðíûìè êîíäàê-
òàíñàìè GL è GR è åìêîñòÿìè CL è CR. Çàòâîð ñâÿçàí ñ ãðàíóëîé åìêîñòüþ Cg;
íà íåãî ïîäàåòñÿ îòðèöàòåëüíûé ïîòåíöèàë −Vg. Ìàãíèòíûé ïîòîê Φ, ïðîïóñêàåìûé
÷åðåç ñâåðõïðîâîäÿùåå êîëüöî, ñîçäàåò íà êîíòàêòå ðàçíîñòü ôàç ϕ = 2eΦ/~c.

÷åðåç êîòîðîå ïðîïóùåí îïðåäåëåííûé ìàãíèòíûé ïîòîê, êàê ýòî èçîáðàæåíî
íà Ðèñ. 4.13. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò íîðìàëüíûé ýëåêòðîä çàòâîðà, êîòîðûé
ñâÿçàí ñ ãðàíóëîé åìêîñòüþ Cg è íà êîòîðûé ïîäàåòñÿ îòðèöàòåëüíûé ïîòåí-
öèàë −Vg îòíîñèòåëüíî îáîèõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ.

Âûâîä ýôôåêòèâíîé òåîðèè äëÿ SINIS êîíòàêòà ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò ðàñ-
ñóæäåíèÿ ðàçäåëîâ 4.1.1 è 4.1.2. Äåéñòâèå äèíàìè÷åñêîé σ-ìîäåëè èìååò âèä,
àíàëîãè÷íûé (4.14), íî ñ äâóìÿ ãðàíè÷íûìè ÷ëåíàìè

S[Q̃,K] =
∑

a

∫
dτ

C0

2e2

[
K̇a

τ + ie
CgVg

C0

]2

−

− π

4
Tr

[
e−iτzK

(
GLQ

(L)
S + GRQ

(R)
S

)
eiτzKQ̃

]
− π

δ
Tr

[
ετzQ̃

]
, (4.80)

â êîòîðîì ïîä C0 ïîíèìàåòñÿ ïîëíàÿ åìêîñòü ãðàíóëû C0 = CL + CR + Cg.
Äëÿ ìàòðèö Q

(L,R)
S ñâåðõïðîâîäÿùèõ áåðåãîâ ïðè ýíåðãèÿõ ãîðàçäî ìåíüøå ∆

ìîæíî âûáðàòü ñèììåòðè÷íóþ êàëèáðîâêó (2.53). Â èòîãå íèçêîýíåðãåòè÷åñêîå
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äåéñòâèå (4.18) ïðèîáðåòàåò âèä

S[Q̃,K] = −π

δ
Tr

[
ετzQ̃

]
+

∑
a

∫
dτ

{(
K̇a

τ

)2

4EC

+ iNK̇a
τ −

e2N2

2C0

−

− π

4

[
GL cos

(
2Ka

τ + ϕ/2
)

+ GR cos
(
2Ka

τ − ϕ/2
)]

tr
(
τxQ̃

aa
ττ

)−

− π

4

[
GL sin

(
2Ka

τ + ϕ/2
)

+ GR sin
(
2Ka

τ − ϕ/2
)]

tr
(
τyQ̃

aa
ττ

)
}

. (4.81)

Ïåðåíîðìèðîâêà åìêîñòè, ó÷èòûâàþùàÿ âêëàä âûñîêîýíåðãåòè÷íûõ ìîä, îïðå-
äåëÿåòñÿ âëèÿíèåì îáîèõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ

C = C0 +
e2

2∆
(GL + GR). (4.82)

×òîáû ïðèìåíèòü àäèàáàòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå, èñïîëüçóåì äëÿ ìàòðèöû Q̃

ñòàöèîíàðíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ (4.19). Ïåðåìåííûå K è Q̃ ðàçäåëÿþòñÿ, à äåé-
ñòâèå ïðèîáðåòàåò âèä (4.20, 4.21), ïðè÷åì âåëè÷èíà êîíäàêòàíñà GT, âõîäÿùàÿ
â îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà q, òåïåðü çàâèñèò îò ðàçíîñòè ôàç

GT(ϕ) =
√

G2
L + G2

R + 2GLGR cos ϕ. (4.83)

Ñîîòâåòñòâåííî, îêàçûâàåòñÿ çàâèñÿùåé îò ϕ è âåëè÷èíà çàòðàâî÷íîé ùåëè Eg,
êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ êîíäàêòàíñîì ñîîòíîøåíèåì (4.1). Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ
Eg(ϕ) â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîãî êîíòàêòà ñ áëèçêîé ê π ðàçíîñòüþ ôàç âîñïðî-
èçâîäèò ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â ðàçäåëå 2.2.1. Ñ ó÷åòîì óêàçàííîé çàâèñèìî-
ñòè Eg(ϕ) ïîëíîñòüþ ñîõðàíÿþò ñâîþ ñèëó âñå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå âûøå
â ýòîé ãëàâå.

Âåëè÷èíà çàðÿäîâîé ýíåðãèè EC , êîòîðàÿ òåïåðü îïðåäåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì
ïîëíîé åìêîñòè (4.82), íå ïîääàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîìó èçìåíåíèþ â óñëîâèÿõ
ðåàëüíîãî ýêñïåðèìåíòà. Îäíàêî âî âñå ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû, ýòîò ïàðàìåòð
âõîäèò â âèäå áåçðàçìåðíîé êîìáèíàöèè ECδ/E2

g . Òàêèì îáðàçîì, èçìåíÿÿ ðàç-
íîñòü ôàç íà êîíòàêòå, ìîæíî ìåíÿòü è ýôôåêòèâíóþ âåëè÷èíó çàðÿäîâîé
ýíåðãèè.

Òåïåðü ïåðåõîäèì ê âû÷èñëåíèþ ñâåðõïðîâîäÿùåãî òîêà. Äëÿ ýòîãî áóäåì
èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííóþ ðàíåå ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ (4.52) è ñîîòíîøåíèå

I =
2e

~
dF
dϕ

. (4.84)
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Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ çàâèñèò îò ðàçíîñòè ôàç êàê ÷åðåç ïàðàìåòð ïîðÿäêà Ẽg, òàê
è ÷åðåç âõîäÿùóþ íåïîñðåäñòâåííî çàòðàâî÷íóþ âåëè÷èíó ùåëè Eg(ϕ). Ïðèíè-
ìàÿ âî âíèìàíèå óðàâíåíèå íà ùåëü (4.54) à òàêæå òîæäåñòâî (4.24), ìîæíî
ñâåñòè âûðàæåíèå äëÿ òîêà ê

I(ϕ) =
eδ2ECẼgq

4~E3
g(ϕ)

GLGR sin ϕ. (4.85)

Âûðàçèâ òîê â òàêîì âèäå, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîëó÷åííûìè ðàíåå ðåçóëü-
òàòàìè äëÿ çíà÷åíèé Ẽg è q â ðàçëè÷íûõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ. Äëÿ ïðîñòîòû
îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì íóëåâîé òåìïåðàòóðû.

Ñëàáàÿ êóëîíîâñêàÿ áëîêàäà

Ïðåäåë ñëàáîé êóëîíîâñêîé áëîêàäû ñîîòâåòñòâóåò áîëüøèì çíà÷åíèÿì ïàðà-
ìåòðà q. Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ðàçíîñòè ôàç çàòðàâî÷íàÿ âåëè÷èíà ùåëè Eg

óìåíüøàåòñÿ. Ñîîòâåòñòâåííî ýòîìó êóëîíîâñêèå ýôôåêòû, ïî ñðàâíåíèþ ñ ýô-
ôåêòîì áëèçîñòè, ñòàíîâÿòñÿ îòíîñèòåëüíî ñèëüíåå. Â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîãî
(GL = GR) êîíòàêòà Eg îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè ϕ = π. Òàêèì îáðàçîì, ðåæèì
ñëàáîé êóëîíîâñêîé áëîêàäû çàâåäîìî ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ ïðè íå ñëèøêîì
áîëüøîé ðàçíîñòè ôàç.

Áóäåì ðåøàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé (4.24,4.25) ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðè-
áëèæåíèé. Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà ùåëè Ẽg ñëàáî îòëè÷àåòñÿ îò ñâîåãî çàòðàâî÷-
íîãî çíà÷åíèÿ â ðåæèìå ñëàáîé êóëîíîâñêîé áëîêàäû, ìîæíî íà÷àòü âû÷èñëå-
íèÿ ñ ïîäñòàíîâêè çíà÷åíèÿ Ẽg = Eg â óðàâíåíèå (4.25). Ýòî ïîçâîëÿåò îïðå-
äåëèòü ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà q, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì q0. Îíî
ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì (4.27)

q0 =
E2

g(ϕ)

ECδ
ln

2∆

Eg(ϕ)
. (4.86)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòó âåëè÷èíó â (4.24), ìîæíî ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íîå çíà÷åíèå ùåëè
Ẽg, à çàòåì ñ ïîìîùüþ (4.25) óòî÷íèì è âåëè÷èíó q

Ẽg = Eg(ϕ)

[
1− 1

2
√

q
0

]
, q = q0

[
1− 1

2
√

q
0

]
. (4.87)

Òåïåðü ìîæíî ïîäñòàâèòü ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ â âûðàæåíèå äëÿ òîêà (4.85),
÷òî ïðèâîäèò ê

I(ϕ) = I0(ϕ)

[
1− 1√

q
0

]
, I0(ϕ) =

eδ

4~
GLGR ln

2∆

Eg(ϕ)
sin ϕ. (4.88)
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Ââåäåííàÿ çäåñü ôóíêöèÿ I0(ϕ) îïèñûâàåò çàâèñèìîñòü òîêà îò ðàçíîñòè ôàç
áåç ó÷åòà êóëîíîâñêèõ ýôôåêòîâ. Ðåàëüíàÿ âåëè÷èíà òîêà îêàçûâàåòñÿ íåìíîãî
ìåíüøå I0 â ìåðó ìàëîãî ïàðàìåòðà 1/

√
q0.

Ñèëüíàÿ êóëîíîâñêàÿ áëîêàäà

Â ïðîòèâîïîëîæíîì ïðåäåëå q ¿ 1 äëÿ âåëè÷èíû ùåëè ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ
âûðàæåíèåì (4.33), à çíà÷åíèå q óñòàíàâëèâàåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (4.32)

q =
2Ẽg

Eg

(1−N2). (4.89)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (4.85) ïîëó÷àåì

I(ϕ) =
2eδ2EC∆2

~E4
g (ϕ)

GLGR(1−N2) exp

[
− 4ECδ

E2
g (ϕ)

(1−N2)

]
sin ϕ. (4.90)

Âåëè÷èíà òîêà îêàçàëàñü ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëîé, ïðè÷åì îíà òàêæå ýêñïîíåí-
öèàëüíî óáûâàåò ñ ðîñòîì ϕ. Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, â ñèììåòðè÷íîì êîíòàê-
òå òàêàÿ çàâèñèìîñòü âñåãäà áóäåò ðåàëèçîâûâàòüñÿ ïðè ñòðåìëåíèè ðàçíîñòè
ôàç ê π, äàæå åñëè ïðè íóëåâîé ðàçíîñòè ôàç êîíòàêò íàõîäèòñÿ â ðåæèìå
ñëàáîé êóëîíîâñêîé áëîêàäû. Òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ çàâèñè-
ìîñòü òîêà îò ðàçíîñòè ôàç, îêàçûâàåòñÿ ðåçêî íåñèììåòðè÷íîé, â îòëè÷èå îò
ðåçóëüòàòà, ïîëó÷åííîãî â ïðåíåáðåæåíèè êóëîíîâñêèì âçàèìîäåéñòâèåì.

Â ðåæèìå ñèëüíîãî êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ òîê îêàçûâàåòñÿ ñèëüíî çà-
âèñÿùèì îò íàïðÿæåíèÿ íà çàòâîðå. Óâåëè÷åíèå ïîòåíöèàëà çàòâîðà ïðèâîäèò
ê ÷àñòè÷íîìó ýêðàíèðîâàíèþ êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, êàê ýòî îáúÿñíÿ-
ëîñü â ðàçäåëå 4.1.3, è, êàê ñëåäñòâèå, ê ðîñòó ñâåðõïðîâîäÿùåãî òîêà.

Îáùèé ñëó÷àé

×èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.24,4.25) ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü õàðàê-
òåðèñòèêè òîê�ôàçà ïðè ïðîèçâîëüíîì ñîîòíîøåíèè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Ðå-
çóëüòàòû òàêîãî ðàñ÷åòà äëÿ ñèììåòðè÷íîãî êîíòàêòà ïðèâåäåíû íà Ðèñ. 4.14.
Òàêæå, äëÿ ñðàâíåíèÿ, ïîêàçàíû êðèâûå, ñîîòâåòñòâóþùèå àíàëèòè÷åñêèì ðå-
çóëüòàòàì (4.88) è (4.90).

4.2.2 Êðèòè÷åñêèé òîê
Ïîääåðæèâàòü îïðåäåëåííóþ ðàçíîñòü ôàç íà êîíòàêòå íå âñåãäà óäîáíî ñ ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ. Îáû÷íî ãîðàçäî ëåã÷å ôèêñèðîâàòü ïðîòåêàþ-
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Ðèñ. 4.14. Õàðàêòåðèñòèêè òîê�ôàçà äëÿ ñèììåòðè÷íîãî SINIS êîíòàêòà ñ GL =

GR = 20, ∆/Eg = 150, Vg = 0 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ çàðÿäîâîé ýíåðãèè EC .
Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � EC = 0 (I0(ϕ) èç ôîðìóëû (4.88)), ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � ECδ/E2

g =

0.5, øòðèõïóíêòèðíàÿ � ECδ/E2
g = 1.5, øòðèõøòðèõïóíêòèðíàÿ � ECδ/E2

g = 2.5.
Òî÷å÷íûå ëèíèè èëëþñòðèðóþò àñèìïòîòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè (4.88) è (4.90).

ùèé ÷åðåç ñèñòåìó òîê. Ïðè ýòîì ìîæíî èçìåðèòü âåëè÷èíó ìàêñèìàëüíîãî
òîêà, êîòîðûé ìîæåò ïðîòåêàòü ÷åðåç êîíòàêò áåç íàïðÿæåíèÿ. Ýòî çíà÷åíèå
êðèòè÷åñêîãî òîêà ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìóìó ôóíêöèè I(ϕ), âû÷èñëåíèþ êî-
òîðîé áûë ïîñâÿùåí ïðåäûäóùèé ðàçäåë. Â ýòîì ðàçäåëå áóäåò íàéäåíà çà-
âèñèìîñòü êðèòè÷åñêîãî òîêà îò òåìïåðàòóðû ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ EC .
Èìåííî òàêèå õàðàêòåðèñòèêè îáû÷íî èçìåðÿþòñÿ â ýêñïåðèìåíòå.

Ñëàáàÿ êóëîíîâñêàÿ áëîêàäà

Â ðåæèìå ñëàáîé êóëîíîâñêîé áëîêàäû òîê êàê ôóíêöèÿ îò ôàçû îïðåäåëÿåòñÿ
âûðàæåíèåì (4.88). Çàâèñèìîñòü Eg îò ϕ â àðãóìåíòå ëîãàðèôìà ìîæíî íå
ó÷èòûâàòü, ïîýòîìó ìàêñèìóì òîêà äîñòèãàåòñÿ îêîëî ϕ = π/2

Ic =
eδ

4~
GLGR ln

2∆

Eg1

[
1−

√
ECδ

E2
g1 ln(2∆/Eg1)

]
. (4.91)

Çäåñü Eg1 îáîçíà÷àåò çíà÷åíèå Eg, âçÿòîå ïðè ϕ = π/2

Eg1 =
δ

4

√
G2

L + G2
R. (4.92)

Ïðè ìàëûõ òåìïåðàòóðàõ T ¿ Eg1 íàéäåííàÿ âåëè÷èíà êðèòè÷åñêîãî òîêà
ñîõðàíÿåòñÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê âåëè÷èíà ùåëè (4.79) íå çàâèñåëà îò òåìïå-
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ðàòóðû â ýòîì ïðåäåëå. Ïðè á�îëüøèõ òåìïåðàòóðàõ äëÿ Ẽg ñïðàâåäëèâî âû-
ðàæåíèå (4.76), â êîòîðîå ìîæíî ïîäñòàâèòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà q èç (4.59).
Âûäåëèì îáëàñòü òåìïåðàòóð Eg1 ¿ T ¿ Eg

√
(EC/δ) ln(∆/Eg1), â êîòîðîé ãè-

ïåðáîëè÷åñêèé êîòàíãåíñ ìîæíî çàìåíèòü íà 1. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå òîêà,
ïî-ïðåæíåìó, äîñòèãàåòñÿ ïðè ϕ = π/2 è ñîñòàâëÿåò

Ic(T ) =
eδ

4~
GLGR ln

2γ∆

πT

[
1−

√
ECδ

E2
g1 ln(2γ∆/πT )

]
. (4.93)

Ïðè åùå áîëüøèõ òåìïåðàòóðàõ Eg

√
(EC/δ) ln(∆/Eg1) ¿ T ¿ Tc àðãóìåíò

ãèïåðáîëè÷åñêîãî êîòàíãåíñà â (4.76) ñòàíîâèòñÿ ìàëûì, ïî íåìó ìîæíî ñäå-
ëàòü ðàçëîæåíèå. Ïðè ýòîì êðèòè÷åñêèé òîê, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ϕ = π/2,
ðàâåí

Ic(T ) =
eδ

4~
GLGR ln

2γ∆

πT

[
1− Tδ

2E2
g1 ln(2γ∆/πT )

]
. (4.94)

Ýòà ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà âïëîòü äî êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû (4.73), êàê è
àíàëîãè÷íàÿ çàâèñèìîñòü äëÿ ùåëè (4.78).

Îáîáùàÿ, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî â ðåæèìå ñëàáîé êóëîíîâñêîé áëîêàäû ìàê-
ñèìàëüíàÿ âåëè÷èíà òîêà ïðè âñåõ òåìïåðàòóðàõ (çà èñêëþ÷åíèåì íåïîñðåä-
ñòâåííîé îêðåñòíîñòè Tc) äîñòèãàåòñÿ îêîëî ðàçíîñòè ôàç ϕ = π/2. Íåáîëüøàÿ
îòðèöàòåëüíàÿ ïîïðàâêà ê êðèòè÷åñêîìó òîêó, ñâÿçàííàÿ ñ êóëîíîâñêèìè ýô-
ôåêòàìè, âäâîå áîëüøå ñîîòâåòñòâóþùåé ïîïðàâêè â âåëè÷èíó ùåëè (4.79).

Ñèëüíàÿ êóëîíîâñêàÿ áëîêàäà

Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà q ñâåðõïðîâîäÿùèé òîê â SINIS êîíòàêòå
(4.90) îêàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ñèëüíî ïîäàâëåííûì. Ïðè ýòîì åãî ìàê-
ñèìàëüíîå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ðàçíîñòè ôàç ϕ. Äèô-
ôåðåíöèðóÿ âûðàæåíèå (4.90) ïî ϕ, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïðîèçâîäíîé Eg(ϕ) â
ïðåäýêñïîíåíòå è ïîëó÷èòü çíà÷åíèå ðàçíîñòè ôàç, îòâå÷àþùåå ìàêñèìàëüíî-
ìó òîêó,

ϕc =
√

2E2
g0

[
ECδ3GLGR(1−N2)

]−1/2
. (4.95)

Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå äëÿ çàòðàâî÷íîé ùåëè ïðè íóëåâîé ðàçíîñòè ôàç

Eg0 =
δ

4
(GL + GR). (4.96)

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííóþ âåëè÷èíó ϕc â (4.90) ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ äëÿ êðè-
òè÷åñêîãî òîêà ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå

Ic =
2e∆2

~E4
g0

√
2ECδGLGR(1−N2) exp

[
−4ECδ

E2
g0

(1−N2)

]
. (4.97)
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Ðèñ. 4.15. Îòíîñèòåëüíîå óñèëåíèå êðèòè÷åñêîãî òîêà â ñèììåòðè÷íîì SINIS êîíòàê-
òå ñ ïàðàìåòðàìè GL = GR = 20, ∆/Eg = 150 â çàâèñèìîñòè îò ïîòåíöèàëà çàòâîðà
ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ çàðÿäîâîé ýíåðãèè EC . Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � ECδ/E2

g = 1.5,
ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � ECδ/E2

g = 2.0, øòðèõïóíêòèðíàÿ � ECδ/E2
g = 2.5.

Ýòîò êðèòè÷åñêèé òîê óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì íàïðÿæåíèÿ íà çàòâîðå. Ïðè÷è-
íà îñëàáëåíèÿ êóëîíîâñêèõ ýôôåêòîâ, ëåæàùàÿ â îñíîâå ýòîãî ýôôåêòà, îáúÿñ-
íÿëàñü â ðàçäåëå 4.1.3 íà ïðèìåðå âåëè÷èíû ùåëè Ẽg. Äëÿ SINIS êîíòàêòà â ïðå-
äåëå ñèëüíîé êóëîíîâñêîé áëîêàäû ìîæíî ãîâîðèòü î ñïåöèôè÷åñêîì ñâåðõïðî-
âîäÿùåì òðàíçèñòîðå, ÷åðåç êîòîðûé êóïåðîâñêèå ïàðû ïðîõîäÿò ïîîäèíî÷êå.
Ýòà ñèòóàöèÿ àíàëîãè÷íà ìîäåëè îäíîýëåêòðîííîãî òðàíçèñòîðà òðàíçèñòîðà
[51], îñíîâàííîãî íà ýôôåêòå êóëîíîâñêîé áëîêàäû íîðìàëüíîé ñèñòåìå. Ïîõî-
æàÿ ìîäåëü òðàíçèñòîðà ñî ñâåðõïðîâîäÿùåé ãðàíóëîé èçó÷àëàñü â ðàáîòå [81],
áåç ó÷åòà ýôôåêòà áëèçîñòè. Çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîãî òîêà îò ïîòåíöèàëà
çàòâîðà èçîáðàæåíà íà Ðèñ. 4.15

Òåïåðü óñòàíîâèì òåìïåðàòóðíóþ çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîãî òîêà. Ïðè ìà-
ëûõ òåìïåðàòóðàõ T ¿ Tc ê ùåëè åñòü ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûå ïîïðàâêè (4.79).
Îäíàêî àíàëîãè÷íîå âû÷èñëåíèå äëÿ êðèòè÷åñêîãî òîêà ïðèâîäèò ê ÷åðåñ÷óð
ãðîìîçäêîìó ðåçóëüòàòó. Çíà÷åíèå îïòèìàëüíîé ðàçíîñòè ôàç (4.95) áûëî íàé-
äåíî èç óñëîâèÿ ìàêñèìàëüíîñòè òîêà, ïðåíåáðåãàÿ çàâèñèìîñòüþ Eg îò ϕ. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ê âåëè÷èíå (4.97) ñóùåñòâóþò ìàëûå ïî ïàðàìåòðó q ïîïðàâêè
íåýêñïîíåíöèàëüíîãî õàðàêòåðà, ïîýòîìó ó÷åò òåìïåðàòóðíîãî âêëàäà áûë áû
ïðåâûøåíèåì òî÷íîñòè.

Äëÿ òåìïåðàòóð áëèçêèõ ê Tc ìîæíî óñòàíîâèòü çàêîí óáûâàíèÿ êðèòè÷å-
ñêîãî òîêà. Äëÿ ýòîãî áóäåì èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèå (4.69) äëÿ ùåëè Ẽg è
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ôîðìóëó (4.89) äëÿ q. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (4.85) èìååì

I(ϕ, T ) =
4π2

7ζ(3)

eδ2EC

~E4
g(ϕ)

GLGR(1−N2)Tc(ϕ)
(
Tc(ϕ)− T

)
sin ϕ. (4.98)

Çäåñü Tc(ϕ) èìååò ñìûñë ìèíèìàëüíîé òåìïåðàòóðû, ïðè êîòîðîé ñâåðõïðî-
âîäÿùèé òîê îáðàùàåòñÿ â íîëü äëÿ ðàçíîñòè ôàç ϕ. Ýòà òåìïåðàòóðà îïðå-
äåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (4.66), â êîòîðóþ íóæíî ïîäñòàâèòü çàâèñèìîñòü Eg(ϕ).
Çíà÷åíèå îïòèìàëüíîé ðàçíîñòè ôàç, ïðè êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì òîêà,
íàõîäèì, äèôôåðåíöèðóÿ ôóíêöèþ I(ϕ) è ó÷èòûâàÿ ïðè ýòîì áëèçîñòü T ê Tc

ϕc = 2E2
g0

√
1− T/Tc

ECδ3GLGR(1−N2)
. (4.99)

Çäåñü ïîä Tc ìîæíî ïîäðàçóìåâàòü èñòèííóþ êðèòè÷åñêóþ òåìïåðàòóðó Tc =

lim
ϕ→0

Tc(ϕ), ïîñêîëüêó ϕc ¿ 1. Âåëè÷èíà êðèòè÷åñêîãî òîêà òåïåðü íàõîäèòñÿ
ïîäñòàíîâêîé íàéäåííîãî çíà÷åíèÿ ϕc â (4.98)

Ic(T ) =
8π2

7ζ(3)

eT 2
c

~E2
g0

√
ECδGLGR(1−N2)

(
1− T/Tc

)3/2
. (4.100)

Êàê è âûðàæåíèå äëÿ ùåëè (4.69), ýòîò ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ ïðè òåìïåðàòóðàõ
èç èíòåðâàëà (4.70).

Îáùèé ñëó÷àé

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà âåëè÷èíû ìàêñèìàëüíîãî ñâåðõïðîâîäÿùåãî
òîêà êàê ôóíêöèè EC ïðèâåäåíû íà Ðèñ. 4.16, à òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü
èçîáðàæåíà íà Ðèñ. 4.17.

Êàê îáúÿñíÿëîñü â ðàçäåëå 4.1.6, â ïðîìåæóòî÷íîì ñëó÷àå q ∼ 1 âîçìîæíî
âîçâðàòíîå ïîâåäåíèå ùåëè Ẽg ñ òåìïåðàòóðîé. Òàêîé æå âîçâðàòíûé õàðàêòåð
äîëæåí áûòü è ó ôóíêöèè Ic(T ). Îäíàêî âáëèçè êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû òîê
óáûâàåò ãîðàçäî áûñòðåå, ÷åì Ẽg, ÷òî íåòðóäíî óñòàíîâèòü ñðàâíèâàÿ (4.100) ñ
(4.69). Ïîýòîìó âåëè÷èíà âîçâðàòíîãî çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêîãî òîêà îêàçûâàåòñÿ
÷ðåçâû÷àéíî ìàëîé è âðÿä ëè ìîæåò áûòü ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðåíà.
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6

PSfrag replaements I c
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δ/

eE
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0

ECδ/E2
g0

Ðèñ. 4.16. Çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîãî òîêà ñèììåòðè÷íîãî SINIS êîíòàêòà ñ ïàðàìåò-
ðàìè GL = GR = 20, ∆/Eg = 150 îò âåëè÷èíû çàðÿäîâîé ýíåðãèè EC ïðè ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèÿõ ïîòåíöèàëà çàòâîðà. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � N = 0, ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ �
N = 0.2, øòðèõïóíêòèðíàÿ � N = 0.4, øòðèõøòðèõïóíêòèðíàÿ � N = 0.5. Òî÷å÷-
íûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû àñèìïòîòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè (4.91) è (4.97).

0 0.5 1 1.5
0

1

2

3

PSfrag replaements I c
~
δ/

eE
2 g
0

Tδ/E2
g0

Ðèñ. 4.17. Çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîãî òîêà ñèììåòðè÷íîãî SINIS êîíòàêòà ñ ïàðàìåò-
ðàìè GL = GR = 20, ∆/Eg = 150, Vg = 0 îò òåìïåðàòóðû ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíè-
ÿõ çàðÿäîâîé ýíåðãèè EC : Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � ECδ/E2

g = 0.5, ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ �
ECδ/E2

g = 1.5, øòðèõïóíêòèðíàÿ � ECδ/E2
g = 2.5.
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Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

1. Ïîñòðîåíà ÿâíàÿ ïàðàìåòðèçàöèè ìíîãîîáðàçèÿ ñóïåðìàòðè÷íîé σ-ìîäå-
ëè äëÿ ãèáðèäíûõ ñòðóêòóð è êëàññèôèêàöèÿ âñåõ ñåäëîâûõ òî÷åê. Âû-
÷èñëåí ãëàâíûé èíñòàíòîííûé âêëàä â ïîäùåëåâóþ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé.
Ñ ó÷åòîì âñåõ âîçìîæíûõ ñåäëîâûõ òî÷åê íàéäåíà òî÷íàÿ çàâèñèìîñòü
ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé îò ýíåðãèè îêîëî êðàÿ ñïåêòðà, âêëþ÷àÿ âñþ ôëóê-
òóàöèîííóþ îáëàñòü.

2. Èçó÷åíî âëèÿíèå òóííåëüíûõ êîíòàêòîâ è ðàçíîñòè ôàç íà ñïåêòð êâàçè-
ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé â ãèáðèäíîé ñòðóêòóðå. Ïîêàçàíî, ÷òî êîëè-
÷åñòâî êâàçèëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé âîçðàñòàåò ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ
ùåëè íèæå îïðåäåëåííîãî êðèòè÷åñêîãî óðîâíÿ êàê çà ñ÷åò òóííåëüíûõ
êîíòàêòîâ, òàê è çà ñ÷åò ïðîòåêàþùåãî ÷åðåç ñèñòåìó äæîçåôñîíîâñêîãî
òîêà. Ïðîäåìîíñòðèðîâàíû ñõîäñòâà è ðàçëè÷èÿ ðåçóëüòàòîâ ìèêðîñêîïè-
÷åñêîé òåîðèè ñ ïðåäñêàçàíèÿìè òåîðèè ñëó÷àéíûõ ìàòðèö äëÿ ïëîòíîñòè
ñîñòîÿíèé îêîëî êðàÿ ñïåêòðà â ñëó÷àå îðòîãîíàëüíîãî è óíèòàðíîãî àí-
ñàìáëåé Âèãíåðà � Äàéñîíà.

3. Â ðàìêàõ íåíóëüìåðíîé σ-ìîäåëè èçó÷åíû ðàçëè÷íûå ñëó÷àè íåóíèâåð-
ñàëüíîé çàâèñèìîñòè ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé â ãèáðèäíîé ñòðóêòóðå îò ýíåð-
ãèè. Ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû äëÿ ñòðóêòóð ñ êîíòàêòàìè áîëüøîé ïëîùàäè.
Âû÷èñëåíà ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé âäàëè îò êâàçèêëàññè÷åñêîãî êðàÿ ñïåê-
òðà.

4. Ïîñòðîåíà ñàìîñîãëàñîâàííàÿ òåîðèÿ äëÿ ó÷åòà êóëîíîâñêèõ ýôôåêòîâ
â íîðìàëüíîé ìåòàëëè÷åñêîé ãðàíóëå, ñîåäèíåííîé ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì
òóííåëüíûì êîíòàêòîì. Íàéäåíà çàâèñèìîñòü ùåëè â ýëåêòðîííîì ñïåê-
òðå îò åìêîñòè ãðàíóëû. Ïîêàçàíî, ÷òî êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå ïðè-
âîäèò ê äâóõñòóïåí÷àòîé çàâèñèìîñòè òóííåëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé îò
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ýíåðãèè. Èçó÷åíà çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû ùåëè â ñïåêòðå îò íàïðÿæåíèÿ
íà çàòâîðå è êâàíòîâàíèå çàðÿäà ãðàíóëû â ðåæèìå êóëîíîâñêîé áëîêàäû.
Âû÷èñëåíà òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü ùåëè è íàéäåíî çíà÷åíèå êðèòè-
÷åñêîé òåìïåðàòóðû. Ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ïîëó÷åíà
âîçâðàòíàÿ òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü ùåëè. Äëÿ ãðàíóëû, ïðèñîåäèíåí-
íîé ê äâóì ñâåðõïðîâîäíèêàì, ïîëó÷åíà çàâèñèìîñòü òîêà îò ðàçíîñòè
ôàç è âû÷èñëåíî çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîãî òîêà.

ß ãëóáîêî áëàãîäàðåí ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Ì.Â. Ôåéãåëüìàíó çà
èíòåðåñíûå íàó÷íûå çàäà÷è, ïîñòîÿííîå âíèìàíèå è ïîääåðæêó, Ì.À. Ñêâîð-
öîâó çà ìíîãî÷èñëåííûå ïîëåçíûå èäåè è ñîâåòû è ãîòîâíîñòü âíèêàòü â ñà-
ìûå ìåëêèå ïîäðîáíîñòè âû÷èñëåíèé, à òàêæå âñåì ñîòðóäíèêàì ÈÒÔ èì.
Ë.Ä. Ëàíäàó çà öåííûå îáñóæäåíèÿ è çàìå÷àíèÿ è çà óíèêàëüíóþ òâîð÷åñêóþ
àòìîñôåðó.
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Ïðèëîæåíèÿ

À Ïàðàìåòðèçàöèÿ W

Ìàòðèöà W ñîäåðæèò ïî 8 êîììóòèðóþùèõ è ãðàññìàíîâûõ ïàðàìåòðîâ è óäî-
âëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì (1.42). Ïàðàìåòðèçàöèÿ W áóäåò ðàçíîé äëÿ ñëó÷àÿ
êîíòàêòà áåç ðàçíîñòè ôàç, ðàññìîòðåííîãî â ãëàâå 1 è ðàçäåëå 2.1 ñëåäóþùåé
ãëàâû, è êîíòàêòà ñ áëèçêîé ê π ðàçíîñòüþ ôàç (ðàçäåë 2.2).

Ïàðàìåòðèçàöèÿ äëÿ êîíòàêòà áåç ðàçíîñòè ôàç

Äåéñòâèòåëüíûå ïåðåìåííûå ìû îáîçíà÷èì áóêâàìè a, b, c, d, m, n, p, q. Ïåðâûå
÷åòûðå ïàðàìåòðèçóþò FF-, à ïîñëåäíèå � BB-ñåêòîð W :

WFF =
1

2

(
−aσzτx + bσzτy − cσx + dσy

)
, (À1)

WBB =
i

2

(
mσzτx + nσxτz + p

σyτz − σzτy√
2

− q
σyτz + σzτy√

2

)
. (À2)

Ãðàññìàíîâû ïåðåìåííûå (λ, µ, ζ,κ, η, γ, ξ, ω) ïàðàìåòðèçóþò FB-ñåêòîð:

WFB =
1

4




0 λ− µ + ζ − κ λ + µ + ζ + κ 0

λ− µ− ζ + κ 0 0 λ + µ− ζ − κ
−γ − η + ξ + ω 0 0 γ − η + ξ − ω

0 −γ − η − ξ − ω γ − η − ξ + ω 0




.

(À3)
Óñëîâèå àíòèñàìîñîïðÿæåííîñòè W +W̄ = 0 ïîçâîëÿåò âûðàçèòü BF-ñåêòîð W

÷åðåç FB-ñåêòîð: WBF = iτxσx(W
FB)T σyτx.

Ìîæíî óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êîììóòèðóþùèìè ïåðåìåííûìè â W

è ôëóêòóàöèÿìè óãëîâ â ìàòðèöå Q. Ñâÿçü èìååò ñëåäóþùèé âèä:

a = 2 sin θFδϕF, b = 2δθF, c = 2 cos θFδkF

∣∣∣
χF=π

2

, d = 2 cos θFδkF

∣∣∣
χF=0

,

m = 2i sin θBδϕB, n = 2i sin kBχB, p = i
√

2δβ, q = i
√

2δα.

(À4)
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Îòìåòèì, ÷òî íà ïåðâîì èíñòàíòîíå ïåðåìåííàÿ n ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîé ìî-
äå � âðàùåíèþ óãëà χB.

Ïàðàìåòðèçàöèÿ äëÿ êîíòàêòà ñ áëèçêîé ê π ðàçíîñòüþ ôàç

Â ýòîì ñëó÷àå ìû èñïîëüçóåì áîëåå ïðîñòóþ ïàðàìåòðèçàöèþ

WFF =
1

2

(
−aσzτx + bσzτy − cσx + dσy

)
, (À5)

WBB =
i

2

(
mσzτx − nσzτy + pσxτz − qσyτz

)
, (À6)

WFB =
1

2
√

2




0 λ + ζ µ + κ 0

λ− ζ 0 0 µ− κ
−γ + ω 0 0 −η + ξ

0 −γ − ω −η − ξ 0




. (À7)

Êàê è âûøå, ñâÿçü FB- è BF-ñåêòîðà èìååò âèä WBF = iτxσx(W
FB)T σyτx.

Ñîîòâåòñòâèå ïðàìåòðèçàöèé W è Q äàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

a = 2 sin θFδϕF, b = 2δθF, c = 2 cos θFδkF

∣∣∣
χF=π

2

, d = 2 cos θFδkF

∣∣∣
χF=0

,

m = 2i sin θBδϕB, n = 2iδθB, p = 2iδkB

∣∣∣
χB=π

2

, q = 2iδkB

∣∣∣
χB=0

.

(À8)
×òîáû ñîâåðøèòü ïåðåõîä îò èíòåãðèðîâàíèÿ ïî Q ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî W ,

íóæíî âû÷èñëèòü ÿêîáèàí ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Îí, îäíàêî, îêà-
çûâàåòñÿ ðàâíûì åäèíèöå äëÿ îáåèõ èñïîëüçóåìûõ ïàðàìåòðèçàöèé, ÷òî ëåãêî
óñòàíàâëèâàåòñÿ èç ñëåäóþùåãî ðàâåíñòâà:

str (dQ)2 = str (dW )2 =

= da2 + db2 + dc2 + dd2 + dm2 + dn2 + dp2 + dq2 + dλ dη + dµ dγ + dζ dξ + dκ dω.

(À9)

Á Èíòåãðàëû òèïà Ýéðè
Â ýòîì ïðèëîæåíèè ìû ïîñ÷èòàåì èíòåãðàëû (1.61) è (2.77). Íà÷íåì ñ áîëåå
ñëîæíîãî èíòåãðàëà (1.61). Ïî w ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü ñðàçó (êîíòóð C1 íà
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Ðèñ. 3). Â ðåçóëüòàòå ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ñâåäåòñÿ ê ñóììå äâóõ âêëàäîâ:

〈ρ〉 = − 1

4π∆g

Im
[
Ai(ε)ρ1(ε) + Ai′(ε)ρ2(ε)

]
, (Á1)

ρ1(ε) =

∞∫

0

dm

∫

C3

dl (l3 + 3εl − lm + 1) exp

(
l3

3
+ ml − εl

)
, (Á2)

ρ2(ε) =

∞∫

0

dm

∫

C3

dl (3l2 −m + ε) exp

(
l3

3
+ ml − εl

)
. (Á3)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ρ1,2(ε) áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåé òàêòèêîé. Ñíà÷àëà èñ-
êëþ÷èì m èç ïðåäýêñïîíåíòû, âûðàçèâ åãî ÷åðåç ∂/∂l, çàòåì èçáàâèìñÿ îò
ïðîèçâîäíûõ èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì, âûðàçèì l ÷åðåç ∂/∂m è, íàêîíåö,
ïðîèíòåãðèðóåì ïî m òàì, ãäå ýòî âîçìîæíî. Â ðåçóëüòàòå èíòåãðàë ïî l îêà-
æåòñÿ òðèâèàëüíûì. Èòàê, íà÷íåì ñ ρ1(ε).

ρ1(ε) =

∫ ∞

0

dm

∫

C3

dl

(
−l

∂

∂l
+ 2l3 + 2εl + 1

)
exp

(
l3

3
+ ml − εl

)
=

=

∫ ∞

0

dm

∫

C3

dl
(
2l3 + 2εl + 2

)
exp

(
l3

3
+ ml − εl

)
=

=

∫ ∞

0

dm

∫

C3

dl

(
2

∂3

∂m3
+ 2ε

∂

∂m
+ 2

)
exp

(
l3

3
+ ml − εl

)
=

=

[(
−2ε− 2

∂2

∂m2

)∣∣∣∣
m=0

+ 2

∫ ∞

0

dm

] ∫

C3

dl exp

(
l3

3
+ ml − εl

)
.

(Á4)

Àíàëîãè÷íî äëÿ ρ2(ε)

ρ2(ε) =

∫ ∞

0

dm

∫

C3

dl

(
4l2 − ∂

∂l

)
exp

(
l3

3
+ ml − εl

)
=

=

∫ ∞

0

dm

∫

C3

dl

(
−4

∂

∂m

)
exp

(
l3

3
+ ml − εl

)
=

= −4
∂

∂m

∣∣∣∣
m=0

∫

C3

dl exp

(
l3

3
+ ml − εl

)
.

(Á5)

Èíòåãðàë ïî l, âõîäÿùèé â âûðàæåíèÿ äëÿ ρ1,2, ðàâåí
∫

C3

dl exp

(
l3

3
+ ml − εl

)
= π

[
Bi(ε−m)− i Ai(ε−m)

]
. (Á6)

Ïîäñòàâëÿÿ ρ1,2 â (Á1) è èñïîëüçóÿ ôóíêöèîíàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ôóíêöèé
Ýéðè, ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ (1.63).

Èíòåãðàë (2.77) ãîðàçäî ïðîùå, ïîñêîëüêó íå ñîäåðæèò ïåðåìåííîé, àíàëî-
ãè÷íîé m, îò êîòîðîé íóæíî èçáàâëÿòüñÿ. Èíòåãðèðóåì ñíà÷àëà ïî u ïî êîí-
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òóðó C1

〈ρ〉 =
1

2π∆g

Im

∫

C2

dv
[
(ε + v2) Ai(ε) + 2v Ai′(ε)

]
exp

(
−εv +

v3

3

)
. (Á7)

Èíòåãðèðîâàíèå ïî ïåðåìåííîé v âäîëü êîíòóðà C2 îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè
òîæäåñòâà, àíàëîãè÷íîãî (Á6)

∫

C2

dv exp

(
−εv +

v3

3

)
= π [Bi(ε) + i Ai(ε)] . (Á8)

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè Ýéðè, ñðàçó ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò (2.78).

Â Ðîëü ìåçîñêîïè÷åñêèõ ôëóêòóàöèé
Â ýòîì ïðèëîæåíèè áóäóò ðàññìîòðåíû ãàóññîâû ôëóêòóàöèè ìàòðèöû Q̃ îêîëî
íàéäåííîãî â ðàçäåëå 4.1.2 ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ Q̃ è ñäåëàíà îöåíêà ïîïðàâ-
êè â òåðìîäèíàìè÷åñêóþ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé îò ýòèõ ôëóêòóàöèé. Â öåëÿõ
óïðîùåíèÿ âñå ðàñ÷åòû ïðîâîäÿòñÿ äëÿ íóëåâîé òåìïåðàòóðû.

Äëÿ ïîñëåäóþùèõ âû÷èñëåíèé îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó
Q̃ â êà÷åñòâå �ïîâåðíóòîé� ìàòðèöû QS = τx:

Q̃εε′ = V −1(ε)2πδ(ε− ε′)τxV (ε′), V (ε) = cos

(
π

4
− θε

2

)
− iτy sin

(
π

4
− θε

2

)
.

(Â1)
Íà îñíîâå ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ââîäèì ïàðàìåòðèçàöèþ äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàò-
ðèöû Q̃

Q̃ = V −1e−iW/2τxe
iW/2V, {τx,W} = 0, (Â2)

W ab
εε′ = τyc

ab
εε′ + τzd

ab
εε′ . (Â3)

Çäåñü ïðîÿâëÿåòñÿ îäíî èç ïðåèìóùåñòâ ïðåäñòàâëåíèÿ (Â1): óñëîâèå àíòèêîì-
ìóòàöèè {τx,W} = 0 ëåãêî ðàçðåøàåòñÿ, è ìàòðèöà W ïàðàìåòðèçóåòñÿ äâóìÿ
ïðîèçâîëüíûìè ôóíêöèÿìè c è d.

Ìû èíòåðåñóåìñÿ ìàëûìè îòêëîíåíèÿìè ìàòðèöû Q̃ îò ñåäëîâîãî çíà÷åíèÿ
Q̃, ïîýòîìó ñäåëàåì â (Â2) ðàçëîæåíèå äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî W (çäåñü è äàëåå
ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå (dε) = dε/2π):

Q̃ab
εε′ = Q̃ab

εε′ + V −1(ε)τx

[
iW ab

εε′ −
1

2

∑
c

∫
(dε′′)W ac

εε′′W
cb
ε′′ε′

]
V (ε′). (Â4)
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàçëîæåíèå â äåéñòâèå (4.18), ðàçáèâàåì åãî íà ÷ëåíû íóëå-
âîãî, ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà ïî W

S[Q̃,K] = S0[Q̃,K] + S1[Q̃,W,K] + S2[Q̃,W,K]. (Â5)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ýòîé ñóììå äàåòñÿ âûðàæåíèåì (4.20), à îñòàëüíûå äâà
èìåþò âèä

S1[Q̃, W,K] =
2π

δ

∑
a

∫
(dε) ε sin θεc

aa
εε −

− πGT

2

∑
a

∫
(dεdε′)dτ e−i(ε−ε′)τ

[
cos

θε+θε′
2

caa
εε′ cos 2Ka

τ +

+ cos
θε−θε′

2
daa

εε′ sin 2Ka
τ

]
, (Â6)

S2[Q̃, W,K] =
π

δ

∑

a,b

∫
(dεdε′) ε cos θε

(
cab
εε′c

ba
ε′ε + dab

εε′d
ba
ε′ε

)
+

+
πGT

4

∑

a,b

∫
(dεdε′dε′′)dτ e−i(ε−ε′′)τ

[
sin

θε+θε′′
2

(
cab
εε′c

ba
ε′ε′′ + dab

εε′d
ba
ε′ε′′

)
cos 2Ka

τ +

+ sin
θε−θε′′

2

(
cab
εε′d

ba
ε′ε′′ − dab

εε′c
ba
ε′ε′′

)
sin 2Ka

τ

]
. (Â7)

Òåïåðü ìîæíî ðàçëîæèòü ýêñïîíåíòó e−S[Q̃,K] ïî ñòåïåíÿì S1[Q̃,W,K] äî âòî-
ðîãî ïîðÿäêà è S2[Q̃,W,K] � äî ïåðâîãî, âû÷èñëèòü ôóíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë
ïî K ñ äåéñòâèåì S0[Q̃,K] è çàïèñàòü ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â âèäå ýêñïîíåíòû
e−S[Q̃]. Ýòî ïðèâîäèò ê äåéñòâèþ âèäà

S[Q̃] = S(0)[Q̃] + S(1)[Q̃,W ] + S
(2)
0 [Q̃,W ] + S

(2)
int [Q̃,W ], (Â8)

ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå S(0)[Q̃] ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì (4.23), à îñòàëüíûå ÷ëåíû
èìåþò âèä

S(1) = 〈S1〉K , S
(2)
0 = 〈S2〉K , S

(2)
int = −〈S

2
1〉K − 〈S1〉2K

2
. (Â9)

Ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå èíòåãðèðîâàíèå ïî ôëóêòóàöèÿì K ñ äåéñòâèåì
S0[Q̃, K] îçíà÷àåò óñðåäíåíèå ïî îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ ãàìèëüòîíèàíà (4.22).
Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâà

〈cos 2Ka
τ 〉 =

〈
0
∣∣cos 2K

∣∣0〉 =
Ẽg

Eg

, 〈sin 2Ka
τ 〉 =

〈
0
∣∣sin 2K

∣∣0〉 = 0, tg θε =
Ẽg

ε
,

(Â10)
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ïîëó÷àåì äëÿ ïåðâûõ äâóõ ñðåäíèõ â (Â9)

S(1) = 〈S1〉K =
2π

δ

∑
a

∫
(dε)(ε sin θε − Ẽg cos θε)c

aa
εε = 0, (Â11)

S
(2)
0 = 〈S2〉K =

2π

δ

∑

a,b

∫
(dεdε′)(ε cos θε + Ẽg sin θε)

(
cab
εε′c

ba
ε′ε + dab

εε′d
ba
ε′ε

)
=

=
π

δ

∑

a,b

∫
(dεdε′)

(√
ε2 + Ẽ2

g +
√

ε′2 + Ẽ2
g

) (
cab
εε′c

ba
ε′ε + dab

εε′d
ba
ε′ε

)
.

(Â12)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ 〈S2
1〉K ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

〈
cos 2Ka

τ cos 2Kb
τ ′
〉− δab 〈cos 2Ka

τ 〉
〈
cos 2Kb

τ ′
〉

= δabX(τ − τ ′), (Â13)
〈
sin 2Ka

τ sin 2Kb
τ ′
〉

= δabY (τ − τ ′), (Â14)

x(ε, ε′) = cos
θε+θε′

2
, y(ε, ε′) = cos

θε−θε′
2

, λ =

(
2πEg

δ

)2

. (Â15)

Ïåðåêðåñòíîå ñðåäíåå
〈
cos 2Ka

τ sin 2Kb
τ ′
〉
, î÷åâèäíî, îáðàùàåòñÿ â íîëü. Â ÷à-

ñòîòíîì ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèè (Â13) è (Â14) ñëåäóþùèì îáðàçîì âûðàæàþò-
ñÿ ÷åðåç ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ïî ñîáñòâåííûì ñîñòîÿíèÿì

∣∣n〉
ãàìèëüòîíèàíà

(4.22) è ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ En

X(Ω) =
∑

n 6=0

∣∣〈0
∣∣cos 2K

∣∣n〉∣∣2 2(En − E0)

Ω2 + (En − E0)2
, (Â16)

Y (Ω) =
∑

n

∣∣〈0
∣∣sin 2K

∣∣n〉∣∣2 2(En − E0)

Ω2 + (En − E0)2
. (Â17)

Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ (Â15), (Â16), (Â17) è ðàâåíñòâî (Â11), ìîæíî âûðà-
çèòü S

(2)
int â âèäå

S
(2)
int = −〈S

2
1〉
2

= −λ

2

∑
a

∫
(dε1dε2dε3dε4)2πδ(ε1 − ε2 + ε3 − ε4)×

×
[
X(ε1 − ε2)x(ε1, ε2)x(ε3, ε4)c

aa
ε1ε2

caa
ε3ε4

+ Y (ε1 − ε2)y(ε1, ε2)y(ε3, ε4)d
aa
ε1ε2

daa
ε3ε4

]
.

(Â18)
Çäåñü ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì åùå îäíî ïðåèìóùåñòâî ïðåäñòàâëåíèÿ (Â1): ïîñëå
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî K ïåðåìåííûå c è d ðàçäåëèëèñü.

Äåéñòâèå S
(2)
0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó, êîòîðàÿ äèàãîíàëü-

íà â ïðîñòðàíñòâàõ ýíåðãèé è ðåïëèê. Ýòî ïîçâîëÿåò ââåñòè çàòðàâî÷íûå ïðî-
ïàãàòîðû äëÿ ïîëåé c è d:

C0(ε, ε
′) ≡ 〈

cab
εε′c

ba
ε′ε

〉
0

= D0(ε, ε
′) ≡ 〈

dab
εε′d

ba
ε′ε

〉
0

=
δ

π

1√
ε2 + Ẽ2

g +
√

ε′2 + Ẽ2
g

. (Â19)
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Çäåñü ñèìâîë 〈. . . 〉0 îáîçíà÷àåò óñðåäíåíèå ñ äåéñòâèåì S
(2)
0 .

Ïîëíîå äåéñòâèå (Â8) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ïî
ïåðåìåííûì c è d. Äèàãîíàëèçîâàòü åå â îáùåì âèäå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîç-
ìîæíûì. Îäíàêî äëÿ îöåíêè ôëóêòóàöèé W äîñòàòî÷íî îáðàòèòü ýòó êâàäðà-
òè÷íóþ ôîðìó, èíûìè ñëîâàìè, âû÷èñëèòü òî÷íûå ïðîïàãàòîðû

Cab(ε, ε′; ω) =
〈
cab
εε′c

ba
ε′+ω,ε+ω

〉
, Dab(ε, ε′; ω) =

〈
dab

εε′d
ba
ε′+ω,ε+ω

〉
. (Â20)

Îêàçûâàåòñÿ, ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà òî÷íî.
Ïðîïàãàòîðû äîëæíû ïîä÷èíÿòüñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì óðàâíåíèÿì Äàéñîíà

Cab(ε, ε′; ω) = C0(ε, ε
′)
[
2πδ(ω) +

+ λδabX(ε− ε′)x(ε, ε′)
∫

(dω′)x(ε + ω′, ε′ + ω′)Caa(ε + ω′, ε′ + ω′; ω − ω′)
]
,

(Â21)

Dab(ε, ε′; ω) = D0(ε, ε
′)
[
2πδ(ω) +

+ λδabY (ε− ε′)y(ε, ε′)
∫

(dω′)y(ε + ω′, ε′ + ω′)Daa(ε + ω′, ε′ + ω′; ω − ω′)
]
.

(Â22)

Ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò îäèíàêîâóþ ñòðóêòóðó, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü
ðåøåíèå îäíîãî èç íèõ � ïåðâîãî.

Ââåäåì äâå íîâûå ôóíêöèè

C̄ab(ε, ε′; ω) = x(ε, ε′)Cab(ε, ε′; ω), ¯̄C(ε, ε′) = X(ε− ε′)x2(ε, ε′)C0(ε, ε
′) (Â23)

è ïåðåïèøåì ðàâíåíèå (Â21) â âèäå

C̄ab(ε, ε′; ω) = 2πδ(ω)C̄0(ε, ε
′)+λδab ¯̄C(ε, ε′)

∫
(dω′)C̄aa(ε+ω′, ε′+ω′; ω−ω′). (Â24)

×òîáû èçáàâèòüñÿ îò èíòåãðàëà, ñäåëàåì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ω è (ε+ε′)/2

ñëåäóþùåãî âèäà

C̄ab(ε + Ω/2, ε− Ω/2; ω) =

∫
dτdt eiετ+iωtC̄ab(Ω, τ ; t),

¯̄C(ε + Ω/2, ε− Ω/2) =

∫
dτ eiετ ¯̄C(Ω, τ).

(Â25)

128



Â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè èç (Â24) ïîëó÷àåì ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå

C̄ab(Ω, τ ; t) = C̄0(Ω, τ) + λδab ¯̄C(Ω, t− τ)C̄aa(Ω, t; t), (Â26)

êîòîðîå âûðàæàåò çíà÷åíèå ôóíêöèè C̄ â òî÷êå (Ω, τ ; t) ÷åðåç åå çíà÷åíèå â
òî÷êå (Ω, t; t). Ïîñëåäíåå ìîæíî âû÷èñëèòü, ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå τ = t è
a = b. Â èòîãå ðåøåíèå èìååò âèä

C̄ab(Ω, τ ; t) = C̄0(Ω, τ) +
λδab ¯̄C(Ω, t− τ)

1− λ ¯̄C(Ω, 0)
C̄0(Ω, t). (Â27)

Âûïîëíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, îáðàòíûå ê (Â25), ïîëó÷àåì ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (Â21) è, àíàëîãè÷íî, (Â22)

Cab(ε, ε′; ω) = C0(ε, ε
′)
[
2πδ(ω) +

+ λδabX(ε− ε′)
x(ε, ε′)x(ε + ω, ε′ + ω)

1− λC(ε− ε′)
C0(ε + ω, ε′ + ω)

]
, (Â28)

Dab(ε, ε′; ω) = D0(ε, ε
′)
[
2πδ(ω) +

+ λδabY (ε− ε′)
y(ε, ε′)y(ε + ω, ε′ + ω)

1− λD(ε− ε′)
D0(ε + ω, ε′ + ω)

]
. (Â29)

Çäåñü ìû ââåëè äâå ôóíêöèè ýêðàíèðîâàíèÿ

C(Ω) = ¯̄C(Ω, 0) = X(Ω)

∫
(dε)

[
x(ε + Ω/2, ε− Ω/2)

]2
C0(ε + Ω/2, ε− Ω/2),

(Â30)

D(Ω) = ¯̄D(Ω, 0) = Y (Ω)

∫
(dε)

[
y(ε + Ω/2, ε− Ω/2)

]2
D0(ε + Ω/2, ε− Ω/2).

(Â31)

Âõîäÿùèå ñþäà èíòåãðàëû ïî ε ëîãàðèôìè÷åñêè ðàñõîäÿòñÿ è äîëæíû áûòü
îáðåçàíû íà |ε| ∼ ∆. Ýòà ðàñõîäèìîñòü èìååò òî æå ïðîèñõîæäåíèå, ÷òî è
ðàñõîäèìîñòü â âûðàæåíèè (4.25) äëÿ ïàðàìåòðà q. Ïîýòîìó ëîãàðèôìè÷åñêè
áîëüøîé âêëàä â (Â30) è (Â31) ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç q, à ñõîäÿùèåñÿ ÷àñòè
èíòåãðàëîâ âû÷èñëèòü:

C(Ω) =
δ

2π2
X(Ω)


 ECδ

EgẼg

q −

√
Ω2 + 4Ẽ2

g

Ω
arsh

(
Ω

2Ẽg

)
 , (Â32)

D(Ω) =
δ

2π2
Y (Ω)


 ECδ

EgẼg

q − Ω√
Ω2 + 4Ẽ2

g

arsh

(
Ω

2Ẽg

)
 . (Â33)
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Òåïåðü, êîãäà óñòàíîâëåíû òî÷íûå ñðåäíèå 〈WW 〉 ìîæíî âû÷èñëèòü ôëóê-
òóàöèîííóþ ïîïðàâêó ê òåðìîäèíàìè÷åñêîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé

ρ(ε) =
1

δ
tr

[
τzQ̃

aa
εε

]
=

2

δ

ε√
ε2 + Ẽ2

g

[
1− 1

2

∑

b

∫
(dε′)

(〈
cab
εε′c

ba
ε′ε

〉
+

〈
dab

εε′d
ba
ε′ε

〉)
]

.

(Â34)
Åñëè ïîäñòàâèòü â ýòî âûðàæåíèå çàòðàâî÷íûå ïðîïàãàòîðû (Â19) è óñòðå-
ìèòü ÷èñëî ðåïëèê ê íóëþ, ïîïðàâêà ê ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé îáðàòèòñÿ â íîëü.
Òî÷íûå ïðîïàãàòîðû (Â32) è (Â33) îòëè÷àþòñÿ îò çàòðàâî÷íûõ òîëüêî ïðè ñîâ-
ïàäàþùèõ ðåïëè÷íûõ èíäåêñàõ, òî åñòü â îäíîì ñëàãàåìîì ñóììû (Â34) ïðè
b = a. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì

δρ

ρ
= −λ

2

∫
(dε′)

[
X(ε− ε′)

[
x(ε, ε′)C0(ε, ε

′)
]2

1− λC(ε− ε′)
+ Y (ε− ε′)

[
y(ε, ε′)D0(ε, ε

′)
]2

1− λD(ε− ε′)

]
.

(Â35)
Ýòîò èíòåãðàë íóæíî îöåíèòü ïðè ε ∼ Ẽg. Õàðàêòåðíûé ìàñøòàá ÷àñòîò äëÿ
ôóíêöèé X(Ω) è Y (Ω) îïðåäåëÿåòñÿ ÷àñòîòîé ôëóêòóàöèè ôàçû K, êîòîðàÿ, â
ñèëó èñïîëüçóåìîãî íàìè àäèàáàòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ, âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ
ñ Ẽg. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîäñòàâèòü â èíòåãðàë (Â35) çíà÷åíèÿ X(0) è Y (0).

Òåïåðü íóæíî ñäåëàòü îöåíêè äëÿ ôóíêöèé ýêðàíèðîâàíèÿ. Äëÿ ýòîãî óñòà-
íîâèì îäíî ïîëåçíîå òîæäåñòâî. Ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíèàí âèäà

EC

[(−i∂/∂K + N
)2 − 2q cos(2K + χ)

]
. (Â36)

Î÷åâèäíî, åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íå çàâèñÿò îò χ. Åñëè ðàçëîæèòü êîñèíóñ
äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ìàëîìó χ è âû÷èñëèòü ïîïðàâêó ê ýíåðãèè îñíîâíîãî
ñîñòîÿíèÿ ïî òåîðèè âîçìóùåíèé, îíà äîëæíà îêàçàòüñÿ ðàâíîé íóëþ:

0 = qEC

[
〈
0
∣∣cos 2K

∣∣0〉− 4qEC

∑
n

∣∣〈0
∣∣sin 2K

∣∣n〉∣∣2
En − E0

]
χ2. (Â37)

Ñðàâíèâàÿ ñ îïðåäåëåíèåì (Â17) ôóíêöèè Y (Ω) è èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî (Â10),
ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

Ẽg = 2EgECqY (0). (Â38)

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî òîæäåñòâà è âûðàæåíèÿ (Â33) ìîæíî ïåðåïèñàòü âòîðîé
÷ëåí (Â35) â âèäå

δρ

ρ

∣∣∣∣
II

=
δ

2

∫
(dε′)

x2(ε, ε′)
√

(ε− ε′)2 + 4Ẽ2
g[√

ε2 + Ẽ2
g +

√
ε′2 + Ẽ2

g

]2

(ε− ε′) arsh
ε− ε′

2Ẽg

. (Â39)
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Â ýòîì âûðàæåíèè çíàìåíàòåëü îáðàùàåòñÿ â íîëü, è èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ, ïðè
ε′ = ε. Ðàñõîäèìîñòü âûçâàíà íàëè÷èåì êàëèáðîâî÷íîé ñâîáîäû, ñâÿçàííîé ñ
âûáîðîì ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòû â ôàçå K, ñîîòâåòñòâåííî ôëóêòóàöèè W

ñîäåðæàò íóëåâóþ ìîäó. Îäíàêî ýòî çàòðóäíåíèå ìîæíî ëåãêî îáîéòè. Äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ïîïðàâêè ê ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé íóæíî ñäåëàòü àíàëèòè÷åñêîå
ïðîäîëæåíèå íà äåéñòâèòåëüíûå ýíåðãèè iε → E. Íàñ èíòåðåñóåò âåëè÷èíà
ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ïðè ýíåðãèÿõ E ∼ Ẽg. Ïîñëå ôîðìàëüíîé ïîäñòàíîâêè
iε → Ẽg ïîä çíàêîì èíòåãðàëà (Â39), ýòîò èíòåãðàë ñòàíîâèòñÿ ñõîäÿùèìñÿ
è ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé ïàðàìåòð ðàçìåðíîñòè ýíåðãèè Ẽg. Òàêèì îáðàçîì
ïîëó÷àåì îöåíêó

δρ

ρ

∣∣∣∣
II
∼ δ

Ẽg

. (Â40)

Òåïåðü ïîëó÷èì îöåíêó äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî (Â35). Èñïîëüçóÿ (Â32), èìå-
åì

λ

2

X(0)

1− λC(Ω)
≈ π2

δ




√
Ω2 + 4Ẽ2

g

Ω
arsh

(
Ω

2Ẽg

)
+

(
δ

2E2
gX(0)

− qEcδ

EgẼg

)

−1

. (Â41)

Â ýòîì ñëó÷àå òîæäåñòâà, àíàëîãè÷íîãî (Â38), íå ñóùåñòâóåò, è êîíñòàíòà â
êðóãëûõ ñêîáêàõ â íîëü íå îáðàùàåòñÿ. Îäíàêî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îíà âñåãäà
ïîëîæèòåëüíà, ïîýòîìó îòáðàñûâàíèå ýòîé êîíñòàíòû ïðèâîäèò ëèøü ê óâåëè-
÷åíèþ ïîïðàâêè ê ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé. Ïðè ýòîì, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå,
âîçíèêàåò èíòåãðàë, ñîäåðæàùèé åäèíñòâåííûé ïàðàìåòð ðàçìåðíîñòè ýíåðãèè
Ẽg, â êîòîðîì íåò íèêàêîé ðàñõîäèìîñòè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì îöåíêó

δρ

ρ

∣∣∣∣
I
. δ

Ẽg

. (Â42)

Ñóììèðóÿ (Â40) è (Â42), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ïîïðàâêà â ïëîòíîñòü ñî-
ñòîÿíèé íà ýíåðãèè E ∼ Ẽg ìàëà, åñëè Ẽg À δ. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ñëàáîãî
êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, êîãäà Ẽg ≈ Eg, ýòîò ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñ òðå-
áîâàíèåì GT À 1, êîòîðîå îáåñïå÷èâàëî ïðèìåíèìîñòü ñåäëîâîãî ïðèáëèæåíèÿ
â ãëàâå 2.

Ã Ðàçëîæåíèå ôóíêöèîíàëà Ãèíçáóðãà �
Ëàíäàó

Â ýòîì ïðèëîæåíèè áóäåò ïîñòðîåíî ðàçëîæåíèå ôóíêöèîíàëà Ãèíçáóðãà �
Ëàíäàó (4.52) äëÿ ñâåðõïðîâîäÿùåé ãðàíóëû â êîíòàêòå ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì
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ïî ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà ïîðÿäêà Ẽg. Êîãäà ùåëü Ẽg ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ, ïàðà-
ìåòð q, îïðåäåëÿåìûé âûðàæåíèåì (4.25), òàêæå áåñêîíå÷íî ìàë. Èìåÿ â âèäó,
÷òî ðàçëîæåíèå ôóíêöèîíàëà íåîáõîäèìî äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ ñèñòåìû îêîëî
êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû, ìîæíî ñ÷èòàòü Ẽg ¿ T . Âûðàæåíèå äëÿ q â ýòîì
ïðåäåëå (4.59) áûëî ïîëó÷åíî â ðàçäåëå 4.1.6. Îäíàêî, ïîñêîëüêó òåïåðü ìû
õîòèì ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå ïî ñòåïåíÿì Ẽg äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, íàì ïîòðå-
áóåòñÿ áîëåå òî÷íàÿ çàâèñèìîñòü q îò Ẽg

q =
EgẼg

ECδ

[
ln

2γ∆

πT
− 7ζ(3)Ẽ2

g

8π2T 2

]
. (Ã1)

Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ FK ôàçû K ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñëàãàåìûõ ïîëíîé ñâîáîä-
íîé ýíåðãèè ñèñòåìû. Ðàçëîæåíèå FK äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî q áûëî ïðîäåëà-
íî â ðàçäåëå 4.1.6. ×òîáû ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ, ïðèìåíÿåì
òåðìîäèíàìè÷åñêóþ òåîðèþ âîçìóùåíèé äëÿ ãàìèëüòîíèàíà (4.22). Ïîïðàâêà
÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ê óðîâíÿì ýíåðãèè (4.60) èìååò âèä

E(4)
m =

[
7 + 5(m + N)2

]
ECq4

32
[
4− (m + N)2

][
1− (m + N)2

]3 . (Ã2)

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîïðàâêà ê ñâîáîäíîé ýíåðãèè âûðàæàåòñÿ â âèäå

F
(4)
K =

〈
E(4)

〉
0
−

〈(
E(2)

)2〉
0
− 〈

E(2)
〉2

0

2T
, (Ã3)

ãäå 〈. . .〉0 îáîçíà÷àåò óñðåäíåíèå ïî ðàñïðåäåëåíèþ Ãèááñà ñ âåñàìè, îïðåäå-
ëåííûìè íåâîçìóùåííûìè çíà÷åíèÿìè ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé (4.60). Â èòîãå
ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ, ñâÿçàííóþ ñ ôëóêòóàöèÿìè ôàçû K,
â âèäå ðàçëîæåíèÿ

FK(q,N, T ) = FK(0, N, T )− ECα(N, T )q2 + ECβ(N, T )q4. (Ã4)

Âõîäÿùèé ñþäà êîýôôèöèåíò α(N, T ) âû÷èñëÿëñÿ â ðàçäåëå 4.1.6, ãäå äëÿ íåãî
áûëî ïîëó÷åíî âûðàæåíèå (4.63). Íà îñíîâå ôîðìóë (Ã2) è (Ã3) íàõîäèì àíà-
ëîãè÷íîå âûðàæåíèå äëÿ β(N, T )

β(N, T ) =

∑
m

e−(m+N)2EC/T

8
[
1− (m + N)2

]2

[
7 + 5(m + N)2

4
[
4− (m + N)2

][
1− (m + N)2

] − EC

T

]

∑
m

e−(m+N)2EC/T
+

+
EC

2T
α2(N, T ). (Ã5)
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0 1 2 3
0.0

0.1

0.2

PSfrag replaements
β

T/EC

Ðèñ. Ã1. Ôóíêöèÿ òåìïåðàòóðû β(N,T ) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ N (ñïëîøíàÿ ëè-
íèÿ � N = 0, ïóíêòèðíàÿ � N = 0.2, øòðèõïóíêòèðíàÿ � N = 0.4, øòðèõøòðèõ-
ïóíêòèðíàÿ � N = 0.5). Ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå
âûðàæåíèå (Ã6), äëÿ êîòîðîãî ïîñòðîåíà òî÷å÷íàÿ ëèíèÿ.

Ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè èçîáðàæåí íà Ðèñ. Ã1. Äëÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé
âàæíî, ÷òî β(N, T ) ïîëîæèòåëüíà ïðè ëþáîé òåìïåðàòóðå. Òàêæå ïîëåçíî óñòà-
íîâèòü àñèìïòîòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ

β(N, T ) =





7 + 5N2

32(1−N2)3(4−N2)
, T ¿ EC ;

1

4

(
EC

T

)3

− 1

3

(
EC

T

)4

, T À EC .

(Ã6)

Òåïåðü íóæíî ñäåëàòü ðàçëîæåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè ýëåêòðîííîé ïîäñèñòå-
ìû (4.53) ïî ñòåïåíÿì Ẽg â ïðåäåëå Ẽg ¿ T . Ïðè ýòîì âûäåëèì áîëüøóþ
êîíñòàíòó, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ðàñõîäÿùåìóñÿ ìåòàëëè÷åñêîìó âêëàäó è íå
çàâèñèò îò Ẽg

Fe(Ẽg, T ) = const +
Ẽ2

g

δ
ln

2γ∆

πT
− 21ζ(3)

16π2

Ẽ4
g

δT 2
. (Ã7)

Ñ ïîìîùüþ íàéäåííûõ ðàçëîæåíèé (Ã1), (Ã4) è (Ã7) ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå
ïîëíîé ñâîáîäíîé ýíåðãèè (4.52)

F(Ẽg, N, T ) = const +
Ẽ2

g

δ
ln

2γ∆

πT

[
1− α(N, T )

E2
g

ECδ
ln

2γ∆

πT

]
+

+
Ẽ4

g

δT 2

[
7ζ(3)

8π2

(
−3

2
+ 2α(N, T )

E2
g

ECδ
ln

2γ∆

πT

)
+ β(N, T )

E4
gT

2

E3
Cδ3

ln2 2γ∆

πT

]
. (Ã8)
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Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèå îáðàùåíèÿ â íîëü êîýôôèöèåíòà ïðè Ẽ2
g ñîâïàäàåò ñ

óðàâíåíèåì íà êðèòè÷åñêóþ òåìïåðàòóðó (4.65). Ïîñêîëüêó ðàçëîæåíèå ôóíê-
öèîíàëà Ãèíçáóðãà � Ëàíäàó èìååò ñìûñë òîëüêî âáëèçè êðèòè÷åñêîé òåìïå-
ðàòóðû, ìîæíî ñèëüíî óïðîñòèòü âûðàæåíèå (Ã8)

F(Ẽg, N, T ) = const +
Ẽ2

g

δ

(
T

Tc

− 1

)
+

Ẽ4
g

δT 2
c

[
7ζ(3)

16π2
+

β(N, Tc)

α2(N, Tc)

T 2
c

ECδ

]
. (Ã9)

Â ñèëó ïîëîæèòåëüíîñòè ôóíêöèè β(N, T ) êîýôôèöèåíò ïðè Ẽ4
g òàêæå ñóùå-

ñòâåííî ïîëîæèòåëåí. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ òåìïåðàòóðû ùåëü
Ẽg îáðàùàåòñÿ â íîëü íåïðåðûâíî.
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