
           Графен  и топологические 
изоляторы



Откуда берется линейный спектр ?

1. Релятивистский спектр массивных частиц: 
        E= c[(mc)2 + p2]1/2   mc→ 2 + p2/2m

2.  Нейтрино
         E = c pσ =  cp nσ         nσ = (+-) 1/2
             спиральные состояния
      вектор σ необходим для линейного спектра
3.  «Обычные» массивные  электроны  в 

нерелятивистском пределе  имеют спин, но он 
не связан с орбитальным движением



«Нейтрино»  на  столе:  частицы  с 
релятивистским  спектром  как 
элементарные возбуждения в 

кристаллах
1.   Графен

2. Топологические изоляторы



















Задача 1:   Пусть есть двухслойный графен.  Какой там спектр при
                  низких энергиях ?

Вопрос:   сколько всего разных квантовых  состояний с E=0 в графене ?



Задача 2      Найти весь спектр графена в магнитном поле



Можно легко управлять плотностью 
электронов электрическим затвором

Вид сбоку:

V
g





Задача 3:  Вычислить  коэффициент прохождения  T при очень большом V
0



Как сделать графен сверхпроводящим ?
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Grenoble group, 2013:



Топологические  
изоляторы

• Простейший пример:   зонный 
диэлектрик (3-мерный или 2-
мерный), образующий устойчивые 
поверхностные проводящие 
состояния

• Обобщение:  любая система со 
щелью в спектре в объёме, но 
безщелевыми состояниями на 
поверхности (например, таков 
сверхтекучий 3He-B)



Предистория:





Гамильтониан  
поверхностных электронных  

состояний

H =  v0(-i∂ - eA)σ  +  geffσB

зеемановский
члендвумерный градиент

вдоль поверхности

Щель в спектре пропорциональна   geffBz



Сравним с графеном:

•  один «дираковский» фермион 
вместо 4-х в графене (там 2 долины 
и 2 проекции спина) 

• Псевдоспин из ур-ния Дирака – это 
«почти» реальный спин электрона (в 
графене – это индекс подрешеток, не 
связанный со спином)

• Поэтому магнитное поле ┴  поверхности 
открывает щель в спектре

Задача 4  Найти спектр поверхностных состояний 
                  ТИ  в поперечном поле



Новая история:       Science 318 766 (2007)



Краевые состояния не имеют рассеяния назад

M < 0 leads to 
surface anomaly



No back-scattering !

• Спин однозначно связан с импульсом:

p

s|1> |2> p

s

<1|2> = 0   если нет  явно спин-
зависящего   взаимодействия



Что  такое топологич. изолятор - 2

Электродинамика  с  Ө-членом:

Ө = π (2n+1)  для сохранения Т-инвариантности

exp(iS3D)= (-1)n

для интеграла по замкнутому пространству

(изложение по  материалу   M. Franz, Physics 1, 36 (2008)  



Что будет при Ө ≠ CONST ?

топ.
изолятор

Ө=π

простой 
изолятор

Ө=0

Аномальные члены  сидят  на  границе
Т-инвариантность   там  нарушена



Магнито-электрический эффект

Кроме того, 
эффект Керра – 
вращение плоскости 

поляризации 
отраженного света



Объекты, известные  как  
Топологические Изоляторы 
или Топ. Сверхпроводники

• 2D:   HgTe   (квантовые ямы с 2D электронами)

• 3D:   Bi1-xSbx       Bi2Se3       Bi2Te3        Tl Bi Se2

• 3He-B  Н.Копнин  et al   J.LowTemp.Phys. 85, 267 (1991)

                Г.Воловик    Письма ЖЭТФ  90, 440 (2009). 
Topological superfluid  3He-B: fermion zero modes on interfaces and 

in the vortex core  M.A. Silaev, G.E. Volovik arXiv:1005.4672 



Эксперименты  ARPES

http://arxiv.org/find/cond-mat/1/au:+Silaev_M/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/cond-mat/1/au:+Silaev_M/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/cond-mat/1/au:+Volovik_G/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/cond-mat/1/au:+Volovik_G/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/abs/1005.4672






Phys Rev B 
76, 045302 (2007)
75, 195312 (2006)

2D:





Непрерывный предел:  0< m +2 << 1



Nature Phys.
6, 584 (2010)

Задача 5   Найти щель  
в спектре поверхностных
состояний из­за перекрытия
волновых функций верхней
и нижней поверхностей



Туннель для связи с антиподами

Тонкая бесконечная пластинка ТИ

На верхней и  нижней поверхностях живут 
дираковские электроны 

(как в графене, но нет 4-вырождения)

Yi Zhang, Ying Ran, Ashvin Vishwanath      
arxiv:0904.0690

Сквозной туннель радиуса R содержит на 
внутренней поверхности состояния со спектром

n = m  + ½  - (Φ/Φ0)

m – целое число Φ0 = hc/e  - квант магнитного потока

Задача 6   Вывести эту формулу для спектра состояний в тоннеле



http://arxiv.org/find/cond-mat/1/au:+Zhang_Y/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/cond-mat/1/au:+Zhang_Y/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/cond-mat/1/au:+Zhang_Y/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/cond-mat/1/au:+Ran_Y/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/cond-mat/1/au:+Ran_Y/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/cond-mat/1/au:+Ran_Y/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/cond-mat/1/au:+Vishwanath_A/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/cond-mat/1/au:+Vishwanath_A/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/cond-mat/1/au:+Vishwanath_A/0/1/0/all/0/1


Ловушка для фермиона Майораны
Majorana state on the surface of a disordered 3D topological insulator  
Phys. Rev. B 86, 035441 (2012) 

P. A. Ioselevich, P. M. Ostrovsky, M. V. Feigel'man 

На самом деле они ходят парами
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