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Ââåäåíèå.

Òåîðèÿ ïîòåíöèàëüíîãî ðàññåÿíèÿ îäíà èç âàæíûõ ÷àñòåé ñîâðåìåííîé ôèçèêè. Êàê
èçâåñòíî, èçó÷åíèå ïðîöåññîâ ðàññåÿíèÿ ÷àñòèö, íà÷èíàÿ ñ ýêñïåðèìåíòîâ Ðåçåðôîðäà è
êîí÷àÿ ñîâðåìåííûìè ýêñïåðèìåíòàìè íà óñêîðèòåëÿõ, ãëàâíûé èñòî÷íèê èíôîðìàöèè
î ìèêðîìèðå. Ðàññåÿíèå ÷àñòèö íà êðèñòàëëàõ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ãëàâíûõ ìåòîäîâ â
ôèçèêå òâåðäîãî òåëà. Òàêæå çàäà÷è òåîðèè ðàññåÿíèÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò
â îïòèêå è ãåîôèçèêå (âîññòàíîâëåíèå ñòðóêòóðû Çåìëè ïî ñåéñìè÷åñêèì äàííûì). Â
êà÷åñòâå ïåðâîíà÷àëüíîãî ââåäåíèÿ â òåîðèþ ðàññåÿíèÿ ìîæíî ïîñîâåòîâàòü ìîíîãðàôèþ
[1].

Îáùàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è ðàññåÿíèÿ è îáñóæäåíèå èçâåñòíûõ

ðåçóëüòàòîâ.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîå îïèñàíèå íåðåëÿòèâèñòñêîãî
ïîòåíöèàëüíîãî ðàññåÿíèÿ äâóõ ÷àñòèö â ñëó÷àå, êîãäà ïîòåíöèàëû âçàèìîäåéñòâèÿ
çàâèñÿò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Ïðè ýòîì ìû áóäåì ñ÷èòàòü ÷àñòèöû
áåññïèíîâûìè, à ïîòåíöèàëû èçîòðîïíûìè.

Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ äâèæåíèå ÷àñòèö â ñèñòåìå èõ öåíòðà òÿæåñòè ìîæåò
áûòü îïèñàíî ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà:

− h̄2

2M
∆Ψ(~r) + U(r)Ψ(~r) = EΨ(~r),

ãäå h̄ - ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà, M = m1m2/(m1 + m2) - ïðèâåäåííàÿ ìàññà, à m1 è m2 -
ìàññû ÷àñòèö, U(r) - ïîòåíöèàë, ~r - îòíîñèòåëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ÷àñòèöàìè è E = k2

- ýíåðãèÿ ñèñòåìû, ïðè÷åì íåïðåðûâíîìó ñïåêòðó ñîîòâåòñòâóþò âåùåñòâåííûå k > 0,
à äèñêðåòíîìó - òî÷êè ìíèìîé îñè k = iκn, κn > 0. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ñ÷èòàòü
h̄ = 2M = 1. Òîãäà èìååì:

−∆Ψ(~r) + U(~r)Ψ(~r) = k2Ψ(~r). (1)

Ïîìèìî ýòîãî, íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü îáðàòíàÿ çàäà÷à ðàññåÿíèÿ, ò.å. âîññòàíîâëåíèå
ïàðàìåòðîâ âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö ïî èçâåñòíûì äàííûì ðàññåÿíèÿ (â íàøåì ñëó÷àå
âîññòàíîâëåíèå ïîòåíöèàëà U(~r)). Ïðè ýòîì âîçíèêàåò âîïðîñ: êàêîãî èìåííî íàáîðà
äàííûõ ðàññåÿíèÿ äîñòàòî÷íî äëÿ ýòîãî? Ýòî çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè çàäà÷è.

I. Îäíîìåðíûé ñëó÷àé.
Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ðåøåíèå, îïèñûâàþùåå ïðîöåññ ðàññåÿíèÿ èìååò ñëåäóþùóþ
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àñèìïòîòèêó ïðè x →∞
e−ikx + r(k)eikx,

ò.å. ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóïåðïîçèöèþ ïàäàþùåé è îòðàæåííîé âîëí. Ôóíêöèÿ r(k) - åñòü
êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ.
Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé (ϕ(n)(x)) íà áåñêîíå÷íîñòè èìåþò âèä

Ψ → c±e∓κnx.

Ôèêñèðóåì n-óþ ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ åå àñèìïòîòèêîé íà −∞ ïî x:

ϕ(n)(x) = eκnx + o(eκnx).

Ïðè ýòîì, ïðè x →∞ ôóíêöèè

ϕ(n)(x) = bne
−κnx + o(e−κnx)

î÷åâèäíî, âåùåñòâåííû, òàê ÷òî âåùåñòâåííû è âåëè÷èíû bn.

Ñîâîêóïíîñòü s = {r(k), κn, |bn|} íàçûâàåòñÿ äàííûìè ðàññåÿíèÿ â îäíîìåðíîì ñëó÷àå.
Îòîáðàæåíèå u(x) → s ïîòåíöèàëîâ u(x) â äàííûå ðàññåÿíèÿ îäíîçíà÷íî îáðàòèìî.
Ïðîöåäóðà âîññòàíîâëåíèÿ u(x) ïî s è ñîñòàâëÿåò ïðåäìåò îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ.
Â îáùåì ñëó÷àå îíà ïðèâîäèò ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Æåëàþùèå ìîãóò
îçíàêîìèòüñÿ ñ ýòîé òåîðèåé ïîäðîáíåå, íàïðèìåð, ïî êíèãå [2].

II. Ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé.
Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè n ðåøåíèå, îïèñûâàþùåå ïðîöåññ ðàññåÿíèÿ èìååò
ïðè áîëüøèõ r â íàïðàâëåíèè ~r ñëåäóþùóþ àñèìïòîòèêó

ei(~k~r) + F (~k,
|~k|
|~r|

~r)
ei|~k||~r|√
|~r|n−1

+ o(
1√
|~r|n−1

), (2)

ãäå F (~k, |
~k|
|~r|~r) - òàê íàçûâàåìàÿ, àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ. Îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ ýòîãî

ñëó÷àÿ, ðåøåííàÿ Ôàäååâûì[3],[4], ãîðàçäî ñëîæíåå îäíîìåðíîãî àíàëîãà. Äåëî â òîì,÷òî

àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ F (~k, |
~k|
|~r|~r) â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèÿ 2n − 1 âåùåñòâåííûõ

ïåðåìåííûõ, à ïîòåíöèàë U(~r) - ôóíêöèÿ n ïåðåìåííûõ. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à
ñòàíîâèòñÿ ïåðåîïðåäåëåííîé è äëÿ äàííûõ ðàññåÿíèÿ äîëæíû áûòü ïîëó÷åíû íåêèå

”
óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè“.

III. Äâóìåðíûé ñëó÷àé.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáåæàòü ñëîæíîãî àíàëèçà óñëîâèé ñîâìåñòíîñòè äàííûõ ðàññåÿíèÿ
ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîòåíöèàëà òîëüêî ÷àñòü èñõîäíûõ äàííûõ.
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Â äâóìåðíîì ñëó÷àå çàäà÷à ïåðåñòàåò áûòü ïåðåîïðåäåëåííîé, åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì
äàííûå ðàññåÿíèÿ ïðè ôèêñèðîâàííîé ýíåðãèè.

Ïðè ýòîì, óäîáíî ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåé çàìåíû êîîðäèíàò ïðèâåñòè çàäà÷ó ñ
ôèêñèðîâàííîé ýíåðãèåé ε0 ê îäíîìó èç òðåõ ñëó÷àåâ: ε0 = 1, ε0 = 0, èëè ε0 = −1.
Â ïåðâîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåíöèàëà ðåøåíà â ðàáîòå [5] äëÿ
ïîòåíöèàëîâ äîñòàòî÷íî ìàëîé íîðìû. Âòîðîé ñëó÷àé çàìåòíî ñëîæíåå äâóõ îñòàëüíûõ
èç-çà òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà óðàâíåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå ëîãàðèôìè÷åñêè ðàñõîäèòñÿ
ïðè p → 0. Èññëåäîâàíèå ýòîãî âîïðîñà ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòàõ [6], [7]. Ñëó÷àé ε0 = −1
òàêæå ðàçîáðàí â ðàáîòå [5] ïðè íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî äàííûõ
ðàññåÿíèÿ (òàêèõ êàê êóñî÷íàÿ íåïðåðûâíîñòü), îäíàêî äëÿ ïîëó÷àåìîãî â ýòîì ñëó÷àå
îïåðàòîðà L = −∆ + U(x, y) ñïåêòð öåëèêîì ëåæèò âûøå çíà÷åíèÿ ε0 = −1. Âîçíèêàåò
âîïðîñ:“Êàêèìè îñîáåííîñòÿìè áóäóò îáëàäàòü äàííûå ðàññåÿíèÿ, åñëè ñïåêòð îïåðàòîðà
L ïðîñòèðàåòñÿ è íèæå ýòîãî çíà÷åíèÿ?“ Ðàññìîòðåíèþ ýòîãî âîïðîñà è ïîñâÿùåíà
íàñòîÿùàÿ ðàáîòà.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ε0 = −1 è èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå êîìïëåêñíûå îáîçíà÷åíèÿ

z = x + iy, z = x− iy, ∂z =
1

2
(∂x − i∂y), ∂z =

1

2
(∂x + i∂y), x = zR, y = zI .

L = −4∂z∂z + U(z, z)

Ìíîãîîáðàçèå k2
x + k2

y = 1 ïàðàìåòðèçóåì êîìïëåêñíûì ïàðàìåòðîì λ

kx =
1

2
(λ +

1

λ
), ky = − i

2
(λ− 1

λ
).

Òåïåðü, ïî àíàëîãèè ñ çàäà÷åé ðàññåÿíèÿ â íåïðåðûâíîì ñïåêòðå, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü
îáîáùåííóþ çàäà÷ó ðàññåÿíèÿ ïðè îòðèöàòåëüíîé ýíåðãèè:

(−4∂z∂z + U(z, z))Ψ(λ, z) = −Ψ(λ, z),

ïðèòîì, Ψ(λ, z) = e
1
2
(λz+z/λ)χ(λ, z), χ(λ, z) = 1 + o(1), ïðè |z| → ∞.

(3)

Êðîìå òîãî, íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü òîëüêî ïîòåíöèàëû U âèäà U(~r) = U(r), òîãäà ëåãêî
âèäåòü, ÷òî ïîâîðîòîì ñèñòåìû êîîðäèíàò çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ñ äåéñòâèòåëüíûì
λ = λ.
Â ðàáîòå [5] äîêàçàíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ îáðàòíàÿ çàäà÷à â òàêîé
ïîñòàíîâêå îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà, è âåñü ñïåêòð îïåðàòîðà L ëåæèò âûøå çíà÷åíèÿ
ε0 = −1. Îäíàêî, â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå ó äàííûõ ðàññåÿíèÿ äîëæíû ïîÿâèòüñÿ
îñîáåííîñòè â êîìïëåêñíîé λ-ïëîñêîñòè, ÷òî íàêëàäûâàåò íà íèõ äîïîëíèòåëüíûå
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îãðàíè÷åíèÿ. Â äàííîé ðàáîòå ïðîâåäåí ÷èñëåííûé àíàëèç ïîëîæåíèÿ ýòèõ îñîáåííîñòåé
è èõ õàðàêòåðà.

Âûâîä èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ è îáîáùåííûõ äàííûõ ðàññåÿíèÿ.

Èñõîäíîå óðàâíåíèå
(−4∂z∂z + U(z, z))Ψ = −Ψ;

çàìåíîé Ψ = e
1
2
(λz+z/λ)χ ,ãäå χ = (1 + o(1)) ïðè |z| → ∞ ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ:

(−4∂z∂z − 2λ∂z −
2

λ
∂z + U(z, z))χ = 0,

χ = (1 + o(1)), |z| → ∞.

Ôóíêöèÿ Ãðèíà ýòîãî óðàâíåíèÿ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

G(λ, z) =
∫ ∫ e

i
2
(kz+kz)

kk − ik/λ− ikλ

dkRdkI

(2π)2

À èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå:

χ(λ, z) = 1−
∫ ∫

G(λ, z − z′)U(z′)χ(λ, z′)dz′Rdz′I .

Äëÿ íàõîæäåíèÿ äàííûõ ðàññåÿíèÿ íàì íóæíî íàéòè àñèìïòîòèêó G(λ, z) è àñèìïòîòèêó
ñàìîé χ(λ, z) ïðè |z| → ∞.
Àñèìïòîòèêó G(λ, z) ìîæíî íàéòè èñïîëüçóÿ ôîðìóëó:

1

π2

∫ ∫ exp(i(kz + kz))

ak + bk
dkRdkI =

i

π
sgn(aa− bb)

1

az − bz
.

Ýòî ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ:

G(λ, z) =|z|→∞
1

2π
sgn(λλ− 1)

 1

z/λ− zλ
−

exp
[
−1

2
(λ− 1/λ)z + 1

2
(λ− 1/λ)z

]
λz − z/λ


Äëÿ ôóíêöèè χ(λ, z) èìååì ñëåäóþùåå:

χ = 1− 1
2π

sgn(λλ−1)
z/λ−zλ

∫ ∫
U(z′)χ(λ, z′)dz′Rdz′I+

1
2π

sgn(λλ−1)

λz−z/λ
exp

[
−1

2
(λ− 1/λ)z + 1

2
(λ− 1/λ)z

]
×

×
∫ ∫

exp
[

1
2
(λ− 1/λ)z′ − 1

2
(λ− 1/λ)z′

]
U(z′)χ(λ, z′)dz′Rdz′I .

Äàëåå áóäåì èññëåäîâàòü îñîáåííîñòè ôóíêöèè

b(λ) =
∫ ∫

exp
{

1

2
(λ− 1/λ)z − 1

2
(λ− 1/λ)z

}
U(z)χ(λ, z)dzRdzI
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Ò.ê. â íàøåì ñëó÷àå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî λ = λ, òî

b(λ) = −U0

∫ ∫
dxdy exp [ −iy(λ− 1/λ)] χ(λ, x, y).

Îïèñàíèå ÷èñëåííîãî ìåòîäà.

Ïîäñòàâèì â èñõîäíîå óðàâíåíèå
(
− ∂2

∂r2 − ∂
r∂r

− ∂2

r2∂ϕ2 + U(r)
)

Ψ = −Ψ ñëåäóþùèé âèä

Ψ = exp
(

r
2
(λe−iϕ + λ−1eiϕ)

)
χ. Ýòî ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ:

(
− ∂2

∂r2
− ∂

r∂r
− ∂2

r2∂ϕ2
− (λe−iϕ + λ−1eiϕ)

∂

∂r
− (−iλe−iϕ + iλ−1eiϕ)

∂

r∂ϕ
+ U(r)

)
χ = 0.

À â ïåðåìåííûõ (x, y) ïîëó÷àåì:(
− ∂2

∂x2
− ∂2

∂y2
− (λ + λ−1)

∂

∂x
+ i(λ− λ−1)

∂

∂y
+ U(x, y)

)
χ = 0.

Âûäåëÿÿ â ðåøåíèè äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè: χ = χ1 + iχ2, ïîëó÷èì:

−(λ + λ−1)
∂χ1

∂x
− (λ− λ−1)

∂χ2

∂y
− ∂2χ1

∂x2
− ∂2χ1

∂y2
+ U(x, y)χ1 = 0,

−(λ + λ−1)
∂χ2

∂x
+ (λ− λ−1)

∂χ1

∂y
− ∂2χ2

∂x2
− ∂2χ2

∂y2
+ U(x, y)χ2 = 0.

Òåïåðü ñäåëàåì òàê: çàìåíà

x = tg(
ξ

2
),

y = tg(
η

2
).

è ñîîòâåòñòâåííî:
∂

∂x
= 2 cos2 ξ

2

∂

∂ξ
,

∂

∂y
= 2 cos2 η

2

∂

∂η
,

∂2

∂x2
= −4 sin

ξ

2
cos3 ξ

2

∂

∂ξ
+ 4 cos4 ξ

2

∂2

∂ξ2
,
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∂2

∂y2
= −4 sin

η

2
cos3 η

2

∂

∂η
+ 4 cos4 η

2

∂2

∂η2

ïðèâîäèò èñõîäíóþ ïàðó óðàâíåíèé ê âèäó:

−2(λ + λ−1) cos2 ξ
2

∂χ1

∂ξ
− 2(λ − λ−1) cos2 η

2
∂χ2

∂η
− (−4 sin ξ

2
cos3 ξ

2
∂χ1

∂ξ
+ 4 cos4 ξ

2
∂2χ1

∂ξ2 ) −
(−4 sin η

2
cos3 η

2
∂χ1

∂η
+ 4 cos4 η

2
∂2χ1

∂η2 ) + U(ξ, η)χ1 = 0,

−2(λ + λ−1) cos2 ξ
2

∂χ2

∂ξ
+ 2(λ − λ−1) cos2 η

2
∂χ1

∂η
− (−4 sin ξ

2
cos3 ξ

2
∂χ2

∂ξ
+ 4 cos4 ξ

2
∂2χ2

∂ξ2 ) −
(−4 sin η

2
cos3 η

2
∂χ2

∂η
+ 4 cos4 η

2
∂2χ2

∂η2 ) + U(ξ, η)χ2 = 0.

ïðèòîì, òåïåðü ξ, η ∈ (−π, π) è òî÷êà −π ñîîòâåòñòâóåò −∞ â ñòàðûõ êîîðäèíàòàõ,
à π - ñîîòâåòñòâóåò ∞. Ïîýòîìó òåïåðü ìîæíî ðåøàòü çàäà÷ó äèðèõëå ñ ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè äëÿ χ1 = 1 è χ2 = 0 â êâàäðàòå [−π, π]× [−π, π].

Êëàññè÷åñêèì ïîäõîäîì ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è (ðàâîíîâåñíûì
ðåøåíèåì êîòîðîé è áóäåò èñêîìîå):

χ̇1 = −2(λ + λ−1) cos2 ξ
2

∂χ1

∂ξ
− 2(λ − λ−1) cos2 η

2
∂χ2

∂η
− (−4 sin ξ

2
cos3 ξ

2
∂χ1

∂ξ
+ 4 cos4 ξ

2
∂2χ1

∂ξ2 ) −
(−4 sin η

2
cos3 η

2
∂χ1

∂η
+ 4 cos4 η

2
∂2χ1

∂η2 ) + U(ξ, η)χ1,

χ̇2 = −2(λ + λ−1) cos2 ξ
2

∂χ2

∂ξ
+ 2(λ − λ−1) cos2 η

2
∂χ1

∂η
− (−4 sin ξ

2
cos3 ξ

2
∂χ2

∂ξ
+ 4 cos4 ξ

2
∂2χ2

∂ξ2 ) −
(−4 sin η

2
cos3 η

2
∂χ2

∂η
+ 4 cos4 η

2
∂2χ2

∂η2 ) + U(ξ, η)χ2.

Ñëåãêà ïðåîáðàçóåì ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà:

χ̇1 = (4 sin ξ
2
cos3 ξ

2
− 2(λ + λ−1) cos2 ξ

2
)∂χ1

∂ξ
− 2(λ − λ−1) cos2 η

2
∂χ2

∂η
− 4 cos4 ξ

2
∂2χ1

∂ξ2 +

4 sin η
2
cos3 η

2
∂χ1

∂η
− 4 cos4 η

2
∂2χ1

∂η2 + U(ξ, η)χ1,

χ̇2 = (4 sin ξ
2
cos3 ξ

2
− 2(λ + λ−1) cos2 ξ

2
)∂χ2

∂ξ
+ 2(λ − λ−1) cos2 η

2
∂χ1

∂η
− 4 cos4 ξ

2
∂2χ2

∂ξ2 +

4 sin η
2
cos3 η

2
∂χ2

∂η
− 4 cos4 η

2
∂2χ2

∂η2 + U(ξ, η)χ2.

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî åñëè ïàðà (χ1(ξ, η), χ2(ξ, η)) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû, òî
ïàðà (χ1(ξ, η), χ2(ξ,−η)) ðåøåíèå ñèñòåìû:

χ̇1 = (4 sin ξ
2
cos3 ξ

2
− 2(λ + λ−1) cos2 ξ

2
)∂χ1

∂ξ
+ 2(λ − λ−1) cos2 η

2
∂χ2

∂η
− 4 cos4 ξ

2
∂2χ1

∂ξ2 +

4 sin η
2
cos3 η

2
∂χ1

∂η
− 4 cos4 η

2
∂2χ1

∂η2 + U(ξ, η)χ1,

χ̇2 = (4 sin ξ
2
cos3 ξ

2
− 2(λ + λ−1) cos2 ξ

2
)∂χ2

∂ξ
+ 2(λ − λ−1) cos2 η

2
∂χ1

∂η
− 4 cos4 ξ

2
∂2χ2

∂ξ2 +

4 sin η
2
cos3 η

2
∂χ2

∂η
− 4 cos4 η

2
∂2χ2

∂η2 + U(ξ, η)χ2.
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Òåïåðü ñêëàäûâàåì è âû÷èòàåì ýòè óðàâíåíèÿ. Êðîìå òîãî, ïåðåõîäèì ê ïåðåìåííûì
s = χ1 + χ2 è t = χ1 − χ2:

ṡ = (4 sin ξ
2
cos3 ξ

2
−2(λ+λ−1) cos2 ξ

2
)∂s

∂ξ
+2(λ−λ−1) cos2 η

2
∂s
∂η
−4 cos4 ξ

2
∂2s
∂ξ2 +4 sin η

2
cos3 η

2
∂s
∂η
−

4 cos4 η
2

∂2s
∂η2 + U(ξ, η)s.

ṫ = (4 sin ξ
2
cos3 ξ

2
−2(λ+λ−1) cos2 ξ

2
) ∂t

∂ξ
−2(λ−λ−1) cos2 η

2
∂t
∂η
−4 cos4 ξ

2
∂2t
∂ξ2 +4 sin η

2
cos3 η

2
∂t
∂η
−

4 cos4 η
2

∂2t
∂η2 + U(ξ, η)t.

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî t(ξ, η) = s(ξ,−η), òîãäà χ1(ξ, η) = 1
2
(s + t) = 1

2
(s(ξ, η) + s(ξ,−η)). À

χ2(ξ,−η) = 1
2
(s(ξ, η)− s(ξ,−η)), ò.å. χ2(ξ, η) = 1

2
(s(ξ,−η)− s(ξ, η)).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëåííî äîñòàòî÷íî ðåøèòü òîëüêî ïåðâîå èç óðàâíåíèé. Òåïåðü
âñïîìèíàåì ôîðìóëó:

b(λ) = −U0

∫ ∫
dxdy exp [ −iy(λ− 1/λ)] χ(λ, x, y).

Äàëåå âñïîìèíàåì, ÷òî:

x = tg
ξ

2
,

y = tg
η

2
.

Òîãäà ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ:

J =
1

4 cos2 ξ/2 cos2 η/2
.

Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ äëÿ b(λ):

b(λ) = −U0

∫ ∫ dξdη

4 cos2 ξ/2 cos2 η/2
exp

[
−i tg

η

2
(λ− 1/λ)

]
χ(λ, ξ, η).

Ïåðåéäåì ê ôóíêöèÿì χ1 è χ2, êîòîðûå ìû è íàõîäèëè ÷èñëåííî, òîãäà (îïóñêàåì ëèøíèå
ïîñòîÿííûå ìíîæèòåëè)

Re(b(λ)) =
∫ ∫ dξdη

4 cos2 ξ/2 cos2 η/2

{
cos

[
tg

η

2
(λ− 1/λ)

]
χ1 + sin

[
tg

η

2
(λ− 1/λ)

]
χ2

}
.

Im(b(λ)) =
∫ ∫ dξdη

4 cos2 ξ/2 cos2 η/2

{
cos

[
tg

η

2
(λ− 1/λ)

]
χ2 − sin

[
tg

η

2
(λ− 1/λ)

]
χ1

}
.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèÿ äëÿ χ1 è χ2 ÷åðåç s, ïîëó÷àåì

b(λ) =
∫ ∫ s(ξ, η)dξdη

cos2 ξ/2 cos2 η/2
cos((λ− λ−1) tg η/2 + π/4).
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×èñëåííûå ðåçóëüòàòû.

Óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè s ðåøàëîñü ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííîãî ðàçíîñòíîãî ìåòîäà
(ôàêòè÷åñêè, ðåøàëàñü êðàåâàÿ çàäà÷à). Îäíàêî, ïðèìåíåíèå èòåðàöèîííîãî ìåòîäà ê
ðåøåíèþ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ s íå ïîçâîëÿåò ïðè ôèêñèðîâàííîì λ
îïóñòèòüñÿ íèæå íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ U0. Îäíàêî, ìîæíî íàîáîðîò çàôèêñèðîâàòü U0 è
ïîäõîäèòü ê îñîáåííîñòè b(λ) èç îáëàñòè áîëüøèõ λ. Â ýòîì ñëó÷àå òî÷íîñòü àëãîðèòìà è
âðåìÿ ñ÷åòà ïðèåìëåìû è ìîæíî âû÷èñëèòü ôóíêöèþ s. Äàëåå ïîäñòàâëÿåì åå â ïîñëåäíèé
èíòåãðàë (÷èñëåííî) è ïîëó÷àåì çíà÷åíèå äàííûõ ðàññåÿíèÿ ïðè äàííîì λ. Ýòî ïðèâîäèò
ê ñëåäóþùèì çàâèñèìîñòÿì (ðèñ.1)

Ðèñ. 1: Çàâèñèìîñòü îáîáùåííûõ äàííûõ ðàññåÿíèÿ b îò λ. Â êà÷åñòâå ïîòåíöèàëà áûëà
âçÿòà êðóãëàÿ ÿìà ðàäèóñà R = 1.0 è ãëóáèíû U . Íà ãðàôèêå ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè b(λ)
ïðè ðàçíûõ U .

Êàê âèäèì, ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ãëóáèíû ÿìû U < 3.0 äàííûå ðàññåÿíèÿ íå èìåþò
îñîáåííîñòåé. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé b(λ) ïðè U > 3.0 ïîêàçûâàåò, ÷òî âîçíèêàþò ïîëþñíûå
îñîáåííîñòè, ïðè÷åì ïîëþñ ïðè óâåëè÷åíèè ãëóáèíû ÿìû ñìåùàåòñÿ â îáëàñòü áîëüøèõ λ.
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Îáñóæäåíèå ãèïîòåç è çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ.

Îäíî èç ïðåäïîëîæåíèé î âèäå ôóíêöèè b(λ) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíà íå èìååò
îñîáåííîñòåé, êîãäà îñíîâíîå ñîñòîÿíèå â äàííîì ïîòåíöèàëå ëåæèò âûøå, ÷åì ε0 = −1.
Ïîëàãàÿ, ÷òî ðàäèóñ ÿìû R0 = 1, ïîëó÷èì óðàâíåíèå íà êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ãëóáèíû
ïîòåíöèàëà U∗

0 .

Âíóòðè ÿìû óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ èìååò âèä:

Ψ′′
rr +

1

r
Ψ′

r + (U0 − 1)Ψ = 0.

Åãî ðåøåíèåì (êîíå÷íîì â íóëå) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ áåññåëÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà
Ψ = const · J0 (r

√
U0 − 1).

Âíå ÿìû óðàâíåíèå ïðèíèìàåò òàêîé âèä:

Ψ′′
rr +

1

r
Ψ′

r −Ψ = 0.

Åãî ðåøåíèåì (èìåþùèì íà áåñêîíå÷íîñòè àñèìïòîòèêó ∝ e−r) ÿâÿåòñÿ ôóíêöèÿ
ìàêäîíàëüäà íóëåâîãî ïîðÿäêà Ψ = const · K0(r).

Ñøèâàåì ëîãàðèôìè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå ýòèõ ôóíêöèé ïðè r = 1 è ïîëó÷àåì èñêîìîå
ñîîòíîøåíèå íà U∗

0 :
J ′0(
√

U∗
0 − 1)

√
U∗

0 − 1

J0(
√

U∗
0 − 1)

=
K ′

0(1)

K0(1)
.

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ôóíêöèé Áåññåëÿ, ïîëó÷èì:

J1(
√

U∗
0 − 1)

√
U∗

0 − 1

J0(
√

U∗
0 − 1)

=
K1(1)

K0(1)
.

×èñëåííîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ äàåò ïåðâûé êîðåíü U∗
0 = 3.053. Ýòî ñîâïàäàåò ñ òîé

òî÷êîé, â êîòîðîé ó íàñ ïîÿâèëñÿ ïîëþñ â äàííûõ ðàññåÿíèÿ.

Òàêîå ïîâåäåíèå äàííûõ ðàññåÿíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ äàííûõ
ðàññåÿíèÿ ñ îñîáåíîñòÿìè ñêîðåå âñåãî íå ðàçðåøèìà â îáùåì ñëó÷àå, à òîëüêî äëÿ êàêèõ-
òî îïðåäåëåííûõ ïîëîæåíèé ïîëþñîâ â äàííûõ ðàññåÿíèÿ ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâóþùèé
ïîòåíöèàë. Âîçìîæíî, ðàñïîëîæåíèå ýòèõ ïîëþñîâ äîëæíî ïîä÷èíÿòüñÿ êàêîìó-òî çàêîíó
äëÿ êîððåêòíîé ïîñòàíîâêè îáðàòíîé çàäà÷è. Âûÿñíèòü, òàê ëè ýòî è êàêîâ ýòîò çàêîí
åùå ïðåäñòîèò.
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