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1 Ââåäåíèå
Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ðàññåÿíèå ýëåêòðîíà â ãðàôåíå íà
ñâåðõïðîâîäÿùåé îáëàñòè â ôîðìå äèñêà. Ïðè òàêîì ïðîöåññå
îñóùåñòâëÿþòñÿ äâà ìåõàíèçìà ðàññåÿíèÿ - îáû÷íîå è àíäðååâñêîå
([5]). Ïðè ðåøåíèè èñïîëüçóåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå âîëíîâûõ ôóíêöèé ñ
îïðåäåëåííûì çíà÷åíèåì ïîëíîãî ìîìåíòà. Ïðè ðàçìåðàõ ùåëè ∆ è
ýíåðãèè ðàññåèâàåìîãî ýëåêòðîíà ε ìíîãî ìåíüøèõ ýíåðãèè Ôåðìè EF è
äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè ìàëîñòè äèñêà R ¿ v

∆
, v

ε
íàõîäÿòñÿ àìïëèòóäû

ðàññåÿíèÿ, âûðàæåííûå ÷åðåç öèëèíäðè÷åñêèå ôóíêöèè. Ïðè áîëåå
ñèëüíîì óñëîâèè R ¿ v

EF
íàõîäÿòñÿ àñèìïòîòèêè ñå÷åíèé è àìïëèòóä

ðàññåÿíèÿ âî âñåõ êàíàëàõ m. Âñå òî æå ñàìîå ïðîäåëûâàåòñÿ â îáû÷íîì
ìàòåðèàëå è ñðàâíèâàþòñÿ ðåçóëüòàòû.

Èññëåäîâàíííûé ðåæèì àíäðååâñêîãî ðàññåÿíèÿ äîâîëüíî íåîáû÷åí;
óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ îí ïðîèñõîäèò, òðóäíî äîáèòüñÿ â äðóãîì
ìàòåðèàëå. À èìåííî, äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà è äëèíà êîãåðåíòíîñòè
â ñâåðõïðîâîäíèêå âåëèêè ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðàìè îñòðîâêà (l ∼
100nm â ãðàôåíå, ξ ' 300nm ïðè ∆ ' 10K), kF ìîæåò áûòü âûáðàíî
êàê ìíîãî áîëüøå, òàê è ìíîãî ìåíüøå R. Êðîìå òîãî, íà ãðàíèöå
ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì íåò èçìåíåíèé îáû÷íîãî ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà.
Èçâåñòíî, ÷òî â îáû÷íîì ñëó÷àå ïðè kF R À 1, R À l àíäðååâñêàÿ
ïðîâîäèìîñòü (ïðîâîäèìîñòü ïðè ïîäà÷å íàïðÿæåíèÿ íà îñòðîâîê)
îáû÷íàÿ áàëëèñòè÷åñêàÿ è ïðîïîðöèîíàëüíà σ−1, ãäå σ - ïðîâîäèìîñòü
íîðìàëüíîãî ìåòàëëà. Èíòåðåñíî ïîíÿòü, êàê ïðîâîäèìîñòü âåäåò ñåáÿ â
ðàññìîòðåííîì â ðàáîòå ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ÷èñòîãî ìåòàëëà ñ õîðîøåé
(áåç ïîòåíöèàëüíîãî ñêà÷êà) ãðàíèöåé, äëÿ ÷åãî èçíà÷àëüíî è çàòåÿíî
âû÷èñëåíèå. Â êîíöå òåêñòà ïðåäëàãàåòñÿ äàëüíåéøåå ðàçâèòèå çàäà÷è.

2 Îáùèå ñâåäåíèÿ î ãðàôåíå
Ãðàôåíîì íàçûâàåòñÿ äâóìåðíûé óãëåðîä, àòîìû êîòîðîãî ðàñïîëîæåíû
â óçëàõ ñîòîâîé ðåøåòêè - ðåøåòêè, ñîñòàâëåííîé èç ïðàâèëüíûõ
øåñòèóãîëüíèêîâ ñî ñòîðîíîé a ' 0.2nm. Òàêàÿ ðåøåòêà íå ÿâëÿåòñÿ
ðåøåòêîé Áðàâå, íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ ââèäå äâóõ òðåóãîëüíûõ ðåøåòîê
Áðàâå A,B ñäâèíóòûõ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà. Èìåííî âñëåäñòâèå
ñóùåñòâîâàíèÿ äâóõ ïîäðåøåòîê âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ýëåêòðîíà â ãðàôåíå
èìååò äâå êîìïîíåíòû. Ýôôåêòèâíûé ãàìèëüòîíèàí ñâîáîäíîãî
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ýëåêòðîíà â ãðàôåíå ñîâïàäàåò ñ ãàìèëüòîíèàíîì áåçìàññîâîé
ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà v ' c/300 ' 108cm s−1, ãäå
c - îáû÷íàÿ ñêîðîñòü ñâåòà.

H+ = v(pσ) =

(
0 p−
p+ 0

)
=

(
0 px − ipy

px + ipy 0

)
(1)

âáëèçè K-òî÷êè (òî åñòü ïðè èìïóëüñå k = K + p, p ¿ K) è

H− =

(
0 −p+

−p− 0

)
=

(
0 −px − ipy

−px + ipy 0

)
(2)

âáëèçè K ′-òî÷êè. Ñïåêòð ýëåêòðîíà ëèíååí è äëÿ êàæäîãî çàäàííîãî
èìïóëüñà p ñóùåñòâóåò äâà ñîñòîÿíèÿ. Îäíî ñ ýíåðãèåé E = pv è ñî
ñïèíîì (èçîñïèíîì), íàïðàâëåííûì âäîëü èìïóëüñà pσ = p è äðóãîå ñ
E = −pv è pσ = −p. Â äàëüíåéøåì áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî H+

è ìû áóäåì îáîçíà÷àòü åãî ïðîñòî H. Ïëîòíîñòü ýëåêòðîíîâ ñâÿçàíà ñ
ýíåðãèåé Ôåðìè òàê:

n = 2spin2valley
πp2

F

(2π)2
=

EF

πv2
(3)

Ïåðâàÿ äâîéêà âîçíèêàåò èç-çà îáû÷íîãî ñïèíà, âòîðàÿ - èç-çà äâóõ äîëèí
K è K ′. Òàê, ïðè n ' 1012cm−2 ôåðìèåâñêèé èìïóëüñ pF ' 1.8∗10−6cm−1.

3 Çàäà÷à î ðàññåÿíèè ýëåêòðîíà íà êðóãëîì
ñâåðõïðîâîäíèêå â ãðàôåíå

Ðàññìîòðèì ýëåêòðîí, íàëåòàþùèé íà êðóãëóþ ñâåðõïðîâîäÿùóþ
îáëàñòü. Ïóñòü EF óðîâåíü Ôåðìè â ãðàôåíå, ε - ýíåðãèÿ ðàññåèâàåìîãî
ýëåêòðîíà, R - ðàäèóñ ñâåðõïðîâîäÿùåé îáëàñòè. Ìû áóäåì
ðàññìàòðèâàòü ïðåäåëüíûé ñëó÷àé EF À ε, ∆. Â ñâåðõïðîâîäÿùåé
îáëàñòè ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ óðàâíåíèåì Áîãîëþáîâà-äå Æåíà
(BdG). Îíî ñïàðèâàåò ýëåêòðîíû è äûðêè, ïðè÷åì ýëåêòðîíû ñ
èìïóëüñîì èç äîëèíû K ñ äûðêàìè èç K ′ - òàêèì îáðàçîì äûðêè è
ýëåêòðîíû èìåþò áëèçêèå èìïóëüñû. Âñå õàðàêòåðíûå ðàçìåðû çàäà÷è
ìû ñ÷èòàåì çàâåäîìî ìíîãî áîëüøå ðàçìåðîâ ðåøåòêè a. ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ïåðåäà÷à áîëüøîãî èìïóëüñà ∼ K ∼ a−1, íåîáõîäèìàÿ äëÿ ïåðåáðîñà
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÷àñòèöû èç îäíîé äîëèíû â äðóãóþ, èñêëþ÷åíà. Èòàê, óðàâíåíèå,
êîòîðîå ìû áóäåì ðåøàòü:

(
H − EF ∆(r)

∆∗(r) EF − T̂HT̂

)(
u
v

)
= ε

(
u
v

)
, (4)

ãäå

T̂ = T̂−1 =

(
0 σz

σz 0

)
C; (5)

u =

(
uA

uB

)
, v =

(
vA

vB

)
(6)

- ýëåêòðîííàÿ è äûðî÷íàÿ âîëíîâûå ôóíêöèè. C - îïåðàòîð êîìïëåêñíîãî
ñîïðÿæåíèÿ. Â îòñóòñòâèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ T̂HT̂ = H. Äûðî÷íûé
ñïèíîð ïîëó÷àåòñÿ èç ýëåêòðîííîãî äåéñòâèåì îïåðàòîðà îáðàùåíèÿ
âðåìåíè T̂ : v = T̂ u, òàê ÷òî (uA, uB) = (ψAK , ψBK) è (vA, vB) =
(ψ∗AK′ ,−ψ∗BK′). T̂ ïðåâðàùàåò ýëåêòðîíû èç K-äîëèíû â äûðêè èç K ′-
äîëèíû.

∆(r) =

{
∆, if r > R;
0, if r ≤ R;

(7)

Íàéäåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ BdG ïðè ïîñòîÿííîì ∆ = const.
(

H − EF ∆
∆∗ EF −H

)(
u
v

)
= ε

(
u
v

)
. (8)

Ðàçëîæèì âîëíîâóþ ôóíêöèþ ïî ñèñòåìå ñîñòîÿíèé {uE} îáû÷íîãî
ãðàôåíà (∆ = 0), è áóäåì èñêàòü åå â ñëåäóþùåì âèäå:

ψ =

(
u
v

)
=

∑
E

(
fEuE(r)
gEuE(r)

)
, (9)

ãäå (10)
(H − EF )uE(r) = EuE(r) (11)
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Ïîäñòàâëÿÿ ψ â (8) è èñïîëüçóÿ (11) ïîëó÷àåì{
EfE + ∆gE = εfE

−EgE + ∆∗fE = εgE

(12)

ε2 − E2 = |∆|2 (13)
E = ±ε̃ = ±

√
ε2 − |∆|2 (14)

ψ = C+

(
∆

ε− ε̃

)
uε̃ + C−

(
∆

ε + ε̃

)
u−ε̃ (15)

3.1 Öèëèíäðè÷åñêèå âîëíû â ãðàôåíå, ñèììåòðèÿ
ìîìåíòîâ ±J . Ñâîéñòâà áåññåëåâûõ ôóíêöèé

Äëÿ èçó÷åíèÿ àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ ìû âîñïîëüçóåìñÿ áàçèñîì
ñîñòîÿíèé ñ îïðåäåëåííûìè ýíåðãèÿìè è çíà÷åíèåì ïîëíîãî ìîìåíòà
ñïèí ïëþñ óãëîâîé ìîìåíò J . Äàëüíåéøèå ñîîáðàæåíèÿ â îñíîâíîì
ïîâòîðÿþò [4].

Ĵ ≡
(

l̂x +
1

2
σ̂z

)
(16)

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî [Ĥ, Ĵ ] = 0, ÷òî ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ñîáñòâåííûå
ôóíêöèè ñ çàäàííûìè ýíåðãèåé è ìîìåíòîì.

Ĥψ = Eψ (17)

Ĵψ ≡
(

l̂x +
1

2
σ̂z

)
ψ = Jψ (18)

Ïîëíûé ìîìåíò ïðèíèìàåò ïîëóöåëûå çíà÷åíèÿ: J = m + 1
2
, m ∈ Z.

Âåëè÷èíîé m ìû â îñíîâíîì è áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì.
Ðåøåíèÿ (18) ñëåäóþùèå (ñì. [4]), (p = E/v):

ψEJ =

(
Rpm(r)Φm(θ)

isgn(E)Rpm+1(r)Φm+1(θ)

)
, (19)

(20)
(â äàëüíåéøåì ìû sgn ïèñàòü íå áóäåì, âñå ñîñòîÿíèÿ áóäóò
ðàñïîëîæåíû ìíîãî âûøå íóëåâîé òî÷êè, òî åñòü âñå ýíåðãèè - çàâåäîìî
ïîëîæèòåëüíû) ñ

Φm(θ) =
1√
2π

eimθ, (21)

Rpm = AJm(pr) + BYm(pr), (22)
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Âûïèøåì çäåñü æå ñâîéñòâà Áåññåëåâûõ ôóíêöèé - îíè íå ðàç
ïîíàäîáÿòñÿ â ïîñëåäóþùèõ âû÷èñëåíèÿõ.

eipx =
∞∑

m=−∞
imJm(pr)eimθ (23)

Jm(x À m) '
√

2

πx
cos

(
x− mπ

2
− π

4

)
(24)

Ym(x À m) '
√

2

πx
sin

(
x− mπ

2
− π

4

)
(25)

Jm(x ¿ 1) ∼ 1

m!

(x

2

)m

(26)

Ym(x ¿ 1) ∼
{
−m!

π

(
2
x

)m
,m > 0;

2
π

ln(γEx/2),m = 0.
(27)

R′
m(x) = Rm−1(x)− m

x
Rm(x) (28)

R′
m(x) = −Rm+1(x) +

m

x
Rm(x) (29)

Áåññåëåâû ôóíêöèè ìîæíî òàê îïðåäåëèòü äëÿ îòðèöàòåëüíûõ
ìîìåíòîâ:

R−m = (−1)mRm (30)
Ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè ôîðìóëà (22) ñïðàâäåëèâà äëÿ ëþáûõ ìîìåíòîâ
- çíàêè àâòîìàòè÷åñêè âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òî íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ
ψ âåäåò ñåáÿ êàê ïëîñêàÿ âîëíà ñî ñïèíîì, íàïðàâëåííûì âäîëü
èìïóëüñà. Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ñèñòåìå (48). Ïîäñòàâèì âìåñòî
m −m− 1 è âîñïîëüçóåìñÿ (30). Ìû ïîëó÷èì ïî÷òè òó æå ñèñòåìó
- åäèíñòâåííîå èçìåíåíèå - âìåñòî im ïåðåä J â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò
òåïåðü i−m−1. Ïîñêîëüêó âñå âåëè÷èíû C±, B, G ïðîïîðöèîíàëüíû ýòîìó
êîýôôèöèåíòó, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò m ê −m − 1 âñå
îíè äîìíîæàþòñÿ íà i−2m−1 = i−2J . Âûïèøåì òåïåðü, èñïîëüçóÿ
(46), óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå feJ ñ BJ è fhJ ñ GJ (m ≡ J − 1

2
è

ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáóþ èç äâóõ âåëè÷èí, ñèììåòðèÿ íàãëÿäíåå ïðè

6



èñïîëüçîâàíèè J , â îñòàëüíûõ ãëàâàõ óäîáíåå ïîëüçîâàòüñÿ öåëûì m):

fem√
2ir

eipr =
Bm√
2π

√
2

πpr
eimθei[pr−mπ

2
−π

4 ] (31)

feJ =

√
2

π
√

p
i−J+ 1

2 BJe−iθ/2+iJθ (32)

fhJ =

√
2

π
√

p
iJ−

1
2 GJe−iθ/2+iJθ (33)

Çàìåíèâ òåïåðü J → −J è äîìíîæèâ íà e−2J , ïîëó÷èì àìïëèòóäû ñ
ïðîòèâîïîëîæíûìè J :

fe−J =

√
2

π
√

p
i−J+ 1

2 BJe−iθ/2−iJθ (34)

fh−J =

√
2

π
√

p
i−3J− 1

2 GJe−iθ/2−iJθ (35)

feJ + fe−J =
2
√

2

π
√

p
i−J+ 1

2 BJe−iθ/2 cos(Jθ) (36)

fhJ + fh−J =
2
√

2

π
√

p
iJ+ 1

2 GJe−iθ/2 sin(Jθ) (37)

Èç ýòèõ ôîðìóë âèäíî, ÷òî äîñòàòî÷íî ñîñ÷èòàòü B, G äëÿ
ïîëîæèòåëüíûõ ìîìåíòîâ J . Êðîìå òîãî, èç ïîëóöåëîñòè J ñëåäóåò, ÷òî

fe(θ = π) ≡ 0 (38)
fh(θ = 0) ≡ 0 (39)

Íåòó ýëåêòðîííîãî ðàññåÿíèÿ òî÷íî íàçàä è äûðî÷íîãî òî÷íî âïåðåä -
ýòî ñëåäñòâèå ñîõðàíåíèÿ êèðàëüíîñòè (ñì., íàïðèìåð [3]).

3.2 Óðàâíåíèÿ â ãðàôåíå
Èñïîëüçóÿ (19), ïåðåïèøåì (15), ïîëàãàÿ B = 0 (òðåáîâàíèå
ðåãóëÿðíîñòè ψ â íóëå):

ψ =




∆ [C+Jm(p̃+r) + C−Jm(p̃−r)] Φm

i∆ [C+Jm+1(p̃+r) + C−Jm+1(p̃−r)] Φm+1

[C+(ε− ε̃)Jm(p̃+r) + C−(ε + ε̃)Jm(p̃−r)] Φm

i [C+(ε− ε̃)Jm+1(p̃+r) + C−(ε + ε̃)Jm+1(p̃−r)] Φm+1


 (40)
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Çäåñü p̃± = EF±ε̃
v

. Ýòî îáùèé âèä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ BdG ñ
ôèêñèðîâàííûìè ýíåðãèåé è ìîìåíòîì, ðåãóëÿðíîãî â íà÷àëå êîîðäèíàò.
Íàïèøåì òåïåðü ψ â íîðìàëüíîé îáëàñòè r > R. Óðàâíåíèå âûãëÿäèò
êðàéíå ïðîñòî (∆ = 0) è åãî ðåøåíèÿ - îòäåëüíûå ýëåêòðîííûå è
äûðî÷íûå âîëíû.

um =




[
AJm(p+r) + BH

(1)
m (p+r)

]
Φm

i
[
AJm+1(p+r) + BH

(1)
m+1(p+r)

]
Φm+1,


 (41)

vm =




[
FJm(p−r) + GH

(2)
m (p−r)

]
Φm

i
[
FJm+1(p−r) + GH

(2)
m+1(p−r)

]
Φm+1,


 (42)

p± =
EF ± ε

v
(43)

Ïîòðåáóåì òåïåðü íåïðåðûâíîñòè ψ íà êîëüöå r = R. Ýòî òðåáîâàíèå
âûðàæàåòñÿ â ÷åòûðåõ î÷åâèäíûõ óðàâíåíèÿõ:




∆[C+Jm(p̃+r) + C−Jm(p̃−r)] = AJm(p+r) + BH
(1)
m (p+r)

∆[C+Jm+1(p̃+r) + C−Jm+1(p̃−r)] = AJm+1(p+r) + BH
(1)
m+1(p+r)

[C+(ε− ε̃)Jm(p̃+r) + C−(ε + ε̃)Jm(p̃−r)] = FJm(p−r) + GH
(2)
m (p−r)

[C+(ε− ε̃)Jm+1(p̃+r) + C−(ε + ε̃)Jm+1(p̃−r)] = FJm+1(p−r) + GH
(2)
m+1(p−r),

(44)

r = R.

Äîïîëíèòåëüíûå óðàâíåíèÿ âîçíèêàþò èç óñëîâèÿ, ÷òî ψ îïèñûâàåò
ðàññåÿíèå ýëåêòðîíà - íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ r ôóíêöèÿ ψ äîëæíà
ñêëàäûâàòüñÿ èç íàëåòàþùåé âîëíû ψinc è ðàñõîäÿùèõñÿ âîëí.

ψ = ψinc + ψe + ψh (45)

ψ =
1√
2




1
1
0
0


 eip+x +

fe(θ)√
ir

1√
2




1
eiθ

0
0


 eip+r +

fh(θ)√−ir

1√
2




0
0
1
eiθ


 e−ip−r (46)

fe è fh - àìïëèòóäû îáû÷íîãî è àíäðååâñêîãî ðàññåÿíèÿ. Êîðíè èç
ìíèìûõ åäèíèö ââåäåíû äëÿ óäîáñòâà âû÷èñëåíèé. Ïåðâàÿ àìïëèòóäà
îïèñûâàåò ðàññåÿíèå â ýëåêòðîíû, âòîðàÿ - â äûðêè. Èìåÿ ââèäó (23),
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ëåãêî ñîîáðàçèòü, ÷òî

ψinc =
√

π

∞∑
m=−∞

im




Jm(p+r)Φm

iJm+1(p+r)Φm+1

0
0


 (47)

Ðàçíîñòü ψ − ψinc â êàæäîì êàíàëå m äîëæíà ñîäåðæàòü ëèøü
ðàñõîäÿùèåñÿ èç öåíòðà âîëíû. Äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïåðâàÿ
êîìïîíåíòà âîëíîâîé ôóíêöèè ñîäåðæèò ëèøü ÷àñòü ñ eip+r, à òðåòüÿ - ñ
e−ip−r. Ýòî íåìåäëåííî äàåò A =

√
πim è F = 0. Ïîäñòàâëÿÿ ψ â (44), ìû

ïîëó÷àåì




∆[C+Jm(p̃+R) + C−Jm(p̃−R)] =
√

πimJm(p+R) + BH
(1)
m (p+R)

∆[C+Jm+1(p̃+R) + C−Jm+1(p̃−R)] =
√

πimJm+1(p+R) + BH
(1)
m+1(p+R)

C+(ε− ε̃)Jm(p̃+R) + C−(ε + ε̃)Jm(p̃−R) = GH
(2)
m (p−R)

C+(ε− ε̃)Jm+1(p̃+R) + C−(ε + ε̃)Jm+1(p̃−R) = GH
(2)
m+1(p−R)

(48)

Äëÿ íà÷àëà ïîñìîòðèì, ÷òî ïîëó÷èòñÿ, åñëè âîâñå ïðåíåáðå÷ü îòëè÷èÿìè
àðãóìåíòîâ öèëèíäðè÷åñêèõ ôóíêöèé îò pR:





∆[C+ + C−] =
√

πim + B(1 + iκm)

∆[C+ + C−] =
√

πim + B(1 + iκm+1)

C+(ε− ε̃) + C−(ε + ε̃) = G(1− iκm)

C+(ε− ε̃) + C−(ε + ε̃) = G(1− iκm+1),

(49)





B = 0

G = 0

∆[C+ + C−] =
√

πim

C+ = C−
(ε̃+ε)
(ε̃−ε)

,

(50)

{
C− = ε̃−ε

2ε̃

√
πim

∆

C+ = ε̃+ε
2ε̃

√
πim

∆

(51)

Â ïðåíåáðåæåíèè ðàçíèöîé ìåæäó p è p̃±, p± ðàññåÿíèÿ íåò, ïîñêîëüêó
òàêîå ïðèáëèæåíèå ïðîñòî ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ ∆ = 0, òî åñòü
îòñóòñòâèþ ñâåðõïðîâîäíèêà.
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3.3 Âû÷èñëåíèå ýëåêòðîííîé àìïëèòóäû â ãðàôåíå
Ðàññ÷èòàåì òåïåðü ðàññåÿíèå â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî ε, ε̃, âûïèñàâ
òî÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ àìïëèòóä, à çàòåì ðàçëàãàÿ áåññåëåâû ôóíêöèè
âáëèçè pR â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ε̃R

v
, εR

v
. Ïðåîáðàçóåì ñèñòåìó (48), îáîçíà÷àÿ

α = C+/C−:




αJm(p̃+)+Jm(p̃−)
αJm+1(p̃+)+Jm+1(p̃−)

=
√

πimJm(p+)+BH
(1)
m (p+)√

πimJm+1(p+)+BH
(1)
m+1(p+)

α(ε−ε̃)Jm(p̃+)+(ε+ε̃)Jm(p̃−)
α(ε−ε̃)Jm+1(p̃+)+(ε+ε̃)Jm+1(p̃−)

= H
(2)
m (p−)

H
(2)
m+1(p−)

(52)

α =
ε̃ + ε

ε̃− ε

Jm+1(p̃−)H
(2)
m (p−)− Jm(p̃−)H

(2)
m+1(p−)

Jm+1(p̃+)H
(2)
m (p−)− Jm(p̃+)H

(2)
m+1(p−)

(53)

Â äàëüíåéøåì ôóíêöèÿ áåç àðãóìåíòà îçíà÷àåò åå çíà÷åíèå â pR. pR
ìû îáîçíà÷èì çà x. Ðàñïèøåì α â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî ε, ε̃, èñïîëüçóÿ
ôîðìóëû (28), (29) äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ âòîðîãî ìíîæèòåëÿ â (53).
Çàìåòèì, ÷òî â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ðàâíû,
à ïåðâûå ïîïðàâêè ïî ε ê íèì îäèíàêîâû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîïðàâêà êî
âñåé äðîáè âîçíèêàåò ëèøü âî âòîðîì ïîðÿäêå, òîãäà êàê ïî ε̃ îíà åñòü è â
ïåðâîì, ïðè÷åì ïîïðàâêè ê ÷èñëèòåëþ è çíàìåíàòåëþ ïðîòèâîïîëîæíû,
òàê ÷òî

α = α(0)(1 + γ
Rε̃

v
+ O(ε2 + ε̃2)) (54)

α(0) =
ε̃ + ε

ε̃− ε
(55)

γ = 2
− [

Jm − m+1
x

Jm+1

]
H

(2)
m +

[−Jm+1 + m
x
Jm

]
H

(2)
m+1

Jm+1H
(2)
m − JmH

(2)
m+1

(56)

γ(x ¿ 1) =
−2m

x
,m > 0 (57)

γ(x ¿ 1) = −x ln(γEx/2), m = 0. (58)

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå α â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (52), çàïèøåì â
ïåðâîì ïðèáëèæåíèè

B = − [αJm(p̃+) + Jm(p̃−)]
√

πimJm+1(p+)− [αJm+1(p̃+) + Jm+1(p̃−)]
√

πimJm(p+)

[αJm(p̃+) + Jm(p̃−)]H
(1)
m+1(p+)− [αJm+1(p̃+) + Jm+1(p̃−)]H

(1)
m (p+)

(59)
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Âûïèøåì ÷èñëèòåëü, äåëåííûé íà √πim:

X = −(α− 1)
ε̃R

v

{[
−Jm+1 +

m

x
Jm

]
Jm+1 −

[
Jm − m + 1

x
Jm+1

]
Jm

}
+

+(α + 1)
εR

v

{[
−Jm+1 +

m

x
Jm

]
Jm+1 −

[
Jm − m + 1

x
Jm+1

]
Jm

}
= (60)

=
[(α + 1)ε− (α− 1)ε̃]R

v
Λ(61)

Λ =

{[
−Jm+1 +

m

x
Jm

]
Jm+1 −

[
Jm − m + 1

x
Jm+1

]
Jm

}
(62)

B = −
√

πim(X + Y )

(α + 1)[JmH
(1)
m+1 − Jm+1H

(1)
m ]

(63)

Ðàçíîñòü [JmH
(1)
m+1 − Jm+1H

(1)
m ] â çíàìåíàòåëå, îíà åùå ìíîãî ðàç

âñòðåòèòüñÿ íèæå, îáîçíà÷èì çà η. Ìíîæèòåëü (α + 1)ε − (α − 1)ε̃ â
âûðàæåíèè äëÿ X îáðàùàåòñÿ â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè â íîëü: ε̃ 2ε

ε̃−ε
−

ε 2ε̃
ε̃−ε

= 0, â ñëåäóþùåì ïðèáëèæåíèè, ïîäñòàâëÿÿ (54), ìû ïîëó÷àåì
γ ε̃(ε̃−ε)R

v
. Ñëàãàåìîå X - âñå, ÷òî ïîëó÷àåòñÿ, åñëè âñå âõîäÿùèå â

÷èñëèòåëü â α âåëè÷èíû ïîäñòàâëÿòü ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðâîãî ïîðÿäêà.
Íî ïîñêîëüêó X ïîëó÷àåòñÿ èìåííî âòîðîãî, à íå ïåðâîãî ïîðÿäêà,
òî è âñå âåëè÷èíû íàäî ïîäñòàâèòü ñ òî÷íîñòüþ äî âòîðîãî ïîðÿäêà
- íåäîñòàþùèå ñëàãàìûå îáîçíà÷åíû çà Y . Âûÿñíèì, êàêèå ÷ëåíû
äîáàâëÿþòñÿ òàêèì îáðàçîì. Ñïåðâà çàìåòèì, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå
áåññåëåé â ãëàâíîì ïîðÿäêå, à α - ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ, ïîëó÷àåòñÿ íîëü.
×ëåíû, äàâàåìûå ïåðåêðåñòíûìè ÷ëåíàìè - ïåðâîé ïîïðàâêîé ê α â
ïðîèçâåäåíèè ñ ïåðâûìè ïîïðàâêàìè ê áåññåëåâûì ôóíêöèÿì, ìû óæå
ïîñ÷èòàëè - îíè ñîñòàâëÿþò X. Çíà÷èò, îñòàþòñÿ ÷ëåíû, âîçíèêàþùèå èç
α0 è âòîðûõ ïîïðàâîê ê áåññåëÿì. Çàìåòèì äàëåå, ÷òî íîëü äàåò ñóììà
ïåðåêðåñòíûõ ÷ëåíîâ, ïîëó÷àþùèõñÿ, êîãäà ìû ïåðåìíîæàåì ïåðâûå
ïîïðàâêè ê ðàçíûì áåññåëÿì - ýòî ëåãêî óâèäåòü, âûíåñÿ îáùèé äëÿ ýòèõ
÷ëåíîâ ìíîæèòåëü J ′mJ ′m+1. Îñòàåòñÿ òîëüêî ñëàãàåìîå

Y =
(α + 1)R2

v2

[
JmJ ′′m+1ε

2 + J ′′mJm+1ε̃
2 − JmJ ′′m+1ε̃

2 − J ′′mJm+1ε
2
]

= (64)

=
(α + 1)R2

v2
(ε2 − ε̃2)(JmJ ′′m+1 − J ′′mJm+1) (65)

(ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî ïîïðàâêè âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ p̃+ è
p̃− ðàâíû äðóã äðóãó, ïîñêîëüêó êâàäðàòè÷íû ïî ìàëîé âåëè÷èíå)
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Ïîëüçóÿñü (28), (29), ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ:

J ′′m = (−Jm+1 +
m

x
Jm)′ = −Jm +

1

x
Jm+1 +

m2 −m

x2
Jm(66)

J ′′m+1 = (Jm − m + 1

x
Jm+1)

′ = −Jm+1 − 1

x
Jm +

(m + 1)2 + (m + 1)

x2
Jm+1(67)

(68)

Îáîçíà÷àåì

λ = JmJ ′′m+1 − J ′′mJm+1 = −J2
m + J2

m+1

x
+

4m + 2

x2
JmJm+1 (69)

λm>0(x ¿ 1) = − 1

x(m!)2

(x

2

)2m

+
4m + 2

x2(m + 1)(m!)2

(x

2

)2m+1

= (70)

=
(x

2

)2m−1 1

(m!)2

m

2(m + 1)
(71)

λm=0(x ¿ 1) =
x

2
. (72)

Âûïèøåì åùå ïîâåäåíèå Λ âáëèçè íóëÿ.

Λ(pR = x ¿ 1) = −J2
m +

2m + 1

x
JmJm+1 = Jm

(x

2

)m
[
−1 +

2m + 1

2m + 2

]
= (73)

= − 1

(m!)2

(x

2

)2m 1

2(m + 1)
(74)

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëèòåëü â B ðàâåí

X + Y =
γε̃(ε− ε̃)R2

v2
Λ +

(α + 1)R2

v2
(ε2 − ε̃2)λ = (75)

=
R2

v2

[
γε̃(ε− ε̃)Λ + (α + 1)|∆|2λ]

(76)

Åùå çàâèñèò îò ýíåðãèè ìíîæèòåëü èç çíàìåíàòåëÿ 1/(α+1) ' 2(ε̃−ε)/ε̃.

B = −√πim
X + Y

(α + 1)η
= −√πim

R2

v2

[
−γ(ε−ε̃)2

2
Λ + |∆|2λ

]

η
(77)

η = [JmH
(1)
m+1 − Jm+1H

(1)
m ] (78)

η(x ¿ 1) = −i
2

x

(m + 1)

π
(79)
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Âåëè÷èíà B ïðè ìàëûõ x

Bm>0 = −√πim
(

R

v

)2 [
(ε̃− ε)2 −iπm

4((m + 1)!)2

(x

2

)2m

+ |∆|2 iπm

2((m + 1)!)2

(x

2

)2m
]

= (80)

−√πim
(

R

v

)2
iπm

2((m + 1)!)2

(x

2

)2m
[
|∆|2 − (ε̃− ε)2

2

]
(81)

Îòìåòèì, ÷òî â ïîñëåäíåé ôîðìóëå êâàäðàòíàÿ ñêîáêà âñåãäà áîëüøå
èëè ðàâíà |∆|2

2
.

Bm=0 = −√π

(
R

v

)2

iπ
(x

2

)2
[
|∆|2 − (ε̃− ε)2

2
ln(γEx/2)

]
(82)

Ïðè ε ∼ ∆ äîìèíèðóåò âòîðîå ñëàãàåìîå, åñëè æå ∆ ¿ ε, îíî ñòàíîâèòñÿ
ðàâíî −|∆|2 |∆|2

4ε2
ln(γEx/2) è ìîæåò áûòü êàê ìíîãî áîëüøå, òàê è ìíîãî

ìåíüøå èëè ïîðÿäêà |∆|2.

3.4 Âû÷èñëåíèå äûðî÷íîé àìïëèòóäû â ãðàôåíå
Çàéìåìñÿ òåïåðü âû÷èñëåíèåì êîýôôèöèåíòà G, ñ òî÷íîñòüþ äî
ìíîæèòåëÿ ðàâíîãî fhm.

G = C+(ε− ε̃)
Jm(p̃+)Jm+1(p̃−)− Jm+1(p̃+)Jm(p̃−)

H
(2)
m (p−)Jm+1(p̃−)−H

(2)
m+1(p−)Jm(p̃−)

(83)

Â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè, êàê èçâåñòíî, G = 0, ïîýòîìó çäåñü ìû äîëæíû
âû÷èñëèòü äðîáü â ïåðâîì ïîðÿäêå, à C+ ìîæíî âçÿòü èç ðåøåíèÿ
ñèñòåìû (49).

G =
ε̃ + ε

2ε̃
(ε− ε̃)

√
πim

∆

2ε̃R
v

{[
−Jm+1 + m

p
Jm

]
Jm+1 −

[
Jm − m+1

p
Jm+1

]
Jm

}

−η∗
= (84)

=
√

πim
∆∗RΛ

vη
;(85)

Äëÿ ìàëûõ x ïîëó÷àåì

G ' ∆∗R
v

π

2i[(m + 1)!]2

(
pR

2

)2m+1

(86)

13



4 Ðàññåÿíèå íà êðóãëîì ñâåðõïðîâîäíèêå â
îáû÷íîì ìàòåðèàëå

4.1 Óðàâíåíèÿ â îáû÷íîì ìàòåðèàëå
Ðàññìîòðèì, êàê ïðîèñõîäèò ðàññåÿíèå íà êðóãëîé ñâåðõïðîâîäÿùåé
îáëàñòè íå â ãðàôåíå, à â îáû÷íîì ìàòåðèàëå ñî ñêàëÿðíûìè âîëíîâûìè
ôóíêöèÿìè u, v. Çàìåòèì, ÷òî âèä âîëíîâîé ôóíêöèè (15) ãîäèòñÿ äëÿ
ëþáîãî H, è â ÷àñòíîñòè äëÿ ñêàëÿðíîãî H = k2/2, ãäå k - ïîëíûé
èìïóëüñ (ìàññó ìû ïîëîæèëè ðàâíîé åäèíèöå), êîòîðûé ìû ñ÷èòàåì
áëèçêèì ê ôåðìèåâñêîìó p = v. Èçìåíÿåòñÿ ëèøü âèä ôóíêöèé u±ε̃.
Ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ ñ îïðåäåëåííûì çíà÷åíèåì ìîìåíòà m ëåãêî
íàéòè:

uEm = [AJm(pr) + BYm(pr)]Φm, (87)
p =

√
2EF + 2E (88)

ñîîòâåòñòâåííî, ôîðìóëû äëÿ àìïëèòóä

ψ = eip+x +
fe(θ)√−ir

eip+r +
fh(θ)√−ir

e−ip−r (89)

è âèä ôóíêöèè ψ (÷òîáû íå áûëî ïóòàíèöû, â îáû÷íîì ìàòåðèàëå
âåëè÷èíû øòðèõîâàííûå)

ψm

Φm

=





C ′
+

(
∆

ε− ε̃

)
Jm(p̃+r) + C ′

−

(
∆

ε + ε̃

)
Jm(p̃−r), r < R;

(√
2πim

0

)
Jm(p+r) +

(
F ′H(1)

m (p+r)

G′H(2)
m (p−r),

)
≥ R

, (90)

p± =
√

p2 ± ε ' p± ε/p, (91)
p̃± =

√
p2 ± ε̃ ' p± ε̃/p. (92)

Íåïðåðûâíîñòü âîëíîâîé ôóíêöèè òåïåðü äàåò òîëüêî äâà óðàâíåíèÿ -
îñòàâøèåñÿ äâà ïîëó÷àþòñÿ èç òðåáîâàíèÿ íåïðåðûâíîñòè ïðîèçâîäíîé
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ψ â òî÷êå R. Ïîëó÷àåì äâå ïàðû óðàâíåíèé, ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (29):
∆[C ′

+Jm(p̃+) + C ′
−Jm(p̃−)] =

√
2πimJm(p+) + F ′H(1)

m (p+)(93)
(ε− ε̃)C ′

+Jm(p̃+) + (ε + ε̃)C ′
−Jm(p̃−) = G′H(2)

m (p−)(94)
∆[C ′

+(−p̃+Jm+1(p̃+) + mJm(p̃+)) + C ′
−(−p̃−Jm+1(p̃−) + mJm(p̃−))] =

=
√

2πim(−p+Jm+1(p+) + mJm(p+)) + F ′(−p+H
(1)
m+1(p+) + mH(1)

m (p+))(95)
(ε− ε̃)C ′

+(−p̃+Jm+1(p̃+) + mJm(p̃+)) + (ε + ε̃)C ′
−(−p̃−Jm+1(p̃−) + mJm(p̃−)) =

= G′(−p−H
(2)
m+1(p−) + mH(2)

m (p−))(96)
Çàìåòèì, ÷òî ïðè âû÷èòàíèè èç òðåòüåãî ïåðâîãî, à èç ÷åòâåðòîãî
âòîðîãî, â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñ êîýôôèöèåíòîì m, ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà, ïî÷òè
ñîâïàäàþùàÿ ñ óðàâíåíèÿìè ñøèâêè â ãðàôåíå:




∆[C ′
+Jm(p̃+) + C ′

−Jm(p̃−)] =
√

2πimJm(p+) + F ′H(1)
m (p+)

∆[C ′
+p̃+Jm+1(p̃+) + C ′

−p̃−Jm+1(p̃−)] =
√

2πimp+Jm+1(p+) + F ′p+H
(1)
m+1(p+)

(ε− ε̃)C ′
+Jm(p̃+) + (ε + ε̃)C ′

−Jm(p̃−) = G′H(2)
m (p−)

(ε− ε̃)C ′
+p̃+Jm+1(p̃+) + (ε + ε̃)C ′

−p̃−Jm+1(p̃−) = G′p−H
(2)
m+1(p−)

(97)

Î÷åâèäíî, ÷òî â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè, êîãäà ðàññåÿíèÿ íåò, ïîëó÷àþòñÿ
â òî÷íîñòè òå æå îòâåòû äëÿ C ′

+, C ′
− Êàê è â çàäà÷å ñ ãðàôåíîì, äëÿ

íàõîæäåíèÿ ðàññåÿíèÿ â óñëîâèÿõ ε, ε̃ ¿ EF = p2/2 íóæíî ðàçëîæèòü
âõîäÿùèå â óðàâíåíèÿ âåëå÷èíû â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî ìàëûì ε, ε̃.
Ïðåîáðàçóÿ òàê æå, êàê äëÿ ãðàôåíà, ïîëó÷èì:

α′
α(0) Jm(p̃+)− Jm(p̃−)

α′
α(0) p̃+Jm+1(p̃+)− p̃−Jm+1(p̃−))

=
H

(2)
m (p−)

p−H
(2)
m+1(p−)

(98)

α′/α(0) =
p−H

(2)
m+1(p−)Jm(p̃−)−H

(2)
m (p−)p̃−Jm+1(p̃−))

p−H
(2)
m+1(p−)Jm(p̃+)−H

(2)
m (p−)p̃+Jm+1(p̃+)

(99)

Êàê è â ãðàôåíå, ïåðâàÿ ïîïðàâêà ïî ε ðàâíà íóëþ. Ïîëó÷àåì â èòîãå
äëÿ α′

α′ = α(0)(1 +
γ′ε̃R

v
+ O(ε2 + ε̃2)),(100)

γ′ = −2
pH

(2)
m+1(−Jm+1 + m

x
Jm)−H

(2)
m p[Jm − m+1

x
Jm+1]− 1

R
H

(2)
m Jm+1

pH
(2)
m+1Jm −H

(2)
m pJm+1

=(101)

= 2
H

(2)
m+1(−Jm+1 + m

x
Jm)−H

(2)
m [Jm − m

x
Jm+1]

η
(102)
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Ýòî âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì äëÿ γ â ãðàôåíå ñ òî÷íîñòüþ
äî ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî â ÷èñëèòåëå - çäåñü ó íàñ m/p âìåñòî (m +
1)/p. Îòëè÷èå, êîíå÷íî, âîçíèêàåò èç-çà ïðåäìíîæèòåëåé òèïà p̃± ïåðåä
áåññåëåâûìè ôóíêöèÿìè.

γ′ = γ − 2

x

H
(2)
m Jm+1

η
(103)

γ′(x ¿ 1) =

{
γ,m > 0

2γ,m = 0,
(104)

4.2 Âû÷èñëåíèå ýëåêòðîííîé àìïëèòóäû â îáû÷íîì
ìàòåðèàëå

Òåïåðü âû÷èñëèì F . Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîîòâåòñâóþùåé ôîðìóëû
äîñòàòî÷íî âçÿòü ôîðìóëó äëÿ B â ãðàôåíå è ïðèñòàâèòü ê
öèëèíäðè÷åñêèì ôóíêöèÿì ïîðÿäêà m + 1 â êà÷åñòâå ìíîæèòåëÿ
èõ àðãóìåíò, à √

π çàìåíèòü íà
√

2π (ýòî ðàçëè÷èå îáóñëîâëåíî
íîðìèðîâêîé, ïðè ïåðåõîäå ê âûðàæåíèåì äëÿ àìïëèòóä ðàññåÿíèÿ îíî
èñ÷åçíåò):

F ′ = − [α′Jm(p̃+) + Jm(p̃−)]
√

2πimp+Jm+1(p+)− [α′p̃+Jm+1(p̃+) + p̃−Jm+1(p̃−)]
√

2πimJm(p+)

[α′Jm(p̃+) + Jm(p̃−)]p+H
(1)
m+1(p+)− [α′p̃+Jm+1(p̃+) + p̃−Jm+1(p̃−)]H

(1)
m (p+)

(105)
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Íàéäåì ÷èñëèòåëü, äåëåííûé íà
√

2πim. Îí ðàâåí

pX + pY + pZp(2) + pZp(1)p(1) + pZα′(1)p(1)(106)

Zp(2) = (α′ + 1)JmJm+1(p
(2)
+ − p̃

(2)
+ ) = (α′ + 1)JmJm+1

ε2 − ε̃2

2(pv)2
=(107)

= (α′ + 1)JmJm+1
−|∆|2
2(pv)2

(108)

Zp(1)p(1) = (α′ + 1)Jm

(
ε

pv

)2

[Jm − m + 1

x
Jm+1]− (α′ + 1)Jm

(
ε̃

pv

)2

[Jm − m + 1

pR
Jm+1] =(109)

= (α′ + 1)Jm
ε2 − ε̃2

(pv)2
[Jm − m + 1

x
Jm+1] =(110)

= (α′ + 1)
|∆|2
(pv)2

[
J2

m −
m + 1

x
JmJm+1

]
(111)

Zα′(1)p(1) = γ′JmJm+1
ε− ε̃

pv

ε̃R

v
(112)

Çäåñü Zp(2) îòâå÷àåò çà ÷ëåíû âîçíèêàþùèå èç âòîðîé ïîïðàâêè ê
íîâûì èìïóëüñàì (êîòîðûõ íå áûëî â ãðàôåíå), Zp(1)p(1) îòâå÷àåò
çà ïåðåêðåñòíûå ÷ëåíû, ñîìíîæèòåëè êîòîðûõ èç èìïóëüñîâ, Zα′(1)p(1)

îòâå÷àåò çà ïåðåêðåñòíûå ÷ëåíû α ñ íîâûìè èìïóëüñàìè. Âñå ïðî÷èå
÷ëåíû âòîðîãî ïîðÿäêà óæå ñîäåðæàòñÿ â X + Y è áûëè ñîñ÷èòàíû
âûøå. Ïðè ýòîì â X äëÿ îáû÷íîãî ìàòåðèàëà íóæíî çàìåíèòü γ íà γ′.
Çíàìåíàòåëü â F ′ â ãëàâíîì ïîðÿäêå ðàâåí (α′ + 1)pη. Òàêèì îáðàçîì,
ïîëó÷àåòñÿ:

F ′ =
√

2Bgraphene −
√

2πim

(
|∆|
pv

)2 [
J2

m −
(

m+1
x
− 1

2

)
JmJm+1

]− γ′ (ε̃−ε)2pR
2(pv)2

JmJm+1

η
=(113)

−
√

2πim

(
|∆|R

v

)2
(

[J2
m−(m+1

x
− 1

2)JmJm+1]
(x)2

+ λ

)
− γ′ (ε̃−ε)2R2

2v2

[
JmJm+1

pR
+ Λ

]

η
,(114)

ïðè÷åì ïðè ìàëûõ x

JmJm+1

x
+ Λ = −J2

m − J2
m+1 + (m + 1)

2

x
JmJm+1 ' (115)

' −
(x

2

)2m+2 1

(m!)2

2m2 − 5m− 4

(m + 1)2(m + 2)
(116)
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Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïîëó÷åíî ïðè ïîìîùè ðàçëîæåíèÿ áåññåëåé ïðè
ìàëîì ïàðàìåòðå, âêëþ÷àÿ ïåðâóþ ïîïðàâêó ê ãëàâíîìó ÷ëåíó (â íàøåì
ñïèñêå ñâîéñòâ ýòè ôîðìóëû íå âûïèñàíû). Ïåðâàÿ ñêîáêà - ñòîÿùàÿ
ïðè |∆|2 - îïðåäåëÿåòñÿ (ïðè ìàëûõ x) ïåðâûì ÷ëåíîì, ïðè ýòîì îíà
ðàâíÿåòñÿ 1

8

(
x
2

)2m−2. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ àìïëèòóäû ïðè ìàëîì x èìååì

F ′ = −
√

2πim

(
|∆|R

v

)2 (
1
8

(
x
2

)2m−2
)

+ γ′ (ε̃−ε)2R2

2v2

[(
x
2

)2m+2 1
(m!)2

2m2−5m−4
(m+1)2(m+2)

]

η
=(117)




−√2πim iπ

8(m+1)

(
x
2

)2m−1
(
|∆|R

v

)2

−√2πim iπ(2m2−5m−4)
2(m!)2(m+1)3(m+2)

(
x
2

)2m+2
(
|ε̃−ε|R

v

)2

, m > 0

−√2π iπ
8

(
x
2

)−1
(
|∆|R

v

)2

−√2π4πi
(

x
2

)4
ln(γEx/2),m = 0

(118)

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ïðîñòîãî íåðàâåíñòâà |∆|
|ε̃−ε| ≥ 1 ïðè ìàëûõ x

âòîðûå ñëàãàåìûå â F ìîæíî âûêèíóòü ïðè ëþáûõ ìîìåíòàõ. Òàê ÷òî
îêîí÷àòåëüíî â íàøåì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå

F ′ = −
√

2πim
iπ

8(m + 1)

(x

2

)2m−1
( |∆|R

v

)2

(119)

4.3 Âû÷èñëåíèå äûðî÷íîé àìïëèòóäû â îáû÷íîì
ìàòåðèàëå

Äàëåå, âû÷èñëèì G:

G′ = C ′
+(ε− ε̃)

p̃−Jm+1(p̃−)Jm(p̃+)− p̃+Jm+1(p̃+)Jm(p̃−)

p̃−Jm+1(p̃−)H
(2)
m (p−)− p−Jm(p̃−)H

(2)
m+1(p−)

= (120)

G′ =

√
2πim

∆

ε̃ + ε

2ε̃
(ε− ε̃)

p̃−Jm+1(p̃−)Jm(p̃+)− p̃+Jm+1(p̃+)Jm(p̃−)

pη
= (121)

=
√

2G +

√
2πim∆∗

2ε̃

−2ε̃
v

JmJm+1

pη
= (122)

√
2G−

√
2πim

∆∗

pv

JmJm+1

η
= (123)

√
2πim

[
∆∗RΛ

vη
− ∆∗

pv

JmJm+1

η

]
=
√

2πim
(

∆∗R
v

) [
Λ− JmJm+1

x

η

]
. (124)
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Ïðè ìàëûõ pR ïîëó÷àåòñÿ

G′ =
√

2πim
(

∆∗R
v

) [
Λ− JmJm+1

x

η

]
= (125)

=
√

2πim
(

∆∗R
v

)[
2Λ

x
η

]
= 2

√
2G (126)

f ′h = 2fh. (127)

Èíòåðåñíûé ðåçóëüòàò - â îáû÷íîì ìàòåðèàëå äûðî÷íàÿ àìïëèòóäà âäâîå
áîëüøå, ÷åì â ãðàôåíå. Âûïèøåì åùå ôîðìóëû äëÿ àìïëèòóä â îáû÷íîì
ìàòåðèàëå, âûðàæåííûõ ÷åðåç êîýýôôèöèåíòû F, G. Îò ãðàôåííûõ îíè
îòëè÷àþòñÿ ëèøü ìíîæèòåëåì

√
2

f ′em =
i−m

π
√

p
F ′

meimθ (128)

f ′hm =
im

π
√

p
G′

meimθ (129)

(130)

5 Ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ è êîììåíòàðèè ê íèì
Òåïåðü, ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé äëÿ ñå÷åíèÿ

σ =

∫
|f(θ)|2dθ (131)

íàéäåì ïàðöèàëüíûå ñå÷åíèÿ â êàæäîì ìîìåíòå â ýëåêòðîííîì è
äûðî÷íîì ðàññåÿíèè äëÿ ãðàôåíà è îáû÷íîãî ìàòåðèàëà. Â ãðàôåíå
íóëåâîé êàíàë äàåòñÿ äâóìÿ ñëàãàåìûìè - J = ±1

2
, òîãäà êàê â îáû÷íîì

ìàòåðèàëå ýòî òîëüêî ìîìåíò m = 0. Îòñþäà â äâà ðàçà ìåíüøèé
ìíîæèòåëü â îáû÷íîì ìàòåðèàëå à íóëåâîì êàíàëå. Â ãðàôåíå

σem = 4π
2

π2p
|Bm|2 (132)

σhm = 4π
2

π2p
|Gm|2, (133)
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à â îáû÷íîì ìàòåðèàëå

σ′em = 4π
2− δm0

π2p
|F ′

m|2 (134)

σ′hm = 4π
2− δm0

π2p
|G′

m|2, (135)

Â ïðåäåëå, êîãäà x ¿ 1, ïîëíîå ñå÷åíèå â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè ðàâíî
ñå÷åíèþ â íóëåâîì êàíàëå. Â ãðàôåíå

σe0 =
8π2

p

(
R

v

)4 (x

2

)4
∣∣∣∣
[
|∆|2 − (ε̃− ε)2

2
ln(γEx/2)

]∣∣∣∣
2

(136)

σem>0 =
2π2

p

m2

((m + 1)!)4

(
R

v

)4 (x

2

)4m
[
|∆|2 − (ε̃− ε)2

2

]2

(137)

σhm =
2π

p

1

((m + 1)!)4

( |∆|R
v

)2 (x

2

)4m+2

. (138)

Â îáû÷íîì ìàòåðèàëå

σ′em =
2− δm0

p

π2

2(m + 1)2

(x

2

)4m−2
( |∆|R

v

)4

(139)

σ′hm = 2(2− δ0m)σhm. (140)

Ïåðåïèøåì òåïåðü ôîðìóëû òàê, ÷òîáû áûëè âèäíû ìàëûå âåëè÷èíû
|∆|
EF

, x

σe0 =
128π2

p

(x

2

)8

∣∣∣∣∣∣

[
|∆|2 − (ε̃−ε)2

2
ln(γEx/2)

]

E2
F

∣∣∣∣∣∣

2

(141)

σem>0 =
32π2

p

m2

((m + 1)!)4

(x

2

)4m+4

[
|∆|2 − (ε̃−ε)2

2

]2

E4
F

(142)

σhm =
8π

p

1

((m + 1)!)4

( |∆|
EF

)2 (x

2

)4m+4

(143)

σ′em =
2− δm0

p

π2

2(m + 1)2

(x

2

)4m+2
( |∆|

EF

)4

(144)

σ′hm =
1

2
(2− δ0m)σhm. (145)
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Çäåñü â ïîñëåäíèõ äâóõ ôîðìóëàõ ïðîèçîøëî äîïîëíèòåëüíîå äåëåíèå
íà 16 è 4 ñîîòâåòñòâåííî, ïîñêîëüêó â ãðàôåíå EF = pv, à â îáû÷íîì
ìàòåðèàëå EF = pv

2
= p2

2
. Èìåííî ïîýòîìó ôîðìóëû äëÿ σ′h ïîëó÷àþòñÿ

ðàçíûå. Èç òàê çàïèñàííûõ ôîðìóë âèäíî, íàïðèìåð, ÷òî âûðàæåíèå äëÿ
ýëåêòðîííîé àìïëèòóäû íåîáÿçàòåëüíî ðàñõîäèòñÿ ïðè ìàëûõ èìïóëüñàõ
- ïðîñòî ôîðìóëà (139) ïåðåñòàåò ðàáîòàòü êàê òîëüêî ýíåðãèÿ Ôåðìè
ñòàíîâèòñÿ ïîðÿäêà ùåëè èëè ýíåðãèè ýëåêòðîíà. Èç ôîðìóëû (144)
âèäíî, ÷òî ðàñõîäèìîñòü ïðè p → 0 âîçíèêàåò èìåííî èç-çà ìíîæèòåëÿ
|∆|
EF

. Åñëè æå ìû õîòèì ïåðåéòè ê ïðåäåëó, â êîòîðîì ïîëó÷åííûå
ôîðìóëû ïðèìåíèìû, íàäî ïðèâÿçàòü ∆, ε ê EF è óñòðåìëÿòü èõ
îäíîâðåìåííî ê íóëþ. Ïîëàãàÿ ε

EF
= const, ∆

EF
= const, âèäèì, ÷òî ïðè

ôèêñèðîâàííîì R è p → 0

σe0 ∼ (pR)8

p

∣∣∣∣∣∣

[
|∆|2 − (ε̃−ε)2

2
ln(γEx/2)

]

E2
F

∣∣∣∣∣∣

2

(146)

σh0 ∼ (pR)4

p

( |∆|
EF

)2

(147)

σ′e0 ∼
(pR)2

p

( |∆|
EF

)4

(148)

σ′h0 ∼
(pR)4

p

( |∆|
EF

)2

(149)

Èòàê, âñå ñå÷åíèÿ â ýòîì ïðåäåëå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Äîâîëüíî
íåîæèäàííî, ÷òî ïî ïàðàìåòðó pR â ãðàôåíå ýëåêòðîííîå ðàññåÿíèå
èñ÷åçàåò áûñòðåå, ÷åì àíäðååâñêîå, òîãäà êàê â îáû÷íîì ìàòåðèàëå,
íàïðîòèâ, ïðè ìàëûõ pR äîìèíèðóåò èìåííî ýëåêòðîííîå. Î÷åâèäíîå
æå ñõîäñòâî ðàññåÿíèÿ â ãðàôåíå è îáû÷íîì ìàòåðèàëå - ïî ìàëûì
âåëè÷èíàì ∆

EF
è ε

EF
ýëåêòðîííîå ðàññåÿíèå ñïàäàåò, êàê ÷åòâåðòàÿ

ñòåïåíü, à àíäðååâñêîå - êâàäðàòè÷íî. Êðîìå òîãî, íåîáû÷íûé âèä
èìååò σe0. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ íàøèìè ôîðìóëàìè ïðèâåäåì òàêæå
íèçêîýíåðãåòè÷åñêîå ñå÷åíèå â ãðàôåíå íà îáû÷íîì ïðÿìîóãîëüíîì
áàðüåðå â êðóãëîé îáëàñòè, âçÿòîå èç ðàáîòû [4]:

σ ∼ (pR)2

p
(150)

Âèäíî, ÷òî â ãðàôåíå íèçêîýíåðãåòè÷åñêîå ðàññåÿíèè íà
ñâåðõïðîâîäÿùåì äèñêå ãîðàçäî ñëàáåå, ÷åì íà îáû÷íîì ïîòåíöèàëå.
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Âàæíûì ñâîéñòâîì ÿâëÿåòñÿ îïèñàííîå óæå â ãëàâå 3.1 ïîëíîå
îòñóòñòâèå ýëåêòðîííîãî ðàññåÿíèÿ íàçàä è äûðî÷íîãî âïåðåä â êàæäîé
ïàðå êàíàëîâ m,−m− 1.

6 Äàëüíåéøèå ïëàíû
Â ïðèíöèïå, ïîëó÷åííûå ïðîìåæóòî÷íûå ôîðìóëû äëÿ àìïëèòóä òèïà
(114) âûâåäåíû ëèøü â ïðåäïîëîæåíèè ∆, ε ¿ EF , v

R
, òàê ÷òî èõ ìîæíî

èñïîëüçîâàòü äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñå÷åíèÿ ïðè pR À 1. Ïîêà
íåÿñíî, ÿâëÿåòñÿ ëè pR À 1 äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì êâàçèêëàññè÷íîñòè,
òî åñòü óñëîâèåì òîãî, ÷òî ðàññåÿíèå íà ñâåðõïðîâîäíèêå ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî â êàæäîé òî÷êå ãðàíèöû, êàê ðàññåÿíèå íà
ïëîñêîé SN -ãðàíèöå? Âïîëíå âåðîÿòíî, ÷òî òðåáóåòñÿ òàêæå ∆, ε À v

R
,

òî åñòü â ÷àñòíîñòè v
∆

= ξ ¿ R, ÷òî äåëàåò íàøå ðåøåíèå íåïðèìåíèìûì
íà ãîðàçäî áîëåå ðàííåì ýòàïå - â ìîìåíò ðàçëîæåíèÿ öèëèíäðè÷åñêèõ
ôóíêöèé âáëèçè pR?

Êðîìå òîãî, èíòåðåñíî ðåøèòü çàäà÷ó, êîãäà ε, ∆, EF îäíîãî ïîðÿäêà.
Åñëè âñå îíè ïðè ýòîì ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ v

R
, òî ìîæíî ñíîâà

âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîâåäåíèåì áåññåëåé âáëèçè íóëÿ. Ïðè ýòîì ìîæåò
âîçíèêíóòü çåðêàëüíîå àíäðååâñêîå ðàññåÿíèå ([2])- îíî áóäåò èìåòü
ìåñòî, êîãäà ε > EF . Òàêæå ëþáîïûòíû ñëó÷àè, êîãäà, íàïðèìåð EF ' ε
- â ýòîì ñëó÷àå èìïóëüñ îòðàæåííûõ äûðîê î÷åíü ìàë. Êàê ýòî ïîâëèÿåò
íà ñå÷åíèå fh?

Èíòåðåñíî, êàê ñêàæåòñÿ íåîáû÷íûé âèä ñå÷åíèÿ è çàïðåò
ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîíà íàçàä (è äûðêè âïåðåä) íà ïðîâîäèìîñòè
ãðàôåíà, çàãðÿçíåííîãî ñâåðõïðîâîäÿùèìè îñòðîâêàìè? Êàêîé îêàæåòñÿ
àíäðååâñêàÿ ïðîâîäèìîñòü îñòðîâêà, òî åñòü êàêîé ïîòå÷åò òîê, åñëè
ïðèëîæèòü íàïðÿæåíèå ìåæäó ñâåðõïðîâîäíèêîì è ãðàôåíîì?

22



Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] Andreev re�ection and Klein tunneling in graphene, by C. W. J.

Beenakker, (arxiv: 0710.3848v2, 2007).

[2] Specular Andreev re�ection in graphene, by C. W. J. Beenakker, (arxiv:
cond-mat/0604594v3, 2006)

[3] Chiral tunneling and the Klein paradox in graphene, by M. I. Katsnelson,
K. S. Novoselov, A. K. Geim (arxiv: cond-mat/0604323v2, 2006)

[4] Elastic scattering theory and transport in graphene, by D. S. Novikov,
(arxiv: 0706.1391v3, 2007)

[5] A.F. Andreev, Sov. Phys. JETP 19, 1228 (1964)

[6] Milton Abramovitz, Irene A. Stegun Handbook of mathematical func-
tions

23


