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1 Ââåäåíèå.

Çàïóòàííûå êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ ïîíÿ-
òèé, ïîðîæäåííûõ êâàíòîâîé ìåõàíèêîé. Ïîâûøåííûé èíòåðåñ ê òàêèì
ñîñòîÿíèÿì ñâÿçàí, ñ îäíîé ñòîðîíû, c òåì, ÷òî òàêèå ñîñòîÿíèÿ íàèáîëåå
ÿñíî äåìîíñòðèðóþò ôóíäàìåíòàëüíîå ñâîéñòâî íåëîêàëüíîñòè êâàíòî-
âîé òåîðèè, è èìåþò, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîòåíöèàëüíî áîëüøèå âîçìîæ-
íîñòè äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ â êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèÿõ è êâàí-
òîâîé êðèïòîãðàôèè.

Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ ìûñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà, ïðèäóìàííîãî Ýéí-
øòåéíîì, Ïîäîëüñêèì è Ðîçåíîì(ÝÏÐ) [2] â èíòåðïðåòàöèè Áîìà [3]
(ÝÏÐ ðàññìàòðèâàëè ïðîñòðàíñòâåííî çàïóòàííîå ñîñòîÿíèå, à Áîì �
çàïóòàííîå ïî ñïèíó). Ðàññìîòðèì äâå ÷àñòèöû ñî ñïèíîì 1/2 , íàõî-
äÿùèåñÿ â óäàëåííûõ òî÷êàõ À è B ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü â òî÷êàõ À è
B íàõîäÿòñÿ äâà íàáëþäàòåëÿ: Àëèñà è Áîá, êàæäûé èç êîòîðûõ ìîæåò
èçìåðÿòü ïðîåêöèþ ñïèíà ÷àñòèöû sA(a) è sB(b) íà ïðîèçâîëüíî âûáðàí-
íûå íàïðàâëåíèÿ a è b â ïðîñòðàíñòâå ñîîòâåòñòâåííî. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî íàáëþäàåìàÿ ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ +1 èëè −1 â çàâèñèìîñòè
îò òîãî, ñîíàïðàâëåí ëè èçìåðÿåìûé ñïèí ñ âûáðàííûì íàïðàâëåíèåì
èëè íåò. Ïóñòü äâå èçìåðÿìûå ÷àñòèöû íàõîäÿòñÿ â ñèíãëåòíîì ñîñòî-
ÿíèè, ò.å. èõ ñóììàðíûé ñïèí ðàâåí íóëþ. Òîãäà åñëè Àëèñà è Áîá âû-
áðàëè îäíî è òî æå íàïðàâëåíèå, òî âñåãäà, êîãäà Àëèñà áóäåò â ðåçóëü-
òàòå èçìåðåíèÿ ïîëó÷àòü sA(a) = ±1, òî Áîá ãàðàíòèðîâàííî ïîëó÷èò
sB(b = a) = ∓1. Òàêèì îáðàçîì, èçìåðåíèÿ îêàçàëèñü ïîëíîñòüþ ñêî-
ðåëëèðîâàííûìè. Âíåøíå äåëî âûãëÿäèò òàêèì îáðàçîì, ÷òî èçìåðåíèå
Àëèñû â òî÷êå À ìãíîâåííî ïîâëèÿëî íà ñîñòîÿíèå ÷àñòèöû â òî÷êå Â.

Îäèí èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ ïðåîäîëåíèÿ ïîäîáíîãî ïàðàäîêñà ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî íà ñàìîì äåëå ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé sA(a) è sB(b)
èçâåñòíû çàðàíåå è îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèåì "ñêðûòîé"ïåðåìåííîé λ,
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðîé ρ(λ):

sA(a) = sA(a, λ), sB(b) = sB(b, λ). (1)

Êàê ïîêàçàë Áåëë [4], óñëîâèÿ ëîêàëüíîñòè (1) íàêëàäûâàþò îãðàíè÷å-
íèÿ íà âîçìîæíûå ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé. Îïðåäåëèì êîððåëÿòîð:

E(a;b) = 〈sA(a)sB(b)〉. (2)

Åñëè âñå çàâèñèò îò ñêðûòîãî ïàðàìåòðà, òî (2) ïðèìåò âèä:

E(a;b) =

∫ ∞

−∞
sA(a, λ)sB(b, λ)dλ. (3)
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Åñëè Àëèñà è Áîá âûáðàëè äâà íàïðàâëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå (a, ā è b,
b̄ ñîîòâåòñòâåííî), òî áóäåò âåðíî ñëåäóþùåå íåð-âî íà äâóõ÷àñòè÷íûå
êîððåëÿòîðû (íåðàâåíñòâî Áåëëà â ôîðìå Êëàóçåðà-Õîðíà [5]):

1

2
|E(a;b) + E(ā;b) + E(a; b̄)− E(ā; b̄)| ≤ 1. (4)

Îäíàêî îêàçàëîñü, ÷òî â ñëó÷àå ñèíãëåòíîãî ñîñòîÿíèÿ äâóõ ÷àñòèö ñó-
ùåñòâóåò òàêîé íàáîð íàïðàâëåíèé a, ā, b, b̄, ÷òî íåðàâåíòâî (4) íà-
ðóøàåòñÿ. Ýòî ïîêàçàëî, ÷òî ãèïîòåçà ëîêàëüíûõ ñêðûòûõ ïåðåìåííûõ
íåâåðíà. Áîëåå òîãî, äëÿ îïåðàòîðà Áåëëà

B̂ =
1

2
(σ̂a ⊗ σ̂b + σ̂ā ⊗ σ̂b + σ̂a ⊗ σ̂b̄ − σ̂ā ⊗ σ̂b̄). (5)

âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

• Åñëè äâóõ÷àñòè÷íîå ñîñòîÿíèå ôàêòîðèçóåìî, ò.å. ψ(x1, x2) = ψ1(x1)ψ2(x2),
òî íè ïðè êàêèõ a, ā, b, b̄ íåðàâåíñòâî Áåëëà 〈B̂〉 ≤ 1 íå íàðóøà-
åòñÿ.

• Åñëè ñîñòîÿíèå íåôàêòîðèçóåìî, òî ñóùåñòâóåò íàáîð ÷åòûðåõ íà-
ïðàâëåíèé â ïðîñòðàíñòâå, äëÿ êîòîðîãî íåðàâåíñòâî Áåëëà íàðó-
øåíî. [14, 15, 16]

• Êâàäðàò îïåðàòîðà Áåëëà

B̂2 = 1 + sinα sin βσ̂m ⊗ σ̂n, (6)

ãäå α è β � óãëû ìåæäó âåêòîðàìè a è ā, b è b̄ ñîîòâåòñòâåííî,

m = [a×ā]
|[a×ā]| , n = [b×b̄]

|[b×b̄]|

• Èç (6) ñëåäóåò, ÷òî ñðåäíåå çàí÷åíèå îïåðàòîðà Áåëëà íå ìîæåò
ïðåâûøàòü

√
2. [11]

Íàéäåì ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ñðåäíåå çíà÷åíèå îïåðàòîðà Áåëëà
äëÿ çàäàííîãî äâóõ÷àñòè÷íîãî ñïèíîâîãî ñîñòîÿíèÿ

Ψ = α↑↑ψ↑φ↑ + α↑↓ψ↑φ↓ + α↓↑ψ↓φ↑ + α↓↓ψ↓φ↓, (7)

êîòîðîìó ïîñòàâèì ñîîòâåòñâèå ìàòðèöó A =

(
α↑↑ α↑↓
α↓↑ α↓↓

)
. Ñíà÷àëà ñî-

ñ÷èòàåì ëèíåéíóþ ýíòðîïèþ îäíîé èç ÷àñòèö äëÿ òàêîãî ñîñòîÿíèÿ. Ëè-
íåéíàÿ ýíòðîïèÿ ÷àñòèöû ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíà I = Tr(ρ̂− ρ̂2), ãäå ρ �
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ìàòðèöà ïëîòíîñòè äëÿ ÷àñòèöû. Èòàê, ìàòðèöà ïëîòíîñòè ïåðâîé ÷à-
ñòèöû â òàêîì ñîñòîÿíèè

ρ̂ = Tr(|Ψ〉〈Ψ|) =
∑
m

〈φm|Ψ〉〈Ψ|φm〉 =

= |α↑↑ψ↑ + α↓↑ψ↓〉〈α↑↑ψ↑ + α↓↑ψ↓|+ |α↑↓ψ↑ + α↓↓ψ↓〉〈α↑↓ψ↑ + α↓↓ψ↓| =
= (α↑↑α

∗
↑↑ + α↑↓α

∗
↑↓)|ψ↑〉〈ψ↑|+ (α↓↑α

∗
↑↑ + α↓↓α

∗
↑↓)|ψ↓〉〈ψ↑|+

+(α↑↑α
∗
↓↑ + α↑↓α

∗
↓↓)|ψ↑〉〈ψ↓|+ (α↓↑α

∗
↓↑ + α↓↓α

∗
↓↓)|ψ↓〉〈ψ↓| =

=

(
|α↑↑|2 + |α↑↓|2 α↑↑α

∗
↓↑ + α↓↓α

∗
↑↓

α↓↑α
∗
↑↑ + α↓↓α

∗
↑↓ |α↓↑|2 + |α↓↓|2

)
. (8)

Ëèíåéíóþ ýíòðîïèþ óäîáíî ñ÷èòàòü ÷åðåç ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ρ1 è ρ2

ìàòðèöû ïëîòíîñòè. Òîãäà îíà ðàâíà I = ρ1 + ρ2 − ρ2
1 − ρ2

2 = (ρ1 + ρ2)−
(ρ1 + ρ2)

2 + 2ρ1ρ2. Óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èìååò âèä∣∣∣∣|α↑↑|2 + |α↑↓|2 − ρ α↑↑α
∗
↓↑ + α↓↓α

∗
↑↓

α↓↑α
∗
↑↑ + α↓↓α

∗
↑↓ |α↓↑|2 + |α↓↓|2 − ρ

∣∣∣∣ = 0,

ρ2 − ρ+ P = 0. (9)

, ãäå P = (|α↑↑|2+|α↑↓|2)(|α↓↑|2+|α↓↓|2)−(α↑↑α
∗
↓↑+α↓↓α

∗
↑↓)(α↓↑α

∗
↑↑+α↓↓α

∗
↑↓) =

|α↑↑|2|α↓↓|2 + |α↑↓|2|α↓↑|2 − α↑↑α↓↓α
∗
↑↓α

∗
↓↑ − α∗↑↑α

∗
↓↓α↑↓α↓↑ = α↑↑α↓↓(α

∗
↑↑α

∗
↓↓ −

α∗↑↓α
∗
↓↑) + α↑↓α↓↑(α

∗
↑↓α

∗
↓↑ − α∗↑↑α

∗
↓↓) = |α↑↑α↓↓ − α↑↓α↑↓|2 = | detA|2

Ñîãëàñíî òåîðåìå Âèåòà äëÿ (9)

ρ1 + ρ2 = 1, ρ1ρ2 = P,

ïîýòîìó ëèíåéíàÿ ýíòðîïèÿ

I = 1− 1 + 2P = 2P = 2| detA|2. (10)

Êàê èçâåñòíî, ëþáîå ñîñòîÿíèå ΨAB ∈ Cp
A × Cq

B äâóõ êâàíòîâûõ ñèñòåì
A è B ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ðàçëîæåíèÿ Øìèäòà [18]:

ΨAB =
d∑

i=1

ci|ui〉A|vi〉B, d = min{p, q}, (11)

ãäå |ui〉A, |vi〉B � îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû ñîñòîÿíèé â ïîäñèñòåìàõ A
è B ñîîòâåòñòâåííî. Â ñëó÷àå äâóõ ÷àñòèö ñî ñïèíîì 1

2
èìååì:

Ψ = α|+n〉A|+m〉B + β|−n〉A|−m〉B, (12)

ãäå n,m - åäèíè÷íûå âåêòîðû â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòòâå, |α|2+|β|2 = 1
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Äëÿ ñîñòîÿíèÿ, ðàçëîæåííîãî ïî Øìèäòó, ëèíåéíàÿ ýíòðîïèÿ èç (10)
ïîëó÷àåòñÿ ðàâíîé I = 2|αβ|2. Ìàêñèìàëüíîå ñðåäíåå îïåðàòîðà Áåëëà
ïðè ýòîì ðàâíî [1]

〈B〉max =
√

1 + 4|αβ|2 =
√

1 + 2I (13)

Ïîëó÷åííàÿ ñâÿçü ìåæäó ëèíåéíîé ýíòðîïèåé è 〈B〉max âåðíà, î÷åâèäíî,
íå òîëüêî êîãäà äâóõ÷àñòè÷íîå ñîñòîÿíèå ðàçëîæåíî ïî Øìèäòó. Ïîýòî-
ìó äëÿ äâóõ÷àñòè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ, çàäàííîãî ìàòðèöåé A

〈B〉max =
√

1 + 4| detA|2. (14)

Ñòåïåíü íàðóøåíèÿ íåðàâåíñòâà Áåëëà(〈B〉max−1) ìîæíî ïîíèìàòü êàê
êîëè÷åñòâåííóþ ìåðó çàïóòííîñòè äâóõ÷àñòè÷íîãî êâàíòîâîãî ñîñòîÿ-
íèÿ. Ïðè ýòîì íå îáÿçàòåëüíî, ÷òîá ýòî ñîñòîÿíèå áûëî ñïèíîâûì. Äî-
ñòàòî÷íî, ÷òîá ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé äâóõ÷àñòè÷íîé ñèñòåìû èìåëî
âèä C2

A × C2
B, à â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ (î íèõ ðå÷ü ïîéäåò ïîçæå) äàæå

ýòî íå îáÿçàòåëüíî. Ïðè íàëè÷èè ñõåìû èçìåðåíèé, àíàëîãè÷íîé èçìå-
ðåíèþ ïðîåêöèè ñïèíà â îïèñàííîì ýêñïåðèìåíòå ÝÏÐ, ìîæíî ââîäèòü
êîððåëÿòîðû E(a;b) è äëÿ íèõ ñìîòðåòü, âûïîëíåíåíî ëè íåðàâåíñòâî
Áåëëà (4)

2 Ýêñïåðèìåíòàëüíîå îáíàðóæåíèå ïðîñòðàí-

ñòâåííîé çàïóòàííîñòè

2.1 Ñõåìà ýêñïåðèìåíòàëüíîé óñòàíîâêè

Óñòàíîâêà ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ áåçîòðàæàòåëüíûõ äåëèòåëåé, ñîåäèíåí-
íûõ ïðîâîäàìè, ìåæäó äâóìÿ èç êîòîðûõ â çàøòðèõîâàííîé îáëàñòè
èìååòñÿ åìêîñòíîå âçàèìîäåéñòâèå (ò å åñëè â íåé íàõîäÿòñÿ äâà ýëåêòðî-
íà, òî ó íèõ ïîÿâëÿåòñÿ âçàèìíàÿ ýíåðãèÿ). ×åðåç âõîäû, îáîçíà÷åííûå
R0 è R0′ îäíîâðåìåííî çàïóñêàþòñÿ äâà ýëåêòðîíà (âîëíîâûå ïàêåòû ñ
íåêîòîðîé õàðàêòåðíîé äëèíîé ξ). Êóëîíîâñêàÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ
ýëåêòðîíîâ ïðèâîäèò ê íàáåãó äîïîëíèòåëüíîé ôàçû ó âîëíîâîé ôóíê-
öèè ýëåêòðîíîâ, êîòîðàÿ â êîíå÷íîì ñ÷åòå è ïðèâåäåò ê ïîÿâëåíèþ çà-
ïóòàííîñòè. Äàëåå íà âûõîäàõ R, L è R′, L′ èçìåðÿåòñÿ ÷èñëî îäíîâðå-
ìåííûõ ïîïàäàíèé ýëåêòðîíîâ NRR′ â âûõîäû R è R′, NRL′ â âûõîäû R
è L′ è ò. ä. Ïîñëå ýòèõ èçìåðåíèé ñ÷èòàåòñÿ áåëëîâñêèé êîðåëëÿòîð

E(a;b) =
NRR′ +NLL′ −NLR′ −NRL′

N
, (15)
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ãäå N � ïîëíîå ÷èñëî çàïóñêîâ ÷àñòèö, à ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó çàäàííîé
êîíôèãóðàöèè óñòàíîâêè ñîïîñòàâëÿþòñÿ âåêòîðà a è b, áóäåò ïîÿñíåíî
ïîçæå. Òàêæå ÷åðåç êàæäûé èç çàìêíóòûõ êîíòóðîâ ìåæäó ïîñëåäîâà-
òåëüíî ðàñïîëîæåííûìè äåëèòåëÿìè ìîæåò áûòü ïðîïóùåí ìàãíèòíûé
ïîòîê( Φ ÷åðåç ëåâîå êîëüöî è Φ′ ÷åðåç ïðàâîå).

Êàæäûé äåëèòåëü ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ðàññåèâàòåëü ñ ÷åòûðüìÿ âû-
õîäàìè. Ðàññåèâàòåëü äîëæåí áûòü ïîäîáðàí òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ýëåê-
òðîí, áóäó÷è çàïóùåííûì â ëþáîé èç âûõîäîâ, íå ðàññåèâàëñÿ íàçàä.

Òåïåðü êðàòêî îáñóäèì ìåõàíèçì âîçíèêíîâåíèÿ çàïóòàííîñòè â òà-
êîé óñòàíîâêå. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ýëåêòðîíû íàõî-
äÿòñÿ âî âõîäàõ R0 è R0′, èõ ñîâìåñòíîå ñîñòîÿíèå èìååò âèä |Ψ〉 =
|ψR0〉|φR0′〉. Äàëåå, ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ïåðâûõ äåëèòåëåé, ñîñòîÿíèå îïè-
ñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì âåêòîðîì

|Ψ〉 = αR1R1|ψR1〉|φR1′〉+ αL1R1|ψL1〉|φR1′〉+
+ αR1L1|ψR1〉|φL1′〉+ αL1L1|ψL1〉|φL1′〉, (16)

îäíàêî îíî âñå åùå ôàêòîðèçóåìî. Ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ îáëàñòè êóëîíîâ-
ñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ |ψR1〉|φR1′〉 ïðèîáðåòàåò äîïîëíèòåëüíóþ ôàçó Φ0

è ñ ýòîãî ìîìåíòà ñîñòîÿíèå

|Ψ〉 = eiΦ0αR1R1′|ψR1〉|φR1′〉+ αL1R1′|ψL1〉|φR1′〉+
+ αR1R1′|ψR1〉|φL1′〉+ αL1L1′|ψL1〉|φL1′〉, (17)

áîëåå íå ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðèçóåìûì. Äàëåå ïðîèñõîäèò íàáîð ôàçû çà ñ÷åò
ýôôåêòà Àðîíîâà-Áîìà è ïðîõîæäåíèå âòîðûõ äåëèòåëåé, íî ýòè ñîáû-
òèÿ óæå íå âëèÿþò íà çàïóòàííîñòü ñîñòîÿíèÿ. Âòîðûå äåëèòåëè âëèÿþò
íà âåëè÷èíûNIJ , íî íå íà ñàìó çàïóòàííîñòü, ïîýòîìó äàëåå èõ áóäåì íà-
çûâàòü èçìåðèòåëüíûìè. Èìåííî ïàðàìåòðû èçìåðèòåëüíûõ äåëèòåëåé
è âåëè÷èíû àðîíîâ-áîìîâñêèõ ôàç çàäàþò âåêòîðà a è b, óêàçàííûå â
êîðåëëÿòîðå. Çàìåíîé èçìåðèòåëüíûõ äåëèòåëåé è âåëè÷èí ÀÁ ôàç, ìû
ïîëó÷èì âîçìîæíîñòü èçìåðÿòü áåëëîâñêèé êîðåëëÿòîð äëÿ äðóãèõ âåê-
òîðîâ. Ïîñëå èçìåðåíèé ÷åòûðåõ êîðåëëÿòîðîâ (E(a;b), E(ā;b), E(a; b̄)
è E(ā; b̄)), ìîæíî ïðîâåðèòü, âûïîëíåíî ëè íåðàâåíñòâî Áåëëà (4). Åãî
íàðóøåíèå è áóäåò äîêàçàòåëüñòâîì òîãî, ÷òî ïîëó÷åííîå ñîñòîÿíèå äåé-
ñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ çàïóòàííûì.

2.2 Ïàðàìåòðèçàöèÿ áåçîòðàæàòåëüíîãî äåëèòåëÿ

Ïîñëåäîâàòåëüíîå èçó÷åíèå ïðåäëîæåííîé ýêñïåðèìåíòàëüíîé óñòàíîâ-
êè íà÷íåì ñ äåëèòåëåé. S - ìàòðèöà äåëèòåëÿ èìååò ðàçìåð 4õ4. Áóäåì
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ñ÷èòàòü ðàññåèâàòåëü îáðàòèìûì ïî âðåìåíè. Ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ äîëæ-
íà â òàêîì ñëó÷àå óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì SS† = 1 è S = ST .

S =


r11 t21 t31 t41
t21 r22 t32 t42
t31 t32 r33 t43
t41 t42 t43 r44.

 =


0 0 t31 t41
0 0 t32 t42
t31 t32 0 0
t41 t42 0 0

 , (18)

ãäå áûëè ó÷òåíû òðåáîâàíèå áåçîòðàæàòåëüíîñòè äåëèòåëÿ (rii = 0), à
òàêæå òî, ÷òî ëþáîé âõîäÿùèé ïó÷îê äîëæåí äåëèòüñÿ íà äâà, à íå íà
òðè ïó÷êà.

Óñëîâèå óíèòàðíîñòè â òàêîì ñëó÷àå çàïèñûâàåòñÿ äîâîëüíî ïðîñòî{
T31 + T41 = 1, t31t

∗
32 + t41t

∗
42 = 0,

T32 + T42 = 1, t31t
∗
41 + t32t

∗
42 = 0.

(19)

Ïðè ýòîì Tij = |tij|2. Ðåøåíèå íóæíî èñêàòü â âèäå:

t31 = cos θeiδ1 ,

t41 = sin θeiδ2 ,

t32 = sin θeiδ3 ,

t42 = cos θeiδ4 ,

ïîñëå ïîäñòàíîâêè êîòîðîãî â ñèñòåìó ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

δ1 − δ2 = δ3 − δ4 + π. (20)

Îêîí÷àòåëüíûé îòâåò èìååò âèä

t31 = cos θeiδ1 , (21)

t41 = sin θeiδ2 , (22)

t32 = sin θei(δ3+δ1), (23)

t42 = − cos θei(δ3+δ2). (24)

Îòäåëüíî ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñèììåòðè÷íîãî äåëèòåëÿ (t32 = t41, t31 =
t42). Òîãäà

t31 = cos θ,

t41 = i sin θ,

t32 = i sin θ,

t42 = cos θ. (25)
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2.3 Ìàòðè÷íîå îïèñàíèå äâóõ÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé

ñèñòåìû

Âî ââåäåíèè ïðè ðàñ÷åòå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî íàðóøåíèÿ íåðàâåí-
ñòâà Áåëëà óæå ïðäëàãàëîñü äâóõ÷àñòè÷íîìó ñîñòîÿíèþ òèïà

|Ψ〉 = αRR|ψR〉|φR′〉+ αRL|ψR〉|φL′〉+ αLR|ψR〉|φR′〉+ αLL|ψR〉|φR′〉

ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ìàòðèöó A =

(
αRR αRL

αLR αLL

)
. Â ýòîì ðàçäåëå ýòà

èäåÿ áóäåò ðàçâèòà, à òàêæå èñïîëüçîâàíà äëÿ íàõîæäåíèÿ äâóõýëåê-
òðîííîé ôóíêöèè íà âûõîäå èç ñèñòåìû.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà èçìåíåíèå A-ìàòðèöû ñèñòåìû ïîñëå ïðîõîäà
ïåðâîé ÷àñòèöåé äåëèòåëÿ. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî ïðîõîæäåíèå ýêâèâàëåíò-
íî ñëåäóþùåé çàìåíå

ψR → βRRψR + βRLψL,

ψL → βLRψR + βLLψL. (26)

ãäå βRR � êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ èç ïðàâîãî íèæíåãî êàíàëà â ïðà-
âûé âåðõíèé, îñòàëüíûå ïàðàìåòðû îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî. Äàëüíåé-
øèå ïðåîáðàçîâàíèÿ áóäåì ïðîèçâîäèòü áåç çíàêîâ êåò-âåêòîðîâ. Èòàê,
ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ äåëèòåëÿ

Ψ = αRR(βRRψR + βRLψL)φR′ + αRL(βRRψR + βRLψL)φL′+

+ αLR(βLRψR + βLLψL)φR′ + αLL(βRRψR + βRLψL)φL′ =

= ψRφR′(αRRβRR + αLRβLR) + ψRφL′(αRLβRR + αLLβLR)+

+ ψLφR′(αRRβRL + αLRβLL) + ψLφR′(αRLβRL + αLLβLL). (27)

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó A-ìàòðèöà

A′ =

(
αRRβRR + αLRβLR αRLβRR + αLLβLR

αRRβRL + αLRβLL αRLβRL + αLLβLL

)
=

=

(
βRR βLR

βRL βLL

) (
αRR αRL

αLR αLL

)
= BTA. (28)

Ïîä ìàòðèöåé Â ïîäðàçóìåâàåòñÿ

(
βRR βRL

βLR βLL

)
. Àíàëîãè÷íîå âû÷èñ-

ëåíèå êîíå÷íîé À-ìàòðèöû ïðîäåëàåì è â ñëó÷àå, êîãäà ÷åðåç äåëèòåëü
ïðîõîäèò òîëüêî âòîðàÿ ÷àñòèöà. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàìåíà

φR → βRRφR + βRLφL,

φL → βLRφR + βLLφL. (29)
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À-ìàòðèöà êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ

A′ =

(
αRRβRR + αRLβLR αRRβRL + αRLβLL

αLRβRR + αLLβLR αLRβRL + αLLβLL

)
=

=

(
αRR αRL

αLR αLL

) (
βRR βRL

βLR βLL

)
= AB. (30)

Åñëè æå îáå ÷àñòèöû ïðîõîäÿò ÷åðåç ñâîè äåëèòåëè (çàäàííûå ìàòðèöà-
ìè Â è B′ ñîîòâåòñòâåííî), òî ïðîèñõîäÿò îáå çàìåíû è êîíå÷íîå ñîñòî-
ÿíèå èìååò âèä

A′ = BTAB′. (31)

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà çàïóòàííîñòè ñèñòåìû íå
èçìåíÿåòñÿ ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ äåëèòåëåé. Äåéñòâèòåëüíî, ëèíåéíàÿ ýí-
òðîïèÿ, êàê è ìàêñèìàëüíîå íàðóøåíèå íåðàâåíñòâà Áåëëà, çàâèñèò òîëü-
êî îò | detA|, à òàê êàê â íàøåì ñëó÷àå | detB| = 1 | detB′| = 1, òî
| detA′| = | detB|| detA|| detB′| = | detA|, ïîýòîìó îíà íå èçìåíÿåòñÿ.

Â íàøåé óñòàíîâêå áóäåì ñ÷èòàòü äåëèòåëè ñèììåòðè÷íûìè (25). Îïðå-
äåëèì, ïðè êàêîé êîíôèãóðàöèè âõîäíûõ äåëèòåëåé è âåëè÷èíå êóëîíîâ-
ñêîãî íàáåãà ôàçû ïîëó÷èòñÿ ìàêñèìàëüíî çàïóòàííîå ñîñòîÿíèå. Îáî-
çíà÷èì èõ ïàðàìåòðû θ0 è θ′0 ñîîòâåòñòâåííî. À-ìàòðèöà íà âõîäå A =(

1 0
0 0

)
. Ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ âõîäíûõ äåëèòåëåé

A =

(
cos θ0 i sin θ0

i sin θ0 cos θ0

) (
1 0
0 0

) (
cos θ′0 i sin θ′0
i sin θ′0 cos θ′0

)
=

=

(
cos θ0 0
i sin θ0 0

) (
cos θ′0 i sin θ′0
i sin θ′0 cos θ′0

)
=

(
cos θ0 cos θ′0 i cos θ0 sin θ′0
i sin θ0 cos θ′0 − sin θ0sinθ

′
0

)
(32)

Ïîñëå êóëîíîâñêîãî íàáåãà ôàçû

A =

(
eiΦ0 cos θ0 cos θ′0 i cos θ0 sin θ′0
i sin θ0 cos θ′0 − sin θ0sinθ

′
0

)
(33)

Ëèíåéíàÿ ýíòðîïèÿ òàêîãî ñîñòîÿíèÿ

I = 2| detA|2 =

= 2
∣∣−eiΦ0 cos θ0 sin θ0 cos θ′0sinθ

′
0 + cos θ0 sin θ0 sin θ′0 cos θ′0

∣∣2 =

= 2

∣∣∣∣sin 2θ0

2

sin 2θ′0
2

(1− eiΦ0)

∣∣∣∣2 = 2

∣∣∣∣eiΦ0/2 sin 2θ0 sin 2θ′0 sin(Φ0/2)

2

∣∣∣∣2 =

=
1

2
sin2 2θ0 sin2 2θ′0 sin2(Φ0/2). (34)
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äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ 1/2 ïðè θ0 = θ′0 = π/4 è Φ0 = π
(Òàêîé æå ýíòðîïèåé îáëàäàåò ñèíãëåòíîå ñîñòîÿíèå, â êîòîðîì ìàêñè-
ìàëüíî íàðóøàåòñÿ íåðàâåíñòâî Áåëëà)

Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ áóäåì ïðîâîäèòü äëÿ óêàçàííîé êîíôèãó-
ðàöèè ñ ìàêñèìàëüíîé çàïóòàííîñòüþ. Ïóñòü θ è θ′ � ïàðàìåòðû âûõîä-
íûõ äåëèòåëåé, à Φ è Φ′ � ýôôåêòèâíûå àðîíîâ-áîìîâñêèå ðàçíîñòè ôàç,
ó÷èòûâàþùèå íå òîëüêî ñàì ýôôåêò, íî è íàáåãè ôàç èç-çà ðàçíûõ äëèí
ïðîâîäîâ à òàêæå âîçìîæíóþ àññèìåòðèþ äåëèòåëåé. A-ìàòðèöà ñèñòå-
ìû ïîñëå ïðîõîæëåíèÿ îáëàñòè êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â ðàññìàò-

ðèâàåìîì ñëó÷àå A =

(
−1

2
i
2

i
2

−1
2

)
Ïîñëå íàáåãà ôàç Φ è Φ′

A =

(
−1

2
i
2
eiΦ′

i
2
eiΦ −1

2
ei(Φ+Φ′)

)
Êîíå÷íàÿ À-ìàòðèöà (ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ èçìåðèòåëüíûõ äåëèòåëåé)

A =

(
cos θ i sin θ
i sin θ cos θ

) (
−1

2
i
2
eiΦ′

i
2
eiΦ −1

2
ei(Φ+Φ′)

) (
cos θ′ i sin θ′

i sin θ′ cos θ′

)
=

=

(
−1

2
cos θ − 1

2
eiΦ sin θ i

2
eiΦ′

cos θ − i
2
ei(Φ+Φ′) sin θ

i
2
eiΦ cos θ − i

2
sin θ −1

2
ei(Φ+Φ′) cos θ − 1

2
eiΦ′

sin θ

) (
cos θ′ i sin θ′

i sin θ′ cos θ′

)
.

(35)

Âûïèøåì ðåçóëüòàò ïîýëåìåíòíî

αRR = −1

2
cos θ cos θ′ − 1

2
eiΦ sin θ cos θ′ − 1

2
eiΦ′

cos θ sin θ′ +
1

2
ei(Φ+Φ′) sin θ sin θ′,

(36)

αRL = − i
2

cos θ sin θ′ − i

2
eiΦ sin θ sin θ′ +

i

2
eiΦ′

cos θ cos θ′ − i

2
ei(Φ+Φ′) sin θ cos θ′,

(37)

αLR = − i
2

sin θ cos θ′ +
i

2
eiΦ cos θ cos θ′ − i

2
eiΦ′

sin θ sin θ′ − i

2
ei(Φ+Φ′) cos θ sin θ′,

(38)

αLL =
1

2
sin θ sin θ′ − 1

2
eiΦ cos θ sin θ′ − 1

2
eiΦ′

sin θ cos θ′ − 1

2
ei(Φ+Φ′) cos θ cos θ′.

(39)

Çíà÷åíèå êîððåëÿòîðà îïðåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

E(a;b) = |αRR|2 + |αRR|2 + |αRR|2 + |αRR|2. (40)
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2.4 Ñïèíîâàÿ àíàëîãèÿ

Íàéäåì òàêèå êîíôèãóðàöèè èçìåðèòåëüíûõ äåëèòåëåé, ÷òîáû íåðàâåí-
ñòâî Áåëëà íàðóøàëîñü ìàêñèìàëüíî. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðÿìî ýòî ñäåëàòü
ïóòåì ìàêñèìèçàöèè âûðàæåíèÿ äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Áåë-
ëà, âûðàæåííîãî ÷åðåç ïîëó÷åííûå â ïðîøëîì ðàçäåëå ÿâíûå ôîðìóëû
äëÿ αIJ ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî ïî ïðè÷èíå î÷åíü áîëüøîãî îáúåìà
âû÷èñëåíèé.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñîñòîÿíèþ ψR ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ñîñòîÿ-
íèå ÷àñòèöû ñî ñïèíîì 1

2
, â êîòîðîì ïðîåêöèÿ ñïèíà íà îñü z ðàâíà +1/2

ψ+, à ñîñòîÿíèþ ψL � ψ−. Òîãäà ìû íàøåìó äâóõ÷àñòè÷íîìó ñîñòîÿíèþ
ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñïèíîâîå ñîñòîÿíèå äâóõ ÷àñòèö ñî ñïèíîì 1

2
ó

êàæäîé. Ìîæíî ñêàçàòü ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå íàìè ýëåêòðîíû îáëàäà-
þò "ïñåâäîñïèíîì"1/2. Ïðè ýòîì èçìåðåíèþ áåëëîâñêîãî êîððåëÿòîðà
E(a,b) áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü èçìåðåíèå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà
σz ⊗ σz ïî êîíå÷íîìó ñîñòîÿíèþ. Äàëåå ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî
ïðè âñåõ ïðîâîäèìûõ èçìåðåíèÿõ ñîñòîÿíèå ýëåêòðîíîâ ïîñëå ïðîõîäà
îáëàñòè êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ îäíî è òî æå. Ïîýòîìó íóæíî ïî-
ñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå îïåðàòîðó σz íà êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè îïåðàòîð
ïðîåêöèè ñïèíà íà íåêîòîðóþ äðóãóþ îñü a, äåéñòâóþùåì íà ñîñòîÿíèå
ïîñëå êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéòâèÿ.

Ðàññìîòðèì ïîêà äåéñòâèå îïåðàòîðîâ íà îäíî÷àñòè÷íûå ñîñòîÿíèÿ.
Èòàê, ïóñòü èçíà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå α0ψ+ + β0ψ− (åìó ñòàâèì â ñîîòâåò-

ñòâèå ñòîëáåö

(
α0

β0

)
). Ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ èçìåèòåëüíîãî äåëèòåëÿ è íà-

áîðà àðîíîâ-áîìîâñêîé ôàçû ñîñòîÿíèå èçìåíèëîñü è ñòàëî îïèñûâàòü-

ñÿ ñòîëáöîì

(
α
β

)
. Ñâÿçü ìåæäó ýòèìè ñîñòîÿíèÿìè äàåòñÿ ôîðìóëîé(

α
β

)
= S

(
α0

β0

)
, ãäå S � ìàòðèöà ïåðåõîäà, êîìïîíåíòû êîòîðîé çàâè-

ñÿò îò ïàðàìåòðà θ äåëèòåëÿ è ôàçû Φ. Íà êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå ìîæåò
äåéñòâîâàòü îïåðàòîð σ (

α′

β′

)
= σ

(
α
β

)
,

S

(
α′0
β′0

)
= σS

(
α0

β0

)
(
α′0
β′0

)
= S−1σS

(
α0

β0

)
.

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî îïåðàòîðó σ, äåéñòâóþùåìó íà êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå îò-
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âå÷àåò îïåðàòîð
σ′ = S−1σS, (41)

êîòîðûé äåéñòâóåò íà èñõîäíîå ñîñòîÿíèå. Â ñëó÷àå äåëèòåëÿ ñ ïàðàìåò-

ðîì θ è àðîíîâ-áîìîâñêîé ôàçû Φ ìàòðèöà ïåðåõîäà S =

(
cos θ i sin θeiΦ

i sin θ cos θeiΦ

)
Äàëåå ìîæíî íàéòè âèä îïåðàòîðîâ σx, σy è σz äëÿ ñîñòîÿíèÿ äî ïðîõîæ-
äåíèÿ äåëèòåëÿ.

σ̂′z =

(
cos θ −i sin θ

−i sin θe−iΦ cos θe−iΦ

) (
1 0
0 −1

) (
cos θ i sin θeiΦ

i sin θ cos θeiΦ

)
=

=

(
cos θ i sin θ

−i sin θe−iΦ − cos θe−iΦ

) (
cos θ i sin θeiΦ

i sin θ cos θeiΦ

)
=

=

(
cos2 θ − sin2 θ 2i sin θ cos θeiΦ

−2i sin θ cos θe−iΦ −(cos2 θ − sin2 θ)

)
=

(
cos 2θ i sin 2θeiΦ

−i sin 2θe−iΦ − cos 2θ

)
=

= σ̂z cos 2θ − σ̂y sin 2θ cos Φ− σ̂x sin 2θ sin Φ. (42)

Ïîëó÷àåòñÿ îïåðàòîð ïðîåêöèè ñïèíà íà îñü nz(− sin 2θ sin Φ,− sin 2θ cos Φ, cos 2θ)
Àíàëîãè÷íî íàõîäèì äëÿ îïåðàòîðîâ ïðîåêöèé ñèïèíà íà îñè x è y.

σ̂′x =

(
cos θ −i sin θ

−i sin θe−iΦ cos θe−iΦ

) (
0 1
1 0

) (
cos θ i sin θeiΦ

i sin θ cos θeiΦ

)
=

=

(
−i sin θ cos θ
cos θe−iΦ −i sin θe−iΦ

) (
cos θ i sin θeiΦ

i sin θ cos θeiΦ

)
=

= σ̂x cos Φ− σ̂y sin Φ. (43)

σ̂′y =

(
cos θ −i sin θ

−i sin θe−iΦ cos θe−iΦ

) (
0 −i
i 0

) (
cos θ i sin θeiΦ

i sin θ cos θeiΦ

)
=

=

(
sin θ −i cos θ

i cos θe−iΦ − sin θe−iΦ

) (
cos θ i sin θeiΦ

i sin θ cos θeiΦ

)
=

= σ̂z sin 2θ + σ̂x cos 2θ sinφ+ σ̂y cos 2θ cos Φ. (44)

Ïîëó÷èëîñü, ÷òî äåëèòåëü ñîâåðøàåò ïîâîðîò â ñïèíîâîì ïðîñòîðàíñòâå.
Ìàòðèöà ïåðåõîäà

T =

 cos Φ cos 2θ sin Φ − sin 2θ sin Φ
− sin Φ cos 2θ cos Φ − sin 2θ cos Φ

0 sin 2θ cos 2θ

 (45)

Ïåðåõîä îò âåòîðà â êîíå÷íîì áàçèñå(â ñïèíîâîì ïðîñòðàíñòâå êîíå÷íîãî
ñîñòîÿíèÿ) â âåêòîð â èñõîäíîì áàçèñå(â ñïèíîâîì ïðîñòðàíñòâå èñõîäíî-
ãî çàïóòàííîãî ñîñòîÿíèÿ) ïðîèñõîäèò â äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà íóæíî ñîâåð-
øèòü ïîâîðîò âåêòîðà âîêðóã îñè z íà óãîë Φ ïî ÷ààñîâîé ñòðåëêå(xyz →
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x′y′z′). Çàòåì íóæíî ïîâåðíóòü âåêòîð âîêðóã îñè x′ íà óãîë 2θ ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè(x′y′z′ → x′′y′′z′′). Êîîðäèíàòû ñâÿçàíû ôîðìóëîé:xy

z

 = T

x′′y′′
z′′

 . (46)

2.5 Îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ èçìåðèòåëüíûõ äåëèòå-

ëåé, äàþùèõ ìàêñèìàëüíîå íàðóøåíèå íåðàâåíò-

ñòâà Áåëëà

Êàê óæå áûëî ïîêàçàíî ðàíåå, êàæäûé äåëèòåëü ïðîèçâîäèò ïîâîðîò â
ñïèíîâîì ïðîñòðàíñòâå êàæäîé ÷àñòèöû. Ïðè ýòîì ñõåìà èçìåðåíèé, äà-
þùàÿ ñðåäíåå çíà÷åíèå îïåðàòîðà ïðîèçâåäåíèÿ ïðîåêöèé ñïèíîâ íà îñü
z â êîíå÷íîì áàçèñå (ïîíÿòèÿ èñõîäíîãî è êîíå÷íîãî áàçèñà ïîÿñíåíû â
ïðåäûäóùåì ðàçäåëå) 〈σ̂z ⊗ σ̂z〉 áóäåò äàâàòü ñðåäíå çíà÷åíèå îïåðàòîðà
σ̂a ⊗ σ̂b, ãäå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ a è b îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (46)
ïðè x′′ = 0, y′′ = 0, z′′ = 1, à âìåñòî θ è Φ ïîäñòàâëÿþòñÿ ïàðàìåòðû èçìå-
ðèòåëüíîãî äåëèòåëÿ ïåðâîé(a) è âòîðîé(b) ÷àñòèöû. Äëÿ äàëüíåéøåãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è òðåáóåòñÿ íàéòè ðàçëîæåíèå Øìèäòà äëÿ çàïóòàííîãî
ñîñòîÿíèÿ, ñ êîòîðûì ìû ðàáîòàåì (11). Ïðîùå âñåãî åãî âûïîëíèòü èñ-
ïîëüçóÿ ôîðìóëû (36)-(39), ñ ÿâíî âûïèñàííûìè ýëåìåíòàìè À-ìàòðèöû
êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû A21 = A12 = 0. Äëÿ ïðîñòîòû
âîçüìåì Φ = Φ′ = 0, θ′ = 0, òîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå ïðèìåò
âèä

cos θ − sin θ = 0.

Âîçüìåì îäíî èç åãî ðåøåíèé θ = π/4. Òîãäà îñòàëüíûå êîýôôèöèåí-
òû áóäóò ðàâíû A11 = A22 = − 1√

2
, ò å ïðè îïèñàííîé êîíôèãóðàöèè

äåëèòåëåé ñîñòîÿíèå íà âûõîäå

|Ψ〉 = − 1√
2

(|ψ+〉|φ+〉+ |ψ−〉|φ−〉) . (47)

.
Äàëüíåéøèé ïëàí äåéñòâèé ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñíà÷àëà íàéòè íà-

ïðàâëåíèÿ âåêòîðîâ a, ā è b ,b̄, äàþùèõ ìàêñèìàëüíîå íàðóøåíèå íåðà-
âåíñòâà Áåëëà â êîíå÷íîì áàçèñå, çàòåì ïî ôîðìóëå (46) ïåðåéòè â èñ-
õîäíûé áàçèñ, à äàëåå èç âåêòîðîâ â èñõîäíîì áàçèñå ïåðåéòè íåïîñðåä-
ñòâåííî ê ïàðàìåòðàì θ, θ′ è Φ, Φ′ èçìåðèòåëüíûõ äåëèòåëåé.

Èòàê, îïåðàòîð Áåëëà èìååò âèä

B̂ =
1

2
(σ̂a ⊗ σ̂b + σ̂ā ⊗ σ̂b + σ̂a ⊗ σ̂b̄ − σ̂ā ⊗ σ̂b̄)
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Ïîäñ÷èòàåì âåëè÷èíó

〈σ̂m ⊗ σ̂n〉 =

〈
− 1√

2
(ψ+φ+ + ψ−φ−)

∣∣∣∣ σ̂m ⊗ σ̂n

∣∣∣∣− 1√
2
(ψ+φ+ + ψ−φ−)

〉
.

(48)

Äëÿ ýòîãî ïåðåéäåì ê ñïèíîðíîé çàïèñè (ψ+ =

(
1
0

)
, ψ− =

(
0
1

)
) è ó÷òåì,

÷òî

σ̂mψ+ = σ̂m

(
1
0

)
=

(
mz

mx + imy

)
σ̂mψ− = σ̂m

(
0
1

)
=

(
mx − imy

−mz

)
(49)

Òåïåðü èñïîëüçóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò:

〈σ̂m⊗σ̂n〉 =
1

2

〈(
1
0

) (
1
0

)
+

(
0
1

) (
0
1

)∣∣∣∣ σ̂m⊗σ̂n

∣∣∣∣(1
0

) (
1
0

)
+

(
0
1

) (
0
1

)〉
=

=
1

2

〈(
1
0

) (
1
0

)
+

(
0
1

) (
0
1

)∣∣∣∣ (
mz

mx + imy

) (
nz

nx + iny

)
+

(
mx − imy

−mz

) (
nx − iny

−nz

)〉
=

=
1

2
[mznz + (mx − imy)(nx − iny) + (mx + imy)(nx + iny) + (−mz)(−nz)] =

= mznz +mxnx −myny. (50)

êâàäðàò îïåðàòîðà Áåëëà

B̂2 = 1 + sin(a, ā) sin(b, b̄)σ̂m ⊗ σ̂n, (51)

ãäå m = [a×ā]
|[a×ā]| , n = [b×b̄]

|[b×b̄]| . Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìàêñèìàëüíîãî íàðóøå-

íèÿ 〈B̂2〉 = 2, ò å a⊥ā,b⊥b̄, à òàêæå〈σ̂m ⊗ σ̂n〉 = 1. Ðàññìîòðèì âåêòîðà
b′ è b̄′, ñâÿçàííûå ñ b è b̄ ñîîòíîøåíèÿìè

b′x = bx; b̄′x = b̄x; (52)

b′y = −by; b̄′y = −b̄y; (53)

b′z = bz; b̄′z = b̄z; (54)

Òîãäà
〈σ̂a ⊗ σ̂b〉 = (a,b′) (55)

àíàëîãè÷íî äëÿ îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ èç îïåðàòîðà Áåëëà. À âîò äëÿ m
è n ñîîòíîøåíèå çàïèøåòñÿ íåñêîëüêî äðóãèì îáðàçîì. Äåëî â òîì, ÷òî

åñëè îïðåäåëèòü n′ êàê [b′×b̄′]

|[b′×b̄′]| , òî n
′
x = −nx, n

′
y = ny, n

′
z = −nz è â ýòîì

ñëó÷àå
〈σ̂m ⊗ σ̂n〉 = −(m,n′). (56)
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Ïîñêîëüêó âñå ðàññìàòðèâàåìûå â ðàáîòå âåêòîðà åäèíè÷íûå, òî ïîñëåä-
íåå óñëîâèå âûïîëíåíî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà m = −n′. Ñëå-
äîâàòåëüíî âåêòîðà b′, b̄′, a, ā ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, ïåðåïåíäèêóëÿð-
íîé âåêòîðó m. Îòìåòèì, ÷òî âåêòîð m ìîæåò áûòü âûáðàí ïðîèçâîëü-
íûì îáðàçîì. Ââåäåì â ýòîé ïëîñêîñòè ñèñòåìó êîîðäèíàò x0, y0.(ñì. ðèñ.)
Óãëû, êîòîðûå ñîñòàâëÿþò âåêòîðà b′, b̄′, a, ā ñ îñüþ õ ðàâíû ñîîòâåò-
ñòâåííî φ0 − φ,φ0 − φ− π/2,φ0,φ0 + π/2.

〈B̂〉 =
1

2
((b′, a) + (b̄′, a) + (b′, ā) + (b̄′, ā)) =

1

2
(cosφ+ cos(φ+

π

2
) +

π

2
)− cos(φ+ π)) = cosφ− sinφ. (57)

Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå, ðàâíîå
√

2 äîñòèãàåòñÿ ïðè φ = −π
4
, à ìèíè-

ìàëüíîå (ðàâíîå −
√

2) ïðè φ = 3π
4
. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî âû-

áèðàòü îñè x0 è y0 òàê, ÷òîáû êîîðäèíàòû ñîîòâåòñòâóþùèõ îðòîâ áûëè
ñëåäóþùèìè

e0
1 =

cosα cos β
cosα sin β
− sinα

 e0
2 =

− sin β
cos β

0

 , (58)

ãäå α è β � ñôåðè÷åñêèå óãëû âåêòîðà m. Òîãäà êîîðäèíàòû âåêòîðîâ â
ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîéx′′y′′

z′′

 =

cosα cos β − sin β
cosα sin β cos β
− sinα 0

 (
x0

y0

)
(59)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè âåêòîð åäèíè÷íûé è îáðàçóåò ñ îñüþ x0 óãîë p, òîx′′y′′
z′′

 =

cosα cos β − sin β
cosα sin β cos β
− sinα 0

 (
cos p
sin p

)
=

=

cosα cos β cos p− sin β sin p
cosα sin β cos p+ cos β sin p

− sinα cos p

 (60)

Îáîçíà÷èì

ã(p) =

cosα cos β cos p− sin β sin p
cosα sin β cos p+ cos β sin p

− sinα cos p

 b(p) =

 cosα cos β cos p− sin β sin p
− cosα sin β cos p− cos β sin p

− sinα cos p


(61)
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Òîãäà

a = ã(φ0), (62)

ā = ã(φ0 +
π

2
), (63)

b = b(φ0 +
π

4
), (64)

b̄ = b̄(φ0 −
π

4
), (65)

(66)

Äëÿ ïåðåõîäà â èñõîäíûé áàçèñ íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (46). Â
íàøåì ñëó÷àå (θ = π

4
, Φ = Φ′ = θ′ = 0) è ìàòðèöà T äëÿ ïåðâîé ÷àñòèöû

èìååò ïðîñòîé âèä (äëÿ âòîðîé ÷àñòèöû ýòî âîâñå åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà)

T =

1 0 0
0 0 −1
0 1 0


Çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ âåêòîðîâ èìååò âèä:xy

z

 =

 x′′

−z′′
y′′

 . (67)

Çíà÷èò, åñëè îáîçíà÷èòü

a(p) =

cosα cos β cos p− sin β sin p
sinα cos p

cosα sin β cos p+ cos β sin p

 , (68)

òî â èñõîäíîì áàçèñå

a = a(φ0), (69)

ā = a(φ0 +
π

2
), (70)

b = b(φ0 +
π

4
), (71)

b̄ = b̄(φ0 −
π

4
). (72)

Êàæäîìó âåêòîðó m â èñõîäíîì áàçèñå ñîîòâåòñòâóåò íàáîð ïàðàìåò-
ðîâ (θm,Φm) ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó äåëèòåëÿ

θm =
1

2
arccosmz; (73)

Φm = sign(my) arccosmx. (74)
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Ïðè ïîìîùè ýòîãî âûðàæåíèÿ ìîæíî íàéòè òðåáóåìûå ïàðàìåòðû
èçìåðèòåëüíûõ äåëèòåëåé. Îòìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî èçìåðèòåëüíûõ
òåõíèê, â êîòîðûõ ìîæíî îáíàðóæèòü ìàêñèìàëüíîå íàðóøåíèå íåðà-
âåíñòâà Áåëëà çàâèñèò îò òðåõ íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ α, β, φ0.

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñëó÷àè, êîãäà az = āz, bz = b̄z. Ïðè âû-
ïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé ïåðåõîä îò îäíîé èçìåðèòåëüíîé êîíôèãóðàöèè
ê äðóãîé â ðàìêàõ îäíîé ñåðèè èçìåðåíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ áåç çàìåíû
äåëèòåëåé, à òîëüêî èçìåíåíèåì àðîíîâ-áîìîâñêèõ ôàç. Ýòè äâà óñëî-
âèÿ ïîíèçÿò ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà íà äâà è ïàðàìåòðû âñåõ òàêèõ
èçìåðèòåëüíûõ òåõíèê çàâèñèò òîëüêî îò îäíîé íåçàâèñèìîé âåëè÷èíû. cosα sin β cosφ0 + cosβ sinφ0 = cosα sin β cos(φ0 +

π

2
) + cosβ sin(φ0 +

π

2
)

− sinα cos(
π

4
+ φ0) = − sinα cos(−π

4
+ φ0)

(75)
Èç âòîðîãî óðàâíåèÿ ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî tg(φ0 + π/4) = 1, ïîýòîìó φ0

ìîæåò áûòü ðàâíî èëè 0 èëè π. Ïåðâîå óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

cosα tg β = tg(π/4− φ0) = 1; (76)

Ýòî óñëîâèå ñâÿçûâàåò ìåæäó ñîáîé ïàðàìåòðû α è β. Òàêæå èìååòñÿ
ðåøåíèå ñ sinα = 0. Â ýòîì ñëó÷àå β + φ0 = π/4, íî ïðè âñåõ âîçìîæíûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ β è φ0 èçìåðèòåëüíàÿ ñåðèÿ çàäàåòñÿ îäíà è òà
æå (θa = θā = π/8,Φa = −Φā = −π/2, θb = θb̄ = π/4,Φb = 0,Φb̄ = −π/2)

3 Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïðîâåäåí àíàëèç èäåàëèçèðîâàííîé ýêñïåðèìåíòàëüíîé ñõåìû.
Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà, ñòîÿùàÿ íà ïóòè ðåàëèçàöèè òàêîãî ýêñïåðèìåíòà
ñîñòîèò ïðåæäå âñåãî â òîì, ÷òî óêàçàííûõ â ðàáîòå áåçîòðàæàòåëüíûõ
äåëèòåëåé íà äàííûé ìîìåíò íå ñóùåñòâóåò. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðî-
áëåìû ìîæíî ïîéòè ïî îäíîìó èç äâóõ ïóòåé. Ïåðâûé ñîñòîèò â òîì,
÷òîáû âèäîèçìåíèòü ñõåìó óñòàíîâêè, ñîõðàíèâ åå ñóòü (ñîçäàíèå ïðî-
ñòðàíñòâåííî çàïóòàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè ïîìîùè êóëîíîâñêîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ), è ðàññìàòðèâàòü ðåàëüíî äîñòèæèìûå âàðèàíòû. Âòîðîé �
â ðàìêàõ ïðåäëîæåííîé êîíôèãóðàöèè ïîæåðòâîâàòü áåçîòðàæàòåëüíî-
ñòüþ äåëèòåëåé è ïîñìîòðåòü âëèÿíèå ìàëîãî îòðàæåíèÿ íà èñõîä ýêñïå-
ðèìåíòà. Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî ìàëîå îòðàæåíèå íå ïîìåøàåò îáíàðóæèòü
íàðóøåíè íåðàâåíòñâà Áåëëà, òî öåëü áóäåò äîñòèãíóòà. Äàëåå âîçíèêà-
åò ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà. Îäíèì èç êëþ÷åâûõ ìîìåíòîâ àíàëèçà ñîñòîÿë
â èíòåðôåðåíöèè âîëíîâûõ ïàêåòîâ â èçìåðèòåëüíîì äåëèòåëå. À äëÿ
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ýòîãî íóæíî, ÷òîáû îíè ïðèõîäèëè ê íåìó îäíîâðåìåííî, ÷òî âîçìîæ-
íî, åñëè äëèíû ïóòåé îäèíàêîâû, èëè ïî êðàéíåé ìåðå îòëè÷àþòñÿ íà
âåëè÷èíó, ìíîãî ìåíüøóþ õàðàêòåðíîé äëèíû âîëíîâîãî ïàêåòà. Òàê-
æå åñòü òðåáîâàíèÿ íà îáëàñòü êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Âî ïåðâûõ
ïðè ëþáîé ôîðìå òàêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ áóäåò ïðîèñõîäèòü îòðàæåíèå
ýëåêòðîíîâ íàçàä. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæíî áûëî èì ïðåíåáðå÷ü, ýôôåê-
òèâíûé ïîòåíöèàë, ñîçäàííûé âòîðûì ýëåêòðîíîì äëÿ ïåðâîãî, äîëæåí
áûòü â äîñòàòî÷íîé ìåðå ñëàáûì è ãëàäêèì. Ïðè ýòîì ðàçìåð îáëàñòè
âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ äîëæåí çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàòü ðàçìåð âîë-
íîâîãî ïàêåòà ýëåêòðîíà. Çàïóòàííîñòü, ïîðîæäåííàÿ êóëîíîâñêèì âçà-
èìîäåéñòâèåì â íàøåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì èçìåíåíèÿ ôîðìû
âîëíîâûõ ïàêåòîâ çà ñ÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ. Íåîáõîäèìî äåòàëüíîå èçó÷å-
íèå âëèÿíèÿ ýòîãî ýôôåêòà íà èñõîä ýêñïåðèìåíòà. Îáîçíà÷åííûå çäåñü
ïðîáëåìû è áóäóò èçó÷àòüñÿ â áëèæàéøåì áóäóùåì.
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