
Ìèíèñòåðñòâî îáùåãî è ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè
Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò (ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò)

Äèïëîì
"Èññëåäîâàíèå ñïåêòðà 2D Áîçå æèäêîñòè ñ

äàëüíîäåéñòâèåì"

ñòóäåíò 528 ãð. Ìîçãóíîâ Åâãåíèé

íàó÷íûå ðóêîâîäèòåëè:
ïðîô. Ì.Â. Ôåéãåëüìàí,

ïðîô. Ë.Í. Ùóð

Ìîñêâà, 2009



Ñîäåðæàíèå
1 Èñòîðèÿ âîïðîñà 2

2 Âûáîð ìîäåëè 3

3 Êîððåëÿòîðû 4

4 Ýêâèâàëåíòíàÿ çàäà÷à 5

5 Ìîíòå-Êàðëî 5

6 Èçìåðåíèÿ 7

7 Ïàðìà 13

1



1 Èñòîðèÿ âîïðîñà
1)Òåîðèÿ:

Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé 2D çàäà÷è î áîçå ÷àñòèöàõ ñ íå ìàëûì âçàèìîäåéñòâèåì.
×òîáû ïîíÿòü, ÷åì âûäåëåí 2D ñëó÷àé, êðàòêî óïîìÿíåì, ÷òî èçâåñòíî ïðî ýòó çàäà÷ó äëÿ ðàçíûõ
ðàçìåðíîñòåé ïðîñòðàíñòâà:

1D: Èìååòñÿ ìíîæåñòâî ðàáîò íà ýòó òåìó è ìåòîäîâ ðåøåíèÿ.
3D: òåîðèÿ Áîãîëþáîâà (êàê ðàçëîæåíèå ïî ìàëîìó âçàèìîäåéñòâèþ èëè ïëîòíîñòè. Âàæíî

òî, ÷òî ÷èñëî ÷àñòèö â êîíäåíñàòå ìàêðîñêîïè÷åñêè âåëèêî).
2D: çàâèñèò îò ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ. Â ïðèíöèïå, ìîæíî ïðîäåëàòü âûêëàäêè, àíàëîãè÷íûå

3D ñëó÷àþ:
Âòîðè÷íîå êâàíòîâàíèå + ìàëîå âçàèìîäåéñòâèå→ â†0â0 ∼ N0 ïðèâîäèò Ĥ ê êâàäðàòè÷íîìó

→ ïðåîáðàçîâàíèå Áîãîëþáîâà
Íî ýòî íå ñîîòâåòñòâóåò ðåàëüíûì 2D ñèñòåìàì. Â íèõ ÷èñëî ÷àñòèö â êîíäåíñàòå íå ìàêðîñêîïè÷åñêîå.
Óòâåðæäåíèå:
Ïðè êîíå÷íûõ òåìïåðàòóðàõ êîíäåíñàò íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü â 2D - åãî ðàçðóøàþò ôëóêòóàöèè

ôàçû.
Äîêàçàòåëüñòâî:
Ïðîèíòåãðèðóåì ÷èñëî íàäêîíäåíñàòíûõ ÷àñòèö ïðè µ = 0 è ïîëó÷èì ðàñõîäèìîñòü ïðè T > 0.
Áîëåå òîãî, äàæå ïðè T=0 â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè íå âñåãäà ìîæíî ãîâîðèòü î êîíäåíñàòå.

Íàïðèìåð, ìîäåëü â ýòîé ðàáîòå åãî íå ñîäåðæèò (ñì. äàëåå)

2) Ðåàëüíûå ñèñòåìû

Âûøå ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî îñíîâíîå ñîñòîÿíèå - ñâåðõòåêó÷àÿ æèäêîñòü. Íî ôèçè÷åñêè î÷åâèäíà
äðóãàÿ âîçìîæíîñòü - îáðàçîâàíèå 2D ðåøåòêè. Åñòü îäíà õîðîøî èçâåñòíàÿ ñèñòåìà, îïèñûâàþùàÿñÿ
ìîäåëüþ 2D áîçîíîâ, ãäå êàê ðàç ðåàëèçóþòñÿ îáà ýòèõ ñëó÷àÿ - âèõðåâûå ëèíèè â ÂÒÑÏ.
Äåéñòâèòåëüíî, ðåøåòêà âèõðåé - õîðîøî èçâåñòíûé îáúåêò, à ñóùåñòâîâàíèå âèõðåâîé æèäêîñòè
ïðåäñêàçàíî â íåêîòîðîé îáëàñòè ôàçîâîé äèàãðàììû. Çíà÷åíèå òåðìèíà "âèõðåâàÿ æèäêîñòü"ñîñòîèò
â òîì, ÷òî ïðè îïèñàíèè 3D ñâåðõïðîâîäíèêà íà ÿçûêå 2D áîçîíîâ ýòè áîçîíû íàõîäÿòñÿ â
ñîñòîÿíèè êâàíòîâîé æèäêîñòè. Îáû÷íî ýòî îïèñàíèå ïðîâîäÿò íà ÿçûêå ôóíêöèîíàëüíûõ èíòåãðàëîâ.
Åñëè ôîðìàëüíî çàìåíèòü ïðîñòðàíñòâåííóþ êîîðäèíàòó z âäîëü ëèíèé íà âðåìåííóþ, òî ñòàòñóììà
äëÿ êîíôèãóðàöèé âèõðåâûõ ëèíèé ïåðåéäåò â èíòåãðàë ïî ïóòÿì äëÿ áîçîíîâ. Îáçîð ýòèõ
âûêëàäîê ìîæíî íàéòè â [1]

Çíàíèå ðåàëüíîé ñèñòåìû ïîçâîëÿåò ñêàçàòü íåñêîëüêî ñëîâ ïðî ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ
÷àñòèö. Ãîâîðÿò î âçàèìîäåéñòâèè ÷àñòèö ñ êàëèáðîâî÷íûì ïîëåì, ïðè ýòîì ñòàòè÷åñêèé ïîòåíöèàë
çàâèñèò îò r ïî äâóìåðíîìó çàêîíó Êóëîíà V (r) = e2ln|r|, íî åñòü è çàïàçäûâàþùèé ïîòåíöèàë,
êîòîðûé óñòðîåí çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå è íå ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòàòè÷åñêèì (ïîñòîÿííàÿ òîíêîé
ñòðóêòóðû ïîëó÷àåòñÿ ∼ 1).

Âïåðâûå âîïðîñ î íàëè÷èè èëè îòñóòñòâèè ñâåðõòåêó÷åñòè â æèäêîñòíîì ñîñòîÿíèè áûë
ïîäíÿò â [2]. Òàì òàêæå ïðèâåäåí âòîðîé ïðèìåð ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû, â êîòîðîé ðåàëèçóåòñÿ
îáñóæäàåìàÿ ìîäåëü: liquid of Holons (âîçíèêàþùàÿ â RVB òåîðèÿõ äëÿ Ìîòòîâñêîãî èçîëÿòîðà)

Ñôîðìóëèðîâàíà îáùàÿ äëÿ ýòèõ ñèñòåì ïðîáëåìà:
Ïðè èçìåíåíèè êîíñòàíòû ñâÿçè ïðîèñõîäèò ïåðåõîä èç ôàçû æèäêîñòè â ðåøåòî÷íóþ

ôàçó. Ïðè ýòîì ïîÿâëÿåòñÿ long range orientational order è quasi long range positional order è
ïðîïàäàåò ñâåðõòåêó÷åñòü. Ïðîèñõîäÿò ëè ýòè äâà ñîáûòèÿ ïðè îäíîì çíà÷åíèè êîíñòàíòû
âçàèìîäåéñòâèÿ, èëè ïðè äâóõ ðàçëè÷íûõ? Ñóùåñòâóåò ëè ïðîìåæóòî÷íàÿ ôàçà, ò.å. íåñâåðõòåêó÷àÿ
æèäêîñòü - îñíîâíîå ñîñòîÿíèå íåêîåãî ãàìèëüòîíèàíà?

Ôàçîâóþ äèàãðàììó 2D áîçå ñèñòåìû ñ êóëîíîâñêèì âçàèìîäåéñòâèåì óæå èçìåðÿëè [3], â èõ
ðàáîòå áûë îáíàðóæåí åäèíñòâåííûé ôàçîâûé ïåðåõîä 1-ãî ðîäà èç íåñâåðõòåêó÷åãî ðåøåòî÷íîãî
ñîñòîÿíèÿ â ñâåðõòåêó÷åå æèäêîå.
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2 Âûáîð ìîäåëè
Ñâîáîäó â âûáîðå ìîäåëè ìîæíî èñïîëüçîâàòü è âûáðàòü ñèñòåìó ñ îñîáûìè ñâîéñòâàìè (ñêðûòîé
ñóïåðñèììåòðèåé è òî÷íî èçâåñòíîé ìíîãî÷àñòè÷íîé â.ô. îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, ñì. äàëåå), îáëåã÷àþùèìè
åå èññëåäîâàíèå. À èìåííî, ñëåäóÿ [4], ñîñòàâèì Ĥ èç îïåðàòîðîâ

iq̂i,α =
∂

∂rk,α
− 2α


∑

j 6=k

rk,α − rj,α

|rj − rk|2 − πnrk,α


 (1)

iq̂†i,α =
∂

∂rk,α
+ 2α


∑

j 6=k

rk,α − rj,α

|rj − rk|2 − πnrk,α


 (2)

ãäå èíäåêñ i íóìåðóåò ÷àñòèöû, à α - îðòû. Òàêàÿ ñòðóêòóðà îïåðàòîðà îáëàäàåò äâóìÿ çàìå÷àòåëüíûìè
ñâîéñòâàìè:

1) ñóùåñòâóåò âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðóþ îáíóëÿåò ëþáîé îïåðàòîð qi,α

Ψ0(r1, ...rN ) = c
∏

j>k

|rj − ri|2αe−παn
P

i r2
i (3)

2) îïåðàòîðû q è q† êîììóòèðóþò íà ôóíêöèþ òîëüêî îò êîîðäèíàò.
Âûáåðåì ãàìèëüòîíèàí òàê, ÷òîáû Ψ0 áûëà îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì:

H =
1

2m

∑

j,α

q†j,αqj,α (4)

Îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ ñîîòâåòñòâóåò íóëåâàÿ ýíåðãèÿ. Ψ0 îïèñûâàåò äèñê èç ÷àñòèö, ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííûõ ñ ïëîòíîñòüþ n. Ýòî ìîæíî óâèäåòü, ïðîèíòåãðèðîâàâ Ψ0 ïî êîîðäèíàòàì âñåõ
êðîìå îäíîé ÷àñòèö.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ìíîæèòåëü 1/2m ìîæíî óáðàòü èçìåíåíèåì åäèíèö èçìåðåíèÿ ýíåðãèè,
à ïëîòíîñòü ñèñòåìû âûáðàòü ëþáîé ñîîòâåòñòâóþùèì èçìåíåíèåì åäèíèö èçìåðåíèÿ äëèíû.
Òàêèì îáðàçîì, â çàäà÷å åñòü âñåãî îäèí áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð α.

Îñòàëîñü óáåäèòüñÿ, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå â äàííîì ãàìèëüòîíèàíå ñâîäèòñÿ ê êóëîíîâñêîìó.
Çàïèøåì H â ÿâíîì âèäå:

H =
1

2m

∑

i


−∇2

i + 2α
∑

j 6=i

∇2
i ln|ri − rj |+ 4α2

∑

j 6=i,k 6=i

∇iln|ri − rj |∇iln|ri − rk|+ (2παn)2r2
i


 (5)

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñîäåðæèò äâóõ÷àñòè÷íîå V2 è òðåõ÷àñòè÷íîå âçàèìîäåéñòâèå V3. Çàìåòèì,
÷òî V2 ñîäåðæèò δ-ôóíêöèþ è ñïàäàåò êàê 1

r2 . 2D êóëîíîâñêèé ïîòåíöèàë ïîëó÷àåòñÿ, åñëè
ïðîèíòåãðèðîâàòü V3 ïî êîîðäèíàòàì îäíîé èç ÷àñòèö ñ ïëîòíîñòüþ n. Èòàê,

V eff
2 (r) = − g2

2π
ln r + V2(r) (6)

Çäåñü ñèëà êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ g = 4πα
√

n
m

Ïî àíàëîãèè ñ ïëàçìîé ó òàêîé ñèñòåìû íà ìàëûõ âîëíîâûõ âåêòîðàõ âîçáóæäåíèÿ èìåþò
êîíå÷íóþ ýíåðãèþ, ðàâíóþ ïëàçìåííîé ÷àñòîòå ω0 =

√
ng2

m
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3 Êîððåëÿòîðû
Äàëüíåéøèå ïîñòðîåíèÿ ïîòðåáóþò êîððåëÿòîðîâ:

Πreg
αβ (r− r′, t− t′) = 〈Jα(r)Jβ(r′)〉; K(r− r′, t− t′) = 〈ρ(r)ρ(r′)〉 (7)

Ïîëåçíî çàïèñàòü ýòè âåëè÷èíû â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè.
Ðàññìîòðèì íà ïðèìåðå, êàê ïðîâåñòè èíòåãðèðîâàíèå.
Çàäà÷à:
Âûðàçèòü ñòðóêòóðíûé ôàêòîð S(k, t) ÷åðåç ñðåäíåå îò ôóíêöèè êîîðäèíàò ÷àñòèö.
Ðåøåíèå: Çàïèøåì ôóíêöèþ êîððåëÿöèè ïëîòíîñòåé n(r) =

∑
i δ(r − ri)

〈n(r1, t)n(r2, 0)〉 = 〈
∑

i

δ(r1 − ri(t))
∑

j

δ(r2 − rj(0))〉 (8)

Âðåìåíà äëÿ êðàòêîñòè íå ïèøåì. Ñäåëàåì ôóðüå ïðåîáðàçîâàíèå ïî ðàçíîñòè êîîðäèíàò è
óñðåäíåíèå ïî îáúåìó :

1
V

∫ ∫
d~r1d~r2〈n(r1)n(r2)〉eik(r1−r2) =

=
1
V

∫ ∫
d~r1d~r2

∑

i

∑

j

〈δ(ri − r1)δ(rj − r2)〉eik(r1−r2) =

=
1
V

∑

i

∑

j

〈eik(ri−rj)〉 =
1
V
〈
∑

i

eikri
∑

j

e−ikrj 〉 =

=
1
V
〈nkn−k〉 = S(k) (9)

Âîññòàíîâèâ â âûêëàäêàõ âðåìåíà ri(t), rj(0), ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíóþ ôîðìóëó:

S(k, t) =
1
V
〈nk(t)n−k(0)〉 =

1
V
〈
∑

i

eikri(t)
∑

j

e−ikrj(0)〉 (10)

Ëþáîé êîððåëÿòîð ñ çàïàçäûâàíèåì ñîäåðæèò â ñåáå èíôîðìàöèþ î ñïåêòðå:

〈GS|A†k(t)Ak(0)|GS〉 = |〈GS|Ak|k〉|2 e−iωkt (11)

Çäåñü äëÿ ïðîñòîòû ïðèíÿòî, ÷òî îïåðàòîð Ak ïåðåâîäèò îñíîâíîå ñîñòîÿíèå â ñîñòîÿíèå
|k〉 , òàêæå ÿâëÿþùååñÿ ñîáñòâåííûì äëÿ ãàìèëüòîíèàíà ñèñòåìû. Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëåå
îáùèé ñëó÷àé, êîãäà âîçáóæäàåòñÿ ñóïåðïîçèöèÿ ñîñòîÿíèé ñ ðàçíûìè ýíåðãèÿìè.

S(k, t) =
∑

λ

|〈GS|nk|λ〉|2 e−iωλt (12)

Ñ ýòîé òî÷êè ðå÷ü ïîéäåò î ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè. Ñèìóëÿöèÿ, î êîòîðîé ïîéäåò ðå÷ü â
äàëüíåéøåì, ïðîèçâîäèò âû÷èñëåíèå â ìíèìîì âðåìåíè çàâèñèìîñòè S(k, it) ((18), ñì. òàêæå
[6]). Ïîýòîìó èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ïî ôóíêöèè S(k, it) âñåõ âåëè÷èí ωλ è
âåñîâ â ïðàâîé ÷àñòè.

Ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì ñëîæíîé ïðîöåäóðû Ñòîõàñòè÷åñêîãî Àíàëèòè÷åñêîãî
Ïðîäîëæåíèÿ[5], íî äëÿ öåëåé ðàáîòû â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ áóäåò õâàòàòü îäíîìîìåíòíîãî
ïðèáëèæåíèÿ (îäíî ñëàãàåìîå â ñóììå ïî ñîñòîÿíèÿì (11)).

Âû÷èñëåíèå S(k, it) ïîòðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ õîðîøî èçâåñòíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ìåæäó ðàññìîòðåííîé
çàäà÷åé è ñëåäóþùåé.
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4 Ýêâèâàëåíòíàÿ çàäà÷à
Ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå â ñàìîì îáùåì âèäå:

γ
drj,α

dt
= −∂W{ri}

∂rj,α
+ ξj,α(t) (13)

Îáû÷íîå óñëîâèå íà ξ(t):
ξj,α(t)ξk,β(t′) = 2γTδjkδαβδ(t− t′). (14)

Ñëåäóþùèé øàã - Óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà:

γ
∂P{ri}

∂t
=

∑

j,α

∂

∂rj,α

(
∂W

∂rj,α
+ T

∂

∂rj,α

)
P{ri}, (15)

À åãî ìîæíî çàìåíîé P{ri} = e−W/2T Ψ{ri} ïðèâåñòè ê óðàâíåíèþ, ïîõîæåìó íà óðàâíåíèå
Øð¼äèíãåðà.

γ
∂Ψ
∂t

=
∑

j,α

{
T

∂2Ψ
∂r2

j,α

+

[
1
2

∂2W

∂r2
j,α

− 1
4T

(
∂W

∂rj,α

)2
]

Ψ

}
. (16)

×òîáû ýòî óðàâíåíèå ïðè çàìåíå t → it ïåðåøëî â óðàâíåíèåØð¼äèíãåðà ñ íóæíûì ãàìèëüòîíèàíîì,
ñëåäóåò ïðàâèëüíî âûáðàòü W{ri}:

W{ri} = −4αT
∑

j>k

ln |rj − rk|+ 2παTn
∑

i

r2
i . (17)

Ýòî óäàëîñü ñäåëàòü áëàãîäàðÿ ñóïåðñèììåòðè÷íîñòè çàäà÷è.
Óòâåðæäåíèå: Ýêâèâàëåíòíîñòü ýòèõ òðåõ ïîäõîäîâ îáåñïå÷èâàåò ðàâåíñòâî êîððåëÿòîðîâ :

〈Ψ0|F{ri}|Ψ0〉 = 〈F{ri}〉L. (18)

(äîêàçàòåëüñòâî ñì. [6])
Ïðàâàÿ ÷àñòü - ñðåäíåå ïî ëàíæåâåíîâñêîé äèíàìèêå , êîòîðàÿ ëåãêî ìîäåëèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ

ìåòîäà Ìîíòå Êàðëî.

5 Ìîíòå-Êàðëî
Â äàííîì ñëó÷àå ïîä ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî ïîäðàçóìåâàåòñÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ óðàâíåíèÿ

γ
drj,α

dt
= −∂W{ri}

∂rj,α
+ ξj,α(t) (19)

γ(rj,α((n + 1)τ)− rj,α(nτ)) = −∂W{r(nτ)i}
∂rj,α

τ +

(n+1)τ∫

nτ

ξj,α(t)dt (20)

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ñëó÷àéíî, èìååò ãàóññîâî ðàñïðåäåëåíèå øèðèíîé ∼ √
τ

Ñ ïîìîùüþ ñèìóëÿöèè îáíîâëÿþòñÿ êîîðäèíàòû ÷àñòèö. Âûæäàâ äîñòàòî÷íîå äëÿ ðåëàêñàöèè
âðåìÿ, ìîæíî èçìåðÿòü ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû:

1) ñòðóêòóðíûé ôàêòîð
Sk(t) = 〈nk(0)n−k(t)〉 = 〈|nk|2〉 (21)

nk =
∑

j ei(krj). Äèíàìè÷åñêèé ñòðóêòóðíûé ôàêòîð èçìåðåí â ýòîé ðàáîòå, ÷òî äàëî íîâóþ
èíôîðìàöèþ ïðî ñïåêòð ñèñòåìû (ñì. ðåçóëüòàòû).

2) orientational order parameter

5



Ýòî âåëè÷èíà, õàðàêòåðèçóþùàÿ ïëàâëåíèå. Äëÿ åå íàõîæäåíèÿ ïî äàííîé êîíôèãóðàöèè
÷àñòèö íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü òðèàíãóëÿöèþ Äåëîíå - òàê ó êàæäîé îïðåäåëÿòñÿ áëèæàéøèå
ñîñåäè. Ïîñëå ýòîãî ìîæíî èçìåðèòü âåëè÷èíó:

〈|ψ6|〉 = 〈| 1
N

N∑

1

1
nNN

nNN∑

1

exp(i6θij)|〉 (22)

Â ðåøåòî÷íîé ôàçå 〈|ψ6|〉 - êîíñòàíòà, ìåíüøàÿ åäèíèöû , â æèäêîñòè îáû÷íî íîëü. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ
îøèáêà â îïðåäåëåíèè 〈|ψ6|〉 ïðîïîðöèîíàëüíà ò.í. óãëîâîé âîñïðèèì÷èâîñòè:

χ6 = 〈|ψ6|2〉 − 〈|ψ6|〉2 (23)
êîòîðàÿ èìååò ïèê â òî÷êå ïëàâëåíèÿ.
3)×òîáû ïîëó÷èòü âîçìîæíîñòü (è ýòî íîâûé ðåçóëüòàò) èçìåðèòüòîêîâûé êîððåëÿòîð, âîñïîëüçóåìñÿ

ôîðìóëàìè, èçâåñòíûìè ïðî ýòó ìîäåëü:

Ψ0(r1, ...rN ) = c
∏

j>k

|rj − ri|2αe−παn
P

i r2
i (24)

Îïåðàòîð q̂ îáíóëÿåò îñíîâíîå ñîñòîÿíèå q̂Ψ0 = 0 :

∂

∂rk,α
Ψ0 = 2α


∑

j 6=k

rk,α − rj,α

|rj − rk|2 − πnrk,α


Ψ0 (25)

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü òîêîâûé êîððåëÿòîð (èñïîëüçîâàíî îïðåäåëåíèå
îïåðàòîðà òîêà)

Πreg
αβ (r− r′, t− t′) = 〈Jα(x)Jβ(x′)〉 = (26)

=
−1
4m2

∫
Ψ∗

0

∑

j 6=k

(
∂

∂rk,α
δ(r−rk)+δ(r−rk)

∂

∂rk,α
)eiĤ(t−t′)(

∂

∂rj,β
δ(r′−rj)+δ(r′−rj)

∂

∂rj,β
)Ψ0dr1...drN

(27)
òîëüêî ÷åðåç êîîðäèíàòû. Òîãäà ìîæíî áóäåò íàéòè åãî èç Ëàíæåâåíîâñêîé äèíàìèêè.

Â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå:

Πk,αβ(t) =< J∗k,α(0)Jk,β(t) > (28)

Jk,α =
∫

Jα(r)ei(kr)d2r =
−i

2m

∑

j

ei(krj)(ikα + 2∇j,α) (29)

Ïðè äåéñòâèè íà îñíîâíîå ñîñòîÿíèå

Jk,α =
−i

2m

∑

j

ei(krj)


ikα + 4α


∑

j 6=k

rk,α − rj,α

|rj − rk|2 − πnrk,α





 (30)

Ñðåäíåå 〈J∗k,α(0)Jk,β(it)〉L â ïðèíöèïå ïîçâîëèò íàéòè ñâåðõòåêó÷óþ ïëîòíîñòü (ñì. ôîðìóëó äëÿ
ns èç ñòàòüè [5]).
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6 Èçìåðåíèÿ
Êîìïüþòåðíàÿ ñèìóëÿöèÿ, îñíîâû.

Ïðîãðàììà ìîäåëèðóåò ëàíæåâåíîâñêèå ÷àñòèöû. Êîîðäèíàòû xi(t), yi(t) îáíîâëÿþòñÿ ñ êàæäûì
øàãîì ðàçíîñòíîé ñõåìû. Ìîæíî èçìåðèòü ëþáóþ ôóíêöèèþ êîîðäèíàò f(x1, y1...xn, yn), òî åñòü
÷åðåç ïðîìåæóòêè âðåìåíè tm > τ (áîëüøå âðåìåíè ðåëàêñàöèè ñèñòåìû) N0 ðàç âû÷èñëÿòü
çíà÷åíèå ôóíêöèè f ïî ìàññèâó xi, yi è çàòåì óñðåäíèòü:

〈f〉 =
1

N0

N0∑

m=1

f(x(mt), y(mt)) (31)

Ïîãðåøíîñòü: ñàìûé ïðîñòîé ñïîñîá îöåíêè ïîãðåøíîñòè � ðàçáèòü îòðåçîê [1, N0] íà 10
áëîêîâ ðàâíîãî ðàçìåðà, è èçìåðèòü áëî÷íûå ñðåäíèå

〈f〉j =
1

0.1N0

0.1N0(j+1)∑

m=0.1N0j

f(x(mt), y(mt)) (32)

Òîãäà ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèÿ 〈f〉 äàåòñÿ ïðîñòîé ôîðìóëîé:

〈f2〉 − 〈f〉2 =
1

102

10∑

j=1

(〈f〉 − 〈f〉j)2 (33)

Äèíàìè÷åñêèå êîððåëÿòîðû âèäà 〈n(t)n(0)〉 íå èçìåðèòü áåç äîïîëíèòåëüíîãî äåéñòâèÿ: íàäî,
âûæäàâ tm ïåðåä êàæäûì èçìåðåíèåì, íà÷àòü ñîõðàíÿòü â ñïåöèàëüíûé ìàññèâ çíà÷åíèÿ xi, yi

÷åðåç ðàâíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè ∆t. Êîãäà ìàññèâ çàïîëíèòñÿ, êîîðäèíàòû äëÿ âû÷èñëåíèÿ
n(0) áåðóòñÿ èç ïåðâîãî åãî ýëåìåíòà, à äëÿ âû÷èñëåíèÿ n(t) èç ýëåìåíòà ñ íîìåðîì t/∆t .

Âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 〈n(∆t)n(0)〉, 〈n(2∆t)n(0)〉, 〈n(3∆t)n(0)〉 ... òàêèì îáðàçîì èçìåðÿåòñÿ.
Çàòåì ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ N0 ðàç. Ñðåäíèå íàõîäÿòñÿ ïî ïåðâîé ôîðìóëå. Íå ñïóòàéòå:

∆t - ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè íà ãðàôèêå 〈n(t)n(0)〉
τ - øàã ðàçíîñòíîé ñõåìû, âíóòðåííèé ïàðàìåòð ìîäåëèðîâàíèÿ. (ñì. óð-å (20))

Ïåðâûå èçìåðåíèÿ.

Â ýòîé ÷àñòè äëÿ ÿñíîñòè èçëîæåíèÿ íå óïîìÿíóòû íåêîòîðûå òðóäíîñòè, âîçíèêàþùèå íà
ïðàêòèêå ïðè èçìåðåíèÿõ ðàññìàòðèâàåìûõ âåëè÷èí.

Îäíîðîäíîñòü ñèñòåìû íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü. Íàïîìíèì, ÷òî ñèñòåìà èìååò ôîðìó äèñêà,
ïëîòíîñòü ÷àñòèö âíóòðè êîòîðîãî äîëæíà áûòü ïîñòîÿííîé, à ñíàðóæè íîëü. Èçìåðÿëàñü 〈n(r)〉
,óñðåäíåííàÿ ïî ìàëåíüêîìó îáúåìó. Äåéñòâèòåëüíî, óæå íà ðàññòîÿíèè 0.2R îò êðàÿ äèñêà
îòêëîíåíèå ïëîòíîñòè ÷àñòèö îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà n â ìîäåëè ëåæèò â ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòè.
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Êîíå÷íîñòü ðàçìåðîâ ñèñòåìû îïðåäåëÿåò òàêæå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ âîëíîâîãî âåêòîðà
k, îò êîòîðîãî çàâèñÿò ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè. Âñå òåîðåòè÷åñêèå
âûêëàäêè, èñïîëüçóþùèå ôóðüå ïðåîáðàçîâàíèå, âåëèñü ðàíåå â ïðåäïîëîæåíèè áåñêîíå÷íîé
è îäíîðîäíîé ñèñòåìû, òî åñòü k ïðèíèìàë íåïðåðûâíûé ðÿä çíà÷åíèé. Òåïåðü íàäî áûëî áû
èñïîëüçîâàòü íîâûé áàçèñ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (áåññåëåâûõ äëÿ äèñêà), ó êîòîðûõ k ïðèíèìàåò
äèñêðåòíûé íàáîð çíà÷åíèé. ×òîáû èçáåæàòü èñïîëüçîâàíèÿ íóëåé áåññåëåâûõ ôóíêöèé è íåôèçè÷íîãî
ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà êðàþ äèñêà, ñäåëàåì ñëåäóþùåå:

Ó÷èòûâàåì ïðè âû÷èñëåíèè ôóðüå-îáðàçîâ òîëüêî ÷àñòèöû, ïîïàâøèå â çàøòðèõîâàííûé
êâàäðàò. Íàêëàäûâàåì ïåðèîäè÷åñêèå ãðàí-óñëîâèÿ è ïîëó÷àåì

kx, ky =
2πn

a

Òåïåðü ñîáñòâåííî èçìåðåíèÿ.
Íà÷íåì ñî ñòàòè÷åñêîãî ñòðóêòóðíîãî ôàêòîðà 〈n−knk〉 ,âû÷èñëåíèå ïðîèñõîäèò ïî ôîðìóëå

(10). α = 1 è α = 5; τ = 0.0002; óäîáíî ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû ñ ðàáîòîé [5]:

α = 0.5; τ = 0.0002; Íà ýòîì çíà÷åíèè α èìååòñÿ àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ S(k):

S1/2(p) = n[1− exp(−p2/4πn)] (34)

Ðàçáðîñ òî÷åê - ïîãðåøíîñòü ñèìóëÿöèè.
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Èç ñïåöèàëüíî ïðîâåäåííûõ èçìåðåíèé ïîëó÷åíî, ÷òî ïèê ñòðóêòóðíîãî ôàêòîðà ïðèõîäèòñÿ
íà k0 ≈ 6.5n(1/2). Èçìåðèì äèíàìè÷åñêèé ñòðóêòóðíûé ôàêòîð 〈n−k(t)nk(0)〉 íà ýòîì âîëíîâîì
âåêòîðå: τ = 0.0002;

Â ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå (ñïðàâà) òî÷êè õîðîøî ëîæàòüñÿ íà ïðÿìóþ, ÷òî îïðàâäûâàåò
ïðèìåíåíèå îäíîìîìåíòíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Êîíå÷íî, æåëòûé ãðàôèê ñëåãêà èçìåíÿåò ñâîé íàêëîí,
íî ñ ó÷åòîì ïîãðåøíîñòåé ýòî òðóäíî çàìåòèòü. Îòêëîíåíèå ãðàôèêîâ â ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå
îò ïðÿìûõ îçíà÷àåò íåïðèìåíèìîñòü îäíîìîìåíòíîãî ïðèáëèæåíèÿ è äåéñòâèòåëüíî íàáëþäàåòñÿ
ïðè íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ óñëîâèÿõ (ñì. äàëåå).

Ïîâåäåíèå ñïåêòðà
Èçìåðÿÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íàêëîíû ýòèõ ïðÿìûõ äëÿ ðàçíûõ k, ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

âûãëÿäèò ñïåêòð: (dlnS/dt = ýíåðãèè âîçáóæäåíèÿ, ïåðâûé ìîìåíò, ñì. (11))

Çàøòðèõîâàíà îáëàñòü áîëüøèõ ïîãðåøíîñòåé. Áåëûì ïóíêòèðîì ïîêàçàíà ïëàçìåííàÿ ÷àñòîòà
- òåîðåòè÷åñêèé ïðåäåë ïðè k → 0. Çäåñü n = 2.3; k0 ≈ 10

Ïðè÷èíà áîëüøèõ ïîãðåøíîñòåé ïðè k → 0 áóäåò ðàçúÿñíåíà ïîçäíåå.
Ñëåäóåò çàìåòèòü âàæíûé ôàêò: ñ ðîñòîì α ìèíèìóì ôóíêöèè ω(k) îïóñêàåòñÿ. Ýòî áûëî

ïðåäñêàçàíî òåîðåòè÷åñêè â [4]. Áûëî íàéäåíî äâà ïåðâûõ ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ ω(k) â ðÿä ïðè
k → 0:
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ω(k)− ωpl = −α
k2

2
(35)

(çäåñü 2m = 1 äëÿ ïðîñòîòû)
Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò âîçìîæíîñòü êàñàíèÿ ãðàôèêîì ω(k) îñè. Ïîñòðîèì ïî ïðîâåäåííûì

èçìåðåíèÿì ãðàôèê çàâèñèìîñòè ìèíèìóìà ωfm(k0) íàêëîíà îò α:

Âèäèì, ÷òî íåò ÿðêî âûðàæåííîãî èçìåíåíèÿ â õàðàêòåðå çàâèñèìîñòè S(k0, t) (îæèäàëîñü,
íàïðèìåð, ñòåïåííîå óáûâàíèå ïî âðåìåíè âìåñòî ýêñïîíåíöèàëüíîãî) - ïðîñòî íàêëîí ãðàôèêîâ
ñòàíîâèòñÿ âñå ìåíåå è ìåíåå çàìåòíûì. Óìåñòåí âîïðîñ: ìîæåò ëè ýòà ñèìóëÿöèÿ âîîáùå �çàìåòèòü�
ìÿãêóþ ìîäó â ñïåêòðå? Åñòü ïðèìåð ðàáîòû, ãäå ïîêàçàíî, ÷òî ωfm(k) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà êàñàíèÿ ñïåêòðîì íóëÿ[7]. Íî òàì ðå÷ü èäåò î äðóãîé çàäà÷å. ×òîáû óâèäåòü
òåîðåòè÷åñêè ïðåäñêàçàííóþ ìÿãêóþ ìîäó (â ðåøåòî÷íîì ñîñòîÿíèè íà âåêòîðå îáðàòíîé ðåøåòêè)
â ýòîé çàäà÷å, íàäî ïðèáåãíóòü ê ñïåöèàëüíîìó ïðèåìó (ñì. èçìåðåíèÿ äëÿ ðåøåòêè)

Òðóäíîñòè èçìåðåíèé. Ïðè÷èíà ïîãðåøíîñòåé

Ïðè èçìåðåíèÿõ â îáëàñòè áîëüøèõ α âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ,
ñèëüíî âîçðàñòàåò.

Óòâåðæäåíèå 1: âåëè÷èíó øàãà ñèìóëÿöèè τ (ñì. óð-å (20)) íàäî âûáðàòü íå áîëüøå õàðàêòåðíîé
äëèòåëüíîñòè ïðîöåññîâ â ñèñòåìå 1/ωpl òàê ÷òî τmax ∼ 1/α

Óòâåðæäåíèå 2: äëèòåëüíîñòü êàæäîãî èçìåðåíèÿ T êàêîé-òî îïðåäåëåííîé ýíåðãèè ωfm

äîëæíà ïî êðàéíåé ìåðå ïðåâûøàòü 1/ωfm

Ýòî äàåò îöåíêó äëèòåëüíîñòè ñèìóëÿöèè:

N0
T

τ
= N0

ωpl

ωfm
(36)

íàïîìíèì, ÷òî N0 - ÷èñëî èçìåðåíèé, è â èäåàëå ïîãðåøíîñòü ∼ 1/
√

N0
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Ãëÿäÿ íà ãðàôèê (ωfm/ωpl)α, ìîæíî óâèäåòü, ÷òî âðåìÿ âû÷èñëåíèé ðàñòåò êàê ñòåïåíü α
Áîëåå òîãî, èç óòâåðæäåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî íåîáõîäèìî ìåíÿòü τ â çàâèñèìîñòè îò α, ïðè÷åì

òåîðåòè÷åñêè ñëîæíî ïðåäñêàçàòü êàîýôôèöèåíò ýòîé çàâèñèìîñòè, ïîýòîìó çàâèñèìîñòü τ(α)
áûëà ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðåíà äî íà÷àëà âñåõ èçìåðåíèé. Êàê ýòî äåëàëîñü:

Ïðè íåïðàâèëüíîì τ êàæäûé øàã ñèìóëÿöèè âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîãðåøíîñòüþ. Ýòà ïîãðåøíîñòü
ñèñòåìàòè÷åñêàÿ, ïîýòîìó àääèòèâíî íàêàïëèâàåòñÿ ñ âðåìåíåì t. Íà ãðàôèêàõ äèíàìè÷åñêîãî
ñòðóêòóðíîãî ôàêòîðà S(k, t) ýòî íàêîïëåíèå ìîæíî íàáëþäàòü

Sτ1(k, t)− Sτ2(k, t) = ct (37)
Ãäå èíäåêñ τ1 îáîçíà÷àåò, ÷òî èçìåðåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ íà ýòîì øàãå. Ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì

óìåíüøåíèè øàãà â äâà ðàçà ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñåðèÿ ãðàôèêîâ:

Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ñîñòàâèòü òàáëèöó ðàçðåøåííûõ çíà÷åíèé τ (òàêèõ, ÷òî ïðè èõ óìåíüøåíèè
âäâîå ðàçëè÷èå â ãðàôèêàõ íå ïðåâûøàåò ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé)

α 1 2 5 10 20 30
τ 0,0008 0,0004 0,0002 0,0002 0,0001 0,00005
Ýòè çíà÷åíèÿ ïîëó÷åíû äëÿ k = k0. Äëÿ äðóãèõ k îíè ÿâëÿþòñÿ íåñêîëüêî çàâûøåííûìè.

Äåëî â òîì, ÷òî îøèáêà â íàêëîíå áîëüøå â îáëàñòè âûñîêèõ ýíåðãèé (áîëüøèõ íàêëîíîâ),
ïîýòîìó ïðè èçìåðåíèÿõ â îáëàñòè k → 0 , ãäå ωfm(k) ≈ ωpl(α) , íåîáõîäèìî óìåíüøèòü ïðèáëèçèòåëüíî
â α ðàç çíà÷åíèÿ τ â òàáëèöå. Ýòî îäíà èç ïðè÷èí áîëüøèõ ïîãðåøíîñòåé â ýòîé îáëàñòè.

Åñòü åùå îäíà íåòî÷íîñòü ðàáîòû ñèìóëÿöèè. Íàïîìíèì, ÷òî ïðè èçìåðåíèÿõ ñòðóêòóðíîãî
ôàêòîðà áûëà âûáðàíà êîðîáêà axa, è òîëüêî ÷àñòèöû, ëåæàùèå â íåé, ó÷èòûâàëèñü. Êîíå÷íî, â
ïðåäåëå áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû òàêîé âûáîð íå ïîâëèÿåò íà ðåçóëüòàòû. Íî â ñèìóëÿöèè ðàçìåðû
êîðîáêè íå òàê âåëèêè: a = 8, 2; n = 2, 3. À ñèñòåìà èìååò ôîðìó äèñêà ðàäèóñà R. Êàê ñëåäñòâèå,
ó ñòðóêòóðíîãî ôàêòîðà ïîÿâëÿåòñÿ �nite-size ïîïðàâêà âèäà:
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Àìïëèòóäà ïîïðàâêè íåçíà÷èòåëüíà, íî ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà òîëüêî ýêñïåðèìåíòàëüíî.
Íàïîìíèì, ÷òî ó ýòîãî ãðàôèêà âàæíû òîëüêî òî÷êè íà âîëíîâûõ âåêòîðàõ kx, ky = 2πl/a
è ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ ïîïðàâêè ìîæåò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò îæèäàåìîãî âèäà. Â ýòîé
ñèìóëÿöèè ∆S ≈ 0.05n (íàïîìíèì, ÷òî ñòðóêòóðíûé ôàêòîð íîðìèðóåòñÿ íà ïëîòíîñòü n). Ïî
ãðàôèêàì âèäíî, ÷òî îïÿòü æå ýòîò ýôôåêò çàòðóäíÿåò èçìåðåíèÿ òîëüêî â îáëàñòè k → 0.

Îáñóäèì òàêæå ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè îäíîìîìåíòíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ïðåæäå âñåãî âñïîìíèì,
÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè äèíàìè÷åñêèå êîððåëÿòîðû çàâèñÿò îò âðåìåíè íå êàê e−λt, à ïîñðåäñòâîì
áîëåå îáùåé ôîðìóëû

∑
i cie

−λit, òàê ÷òî ìíîæåñòâî ýíåðãèé λi è âåñîâ ci õàðàêòåðèçóåò ìíîãî÷àñòè÷íûå
ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, êîòîðûå âîçáóæäàþòñÿ ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðà (â íàøåì ñëó÷àå nk )[7].

Îäíîìîìåíòíîå ïðèáëèæåíèå - ýòî, ïî ñóòè, ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî îïåðàòîð nk âîçáóæäàåò
ñîñòîÿíèå ñ îäíîé êâàçè÷àñòèöåé èìïóëüñà k è áîëüøå íè÷åãî. Íà ñàìîì äåëå ýòî íå òàê:

1) ìîãóò âîçáóæäàòüñÿ âûñîêîýíåðãåòè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ ñ äâóìÿ è áîëåå êâàçè÷àñòèöàìè.
Ïðè÷åì âåñ òàêèõ ñîñòîÿíèé äàæå íå îáÿçàòåëüíî ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ âåñîì âîçáóæäåíèÿ îäíîé
êâàçè÷àñòèöû. Íî ñëàãàåìîå â S, ñîîòâåòñòâóþùåå âûñîêîýíåðãåòè÷åñêèì ñîñòîÿíèÿì, áûñòðî
çàòóõàåò. Ïîýòîìó ìîæíî íàäåÿòñÿ óâèäåòü ýòîò âêëàä, óìåíüøèâ ∆t è τ :

Ýòà çàâèñèìîñòü èçìåðåíà íà k = 2.8 ïðè α = 1 ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ, ÷òîáû ãîâîðèòü î
äâóõ ó÷àñòêàõ. Êîíå÷íî íàêëîí êðàñíîé ïðÿìîé - íå áîëåå ÷åì îöåíêà äëÿ âòîðîé ýíåðãèè.

Çäåñü ωpl = 60
Âèäíî, ÷òî ïðè óñðåäíåíèè íàêëîíà ïî èíòåðâàëó [0; 0.15] âêëàä îò êðàñíûõ òî÷åê íå ïîâëèÿåò

íà èçìåðåííóþ ωfm ,ïîýòîìó ïðåäûäóùèå èçìåðåíèÿ ñ÷èòàåì äîñòîâåðíûìè â ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòè.
2)Âîçìîæåí è áîëåå òùàòåëüíûé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ ñïåêòðà: êîãäà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

ñóììà ïî ñîñòîÿíèÿì ñîäåðæèò ñ íåáîëüøèìè âåñàìè âñå âîçìîæíûå ýíåðãèè, äàëåå ñòàâèòñÿ
âû÷èñëèòåëüíàÿ çàäà÷à âûáðàòü èç áåñ÷èñëåííîãî ìíîæåñòâà êîíôèãóðàöèé ôèçè÷åñêè äîñòîâåðíóþ.
Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è - Stochastic Analitic Continuation [5]. Ïðèìåíåíèå
ýòîãî àëãîðèòìà â ñòàòüå [7] ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü äëÿ êâàíòîâîé ìíîãî÷àñòè÷íîé çàäà÷è ïîëíûé
ãðàôèê ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé g(E, k). Èíòåðåñíî, ÷òî ýòè ðåçóëüòàòû â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íå
ñîîòâåòñòâîâàëè ðåçóëüòàòàì îäíîìîìåíòíîãî ïðèáëèæåíèÿ.

Ðåøåòî÷íûå èçìåðåíèÿ.

Ëþáûå èçìåðåíèÿ â îáëàñòè êðèñòàëëèçàöèè α > 30 ïðèâîäÿò ê áîëüøèì ïîãðåøíîñòÿì.
Òåì íå ìåíåå óäàëîñü èçìåðèòü èçìåíåíèå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ψ6 (ñì. (22)) â çàâèñèìîñòè îò
α. Íàïîìíèì, ÷òî îæèäàåòñÿ åãî ïîÿâëåíèå ïðè α ≈ 36 (ýòà öèôðà íå ñëåäóåò íè èç êàêèõ
èçìåðåíèé â ýòîé ðàáîòå, îíà ïîëó÷åíà â ðàáîòå [8]) Â òî÷êå ïåðåõîäà âîñïðèèì÷èâîñòü χ6 (ñì.
(23)) ìàêñèìàëüíà.

Ñèìóëÿöèÿ èçìåðÿåò êîìïëåêñíóþ âåëè÷èíó ψ6. Åå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ óòî÷íåíèÿ çíà÷åíèé
ñòðóêòóðíîãî ôàêòîðà è ýíåðãèé. Èç îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû ψ6 ìîæíî âûâåñòè, ÷òî íàïðàâëåíèå
áðåããîâñêîãî âåêòîðà äàåòñÿ óãëîì 1

6Argψ6+ π
6 . Äëÿ ðåøåòî÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ñ quasi long-range posi-

tional order è long-range orientational order ïîíÿòèå áðåããîâñêîãî íàïðàâëåíèÿ õîðîøî îïðåäåëåíî.
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Â áåñêîíå÷íîé ðåøåòêå äëÿ ïîâîðîòà áðåããîâñêîãî íàïðàâëåíèÿ òðåáóåòñÿ áåñêîíå÷íîå âðåìÿ, à ó
ñòðóêòóðíîãî ôàêòîðà èìåþòñÿ ñòåïåííûå îñîáåííîñòè, åñëè âåêòîð k íàïðàâëåí ïî áðåããîâñêîìó
íàïðàâëåíèþ. Â ñèìóëÿöèè æå ðàçìåð ñèñòåìû êîíå÷åí, îíà ñî âðåìåíåì ïîâîðà÷èâàåòñÿ âîêðóã
öåíòðà, è çà ýòèì âðàùåíèåì ìîæíî ñëåäèòü ñ ïîìîùüþ âåëè÷èíû ψ6. ×òîáû íàéòè áðåããîâñêèå
ïèêè â ñòðóêòóðíîì ôàêòîðå, íàäî ïåðåä êàæäûì èçìåðåíèåì íàõîäèòü ýòîò óãîë ïî çíà÷åíèþ ψ6

Çàòåì ïðîâîäèòñÿ èçìåðåíèå, ïðè÷åì â ôîðìóëå äëÿ âû÷èñëåíèÿ S âîëíîâîé âåêòîð k âûáèðàåòñÿ
â ñîîòâåòñòâèè ñ òåêóùèì áðåããîâñêèì íàïðàâëåíèåì (ðàíüøå k áûë ôèêñèðîâàí). Ïîëó÷åííûå
çíà÷åíèÿ S óñðåäíÿþòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì. Ýòà ïðîöåäóðà âûïîëíåíà äëÿ α = 37 (ñì. ãðàôèê
S(k) íèæå) ×àñòîòà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïèêó, îêàçàëàñü ñóùåñòâåííî ìåíüøå ÷åì ïîëó÷åííàÿ â
îáû÷íîé ñèìóëÿöèè ñ óñðåäíåíèåì ïî íàïðàâëåíèÿì :

ωfm < 0.001ωpl(α = 37) (38)
Ñâåðõó âíèç: ïàðàìåòð ïîðÿäêà îðèåíòàöèè ñâÿçåé , âîñïðèèì÷èâîñòü, ïèê S :

Ïóíêòèð íàíåñåí äëÿ óäîáñòâà (ìàëî òî÷åê). Èçìåðÿÿ áîëüøå òî÷åê è óâåëè÷èâàÿ ðàçìåð
ñèñòåìû, ìîæíî â ïðèíöèïå íàéòè îñîáåííîñòü.

7 Ïàðìà
Äëÿ ðàñ÷åòîâ èñïîëüçóåòñÿ:

Óïðàâëÿþùèé óçåë:
Ïðîöåññîð: 4*Intel (R) Xeon (R) (5160, 3.00 ÃÃö, 4ÌÁ Êýø), òî åñòü íà ìàòåðèíñêîé ïëàòå äâà

äâóõúÿäåðíûõ ÷èïà àðõèòåêòóðû Intel CoreDuo;
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ÎÇÓ: 8ÃÁ 667ÌÃö
Äèñê-õðàíèëèùå: 1500 ÃÁ
Âû÷èñëèòåëüíûå óçëû - 4 øòóêè:
Ïðîöåññîð: 4*Intel (R) Xeon (R) (5160, 3.00 ÃÃö, 4ÌÁ Êýø), òî åñòü íà ìàòåðèíñêîé ïëàòå äâà

äâóõúÿäåðíûõ ÷èïà àðõèòåêòóðû Intel CoreDuo;
ÎÇÓ: 16ÃÁ 667ÌÃö
Äèñê: 200 ÃÁ
Ñåòü - ó êàæäîãî óçëà ïî äâå ñåòåâûõ êàðòû, âñòðîåííûõ â ìàòåðèíñêóþ ïëàòó, 1Ãá (îäíà äëÿ

NFS, äðóãàÿ äëÿ MPI).
Ïðîèçâîäèòåëüíîñòü: íà òåñòàõ LINPACK äëÿ îäíîãî ðàñ÷åòíîãî óçëà 35,6 ãèãàôëîïñ, äëÿ 4-õ

óçëîâ - 103,5 ãèãàôëîïñ.

ß áëàãîäàðåí àâòîðàì ñòàòüè [4] çà öåííûå óêàçàíèÿ è ñîçäàòåëÿì ñèñòåìû ïàðàëëåëüíûõ
âû÷èñëåíèé íà Ïàðìå çà îêàçàííîå äîâåðèå.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] G. Blatter, M. V. Feigel'man, V. B. Geshkenbein, A. I. Larkin, V. M. Vinokur. Vortices in high-

temperature superconductors. Rev. Mod. Phys. 66, 1125 (1994)

[2] M. V. Feigel'man, V. B. Geshkenbein, L. B. Io�e, A. I. Larkin, Two-dimensional Bose liquid with
strong gauge-�eld interaction. Phys. Rev. B 48, 16641 (1993)

[3] B. K. Clark, M. Casula, and D. M. Ceperley. Hexatic and mesoscopic phases in the 2D quantum
Coulomb system, Phys. Rev. Lett. 103, 055701 (2009)

[4] M. V. Feigel'man, M. A. Skvortsov. Supersymmetric model of a 2D long-range bose liquid. Nucl.
Phys. B 506 [FS], 665 (1997)

[5] A. W. Sandvik, Stochastic method for analytic continuation of quantum Monte Carlo data. Phys.
Rev. B 57, 10287 (1998)

[6] C. L. Henley, Classical to quantum dynamics at Rokhsar-Kivelson points. arXiv:cond-
mat/0311345v1

[7] A. M. Lauchli, S. Capponi, F. F. Assaad, Dynamical dimer correlations at bipartite and non-
bipartite Rokhsar-Kivelson points. J. Stat. Mech. (2008) P01010

[8] Ph. Choquard and J. Clerouin, Cooperative Phenomena below Melting of the One-Component
Two-Dimensional Plasma. Phys.Rev.Lett.50, 2086 (1983).

14


