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1 Ïðåäïîñûëêè

Èçó÷åíèå âëèÿíèÿ ñïèí-îðáèòàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (SOI) ïðèâåëî ê îòêðûòèþ âåùåñòâ,
íàçâàííûõ òîïîëîãè÷åñêèìè èçîëÿòîðàìè. Â äâóìåðíûõ ñèñòåìàõ SOI ïðèâîäèò ê ñïèíîâîìó
ýôôåêòó Õîëëà (QSH), êîòîðûé íàáëþäàëñÿ â GaAs. Òàêæå áûëî ïðåäñêàçàíî, ÷òî â
ïðèñóòñòâèå SOI ãðàôåí òîæå äåìîíñòðèðóåò ýòîò ýôôåêò. Â ôàçå QSH â ñïåêòðå
âîçáóæäåíèé ñóùåñòâóþò áåñùåëåâûå ñîñòîÿíèÿ, ðàçëè÷íûå ïî íàïðàâëåíèþ ñïèíà.
Ôàçà QSH îòëè÷àåòñÿ îò îáû÷íîãî çîííîãî èçîëÿòîðà òàê íàçûâàåìûì Z2 òîïîëîãè÷åñêèì
èíâàðèàíòîì.

Ýòè ðåçóëüòàòû îáîáùàþòñÿ íà òðåõìåðíûé ñëó÷àé. Â 3D ñëó÷àå ïðèñóòñòâóþò
÷åòûðå Z2 èíâàðèàíòà. Îäèí èç ýòèõ èíâàðèàíòîâ îñîáåííî âàæåí, òàê êàê îòëè÷àåò òàê
íàçûâàåìûå �ñèëüíûé� (STI) è �ñëàáûé� (WTI) òîïîëîãè÷åñêèå èçîëÿòîðû. Íàëè÷èå
áåñïîðÿäêà ðàçðóøàåò WTI ôàçó è èçîëÿòîð ñòàíîâèòñÿ îáû÷íûì çîííûì, â òî âðåìÿ
êàê STI ôàçà ê áåñïîðÿäêó óñòîé÷èâà. WTI è STI ôàçû èìåþò ïîâåðõíîñòíûå ñîñòîÿíèÿ
ñ ÷åòíûì è íå÷åòíûì êîëè÷åñòâîì äèðàêîâñêèõ óçëîâ ñîîòâåòñòâåííî, âáëèçè êîòîðûõ
ýíåðãèÿ çàâèñèò îò êâàçèìïóëüñà ëèíåéíî.

2 Òîïîëîãè÷åñêèé èçîëÿòîð è îáðàùåíèå âðåìåíè

Ïîíÿòèå òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà ñèëüíî ñâÿçàíî ñ ïðîöåäóðîé îáðàùåíèÿ âðåìåíè
è òàêèì ïîíÿòèåì êàê ïîëÿðèçàöèÿ îòíîñèòåëüíî îáðàùåíèÿ âðåìåíè (time reversal po-
larization - TRP). Ââåäåì ýòî è åùå íåñêîëüêî äðóãèõ ïîíÿòèé îñíîâûâàÿñü íà ñòàòüå
[2]. Ðàññìîòðèì òîïîëîãè÷åñêèé èçîëÿòîð â ðàçìåðíîñòÿõ 2 è 3. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ
ãàìèëüòîíèàí H áóäåò îáðàòèì ïî âðåìåíè, ò.å. [H,Θ] = 0 . Îïåðàòîð Θ - ýòî îïåðàòîð
îáðàùåíèÿ âðåìåíè, Θ = exp (iπSy)K, K - êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå, Sy- îïåðàòîð
ñïèíà. Äëÿ ÷àñòèö ñî ñïèíîì 1

2
îïåðàòîð Θ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

Θ2 = exp
(
iπ σy

2

)
K exp

(
iπ σy

2

)
K = iσy

(
−iσ∗y

)
= −σ2

y = −1.

Ïåðåéäåì ê ôóíêöèÿì Áëîõà |ψn,k
〉
= eikr|un,k 〉 .Ôóíêöèè |un,k 〉çäåñü ïåðèîä÷åñêèå

ñ ïåðèîäîì ðåøåòêè. Äëÿ ýòèõ ôóíêöèé ãàìèëüòîíèàíîì áóäåò:
H (k) = eikRHe−ikR.
Ñîïðÿãàÿ H (k)îïåðàòîðîì îáðàùåíèÿ âðåìåíè, ïîëó÷àåì:
H (−k) = ΘH (k) Θ−1.
Ââåäåì òåïåðü òåðìèí - êâàçèèìïóëüñ èíâàðèàíòíûé ïî îòíîøåíèþ ê îáðàùåíèþ

âðåìåíè (time reversal invariant momentum - TRIM). Ýòî òî÷êè Γi â çîíå Áðèëëþýíà,
äëÿ êîòîðûõ −Γi = Γi + G, G- âåêòîð îáðàòíîé ðåøåòêè. Â ýòèõ òî÷êàõ H (Γi) =
ΘH (Γi) Θ−1. Ýòè 4 (2D) èëè 8 (3D) òî÷åê ìîãóò áûòü ïðåäñòàëåíû â âèäå Γi=(n1n2n3) =
1
2

(n1b1 + n2b2 + n3b3), ãäå nj = 0, 1 (2D - n3 = 0), bi-ýëåìåíòàðíûå âåêòîðà îáðàòíîé
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ðåøåòêè. Ïîâåðõíîñòíûì TRIM äëÿ ïîâåðõíîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîéG áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü
äâà Γi, îòëè÷àþùèåñÿ íà G/2 (ðèñ.1).

Ðèñ.1

(a) Äâóìåðíûé öèëèíäð ñ ïîòîêîì Φ, ïðîïóùåííûì ñêâîçü íåãî (àíàëîãèÿ ñ ýêñïåðèìåíòîì Ëàôëèíà). Ðîëü

ïîòîêà èãðàåò ïðîåêöèÿ êâàçèèìïóëüñà íà îñü x. (b) Ïîâåðõíîñòíûå TRIM Λ1è Λ2 ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèÿìè

ïàð îáúåìíûõ TRIM Γi. (c) Îáîáùåíèå 2D ñëó÷àÿ íà 3D ñëó÷àé. Ïîêàçàí îáîáùåííûé öèëèíäð.(d)

Îáúåìíûå è ïîâåðõíîñòíûå TRIM äëÿ 3D ñëó÷àÿ. (Èç ñòàòüè [2])

3 Ñâÿçü ñâîéñòâ ïîâåðõíîñòíûõ ñîñòîÿíèé ñ TRP

Ïðîâåäåì òåïåðü ìûñëåííûé ýêñïåðèìåíò, àíàëîãè÷íûé ýêñïåðèìåíòó Ëàôëèíà. Äëÿ
2D ñëó÷àÿ îí áîëåå íàãëÿäåí. Ìûñëåííî �ñâåðíåì� òîïîëîãè÷åñêèé èçîëÿòîð â öèëèíäð
ñ îñüþ, ïàðàëëåëüíîé âåêòîðóG, à äëèíà îêðóæíîñòè ðàâíà ïîñòîÿííîé ðåøíòêè (ðèñ.1a).
Òîãäà èàãíèòíûé ïîòîê, ïðèñóòñòâîâàâøèé â ýêñïåðèìåíòå Ëàôëèíà ñîîòâåòñòâóåò
êâàçèèìïóëüñó kx, à åãî çíà÷åíèÿ Φ = 0 è Φ = h

2e
- äâóì TRIM kx = Λ1 è kx =

Λ2. Èíâàðèàíò Z2 õàðàêòåðèçóåò èçìåíåíèå êðàìåðñîâîé âûðîæäåííîñòè îñíîâíîãî
ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ìåæäó kx = Λ1è kx = Λ2. Ïîÿñíèì ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå. Ïðè
kx = Λ1è kx = Λ2 ýíåðãåòè÷åñêèé óðîâåíü, ñîîòâåòñòâóþùèé ïîâåðõíîñòíîìó ñîñòîÿíèþ
äâóêðàòíî âûðîæäåí. Íî ñóùåñòâóþò äâà âèäà ñïåêòðà ìåæäó Λ1è Λ2 (ðèñ.2). Íà ðèñ.2a
ñîñòîÿíèÿ �ìåíÿþò ïàðòíåðîâ�, à íà ðèñ.2b - íåò. Ïóñòü ïðè Λ1îñíîâíîå (ìíîãî÷àñòè÷íîå)
ñîñòîÿíèå ñèñòåìû íåâûðîæäåíî è çàíÿòû âñå ñîñòîÿíèÿ âïëîòü äî è âêëþ÷àÿ äóáëåò
εa1.
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Ðèñ.2

Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé ïîâåðõíîñòíûõ ñîòîÿíèé. Çàêðàøåíû îáëàñòè ñïåêòðà,

ñîîòâåòñòâóþùèå îáúåìíûì ñîñòîÿíèÿì. Â ñëó÷àå (a) íà ïóòè â çîíå Áðèëëþýíà, ñîåäèíÿþùåì Λa è Λb TRP

èçìåíÿåòñÿ, â ñëó÷àå (b) - íåò. (Èç ñòàòüè [2])

Èçìåíèì òåïåðü àäèàáàòè÷åñêè ïîòîê äî çíà÷åíèÿ Λ2. Äóáëåò εb1 îêàæåòñÿ çàïîëíåí
íàïîëîâèíó, è âîçíèêíåò êðàìåðñîâî âûðîæäåíèå îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ. Íà ðèñ.2b âûðîæäåíèÿ
íå âîçíèêàåò. Ýòè äâà ñëó÷àÿ ðàçëè÷àþòñÿ èçìåíåíèåì TRP ïðè èçìåíåíèè ïîòîêà.
TRIM Λ1è Λ2 õàðàêòåðèçóþòñÿ çíà÷åíèÿìè TRP π1è π2 ñîîòâåòñòâåííî (íèæå ýòè
âåëè÷èíû áóäóò îïðåäåëåíû èç ñâîéñòâ îáúåìíûõ ñîñòîÿíèé), π1,2 = ±1 (îïðåäåëåíà
ïî ìîäóëþ 2), è â ñëó÷àå π1π2 = −1 ñïåêòð áóäåò êàê íà ðèñ.2a, â îáðàòíîì - êàê íà
ðèñ.2b.

Äëÿ òðåõìåðíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà ìîæíî ïðîäåëàòü ïîõîæèå ðàññóæäåíèÿ.
Äëÿ íåãî áóäóò 8 TRIM è ïî 4 ïîâåðõíîñòíûõ TRIM äëÿ ðàçëè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé. Ýòî
ïîêàçàíî íà ðèñ.3, íà êîòîðîì TRIM ïðîåêòèðóþòñÿ íà ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ
îñè z. Ïàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ TRP è çäåñü áóäóò óêàçûâàòü íà õàðàêòåð èçìåíåíèÿ
ñïåêòðà íà ïóòè â çîíå Áðèëëþýíà, ñîåäèíÿþùåì TRIM.

4 Z2 òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû

Ïðåæäå ÷åì ïðîäîëæèòü ðàçãîâîð î çíà÷åíèÿõ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ, äàäèì
èì, íàêîíåö, àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ. Íå áóäåì îñòíàâëèâàòüñÿ íà èõ âûâîäå è
âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè ñòàòüè [7]. Ïðîùå âñåãî âûðàçèòü òîïîëîãèåñêèå èíâàðèàíòû

÷åðåç âåëè÷èíû δi =
√

det [w (Γi)]/Pf [w (Γi)] = ±1 (ïîïðîñòó çíàê ïôàôôèàíà), wij (k) =
〈ui (−k) |Θ|uj (k)〉 ,ui (k)- âîëíîâûå ôóíêöèè â ïðåäñòàâëåíèè Áëîõà.

Òîãäà âûðàæåíèÿ äëÿ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ ïðèíèìàþò âèä:
äëÿ 2D ñëó÷àÿ:
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(−1)ν =
4∏
i=1

δi

äëÿ 3D ñëó÷àÿ:
(−1)ν0 =

∏
nj=0,1

δn1n2n3

(−1)νi=1,2,3 =
∏

nj 6=i=0,1;ni=1

δn1n2n3

Äëÿ âåëè÷èí δi òàêæå ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå:

δi =
N∏
m=1

ξ2m (Γi) (1)

Çäåñü m - íîìåð çîíû. Âñåãî çàíÿòî 2N çîí. Çîíû çàíóìåðîâàíû òàê, ÷òî ïðè k = Γi
ñîñòîÿíèÿ â çîíàõ ñ íîâåðàìè 2m è 2m− 1ñîñòàâëÿþò äóáëåò Êðàìåðñà.

Ðèñ.3

Äèàãðàììû, ïîêàçûâàþùèå ôàçû, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì íàáîðàì ν0; (ν1ν2ν3). Â âåðõíåì ðÿäó

ïîêàçàíû çíàêè δi â òî÷êàõ Γi, íàõîäÿùèõñÿ â âåðøèíàõ êóáà. Â íèæíåì ðÿäó ïîêàçàíû çîíû Áðèëëþýíà

äëÿ ïîâåðõíîñòè 001 äëÿ êàæäîé ôàçû. Çàêðàøåííûìè êðóæêàìè îáîçíà÷åíû TRIM, äëÿ êîòîðûõ πa = −1.

Ëèíèÿ ÿâëÿåòñÿ êðèâîé Ôåðìè, ðàçäåëÿþùåé ÷àñòè çîíû Áðèëëþýíà äëÿ êîòîðûõ çíàêè TRP äëÿ TRIM,

íàõîäÿùèõñÿ â íèõ, ðàçëè÷íû. (Èç ñòàòüè [2])

×òîáû ïðèâÿçàòü èíâàðèàíòû (ν1, ν2, ν3) ê âåêòîðàì îáðàòíîé ðåøåòêè ôîðìèðóþò
âåêòîð Gν =

∑
i νibi.

Íà ðèñ.3 èçîáðàæåíû òîïîëîãè÷åñêèå êëàññû, îáîçíà÷åííûå ñîîòâåòñòâåííî ñ ν0; (ν1ν2ν3),
äëÿ òðåõìåðíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà, êîòîðûé õàðàêòåðèçóþùåãîñÿ âîñåìüþ
çíà÷åíèÿìè δi äëÿ Γi. Íèæå ïîêàçàíû çîíû Áðèëëþýíà äëÿ ïîâåðõíîñòíûõ ñîñòîÿíèé,
ñ ÷åòûðìÿ Λa, çàêðàøåííûìè èëè ïóñòûìè â çàâèñèìîñòè îò çíàêà πa = δi=(a1)δi=(a2).
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Ñòðóêòóðà ñïåòðà ïîâåðõíîñòíûõ ñîñòîÿíèé áóäåò íàïîìèíàòü ñëó÷àé íà ðèñ.2a íà
êðèâûõ, ñîåäèíÿþùèõ äâà êðóæêà ðàçíîãî òèïà, è ðèñ.2b â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Çàìåòèì,
÷òî èíâàðèàíòû νi èìåþò âèä νi = πaπb. Ê ïðèìåðó, èíâàðèàíò ν1 = π10π11 â ñîîòâåòñòâèè
ñ îáîçíà÷åíèåì πn1n2 ↔ Λn1n2 = n1

bx
2

+ n2
by
2
. Çíàê ïðîèçâåäåíèÿ πaπbïîêàçûâàåò

÷åòíîñòü êîëè÷åñòâà ïåðåñå÷åíèé óðîâíÿ Ôåðìè è óðîâíåé ïîâåðõíîñòíûõ ñîñòîÿíèé
íà ïóòè â çîíå Áðèëëþýíà ìåæäó Λaè Λb (÷åòíîå↔-1, íå÷åòíîå↔1). Ïîýòîìó çîíó
Áðèëëþýíà ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ÷àñòè êðèâîé Ôåðìè (àíàëîã ïîâåðõíîñòè Ôåðìè
â äâóõìåðíîì ñëó÷àå). Â îäíîé ÷àñòè áóäóò íàõîäèòüñÿ TRIM Λa ñ πa = −1, â äðóãîé
- c πa = 1 (ñì. ðèñ.3b). ×åòíîñòü ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé íå ìîæåò áûòü èçìåíåíà íèêàêèì
àäèàáàòè÷åñêèì èçìåíåíèåì ãàìèëüòîíèàíà. Îá èíâàðèàíòå ν0 ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îí
èìååò ñìûñë ÷åòíîñòè ÷èñëà òî÷åê, îêðóæåííûõ êðèâîé Ôåðìè (ñì. ðèñ.3b).

Ðàññìîòðèì óñòîé÷èâîñòü òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ ê ïîÿâëåíèþ áåñïîðåäêà.
Âñëåä çà àâòîðàìè ñòàòüè [2] ïîñìîòðèì, êàê óäâîåíèå ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè ñêàæåòñÿ
íà èíâàðèàíòàõ.

Â 2D ñëó÷àå ïåðåõîä ê áîëüøåé ÿ÷åéêè çàêëþ÷àåòñÿ, ÷òî îáëàñòü ìåæäó Λa è Λb

�ñëîæèòñÿ ïîïîëàì�. Ïîñëå äîáàâëåíèÿ ìàëîãî ñëó÷àéíîãî ïîòåíöèàëà �ñëó÷àéíûå�
âûðîæäåíèÿ ìåæäó íîâûìè TRIM ñíèìóòñÿ, íî âûðîæäåíèå, ñâÿçàííîå ñ îáðàùåíèåì
âðåìåíè îñòàíåòñÿ. Ïðè ýòîì êàðòèíà ñîåäèíåíèÿ óðîâíåé (ðèñ.2a èëè ðèñ.2b) ñîõðàíèòñÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî è èíâàðèàíò ν ñîõðàíèòñÿ.

Äëÿ 3D ñëó÷àÿ èíâàðèàíò ν0 òàêæå óñòîé÷èâ ê óâåëè÷åíèþ ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè,
òàê êàê ÷åòíîñòü ÷èñëà òî÷åê, îêðóæåííûõ êðèâîé Ôåðìè, ïðè òàêîé ïðîöåäóðå ñîõðàíÿåòñÿ.
Èíâàðèàíòû æå νk íå ñîõðàíÿþòñÿ, òàê êàê äëÿ ñëó÷àå êðèâîé Ôåðìè, îõâàòûâàþùåé
2 TRIM, äèðàêîâñêèå óçëû ìîãóò íàëîæèòüñÿ äðóã íà äðóãà, à ñëó÷àéíûé ïîòåíöèàë
ñíèìåò ýòî âûðîæäåíèå è îòêðîåò ùåëü â ñïåêòðå.

5 Ìîäåëü ñèëüíîé ñâÿçè

Ïåðåéäåì íåïîñðåäñòâåííî ê èçó÷åíèþ ãàìèëüòîíèàíà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ïðèìåð TI.
Íî ïðåæäå ÷åì íàïèñàòü êîíêðåòíûé ãàìèëüòîíèàí, âûâåäåì íåêîòîðûå ñîîòíîøåíèÿ,
îòíîñÿùèåñÿ ê ãàìèëüòîíèàíàì ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà. Áóäåì îïèðàòüñÿ íà ñòàòüþ
[2].

Áóäåò ðàññìîòðåí ãàìèëüòîíèàí äëÿ ìîäåëè ñèëüíîé ñâÿçè ñ 4 çîíàìè, âîçíèêàþùèìè
èç ÷åòûðåõ ñòåïåíåé ñâîáîäû íà êðèñòàëëè÷åñêóþ ÿ÷åéêó. Êàæäàÿ ÿ÷åéêà áóäåò ñîñòîÿòü
èç äâóõ ïîäðåøåòîê, ñ êîòîðûìè ñâÿæåì ìàòðèöó Ïàóëè σz. Ñ ñïèííîâîé ñòåïåíüþ
ñâîáîäû ñâÿæåì ìàòðèöó sz. Íàì ïîíàäîáèòñÿ îïåðàòîð èíâåðñèè P̂ . Òàê êàê èíâåðñèÿ
ïîìåíÿåò ìåñòàìè ïîäðåøåòêè è íå çàòðîíåò ñïèí, òî îïåðàòîðîì èíâåðñèè áóäåò
P = σx ⊗ I (I - åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïî ñïèíîâûì èíäåêñàì ). Îïåðàòîð îáðàùåíèÿ
âðåìåíè ïðèìåò âèä Θ = i (I ⊗ sy)K, ãäå K - êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå, I - åäèíè÷íàÿ
ìàòðèöà òåïåðü óæå â ïîäðåøåòî÷íûõ èíäåêñàõ.
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Ãàìèëüòîíèàí â ïðåäñòàâëåíèè Áëîõà îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:
H (k + G) = H (k)
H (−k) = PH (k)P−1

Îáà ñâîéñòâà î÷åâèäíû. Â òî÷êàõ TRIM:
H (Γi) = PH (Γi)P

−1, îòêóäà
[H (k = Γi) , P ] = 0. (2)
Ãàìèëüòîíèàí óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ìàòðèö 4 × 4 ([2]): åäèíè÷íîé

ìàòðèöû I, ïÿòè ìàòðèö Äèðàêà Γa è èõ äåñÿòè êîììóòàòîðîâ Γab = 1
2i

[
Γa,Γb

]
. Ìàòðèöû

Äèðàêà óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ ΓaΓb + ΓbΓa = 2δabI. Èõ ìîæíî âûáèðàòü ïî-
ðàçíîìó, íî íàì áóäåò óäîáåí âûáîð, ïðè êîòîðîì ìàòðèöû ÷åòíû ïðè ñîïðÿæåíèè
îïåðàòîðîì PΘ. Òîãäà 5 ìàòðèö Äèðàêà:

Γ(1,2,3,4,5) = (σx ⊗ I, σy ⊗ I, σz ⊗ sx, σz ⊗ sy, σz ⊗ sz)

Ïðè òàêîì âûáîðå êîììóòàòîðû áóäóò íå÷åòíû (PΘ) Γab (PΘ)−1 = −Γab (ïîä äåéñòâèåì
îïåðàòîðà Θ ìíèìàÿ åäèíèöà i â îïðåäåëåíèè Γab ìåíÿåò çíàê). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî
Γ1 = P . Èç óñëîâèÿ âûáîðà ìàòðèö Äèðàêà ñëåäóåò:

(PΘ) Γa (PΘ)−1 = Γa

Îòêóäà ïîëó÷àåì ΘΓaΘ−1 = PΓaP−1 =

{
+Γa ïðè a = 1
−Γa ïðè a 6= 1

(ýòî ëåãêî ïðîâåðèòü

íàïðÿìóþ).
Ãàìèëüòîíèàí äîëæåí áûòü ÷åòíûì ïðè îäíîâðåìåííîì îáðàùåíèè âðåìåíè è èíâåðñèè.

Ñëåäîâàòåëüíî [H (k) , PΘ] = 0. Èç ýòîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî â íàèáîëåå îáùåì ñëó÷àå
ãàìèëüòîíèàí ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

H (k) = d0 (k) I +
5∑

a=1

da (k) Γa. (3)

Â òî÷êàõ k = Γi òîëüêî Γ1 = P ÷åòíà, è ñîãëàñíî ñâîéñòâó (2):
H (k = Γi) = d0 (k = Γi) I + d1 (k = Γi)P .
Èñõîäÿ èç ôîðìóëû (1)ìîæíî òåïåðü íàéòè δi:
δi = −sign (d1 (k = Γi))
Òàêæå âîçüìåì èç ñòàòüè [2] ðåçóëüòàò äëÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé:

E (k) = d0 (k)±
√∑

a

da (k)2

6 Ðåøåòêà àëìàçà

Ðàññìîòðèì òåïåðü êîíêðåòíûé ïðèìåð ãàìèëüòîíèàíà ñ óêàçàííûìè âûøå ñâîéñòâàìè,
êîòîðûé è áóäåì âïîñëåäñòâèè èçó÷àòü. Ýòî ãàìèëüòîíèàí â ïðèáëèæåíèè ñèëüíîé
ñâÿçè íà ðåøåòêå àëìàçà (ðèñ.4):
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H = t
∑
〈ij〉

c†icj + i8λSO
a2

∑
〈〈ij〉〉

c†is ·
(
d1
ij × d2

ij

)
cj (4)

Ïåðâûé ÷ëåí â ãàìèëüòîíèàíå îòâå÷àåò çà ïåðåñêîêè ìåæäó áëèçæàéøèìè ñîñåäÿìè.
Âòîðîé ÷ëåí ñîåäèíÿåò ñîñåäåé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ àìïëèòóäîé, çàâèñÿùåé îò ñïèíà.
Ñèìâîëàìèd1,2

ij îáîçíà÷åíû âåêòîðà âäîëü ñâÿçåé, ñîåäèíÿþùèõ óçëû i. Íàïîìíèì,
÷òî ðåøåòêà àëìàçà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâå ãðàíåöåíòðèðîâàííûå êóáè÷åñêèå
ðåøåòêè, ñäâèíóòûå äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà íà 1

4
äèàãîíàëè (ðèñ.4).

Ïðåäñòàâèì ýòîò ãàìèëüòîíèàí â âèäå(3). Ðåçóëüòàòû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ di âîçüìåì
èç ñòàòüè [2]. Èõ ìîæíî ïîëó÷èòü ñäåëàâ ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå ãàìèëüòîíèàíà (4)
è âçÿâ ñóììû ïî ïîäðåøåòêàì äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïîäðåøåòî÷íûõ è ñïèíîâûõ
èíäåêñîâ. Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå (5).

d0 0
d1 t+ δt1 + t (cosx1 + cosx2 + cosx3)
d2 t (sinx1 + sinx2 + sinx3)
d3 λSO (sinx2 − sinx3 − sin (x2 − x1) + sin (x3 − x1))
d4 λSO (sinx3 − sinx1 − sin (x3 − x2) + sin (x1 − x2))
d5 λSO (sinx1 − sinx2 − sin (x1 − x3) + sin (x2 − x3))

(5)

Çíàÿ êîýôôèöèåíòû di, ïîëó÷àåì ñïåêòð (ðèñ.5). Ñèëó ñâÿçè (111) ïðèõîäèòñÿ èçìåíèòü
íà ìàëóþ âåëè÷èíó δt1, èíà÷å ñïåêòð ïîëó÷àåòñÿ áåñùåëåâûì, çîíû êàñàþòñÿ â 3
íåýêâèâàëíòíûõ òî÷êàõXr = 2π

a
r̂, ãäå r = x, y, z, è âåëè÷èíû δi â ýòèõ òî÷êàõ îêàçûâàþòñÿ

íåîïðåäåëåííûìè (d1 (Xr) = 0). Òàêèì îáðàçîì çíà÷åíèåδt1 = 0 ðàçäåëÿåò ðàçëè÷íûå
êëàññû òîïîëîãè÷åñêèõ èçîëÿòîðîâ. Âñå ýòî ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ.5 èç ñòàòüè [1].

Ðèñ.4

Ðåøåòêà àëìàçà. Áóêâàìè ëáîçíà÷åíû 2 ðàççëè÷íûå ïîäðåøåòêè.
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Ðèñ.5

(a) Ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè äëÿ ãàìèëüòîíèàíà (4). Ïðè âû÷èñëåíèè áûëè èñïîëüçîâàíû çíà÷åíèÿ t = 1,

λSO = 0.125. Áóêâàìè îáîçíà÷åíû òî÷êè çîíû Áðèëëþýíà:

Γ = (0, 0, 0) , X = (1, 0, 0) , W =
(
1, 1

2
, 0
)
, K =

(
3
4
, 3
4
, 0
)
è L =

(
1
2
, 1
2
, 1
2

)
â åäèíèöàõ 2π

a
. (b) Ôàçîâàÿ äèàãðàììà

êàê ôóíêöèÿ δt1è δt2 (äëÿ ñâÿçåé 111 è 11̄1̄ ñîîòâåòñòâåííî). Çàêðàøåíà îáëàñòü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ STI. (Èç

ñòàòüè [1])

Äîáàâèì, ÷òî ãàìèëüòîíèàí âáëèçè òî÷êè Xz ãàìèëüòîíèàí ìîæíî ðàçëîæèòü ïî
q = k−Xz, è îí ïðèìåò âèä 3+1 ìåðíîãî óðàâíåíèÿ Äèðàêà:
Hz
eff = taσyqz + 4λSOaσ

z (sxqx − syqy) +mzσx.

Ðèñ.6

Ýëåêòðîííûé ñïåêòð STI (Mν = π
2a

(1, 1, 1)) íà ðåøåòêå àëìàçà â ïðèñóòñòâèå ïàðû äèñëîêàöèé (âòîðàÿ

äèñëîêàöèÿ äîáàâëåíà, ÷òîáû ïðè ìîäåëèðîâàíèè ìîæíî áûëî ïîñòàâèòü ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå

óñëîâèÿ). Èç ñòàòüè [1]
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Íà ðèñ.6 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ ðàçëè÷íûõ ôàç. Êðîìå
îáúåìíûõ ñîñòîÿíèé îò÷åòëèâî âèäíû ñîñòîÿíèÿ, ñïåêòð êîòîðûõ ïåðåñåêàåò ùåëü. Â
WTI ôàçå 0; (111) è 0; (11̄1̄) åñòü 0 è 2 2D äèðàêîâñêèõ óçëà íà âåðõíèõ è íèæíèõ
ïîâåðõíîñòÿõ. Â STI ôàçå 1; (111) è 1; (1̄1̄1) ñóùåñòâóþò 1(3) äèðàêîâñêèõ óçëà íà
êàæäîé ïîâåðõíîñòè. Â ëþáîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ âáëèçè äèðàêîâñêîãî óçëà ñîñòîÿíèÿ
ðàçëè÷àþòñÿ ïî íàïðàâëåíèþ ñïèíà, ò.å. 〈s (−k)〉 = −〈s (k)〉.

7 Äèñëîêàöèè

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà ñ äèñëîêàöèåé. Äèñëîêàöèÿ
- ýòî ëèíåéíûé äåôåêò òðåõìåðíîãî êðèñòàëëè÷åñêîãî ïîðÿäêà, õàðàêòåðèçóþùèéñÿ
âåêòîðîìB (âåêòîðîì Áþðãåðñà), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì ðåøåòêè. Öåíòð äèñëîêàöèè
íàõîäèòñÿ íà êðèâîéR (σ), ãäå σ ïàðàìåòðèçóåò êðèâóþ. Óäîáíûì ìåòîäîì ïðåäñòàâëåíèÿ
äèñëîêàöèè ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññ Âîëüòåððà. Íà÷íåì ñ èäåàëüíîãî êðèñòàëëà è âûáåðåì
ïëîñêîñòü P , êîòîðàÿ çàêàí÷èâàåòñÿ âäîëü êðèâîéR (σ), âäîëü êîòîðîé è áóäåò îáðàçîâàí
äåôåêò. Çàòåì ñìåñòèì êðèñòàëë ñ îäíîé ñòîðîíû îò ïëîñêîñòè P íà âåêòîð Áþðãåðñà
B, äîáàâëÿÿ èëè óáèðàÿ ëèøíèå àòîìû, åñëè òðåáóåòñÿ. Êðèñòàëëè÷åñêàÿ ðåøåòêà
âîññòàíàâëèâàåòñÿ âåçäå, êðîìå îêðåñòíîñòè êðèâîéR (σ). Äèñëîêàöèåé êðó÷åíèÿ íàçûâàåòñÿ

äèñëîêàöèÿ ñ êàñàòåëüíûì âåêòîðîì t = dR(σ)
dσ
||B, â òî âðåìÿ êàê êðàåâîé äèñëîêàöèåé

- ñ t ⊥ B. Â îáùåì ñëó÷àå äèñëîêàöèÿ èçìåíÿåòñÿ ìåæäó äâóìÿ ýòèìè òèïàìè âäîëü
åå äëèíû.

Ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà ñ èíâàðèàíòàìè (ν0;Mν) ñ äèñëîêàöèåé,
õàðàêòåðèçóþùåéñÿ âåêòîðîì Áþðãåðñà B, â ñëó÷àå

B ·Mν = π(mod 2π) (6)

íà äèñëîêàöèè ëîêàëèçîâàíà ïàðà îäíîìåðíûõ ñîñòîÿíèé, ÷åé ñïåêòð ïåðåñåêàåò
ùåëü îáúåìíûõ ñîñòîÿíèé. Ñîñòîÿíèÿ ñâÿçàíû îïåðàöèåé îáðàùåíèÿ âðåìåíè.
Îáûêíîâåííûé èçîëÿòîð òàêæå ìîæåò íåñòè îäíîìåðíûå ñîñòîÿíèÿ, ëîêàëèçîâàííûå
íà äèñëîêàöèè, íî ïàðà Êðàìåðñà îáðàçîâàòüñÿ íå ìîæåò. Â ñòàòüå [3]

áûëî ïðîâåäåíî ìîäåëèðîâàíèå äëÿ TI ñ ðåøåòêîé àëìàçà è óæå óïîìÿíóòûì
ãàìèëüòîíèàíîì (1). Åãî ðåçóëüòàòû ïîäòâåðæäàþò óñëîâèå (2) (ñì ðèñ.7).
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Ðèñ.7

Ýëåêòðîííûé ñïåêòð STI (Mν = π
2a

(1, 1, 1)) íà ðåøåòêå àëìàçà â ïðèñóòñòâèè ïàðû äèñëîêàöèé. Ñïåêòð

ïîêàçàí êàê ôóíêöèÿ êâàçèèìïóëüñà âäîëü äèñëîêàöèè. (a) Ñïåêòð ïðè B = a3 è B ·Mν = π(mod 2π). (b)

Ñïåêòð ïðè B = 2a3, B ·Mν = 0(mod 2π). (c) Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè äëÿ ñîñòîÿíèé, ïåðåñåêàþùèõ

ùåëü. Ñîñòîÿíèÿ ëîêàëèçîâàíû âáëèçè äèñëîêàöèéþ (d) B = a (0, 1,−1), B ·Mν = 0.

Ïåðåéäåì ê íàõîæäåíèþ ñîñòîÿíèé, ëîêàëèçîâàííûõ íà äèñëîêàöèè. Ìûñëåííî âûðåæåì
â òîïîëîãè÷åñêîì èçîëÿòîðå öèëèíäð ðàäèóñà R ñ îñüþ âäîëëü ëèíèè äèñëîêàöèè.
Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî nòîïîëîãè÷åñêèé èçîëÿòîð ñèëüíûé, è äèðàêîâñêèé óçåë â
ñïåêòðå ïîâåðõíîñòíûõ ñîñòîÿíèé îäèí (ïîçäíåå ìû ñíèìåì ýòî îãðàíè÷åíèå). Ðàññìîòðèì
ñîñòîÿíèÿ, ëîêàëèçîâàííûå âáëèçè ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà. Íàéäåì ýôôåêòèâíûé ãàìèëüòîíèàí
äëÿ òàêèõ ñîñòîÿíèé. Ñäåëàåì ýòî ñîãëàñíî ñïîñîáó, ïðåäëîæåííîìó â ñòàòüå [4]. Íà÷íåì
ñ ãàìèëüòîíèàíà äëÿ ïîâåðõíîñòíûõ ñîñòîÿíèé äëÿ ñëó÷àÿ ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè:
Hflat = (σ · p)
Äëÿ ñëó÷àÿ ïîâåðõíîñòè, îáëàäàþùåé êðèâèçíîé îí âèäîèçìåíèòñÿ ([4]):
Hcurved = (n̂1 · σ) (n̂1 · p) + (n̂2 · σ) (n̂2 · p) + i

2R
(n̂3 · σ)

×òîáû äîêàçàòü ïðàâèëüíîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ñîâåòîì, äàííûì â
òîé æå ñòàòüå [4], è ïðîâåðèì ýðìèòîâîñòü è âûïîëíåíèå àíòèêîììóòàöèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ
{Hcurved, (σ · n̂3)} = 0.
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Àíòèêîììóòàöèîííîå ñîîòíîøåíèå íóæíî äëÿ òîãî, ÷òîáû ñïèí áûë êàñàòåëåí ê
ïîâåðõíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ψ, ÿâëÿþùåéñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé
ãàìèëüòîíèàíà äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ 〈ψ |(σ · n̂3)|ψ〉 = 0. Òîãäà
〈ψ |(σ · n̂3)Hcurved|ψ〉 = ε 〈ψ |(σ · n̂3)|ψ〉 (äåéñòâóÿ ãàìèëüòîíèàíîì âïðàâî)
〈ψ |Hcurved (σ · n̂3)|ψ〉 = ε 〈ψ |(σ · n̂3)|ψ〉 (äåéñòâóÿ ãàìèëüòîíèàíîì âëåâî)
Ñêëàäûâàÿ óðàâíåíèÿ:
〈ψ |{Hcurved, (σ · n̂3)}|ψ〉 = 2ε 〈ψ |(σ · n̂3)|ψ〉
Åñëè ïîòðåáîâàòü {Hcurved, (σ · n̂3)} = 0, òî äëÿ ε 6= 0 äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
〈ψ |(σ · n̂3)|ψ〉 = 0, ÷òî è òðåáóåòñÿ. Â ñëó÷àå ε = 0 óñëîâèå 〈ψ |(σ · n̂3)|ψ〉 = 0

íåîáÿçàòåëüíî, íî, óçëîâêàê áóäåò âèäíî äàëüøå, óðîâåíü ýíåðãèè ïîëó÷àåòñÿ âûðîæäåííûì,
è ñîñòîÿíèÿ ìîæíî ïîäîáðàòü òàê, ÷òî 〈ψi |(σ · n̂3)|ψi〉 = 0, i = 1, 2 (íóìåðóåò âûðîæäåííûå
ñîñòîÿíèÿ).

Äîêàæåì òåïåðü âñïîìîãàòåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ:
(n̂i · p) n̂j = i

Ri
δijn̂i

(n̂i · p) n̂3 = − i
Ri
n̂i

, ãäå i, j = 1, 2, R1 = R, R2 =∞.(
σ · Â

)(
σ · B̂

)
= Â · B̂ + iσ

(
Â× B̂

)
Ïåðâûå äâà èç íèõ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîñòî îïðåäåëåíèÿ êðèâèçíû. Äîêàæåì

ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå

σαÂασβB̂β = δαβÂαB̂β + ieαβγσγÂαB̂β = ÂαB̂α+ iσγ

(
Â× B̂

)
γ

= Â · B̂+ iσ
(
Â× B̂

)
Ñíà÷àëà ïðîâåðèì àíòèêîììóòàöèîííîå ñîîòíîøåíèå (èñïîëüçóåì ïðè âûêëàäêàõ

ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ):
{(n̂1 · σ) (n̂1 · p), (n̂3 · σ)} = (n̂3 · σ) (n̂1 · σ) (n̂1 · p) + (n̂1 · σ) (n̂1 · p) (n̂3 · σ) =
= i (n̂2 · σ) (n̂1 · p) + (n̂1 · σ) (n̂3 · σ) (n̂1 · p)− (n̂1 · σ) i

R
(n̂1 · σ) = − i

R
{(n̂2 · σ) (n̂2 · p), (n̂3 · σ)} = 0
{(n̂3 · σ) , (n̂3 · σ)} = 2
Ñîáèðàÿ âñå âìåñòå:
{Hcurved, (n̂3 · σ)} = − i

R
+ 2 i

2R
= 0

Ïðîâåðèì ýðìèòîâîñòü:
H†curved = (n̂1 · p) (n̂1 · σ) + (n̂2 · p) (n̂2 · σ)− i

2R
(n̂3 · σ) =

= (n̂1 · σ) (n̂1 · p) + (n̂2 · σ) (n̂2 · p) + i
R

(n̂3 · σ)− i
2R

(n̂3 · σ) =

= (n̂1 · σ) (n̂1 · p) + (n̂2 · σ) (n̂2 · p) + i
2R

(n̂3 · σ) = Hcurved

Íàéäåì òåïåðü ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ãàìèëüòîíèàíà Hcurved.
Hcurved = (n̂z · σ) pz + (n̂ϕ · σ)pφ + i

2R
(n̂r · σ)

Ñäåëàåì ïðåîáðàçîâàíèå ψ = Uz (φ)ψ′ = e−i
σz
2
φψ′. Ïðåîáðàçîâàííûé ãàìèëüòîíèàí:

H ′curved = U †z (φ)HcurvedUz (φ) = σzpz−U †z (φ) (n̂ϕ · σ)Uz (φ) σz
2R

+U †z (φ) (n̂ϕ · σ)Uz (φ) pφ
+ i

2R
U †z (φ) (n̂r · σ)Uz (φ) = σzpz − σyσz 1

2R
+ σypφ + i

2R
σx = σzpz + σypφ

Ãàìèëüòîíèàí H ′curved äèàãîíàëèçóåòñÿ ïîäñòàíîâêîé óçëîâ
ψ′ = eikzeinφχ. (7)
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Íàéäåì óðîâíè ýíåðãèè:

det

(
k − ε −i n

R
i n
R

−k − ε

)
= 0

ε2 − k2 − n2

R2 = 0

εn (k) = ±
√
k2 + n2

R2

Íàéäåì òåïåðü, êàêîìó óñëîâèþ äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü n (öåëûì îíî èçíà÷àëüíî
íå ïðåäïîëàãàëîñü). Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
ψ äîëæíà áûòü îäíîçíà÷íîé ïðè φ→ φ+ 2π.
Äëÿ ìàòðèöû ïîâîðîòà:
Uz (φ+ 2π) = e−i

σz
2
(φ+2π) = −Uz (φ)

Åñëè èç-çà íàëè÷èÿ äèñëîêàöèè íàáåãàåò äîïîëíèòåëüíàÿ ôàçà π, òî ôóíêöèÿ ψ′äîëæíà
áûòü ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè íåò - àíòèïåðèîäè÷åñêîé. Ïåðâîå òðåáóåò n ∈ Z, âòîðîå -
n+ 1

2
∈ Z. Åñëè n ∈ Z, òî ïðè n = 0:

ε0 (k) = ±k
Òàêèå ìîäû ñóùåñòâóþò äëÿ öèëèíäðà ëþáîãî ðàäèóñà, êîòîðûé òåïåðü ìîæíî

óìåíüøàòü, íå óâåëè÷èâàÿ ýíåðãèþ íà åäèíèöó äëèíû ñîñòîÿíèé ñ n = 0. Óìåíüøàòü
ìîæíî, ðàçóìååòñÿ, òîëüêî äî ìàñøòàáîâ ïîðÿäêà ïîñòîÿííîé ðåøåòêè, íà êîòîðîì
âîêðóã äèñëîêàöèè êðèñòàëëè÷åñêàÿ ðåøåòêà ñèëüíî íàðóøåíà.

Âûâåäåì òåïåðü óñëîâèå íàáåãà ôàçû π. Â ðàññóæäåíèè, ïðîâåäåííîì âûøå ìû
ðàññìàòðèâàëè íåäåôîðìèðîâàííóþ ðåøåòêó. Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ñäåëàëè ëîêàëüíóþ
çàìåíó êîîðäèíàò r′ = r + u (r). Âûáåðåì òî÷êó íà îäíîì èç áåðåãîâ ïëîñêîñòè P
(ñìîòðè âûøå) è îáîéäåì âîêðóã äèñëîêàöèè, âåðíóâøèñü íà áåñêîíå÷íî áëèçêóþ
òî÷êó íà äðóãîì áåðåãó. Íàáåæèò êîíå÷íîå ñìåùåíèå B. Òàêèì îáðàçîì, íà ðàçíûõ
áåðåãàõ ïîâåðõíîñòè P çíà÷åíèÿ r′ ðàçëè÷àþòñÿ íà êîíå÷íóþ âåëè÷èíó B. Âîëíîâóþ
ôóíêöèþ âáëèçè äèðàêîâñêîãî óçëà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå Ψ(x1, x2) ∼ eiKD·xψ (x1, x2),
ãäå x1, x2 - ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû íà ïîâåðõíîñòè, à ψ (x1, x2) ìåíÿåòñÿ ìåäëåííî íà
ìàñøòàáå ïîñòîÿííîé ðåøåòêè. Òîãäà ïðè îáõîäå âîêðóã äèñëîêàöèè íàáåãàåò ôàçà
KD ·B, ãäå KD ëåæèò â ïëîñêîñòè P ′, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ëèíèþ äèñëîêàöèè è âåêòîð
Áþðãåðñà. Òàê êàêKD íàõîäèòñÿ â îäíîì èç TRIM , àB ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì òðàíñëÿöèè
(èíà÷å ðåøåòêà íå áóäåò âîññòàíàâëèâàòüñÿ íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ), òîKD = 1

2
(n1b1 + n2b2 + n3b3)

è KD ·B = 0, π (mod 2π).
Åñëè äèðàêîâñêèé óçåë íå îäèí, òî óñëîâèå

∑
iK

i
D·B = π (mod 2π), ãäå ñóììà áåðåòñÿ

ïî âñåì ïîâåðõíîñòíûì äèðàêîâñêèì óçëàì, ëåæàùèì â ïëîñêîñòè P ′, ãàðàíòèðóåò
ñóùåñòâîâàíèå õîòÿ áû îäíîé ïàðû áåñùåëåâûõ îäíîìåðíûõ ñîñòîÿíèé íà äèñëîêàöèè.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè

∑
iK

i
D ·B = 0 (mod 2π)íå ñóùåñòâåò òîïîëîãè÷åñêè çàùèùåííûõ

ñîñòîÿíèé íà äèñëîêàöèè.
Òåïåðü ïåðåéäåì ê ðåçóëüòàòó (6), âîñïîëüçóåìñÿ ðàññóæäåíèÿìè, èçëîæåííûìè â

ñòàòüå [3].
Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ñîçäàäèì êðàåâóþ äèñëîêàöèþ ñ âåêòîðîì Áþðãåðñà B =
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a1, à ïëîñêîñòüþ P ′ âûáåðåì ïëîñêîñòü, íàòÿíóòóþ íà âåêòîðà a1 è a1 − a2. Òåïåðü
íàäî âûÿñíèòü ÷åòíîñòü êîëè÷åñòâà óçëîâ Äèðàêà äëÿ ïîâåðõíîñòè P ′, äëÿ êîòîðûõ
KD · B = π. Ïëîñêîñòü P ′ ⊥ b3, òàê êàê b3 · a1 = 0 è b3 · (a1 − a2) = 0. Ñóùåñòâóþò
äâà TRIM, äëÿ êîòîðûõ KD · B = π. Ýòî KD = b1

2
è KD = b1+b2

2
. Òåïåðü îñòàëîñü

âûÿñíèòü ÷åòíîñòü êîëè÷åñòâà NDirac äèðàêîâñêèõ óçëîâ íà ýòèõ TRIM. Îíà ñâÿçàíà
ñ èçìåíåíèåì TRP ìåæäó ýòèìè TRIM: (−1)NDirac = (−1)Ncross = δb1

2

δb2
2

δb1
2
+

b3
2

δb2
2
+

b3
2

,

(Ncross- ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé óðîâíÿ Ôåðìè ñ ñïåêòðîì ïîâåðõíîñòíûõ ñîñòîÿíèé). Ýòî
æå ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì èíâàðèàíòà ν1. Òîãäà óñëîâèå

∑
iK

i
D · B = π (mod 2π)

ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ ν1 = 1, èëè â íåçàâèñèìîì îò âûáîðà äèñëîêàöèè âèäå: B ·Mν =
π (mod 2π), ÷òî è åñòü ðåçóëüòàò (6).

Ïðè ñîçäàíèè äèñëîêàöèè, êðîìå ÷èñòî òîïîëîãè÷åñêîãî ýôôåêòà, çàêëþ÷àþùåãîñÿ
â äîïîëíèòåëüíîì íàáåãå ôàçû, âîçíèêàåò åùå è äåôîðìàöèîííûé ïîòåíöèàë.

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå U (r) = ASpεij ([8]), εij- òåíçîð äåôîðìàöèè (çäåñü èñïîëüçóåòñÿ
ïðèáëèæåíèå íåïðåðûâíîé ñðåäû, êîòîðîå ñïðàâåäëèâî ïðè ðàññòîÿíèè äî îñè äèñëîêàöèè
ρ� a).

Êàê èçâåñòíî ([9]), εij = 1
2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
, ãäå u - ñìåùåíèå. Èç [9], äëÿ êðàåâîé äèñëîêàöèè:

ux = B
2π

(
arctan y

x
+ 1

2(1−µ)
xy

x2+y2

)
uy = − B

2π

(
1−2µ
2(1−µ) ln

√
x2 + y2 + 1

2(1−µ)
x2

x2+y2

)
Çäåñü ìû ñ÷èòàåì, ÷òî äèñëîêàöèÿ ïàðàëëåëüíà îñè z ≡ x3, âåêòîð Áþðãåðñà B ‖ x,

µ- êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà. Òîãäà:

ε11 = B
2π

(
− 1

1+ y2

x2

y
x2

+ 1
2(1−µ)

(
y

x2+y2
− 2x2y

(x2+y2)2

))
= B

2π

(
2µ−1
2(1−µ)

y
x2+y2

− 1
2(1−µ)

2x2y

(x2+y2)2

)
ε22 = − B

2π

(
1−2µ
2(1−µ)

y
x2+y2

− 1
2(1−µ)

2x2y

(x2+y2)2

)
ε33 = 0
Ñîáèðàÿ âñå âìåñòå:
Spεij = − B

2π
1−2µ
1−µ

y
x2+y2

Îòêóäà:
U (r) = C

ρ
sin θ (8)

ãäå ρ - ðàññòîÿíèå äî îñè äèñëîêàöèè, óãîë θ îòñ÷èòûâàåòñÿ îò îñè, ïàðàëëåëüíîé
âåêòîðó Áþðãåðñà. Äåôîðìàöèîííûé ïîòåíöèàë îïðåäåëåí äëÿ ρ� a. Âáëèçè äèñëîêàöèè
îïèñàíèå â åãî ðàìêàõ íåïðèåìëåìî.

Åñëè ó÷èòûâàòü U (r) íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ ïî òåîðèè âîçìóùåíèé, òî:
〈kz |U (r)| kz〉 = 0 ÷òî ïðîèñõîäèò âñëåäñòâèå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî óãëó θ;
〈kz |U (r)| − kz〉 = 0 âñëåäñòâèå îðòîãîíàëüíîñòè ñîñòîÿíèé.
Âàæíî, ÷òî 〈kz |U (r)| − kz〉 = 0 äàæå åñëè äåôîðìàöèîííûé ïîòåíöèàë èìååò âèä,

îòëè÷íûé îò (8). Ñëåäîâàòåëüíî âûðîæäåíèå óðîâíåé ïðè kz = 0 îí íå ñíèìàåò. Òàê
÷òî óòâåðæäåíèå (6) îñòàåòñÿ â ñèëå.
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Ðàçóìååòñÿ, ïðèâåäåííûé âûøå âûâîä ñóùåñòâîâàíèÿ ñîñòîÿíèé, ëîêàëèçîâàííûõ
íà äèñëîêàöèè, òàêèõ ÷òî èõ ñïåêòð ïåðåñåêàåò ùåëü, íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì. Íî êà÷åñòâåííî
îí äàåò ïðàâèëüíûé ðåçóëüòàò.
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