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1 Ââåäåíèå.

Çàäà÷à ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òèïàØð¼äèíãåðà ñ ñèíãóëÿðíûì ïîòåíöèàëîì áåð¼ò ñâî¼ íà÷àëî â XIX âåêå. Çàìå÷àòåëüíûì

ïðèìåðîì ÿâëÿþòñÿ íàéäåííûå Ýðìèòîì ôîðìàëüíûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà Ëàêñà

Ln = −∂2
x + n (n+ 1)℘ (x)

Lnψ (x) = k2ψ (x) , ψ (x+ T ) = ±ψ (x) (1.1)

Îäíàêî, äîëãîå âðåìÿ ýòî ðåøåíèå íå èìåëî ñòðîãîé èíòåðïðåòàöèè êàê çàäà÷à î ñïåêòðå îïåðàòîðà â

íåêîòîðîì ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Íåâîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îáû÷íûì îáðàçîì

è íå âïîëíå ïîíÿòíàÿ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà ìîãóò ïðèâîäèòü ê, íà ïåðâûé âçãëÿä, âåñüìà ïàòîëîãè÷åñêèì

ñèòóàöèÿì. Íàïðèìåð, õîòÿ ôîðìàëüíî îïåðàòîð Ëàêñà ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, ó íåãî ìîãóò ñóùåñòâîâàòü

êîìïëåêñíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

Óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà ñ ñèíãóëÿðíûì ïîòåíöèàëîì òàêæå èìåþò çíà÷åíèå â òåîðèè ñîëèòîíîâ, òàê êàê

äèíàìèêó ïîëþñîâ ïîòåíöèàëà ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî îòîæäåñòâèòü ñ äâèæåíèåì íåêîòîðûõ ÷àñòèö ([6]).

Îêàçàëîñü, ÷òî ìåòîä êîíå÷íîçîííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, ÿâëÿþùåãîñÿ àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèì âàðèàíòîì ìåòîäà

îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ, ïîçâîëÿåò îïèñàòü ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ ñòàâèòñÿ çàäà÷à (1.1), è ñïåêòð ñîîòâåòñòâóþùåãî

îïåðàòîðà.

Â ðàáîòå [1] áûë ïîñòðîåí àíàëîã ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå äëÿ ñèíãóëÿðíûõ îïåðàòîðîâ Ëàêñà, îòîáðàæàþùèé

ôóíêöèè íà ïðÿìîé â ôóíêöèè íà íåêîòîðîì âûäåëåííîì êîíòóðå κ0 íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè Γ. Îáðàòíîå

ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïîçâîëÿåò ÿâíî îïèñàòü ïðîñòðàíñòâî HL, ÿâëÿþùååñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ Ln. Ïðè

ýòîì ñïåêòð ýòîãî îïåðàòîðà åñòåñòâåííûì îáðàçîì îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ κ0. Âîçíèêàþùàÿ ïðè ýòîì ìåòðèêà íà

HL ÿâëÿåòñÿ èíäåôèíèòíîé, à ñàìî ïðîñòðàíñòâî ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìîé èíòåãðàë îïðåäåë¼ííûõ ïðîñòðàíñòâ

Ïîíòðÿãèíà. Â ðàáîòå [1] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ÷èñëî îòðèöàòåëüíûõ êâàäðàòîâ êàæäîãî ïðîñòðàíñòâà îöåíèâàåò

ñíèçó ÷èñëî îñîáåííîñòåé. Êàê àâòîðó ñîîáùèë íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü, Íîâèêîâûì è Ãðèíåâè÷åì áûëà ïðåäëîæåíà

ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî äëÿ ïðîñòûõ îñîáåííîñòåé ýòà îöåíêà ÿâëÿåòñÿ òàêæå îöåíêîé ñâåðõó. Ñòðîãàÿ

ðåàëèçàöèÿ ýòîé ñõåìû ïîòðåáîâàëà íåêîòîðûõ àíàëèòè÷åñêèõ îöåíîê, â ïîëó÷åíèè êîòîðûõ áûëî ïðåäëîæåíî

ïðèíÿòü ó÷àñòèå àâòîðó. Îäíàêî â ïðîöåññå ðàáîòû íàä çàäà÷åé ñòàëî ÿñíî, ÷òî åñòü áîëåå ïðîñòîé, èçëàãàåìûé

â äàííîé ðàáîòå, ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà íåçàâèñèìîñòè âû÷åòîâ ôóíêöèè Áåéêåðà-Àõèåçåðà, îòêóäà è ñëåäóåò

òî÷íîñòü îöåíêè.

2 Ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ.

Äàâíî èçâåñòíî, ÷òî ðÿä íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé èìååò òàê íàçûâàåìûå ñîëèòîííûå ðåøåíèÿ, äèíàìèêà êîòîðûõ

àíàëîãè÷íà óïðóãîìó ðàññåÿíèþ íåêîòîðûõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö. Êëàññè÷åñêèé ïðèìåð � óðàâíåíèå

Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà ut = 6uux − uxxx. Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ u ðåãóëÿðíà ïî t è x. Ðåøåíèå

ñòðîèòñÿ ìåòîäîì îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ. Ðàññìîòðèì åãî íà ïðèìåðå ÊäÔ. Óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ

êîììóòàòèâíîñòè îïåðàòîðîâ

[L; ∂t +A] = 0

L = −∂2
x + u(x, t)

A = 4∂3
x − 3 (u∂x + ∂xu)

Ïîñëå ýòîãî äëÿ ñâÿçàííîãî ñ ÊäÔ óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà
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Lψ = k2ψ

ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåøåíèÿ Éîñòà, èìåþùèå çàäàííóþ àñèìïòîòèêó:

ψ(x) = eikx + o(1), x→ +∞

ϕ(x) = e−ikx + o(1), x→ −∞

Î÷åâèäíî, ÷òî ìåæäó ϕ è ψ ñóùåñòâóåò ñâÿçü. À èìåííî,

ϕ(x, k) = a(k)ψ̄(x, k) + b(k)ψ(x, k)

ïðè÷¼ì ôóíêöèÿ a àíàëèòè÷íà â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè è èìååò òàì êîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé kj ; äëÿ ïðîñòîòû

ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíè ïðîñòûå. Ïóñòü íàì òðåáóåòñÿ ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ÊäÂ u|t=0 = u0(x). Äàííûìè

ðàññåÿíèÿ, ñâÿçàííûìè ñ ýòîé çàäà÷åé, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

S =

{
r(k) =

b(k)

a(k)
, Im k = 0; kj , Im kj > 0; cj , j = 1 . . .M

}
Çäåñü M � ÷èñëî íóëåé ôóíêöèè a â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè,

cj =
ϕ (x, kj)

ia′ (kj)ψ (x, kj)

Ôóíêöèè a è b îïðåäåëÿþòñÿ ïî íà÷àëüíîìó çíà÷åíèþ ïîòåíöèàëà u0. Ïî çàäàííûì äàííûì ðàññåÿíèÿ ìîæíî

ïîëíîñòüþ âîññòàíîâèòü èñõîäíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà, òî åñòü íàéòè ôóíêöèè a, ψ è u. Òàêèì îáðàçîì

ìîæíî ïåðåéòè îò äèíàìèêè ôóíêöèè u, çàäàâàåìîé óðàâíåíèåì ÊäÂ, ê äèíàìèêå äàííûõ ðàññåÿíèÿ, èìåþùåé

â äàííîì ñëó÷àå âèä

r (k) 7→ r (k) e8ik3t, kj 7→ kj , cj 7→ cje
8ik3j t

Â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ ÊäÔ. Âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì (ðåãóëÿðíûå)

ñîëèòîíû îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî â èõ äàííûõ ðàññåÿíèÿ

Re kj = 0, cj > 0 (2.1)

Åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü áîëåå îáùèå ñëó÷àè äàííûõ ðàññåÿíèÿ. Â ðàáîòàõ [3, 4, 5] áûëî ïîñòðîåíî

îáîáùåíèå ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ íà ñëó÷àé ñèíãóëÿðíûõ ðåøåíèé. Â ðàáîòå [6] ýòîò ìåòîä áûë

ïðèìåí¼í äëÿ ïîèñêà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ÊäÔ âèäà

u (x, t) = v (x, t) +

N∑
i=1

2

(x− xi (t))
2

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

v ∈ C4 (R) , ∃D > 0 :

ˆ

|x|>D

(
1 + x2

)
|u (x) |dx <∞

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â äàííîì êëàññå ôóíêöèé ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Ðàññìàòðèâàÿ äèíàìèêó

îñîáåííîñòåé, çàäàâàåìóþ óðàâíåíèåì ÊäÔ, ïîëó÷èì

Óòâåðæäåíèå 1. Ôóíêöèè xi (t) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå

{
ẋi + 6v (xi, t) + 12

∑N
k=1
′ 1
(xi−xk)2

= 0∑N
k=1
′ 4
(xi−xk)3

= vx (xi, t)
(2.2)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâëÿÿ ôóíêöèþ u èñêîìîãî âèäà â ÊäÔ, ïîëó÷èì

vt = 6

(
v +

N∑
k=1

2

(x− xk)
2

)(
vx − 4

N∑
i=1

1

(x− xi)3

)

−4

N∑
i=1

ẋi

(x− xi)3 − vxxx +

N∑
i=1

48

(x− xi)5

(vt − 6vvx + vxxx) + 4

N∑
k=1

ẋi

(x− xi)3 − 12vx

N∑
k=1

1

(x− xi)2

+24v

N∑
k=1

1

(x− xi)3 + 48

N∑
k,i=1
k 6=i

1

(x− xi)2
(x− xk)

3 = 0

Â òî÷êå x = xi êîýôôèöèåíòû ïðè îòðèöàòåëüíûõ ñòåïåíÿõ (x− xi) äîëæíû áûòü ðàâíû, îòêóäà ñëåäóåò

èñêîìîå óòâåðæäåíèå.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì èíòåðïðåòèðîâàòü äèíàìèêó ïîëþñîâ ôóíêöèè u êàê äâèæåíèå íåêîòîðûõ ÷àñòèö

ñ ïàðíûì âçàèìîäåéñòâèåì âî âíåøíåì ïîëå. Äàëüíåéøåå ðàññìîòðåíèå ïîêàçûâàåò ([6]), ÷òî ñèíãóëÿðíûå

ñîëèòîíû âîçíèêàþò äëÿ âñåõ äàííûõ ðàññåÿíèÿ, íå óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (2.1). Ïðè ýòîì, ïîìèìî (2.1),

âîçìîæíû åù¼ 2 ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿ:

1. Re kj = 0, cj < 0 � îäèíî÷íûé ñèíãóëÿðíûé ñîëèòîí.

2. Re kj 6= 0, ∃km : km = −k̄j , cm = c̄j � áðèçåð, êîòîðûé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå

äâóõ ÷àñòèö..

Çàìåíà çíàêà âñåõ cj íå ìåíÿåò àñèìïòîòè÷åñêèå ñêîðîñòè è ôàçû ñîëèòîíîâ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìû èìååì

ñèñòåìó âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö ñ çàðÿäàìè ðàçíûõ çíàêîâ, ïðè÷¼ì ÷àñòèöû îäíîãî çíàêà îòòàëêèâàþòñÿ, à

ðàçíûõ çíàêîâ � ïðèòÿãèâàþòñÿ. Çàìåíà çíàêà cj ïðè ýòîì àíàëîãè÷íà çàðÿäîâîìó ñîïðÿæåíèþ. Ýòà îïåðàöèÿ

ïîçâîëÿåò ïðèïèñàòü êîíêðåòíóþ òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ ðåãóëÿðíûì ñîëèòîíàì, ÷åðåç ðàññìîòðåíèå äâèæåíèÿ

ïîëó÷àþùèõñÿ èç íèõ ñèíãóëÿðíûõ ñîëèòîíîâ. Ýòè ðåçóëüòàòû îáúÿñíÿþò âàæíîñòü ðàññìîòðåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ

ðåøåíèé óðàâíåíèé èåðàðõèè ÊÏ.

3 Êîíå÷íîçîííûé ñëó÷àé.

Â êîíå÷íîçîííîé òåîðèè ðàññìàòðèâàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå ïîòåíöèàëû u (x+ T ) = u (x), äëÿ êîòîðûõ ñïåêòðàëüíàÿ

êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [2]. Ïóñòü D

� äèâèçîð íà Γ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèåé Áåéêåðà�Àõèåçåðà íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ ψ íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè Γ, òàêàÿ ÷òî

(ψ) +D > 0 è â îêðåñòíîñòè äàííîé òî÷êè P ∈ Γ

ψ (x, k) e−ikx ∈ O
(
k−1

)
Çäåñü k−1� ëîêàëüíûé ïàðàìåòð â îêðåñòíîñòè P , O � êëàññ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé. Ìîæíî ïîêàçàòü,

÷òî äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè Áåéêåðà�Àõèåçåðà ψ (x, k) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ u (x), òàêàÿ ÷òî â

îêðåñòíîñòè P òîæäåñòâåííî ïî x (
−∂2

x + u (x)
)
ψ (x, k) = k2ψ (x, k)

Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñâÿçàííûé ñ ψ ïîòåíöèàë u ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà Γ

çàäàíà àíòèãîëîìîðôíàÿ èíâîëþöèÿ τ , òàêàÿ ÷òî

4



τ (P ) = P, τ (k) = k̄

Ïóñòü K � äèâèçîð äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äèâèçîð ïîëþñîâ ψ óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ

D + τD = K + 2P

Ðàâåíñòâî ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ëèíåéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äèâèçîðîâ. Ðàññìîòðèì ìåðîìîðôíóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ

ôîðìó dµ, â îêðåñòíîñòè P èìåþùóþ âèä dµ = dk+regular, ñ äèâèçîðîì íóëåé D+τD. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò,

÷òî τ∗ (dµ) = d̄µ. Ñ å¼ ïîìîùüþ ñîïîñòàâèì ψD 1-ôîðìó

ψ†D(x, z) = ψ̄D (x, z) dµ

ψ̄D (x, z) = ψτD (−x̄, τz)

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì â îñíîâíîì îãðàíè÷èâàòüñÿ ñëó÷àåì x ∈ R, τz = z, ïîýòîìó ψ†D(x, z) = ψτD (−x, z) dµ.

Ââåä¼ì ìåðîìîðôíóþ 1-ôîðìó dp = dk+regular âáëèçè P , òàê ÷òî äëÿ âñåõ ïåòåëü γ ⊂ Γ, íå îõâàòûâàþùèõ P ,¸
γ

dp ∈ R. Çíà÷èò, ìíèìàÿ ÷àñòü dp ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé ôóíêöèåé pI . Ìîæíî ïîëîæèòü dp = 1
iT d lnκ, çäåñü

T � ïåðèîä ψ, ψ (x+ T, z) = κψ (x, z).

Îïðåäåëåíèå 2. Êàíîíè÷åñêèé êîíòóð κc îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì pI = c. Ñïåöèàëüíûé êàíîíè÷åñêèé êîíòóð

� ýòî ìíîæåñòâî κ0.

Îðèåíòàöèÿ íà êàíîíè÷åñêîì êîíòóðå îäíîçíà÷íî çàäà¼òñÿ ôóíêöèåé pI . Çàìåòèì, ÷òî τ∗ (pI) = −pI , ïîýòîìó
åñëè τz = z, òî pI (z) = 0 è z ∈ κ0.

Â ðàáîòå [1] áûëî ââåäåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äëÿ ôóíêöèé íà êàíîíè÷åñêîì êîíòóðå è äîêàçàíî, ÷òî

äëÿ ôóíêöèé Áåéêåðà�Àõèåçåðà íà êàíîíè÷åñêîì êîíòóðå κc

〈ψ (x, z) , ψ (x,w)〉x :=

+∞ˆ

−∞

ψ (x+ i0, z)ψ† (x− i0, w) dx = 2πδ (z, w) dw (3.1)

〈ψ (x, z) , ψ (y, z)〉κc :=

ˆ

κc

ψ (x, z)ψ† (y, z) = 2πδ (x− y) (3.2)

Â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîãî ïîòåíöèàëà ïðàâèëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ôîðìû ψ† è ïîäîáíûå ñîîòíîøåíèÿ âïåðâûå

áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòå [7].

Ñîîòíîøåíèÿ (3.1),(3.2) ïîçâîëÿþò ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè Áåéêåðà�Àõèåçåðà íà Γ êàê áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå

ôóíêöèé íà κc HD,κc
è îïðåäåëèòü äëÿ íèõ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. À èìåííî, íà HD,κc

ââîäèòñÿ ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå

〈a, b〉κc
=

ˆ

κc

a (z) b̄ (z) dµ (z)

Îïðåäåëåíèå 3. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f ∈ HD,κc
� ýòî ôóíêöèÿ

f̃ (x) =
1√
2π
〈f (z) , ψD (x, z)〉κc

, f̃ ∈ HL

HL � ãèëüáåðòîâî1 ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå áóäåò îïèñàíî äàëåå, ñ èíäåôèíèòíîé ìåòðèêîé

1Ñòðîãî ãîâîðÿ, îíî íå ÿâëÿåòñÿ (ïñåâäî)ãèëüáåðòîâûì, òàê êàê íå äîïóñêàåò ïîïîëíåíèÿ ïî óêàçàííîé ìåòðèêå
(ñîîòâåòñòâóþùèé áèëèíåéíûé îïåðàòîð íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì). Îäíàêî äëÿ äàëüíåéøåãî íàì íå ïîòðåáóåòñÿ ïîëíîòà, ïîýòîìó
äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ áóäåì ãîâîðèòü î í¼ì, êàê î ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Òî÷íîå îïèñàíèå ñòðóêòóðû ýòîãî ïðîñòðàíñòâà
� ïðåäìåò äàëüíåéøåé ðàáîòû.
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〈p, q〉x =

ˆ

R

p (x) q̄ (x) dx

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

f (z) =
1√
2π

ˆ

R

f̃ (x)ψD (x, z) dx

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå çàäà¼ò èçîìåòðè÷åñêèé èçîìîðôèçì ìåæäóHL èHD,κc : 〈f, g〉κc = 〈f̃ , g̃〉x. Â äàëüíåéøåì

ìû ïîëàãàåì κc = κ0, òàê êàê ñëó÷àé ñïåöèàëüíîãî êàíîíè÷åñêîãî êîíòóðà íàèáîëåå èíòåðåñåí.

4 Îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà HL.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèåØð¼äèíãåðà ñ ïåðèîäè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì Lψ (x) = k2ψ (x) , L = −∂2
x+u (x). Ïðåäïîëàãàåì,

÷òî ïîòåíöèàë u � êîíå÷íîçîííûé, ïðè÷¼ì âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìåðîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè îò x.

Ïóñòü â íåêîòîðîé òî÷êå x0 (áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè x0 = 0) ôóíêöèÿ ψ èìååò ïîëþñ ïîðÿäêà n. Òàê êàê

u− k2 = ψ′′

ψ , òî â îêðåñòíîñòè x0 = 0:

ψ(x) =
P (x)

xn
, P (0) 6= 0, P ∈ O(0)

ψ′′ =
P ′′

xn
− 2n

P ′

xn+1
+ n(n+ 1)

P

xn+2

u− k2 =
P ′′

P
− 2n

x

P ′

P
+
n (n+ 1)

x2

Òàê êàê u� êîíå÷íîçîííûé, òî u = ∂2
x lnh (x) , h ∈ O (0). u ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé îò íåêîòîðîé ìåðîìîðôíîé

ôóíêöèè, ïîýòîìó âñå åãî âû÷åòû ðàâíû 0. Îòñþäà ñëåäóåò

Óòâåðæäåíèå 2. Â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè êîíå÷íîçîííûé ïîòåíöèàë èìååò âèä u (x) = n(n+1)
x2 + regular.

×èñëî n áóäåì íàçûâàòü ñòåïåíüþ îñîáåííîñòè. Ýëåìåíòàðíûé àíàëèç ðÿäà Ëîðàíà äëÿ ψ è u äà¼ò

Óòâåðæäåíèå 3. Â òî÷êàõ ðåãóëÿðíîñòè ïîòåíöèàëà ôóíêöèÿ ψ ðåãóëÿðíà. Â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè ñòåïåíè

n ψ ëèáî èìååò íóëü ïîðÿäêà n+ 1, ëèáî ïîëþñ ïîðÿäêà n. Âî âòîðîì ñëó÷àå ðÿä Ëîðàíà ψ âáëèçè îñîáåííîñòè

x0 èìååò âèä

ψ (x) =


∑k
i=1

αi

x2i + regular, n = 2k∑k
i=1

αi

x2i−1 + regular, n = 2k − 1

Òàêèì îáðàçîì çàäà÷ó î ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ îïåðàòîðà L ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé

Hsing, èìåþùèõ â êàæäîé òî÷êå x0 ñèíãóëÿðíîñòè ïîòåíöèàëà îñîáåííîñòü êàê ó áëîõîâñêîé ôóíêöèè:

f (x0 + ε)− (−1)
n|2

f (x0 − ε) = O (εn)

n|2 � îñòàòîê îò öåëî÷èñëåííîãî äåëåíèÿ n íà 2. Íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëåíî äåéñòâèå îïåðàòîðà L,

ïðè÷¼ì îí ñèììåòðè÷åí. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ïîëþñîâ ñòåïåíè 1 â îêðåñòíîñòè êàæäîé îñîáåííîñòè ïîòåíöèàëà

f(x)− α

x− x0
= O(x− x0) ∈ C∞ (x0)

Èñêîìîå ïðîñòðàíñòâîHL ⊆ Hsing. Äëÿ îïèñàíèÿHL ðàçëîæèì åãî â ïðÿìîé èíòåãðàë ïî ìíîæèòåëþ Áëîõà�

Ôëîêå HL =
´ ⊕

HL (κ). Ïîëîæèì p = pR, íà ñïåöèàëüíîì êàíîíè÷åñêîì êîíòóðå íàéä¼ì âñå òî÷êè zj , òàêèå

÷òî
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eiTp(zj) = κ

Ïðîñòðàíñòâî HL (κ) ïîðîæäàåòñÿ áëîõîâñêèìè ôóíêöèÿìè ψ (x, zj), ψ (x+ T, zj) = κψ (x, zj). Ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå íà HL (κ) çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

〈ψ (x, zj) , ψ (x, zk)〉κ =

T̂

0

ψ (x, zj) ψ̄ (x̄, zk) dx

Åñëè ïîòåíöèàë èìååò íà ïåðèîäåM îñîáåííîñòåé x1,...,M ∈ [0, T ], ni � ñòåïåíü îñîáåííîñòè xi, òî àëãåáðàè÷åñêè

HL (κ) = Cq ⊕ Fx1,...,xn (κ)

Äëÿ ïðîñòîòû ïðîêîììåíòèðóåì ýòî â ñëó÷àå ïîëþñîâ ñòåïåíè 1. Fx1,...,xn (κ) � ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íî

äèôôåðåíöèðóåìûõ áëîõîâñêèõ ôóíêöèé, èìåþùèõ íóëè 1 ïîðÿäêà â òî÷êàõ xi +TZ è ìóëüòèïëèêàòîð Áëîõà�

Ôëîêå κ. ×èñëî îòðèöàòåëüíûõ êâàäðàòîâ q ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íàHL (κ) ðàâíî ÷èñëó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ

âû÷åòîâ áëîõîâñêèõ ôóíêöèé, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê ôóíêöèè ïàðàìåòðà zj , j ∈ N. Îñíîâíûì óòâåðæäåíèåì

äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ôóíêöèé ai (zj), ai (zj) � êîýôôèöèåíòû ðÿäà Ëîðàíà (äëÿ

êðàòêîñòè � ½âû÷åòû�) ôóíêöèè ψ(x, zj) â òî÷êàõ x1, . . . , xM â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî (ïåðèîäè÷åñêîãî êîíå÷íîçîííîãî)

ïîòåíöèàëà. Îòñþäà ñëåäóåò ñôîðìóëèðîâàííàÿ â [1] òåîðåìà î ñòðóêòóðå HL (κ).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü u � êîíå÷íîçîííûé ïåðèîäè÷åñêèé ñèíãóëÿðíûé ïîòåíöèàë, èìåþùèé â òî÷êàõ xi, i =

1, . . . ,M ïîëþñà ñòåïåíè ni. Ïóñòü Fx1,...,xn
(κ) � ïðîñòðàíñòâî C∞-ôóíêöèé f (x), òàêèõ ÷òî

f (x+ T ) = κf (x)

f (xi + ε)− f (xi − ε) = O (εn) , ni = 2k

f (xi + ε) + f (xi − ε) = O (εn) , ni = 2k − 1

Òîãäà ïðîñòðàíñòâî HL (κ) = Fx1,...,xn
(κ)⊕Ck (κ). Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà Fx1,...,xn

(κ) ïîëîæèòåëüíî è

çàäà¼òñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì. Ïðîñòðàíñòâî Ck (κ) ïîðîæäàåòñÿ ñèíãóëÿðíûìè ñîáñòâåííûìè áëîõîâñêèìè

ôóíêöèÿìè ñ îòðèöàòåëüíûìè ñêàëÿðíûìè êâàäðàòàìè. Ïðè ýòîì

k =

M∑
i=1

[
ni + 1

2

]
[x] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x. Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïîïîëíåíèå HL íå ðàññìàòðèâàåòñÿ, ïîýòîìó äàííûé ðåçóëüòàò

ïîêà íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.

5 Äîêàçàòåëüñòâî.

Ëåììà 1. Ïóñòü x1 . . . , xn � ðàçëè÷íûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ϕ1, . . . , ϕn : C → C � ôóíêöèè, ãîëîìîðôíûå â

îêðåñòíîñòè 0 è íå ðàâíûå òîæäåñòâåííî 0, S = {kn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òàêàÿ ÷òî limn→∞ kn =∞,
limn→∞ (kn+1 − kn) = ∆ 6= 0. Òîãäà ôóíêöèè ψi : S → C, ψi (k) = eikxiϕi

(
k−1

)
, ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ψi ëèíåéíî çàâèñèìû:

∀p :

n∑
i=1

aiψi (kp) = 0 (5.1)

Ôóíêöèÿ
ϕ((k+s)−1)
ϕ(k−1) ãîëîìîðôíà â îêðåñòíîñòè k =∞, ïðè÷¼ì
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lim
k→∞

ϕ
(

(k + s)
−1
)

ϕ (k−1)
= 1

Îòñþäà

lim
p→∞

ψi (kp+1)

ψi (kp)
= lim
p→∞

ei(kp+1−kp)xi

ϕi

(
(kp + [kp+1 − kp])−1

)
ϕi
(
k−1
p

) = ei∆xi

Çàïèøåì (5.1) â n ïîñëåäîâàòåëüíûõ òî÷êàõ kp, . . . , kp+n−1. Ïîëîæèì ti = aiψi (kp), òîãäà

Ap

 t1

. . .

tn

 = 0 (5.2)

Ap =


1 1 . . . 1

ψ1(kp+1)
ψ1(kp)

ψ2(kp+1)
ψ2(kp) . . .

ψn(kp+1)
ψn(kp)

. . . . . . . . . . . .
ψ1(kp+n−1)
ψ1(kp)

ψ2(kp+n−1)
ψ2(kp) . . .

ψn(kp+n−1)
ψn(kp)



lim
p→∞

Ap =


1 1 . . . 1

eix1∆ eix2∆ . . . eixn∆

. . . . . . . . . . . .

eix1∆(n−1) eix2∆(n−1) . . . eixn∆(n−1)


Óðàâíåíèå (5.2) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ïðè detAp = 0. Íî

lim
p→∞

detAp = det lim
p→∞

Ap 6= 0

êàê îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà, ïîýòîìó ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ p ñèñòåìà (5.2) èìååò òîëüêî òðèâèàëüíûå

ðåøåíèÿ. Ïî óñëîâèþ ∃I : aI 6= 0, ïîýòîìó ôóíêöèÿ ϕI
(
k−1

)
èìååò ñõîäÿùóþñÿ ê ∞ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé.

Â ñèëó òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè ϕI ≡ 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

5.1 Ñëó÷àé ïðîñòûõ îñîáåííîñòåé.

Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè Áåéêåðà � Àõèåçåðà, ψe−ikx ãîëîìîðôíà ïî k−1 â îêðåñòíîñòè k =∞. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî â òî÷êå s ψ èìååò ïîëþñ 1 ïîðÿäêà. Â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = s:

ψk(x)e−ikx =

(
as (k)

x− s
+O(x− s)

)
e−iks (1− ik (x− s) + . . . )

= e−iks

(
ak
x− s

+O(x− s)
)

Çäåñü O (z) � êëàññ ãîëîìîðôíûõ â îêðåñòíîñòè íóëÿ ôóíêöèé. Èç ãîëîìîðôíîñòè ïðîèçâåäåíèÿ ïî k−1

ñëåäóåò, ÷òî

as (k) = eiksϕs
(
k−1

)
, ϕs ∈ O

(
k−1

)
Ìû ðàññìàòðèâàåì ôóíêöèè Áåéêåðà�Àõèåçåðà ñ çàäàííûì ìóëüòèïëèêàòîðîì κ.

ψ (x+ T, kp) = κψ (x, kp)

Àñèìïòîòè÷åñêè ïðè áîëüøèõ k

ψ (x+ T, kp)

ψ (x, kp)
= κ = eiTkp

(
1 +O

(
k−1
p

))
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Ïîýòîìó àñèìïòîòè÷åñêè kp = const+ 2πp
T ,

lim
p→∞

(kp+1 − kp) =
2π

T
= ∆ 6= 0

Ñîãëàñíî ëåììå, âñå âû÷åòû ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

5.2 Ïîëþñ ñòåïåíè n.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ îïåðàòîðà L = −∂2 + u íàéäåíà ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ Lψ = Eψ. Òîãäà âåðíî, ÷òî

L− E = −
(
∂ +

ψ′

ψ

)(
∂ − ψ′

ψ

)
Ïðåîáðàçîâàíèåì Êðóìà îïåðàòîðà L íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð

CrL = −
(
∂ − ψ′

ψ

)(
∂ +

ψ′

ψ

)
= −∂2 − ψ′′

ψ
+ 2

(
ψ′

ψ

)2

= −∂2 + v

Ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî åñëè u èìååò â òî÷êå x0 ïîëþñ ñòåïåíè n, à ôóíêöèÿ ψ ñèíãóëÿðíà

â x0, òî v èìååò â ýòîé òî÷êå ïîëþñ ñòåïåíè n − 1. Ôóíêöèÿ ψ îáùåãî ïîëîæåíèÿ âñåãäà ñèíãóëÿðíà â x0,

òàê êàê îíà ìîæåò áûòü ëèáî ñèíãóëÿðíîé, ëèáî ðàâíîé íóëþ, à ìíîæåñòâî íóëåé ψ èìååò â Γ ìåðó 0. Òàêèì

îáðàçîì, âñåãäà ìîæíî âûáðàòü ñåðèþ ïðåîáðàçîâàíèé Êðóìà, âîçìîæíî, ñ ðàçíûìè ýíåðãèÿìè, ïðèâîäÿùóþ

ïîòåíöèàë ê ðåãóëÿðíîìó âèäó. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëîæèì x0 = 0. Åñëè

σ � ñèíãóëÿðíàÿ â 0 ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ L̃, òî
(
∂ + ψ′

ψ

)
σ � ñèíãóëÿðíàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà L.

Êîýôôèöèåíòû ãëàâíîé ÷àñòè ðÿäà Ëîðàíà ïî x äëÿ
(
∂ + ψ′

ψ

)
σ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè îò ñîîòâåòñòâóþùèõ

êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèè σ è σ (0). Íàïîìíèì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ ψ íå çàâèñèò îò òî÷êè íà ñïåêòðå. Ïðîâîäÿ

öåïî÷êó ïðåîáðàçîâàíèé Êðóìà, ïîëó÷àåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ðÿäà Ëîðàíà ïî x äëÿ ôóíêöèè Áåéêåðà�Àõèåçåðà

îïåðàòîðà L ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè îò ïðîèçâîäíûõ ïî x ïîðÿäêà

ìåíüøå n îò ôóíêöèè Áåéêåðà�Àõèåçåðà ðåãóëÿðíîãî îïåðàòîðà Crn L. Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå

ìåæäó ½âû÷åòàìè� ôóíêöèè Áåéêåðà�Àõèåçåðà ñèíãóëÿðíîãî îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ëèíåéíûì ñîîòíîøåíèåì

ìåæäó ïåðâûìè N ïðîèçâîäíûìè ïî x îò ôóíêöèè Áåéêåðà�Àõèåçåðà ðåãóëÿðíîãî îïåðàòîðà.

Âû÷èñëèì ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîèçâîäíûå. Èìååì

ψ′′ = (u− E)ψ

ψ′′′ = u′ψ + (u− E)ψ′

ψIV =
[
(u− E)

2
+ u′′

]
ψ + u′ψ′

È òàê äàëåå. Âèäíî, ÷òî ëþáîå ëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïðîèçâîäíûìè â íóëå èìååò âèä

P (k2)ψ (0, k) +Q
(
k2
)
ψ′ (0, k) = 0, P,Q ∈ C[k]

Íà áåñêîíå÷íîñòè

ψ (x, k) = eikxϕ
(
x, k−1

)
, ϕ ∈ O(k−1)
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ψ′ (x, k) = eikx (ikϕ+ ϕ′)

k−1P
(
k2
)
ϕ+Q

(
k2
) (

iϕ+ k−1ϕ′
)

= 0

Ïðè k → ∞: k−1ϕ′ = o (ϕ), â ïðåäåëå ýòîò ÷ëåí âûïàäàåò. Ñîêðàùàÿ íà ϕ è íà kmax(ordP,ord Q) è çàòåì

óñòðåìëÿÿ k →∞, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

5.3 Îáùèé ñëó÷àé.

Àíàëîãè÷íî 5.2, ïðîèçâåä¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé Êðóìà, óñòðàíÿþùóþ âñå îñîáåííîñòè. Ýòî

âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê áëîõîâñêàÿ ôóíêöèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ íå èìååò íóëåé (ñì. 5.2) è èìååò ïîëþñà

âî âñåõ îñîáåííîñòÿõ ïîòåíöèàëà. Êîíêðåòíûå ýíåðãèè áëîõîâñêèõ ôóíêöèé, èñïîëüçóåìûõ â ïðåîáðàçîâàíèÿõ,

çíà÷åíèÿ íå èìåþò; âàæíî, ÷òî ïîëó÷åííûé ðåãóëÿðíûé ïîòåíöèàë áóäåò èìåòü ôóíêöèþ Áåéêåðà�Àõèåçåðà,

òàêóþ ÷òî â êàæäîé òî÷êå xi å¼ ïðîèçâîäíûå ïî x ïîðÿäêà ìåíüøå ri (ri çàâèñèò îò xi) áóäóò ëèíåéíûìè

ôóíêöèÿìè îò ½âû÷åòîâ� èñõîäíîé ôóíêöèè. Ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå xi áóäåò ïðè k →
∞ èìåòü âèä eikxikgiϕi

(
k−1

)
, gi ∈ N∪{0}, ϕi � ãîëîìîðôíûå â îêðåñòíîñòè 0 ôóíêöèè, íå ðàâíûå 0 ñîãëàñíî 5.2.

Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ½âû÷åòîâ� èñõîäíîé ôóíêöèè Áåéêåðà�Àõèåçåðà ïðè ýòîì ñâîäèòñÿ ê âûðàæåíèþ âèäà

M∑
i=1

aie
ikxikgiϕi

(
k−1

)
= 0

Àíàëîãè÷íî 5.1, limp→∞ (kp+1 − kp) = ∆ 6= 0. Äåëÿ íà kmax gi è èñïîëüçóÿ ëåììó, ïîëó÷èì èñêîìîå óòâåðæäåíèå.

6 Çàêëþ÷åíèå.

Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñèíãóëÿðíîãî êîíå÷íîçîííîãî ïîòåíöèàëà ïðîñòðàíñòâî HL çàâèñèò òîëüêî îò

ïîëîæåíèÿ è ñòåïåíåé åãî ïîëþñîâ. Äëÿ ïîëíîòû ðåçóëüòàòà íóæíî ïîñòðîèòü ïîïîëíåíèå ýòîãî ãèëüáåðòîâà

ïðîñòðàíñòâà. Ïîñëå åãî ïîñòðîåíèÿ ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì ñòðîãîå èññëåäîâàíèå ñïåêòðà ñèíãóëÿðíûõ îïåðàòîðîâ

Øð¼äèíãåðà. Çà ðàìêàìè äàííîé ðàáîòû îñòàëîñü ïðèëîæåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ê èññëåäîâàíèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé. Íàïðèìåð, äëÿ óðàâíåíèé òèïà (2.2) âåðíî, ÷òî ñèíãóëÿðíîñòè âèäà n(n+1)
x2 ðàñïàäàþòñÿ íà ïðîñòåéøèå

âèäà 2
x2 , ïðè÷¼ì íàéäåííûå âûøå èíäåêñû ïðîñòðàíñòâ Ïîíòðÿãèíà ïîçâîëÿþò òî÷íî ñêàçàòü, ñêîëüêî ïîëþñîâ

áóäóò äâèãàòüñÿ ïî âåùåñòâåííîé îñè. Ïîäîáíûå âîïðîñû îñòàþòñÿ äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ.
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