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1. Ââåäåíèå

Êàê èçâåñòíî, óðîâíè ýíåðãèè çàìêíóòîé ñèñòåìû, çàíèìàþùåé îãðàíè÷åííûé îáúåì,

ïðèíèìàþò äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ. Ñàìè óðîâíè îïðåäåëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

è âçàèìîäåéñòâèåì â ñèñòåìå. Îäíàêî, â ñëó÷àå ñèñòåì ñî ñëîæíûì ãàìèëüòîíèàíîì

(ñêàæåì, ïðè íàëè÷èè ñèëüíîãî áåñïîðÿäêà), íàõîæäåíèå òî÷íûõ èëè ïðèáëèæåííûõ

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñòàíîâèòñÿ òåõíè÷åñêè íåâûïîëíèìîé çàäà÷åé. Ñ äðóãîé ñòîðî-

íû, â òàêèõ ñëó÷àÿõ èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ëèøü ñòàòèñòè÷åñêè óñðåäíåííûå âåëè÷è-

íû, òàêèå êàê ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé, ïàðíûå êîððåëÿòîðû è ò.ä. Ýòî ñèòóàöèÿ

àíàëîãè÷íà ïîäõîäó ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè, ãäå èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò íå ïîâåäåíèå

îòäåëüíûõ ÷àñòèö, à ëèøü óñðåäíåííûå ïî áîëüøîìó èõ êîëè÷åñòâó âåëè÷èíû.

Èäåÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà áûëà ïðåäëîæåíà Âèãíå-

ðîì äëÿ îïèñàíèÿ âûñîêîâîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé â ñëîæíûõ ÿäðàõ. Âûáèðàÿ ïîëíûé

íàáîð ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé, ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ìàòðèöó

ðàçìåðîì N×N . Èäåÿ óñðåäíåíèÿ ñîñòîÿëà â òîì, ÷òî ýëåìåíòû ýòèõ ìàòðèö ñ÷èòàëèñü

ñëó÷àéíûìè ÷èñëàìè, ïî êîòîðûì â äàëüíåéøåì è ïðîõîäèò óñðåäíåíèå. Çäåñü, îäíàêî,

âîçíèêàåò îïðåäåëåííàÿ òðóäíîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ òåì, ÷òî ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû íå ìîãóò

ïðèíèìàòü ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ ðàâíîâåðîÿòíî. Ýòî îçíà÷àëî áû, ÷òî â ñèñòåìå èìå-

þò êîíå÷íóþ âåðîÿòíîñòü ïðîèçâîëüíî ñèëüíûå âçàèìîäåéñòâèÿ, ÷òî íå ñîîòâåòñòâóåò

äåéñòâèòåëüíîñòè. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòîé òðóäíîñòè Âèãíåðîì áûë ïðåäëîæåí èíâàðè-

àíòíûé ãàóññîâ ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ äëÿ óñðåäíåíèÿ exp
(
− trH2

2a2

)
.

Ñàì Âèãíåð ðàçëè÷àë òðè êëàññà óíèâåðñàëüíîñòè ãàìèëüòîíèàíîâ. Ñèñòåìû áåç

ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ñïèí-îðáèòàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ îáëàäàþò ñèììåòðèåé ïî îòíî-

øåíèþ ê îáðàùåíèþ âðåìåíè è âðàùåíèþ ñïèíà. Òàêèå ñèñòåìû õàðàêòåðèçóþòñÿ ñèì-

ìåòðè÷íûìè ãàìèëüòîíèàíàìè Hmn = Hnm ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè è ñîñòàâ-

ëÿþò Ãàóññîâ îðòîãîíàëüíûé àíñàìáëü. Â ïðèñóòñòâèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñèììåòðèÿ ïî

îòíîøåíèþ ê îáðàùåíèþ âðåìåíè è ñïèíîâîìó âðàùåíèþ íàðóøåíà. Ñîîòâåòñòâåííî,

åäèíñòâåííîå óñëîâèå, êîòîðîå ìîæíî íàëîæèòü íà ãàìèëüòîíèíà ñèñòåìû � óñëîâèå

ýðìèòîâîñòè Hmn = H∗nm. Òàêèå ñèñòåìû ñîñòàâëÿþò Ãàóññîâ óíèòàðíûé àíñàìáëü. È,
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Òàáëèöà 1. Êëàññû ñèììåòðèè

Âèãíåðîâñêèé êëàññ Ñâåðõïðîâ. êëàññ Îáðàùåíèå âðåìåíè Âðàùåíèå ñïèíà

A[GUE(b)] D Íåò Íåò

A[GUE(a)] C Íåò Åñòü

AII[GSE] DIII Åñòü Íåò

AI[GOE] CI Åñòü Åñòü

íàêîíåö, ñèñòåìû áåç ìàãíèòíîãî ïîëÿ, íî áåç ñèììåòðèè ïî îòíîøåíèþ ê âðàùåíèþ

ñïèíà, ñîñòàâëÿþò ñèìïëåòè÷åñêèé àíñàìáëü [1]. Äàííàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïîçâîëÿåò îïè-

ñûâàòü ñòàòèñòèêó óðîâíåé â ãðÿçíûõ ìåòàëëè÷åñêèõ ãðàíóëàõ ïðè E � ETh = ~D
L2 [2](~

� ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà, D � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, L � ëèíåéíûé ðàçìåð ãðàíóëû).

Ïðè íàëè÷èè ñâÿçè ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì (NS ñèñòåìà) ìîæíî ââåñòè ÷åòûðå äîïîë-

íèòåëüíûõ êëàññà ñèììåòðèè â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêèå ñèììåòðèè (îáðàùåíèå âðå-

ìåíè è âðàùåíèå ñïèíà) èìåþò ìåñòî â ñèñòåìå (òàáë.1) [3]. Äàííûå êëàññû ïîÿâëÿþòñÿ

âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì Áîãîëþáîâà

� äå Æåíà

ĤBdG =

 H0 ∆

∆∗ −H∗0

 , (1)

ãäå H0 � îäíî÷àñòè÷íûé ãàìèëüòîíèàí, à ∆ � ïîòåíöèàë ñïàðèâàíèÿ. Äàííûé ãàìèëü-

òîíèàí, äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå ¾÷àñòèöà-äûðêà¿ (ïðîñòðàíñòâî Íàìáó), îáëàäàåò

äîïîëíèòåëüíîé ñèììåòðèåé Ĥ = −τ2Ĥ
T τ2, ñâÿçàííîé ñ ñèììåòðè÷íîñòüþ ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé îòíîñèòåëüíî íóëåâîãî óðîâíÿ. Ýòèì ôàêòîì è âûçâàíî ïîÿâëåíèå äîïîëíè-

òåëüíûõ êëàññîâ ñèììåòðèé. Íàñ êîíêðåòíî â ýòîé ðàáîòå áóäóò èíòåðåñîâàòü êëàññû

CI (èìåþòñÿ îáå ñèììåòðèè) è êëàññ Ñ (èìååòñÿ ñèììåòðèÿ ïî îòíîøåíèþ ê âðàùåíèþ

ñïèíà).
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2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Íàøåé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ðàñ÷åò â ðàìêàõ ñèãìà-ìîäåëè ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé â ïîìå-

ùåííîé â ìàãíèòíîå ïîëå ãðÿçíîé ìåòàëëè÷åñêîé ãðàíóëå, ñâÿçàííîé òóííåëüíûìè êîí-

òàêòàìè ñ äâóìÿ ñâåðõïðîâîäíèêàìè. Èçâåñòíî, ÷òî âñëåäñòâèå ýôôåêòà áëèçîñòè â íîð-

ìàëüíîì ìåòàëëå ìîæåò âîçíèêàòü ìèíèùåëü â ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé, êîòîðàÿ çàâèñèò

îò ðàçíîñòè ôàç äâóõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ. Â íàøåé çàäà÷å ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé,

êîãäà ðàçíîñòü ôàç ðàâíà π, òóííåëüíûå êîíäàêòàíñû îáîèõ áåðåãîâ îäèíàêîâû è ìè-

íèùåëü îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Â îáùåì ñëó÷àå ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ðåãóëèðóåòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè, õàðàêòå-

ðèçóþùèìè âåëè÷èíó ìàãíèòíîãî ïîëÿ è Àíäðååâñêîãî êîíäàêòàíñà. Äâóõïàðàìåòðè-

÷åñêèé ðàñ÷åò ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ ýòèõ ïàðàìåòðîâ ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî

òÿæåëîé â âû÷èñëèòåëüíîì ïëàíå çàäà÷åé, êîòîðàÿ, âåðîÿòíî, íå ìîæåò áûòü ðåøåíà

àíàëèòè÷åñêè. Íàñ, îäíàêî, áóäóò èíòåðåñîâàòü îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå êðîññîâåðû ìåæ-

äó ðàçëè÷íûìè ïðåäåëüíûìè êëàññàìè: CI�Ñ è À�Ñ.

Äëÿ ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ çàäà÷è ñëåäóåò âçãëÿíóòü íà äèàãðàììó íà ðèñ.1. Îðòîãî-

íàëüíûé (AI) è óíèòàðíûé (A) êëàññû ðåàëèçóþòñÿ â íóëåâîì è â ñèëüíîì ìàãíèòíîì

ïîëå ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì ñâÿçè ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì íåò. Ñâåðõïðîâîäÿùèå êëàñ-

ñû CI è Ñ ðåàëèçóþòñÿ â ñëó÷àå õîðîøåé ñâÿçè ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì. Êëàññ CI èìååò

ìåñòî â íóëåâîì ïîëå, Ñ � â ñèëüíîì. Äëÿ äàííûõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àåâ ðåçóëüòàòû

äëÿ ñðåäíåé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé èçâåñòíû [3]. Äëÿ íàñ æå áóäåò ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñ

íàõîæäåíèÿ îòâåòîâ â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû ìàãíèòíîãî ïîëÿ â êðîññîâåðå CI�C è

êîíäàêòàíñà NS ãðàíèöû â êðîññîâåðå A�C.

Ñòàòèñòèêó óðîâíåé ìû èçó÷àåì íà ýíåðãèÿõ, ìíîãî ìåíüøèõ, ÷åì ýíåðãèÿ Òàóëåññà

ETh. Â ýòîé ñèòóàöèè ðåàëèçóåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ íóëüìåðíàÿ ñèãìà-ìîäåëü. Ñòàòèñòè-

êà óðîâíåé â íóëüìåðíîé ñèãìà-ìîäåëè ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì, ïîëó÷åííûì èç òåîðèè

ñëó÷àéíûõ ìàòðèö.

Ñòîèò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî äèàãðàììà íà ðèñ.1 îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà ñïèí-

îðáèòàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå îòñóòñòâóåò, òî åñòü âî âñåõ ïðåäñòàâëåííûõ êëàññàõ èìå-
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Êëàññ AI (Îðòîãîíàëüíûé)
(4, 4)

H−→ Êëàññ A (Óíèòàðíûé)
(2, 2)

∆

−→

∆

−→

Ñâåðõïðîâîäÿùèé êëàññ CI
(3, 1)

H−→ Ñâåðõïðîâîäÿùèé êëàññ C
(2, 0)

Ðèñ. 1. Êðîññîâåðû ìåæäó êëàññàìè ñèììåòðèè, ðåãóëèðóåìûå ìàãíèòíûì ïîëåì (H)
è ñâÿçüþ ñî ñâåðõïðîâîäíèêàìè (∆). Ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ FF è BB ñåêòîðîâ â
ñóïåðñèììåòðè÷íîé ñèãìà-ìîäåëå äëÿ 〈ρ〉 ïîêàçàíû â âèäå (nF , nB).

åòñÿ ñèììåòðèÿ ïî îòíîøåíèþ ê âðàùåíèþ ñïèíà. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü èìåííî ýòîò

ñëó÷àé.

3. Ñèãìà-ìîäåëü

Êàê ìû óæå ãîâîðèëè, îïèñàíèå ñâåðõïðîâîäÿùèõ êëàññîâ íà÷èíàåòñÿ ñ ãàìèëüòîíèàíà

ÁäÆ (1). Ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé

〈ρ(r)〉 = −Im〈trG
R
E(r)〉

π
(2)

âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ Ãðèíà ãàìèëüòîíèàíà ÁäÆ

GR
E = (E − ĤBdG + i0)−1. (3)

Ôóíêöèÿ Ãðèíà, â ñâîþ î÷åðåäü, âûðàæàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà

ïî ìàòðè÷íîìó ñóïåðïîëþ Q ðàçìåðîì 8 × 8, äåéñòâóþùåìó â ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè

FB⊗N⊗PH ïðîñòðàíñòâ Ôåðìè-Áîçå (FB), Íàìáó (N) è ÷àñòèöà-äûðêà (PH). Â èòîãå,

ñèãìà-ìîäåëü ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ äëÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé [5]

〈ρ(E, r)〉 =
1

8
Re

∫
str(kΛQ)e−S[Q]DQ, (4)

ñ äåéñòâèåì S = S0 +
∑

a Sa, ãäå

S0 =
πν

8

∫
dr str

(
D(∇Q+ ieA[τ3, Q])2 + 4iEΛQ

)
(5)
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îáúåìíûé ÷ëåí äåéñòâèÿ è

Sa = −1

2

∑
i

str ln[1 + e−2βiQa
SQ

a] (6)

ãðàíè÷íûé ÷ëåí, ñîîòâåòñòâóþùèé ñâÿçè ñ a-ì ñâåðõïðîâîäíèêîì. Èíòåãðèðîâàíèå ïðî-

èçâîäèòñÿ ïî âñåìó îáúåìó ìåòàëëè÷åñêîé ãðàíóëû. Çäåñü ν � ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé íà

îäíó ïðîåêöèþ ñïèíà íà óðîâíå Ôåðìè, Qa ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ìàòðèö Q íà a-é ãðà-

íèöå, Ti = 1
cosh2 βi

- ïðîçðà÷íîñòü i-îãî êàíàëà, A - âåêòîðíûé ïîòåíöèàë,

QS = Λ
E√

E2 −∆2
+ Σ̂

i∆√
E2 −∆2

. (7)

Ìàòðèöû Q óäîâëåòâîðÿþò äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèÿì

Q2 = 1, Q = Q, (8)

ãäå ââåäåíà îïåðàöèÿ çàðÿäîâîãî ñîïðÿæåíèÿ Q = CQTCT .

Â NS ñèñòåìàõ âñëåäñòâèå Àíäðååâñêîãî îòðàæåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñ ýíåðãèÿìè E è −E

ñìåøèâàþòñÿ, ïîýòîìó Ãðèíîâñêèå ôóíêöèè Íàìáó-Ãîðüêîâà GR
E ñîäåðæàò â ñåáå Ãðè-

íîâñêèå ôóíêöèè GR
E è GA

−E íîðìàëüíîãî ìåòàëëà. Â îòñóòñòâèå ñâåðõïðîâîäÿùåãî ñïà-

ðèâàþùåãî ïîòåíöèàëà ∆ êîððåëÿòîðû ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé óäîáíî ñ÷èòàòü ñ ïîìîùüþ

Åôåòîâñêîé ñóïåðñèììåòðè÷íîé ñèãìà-ìîäåëè.Â ýòîé ìîäåëè ñóïåðïîëå Q äåéñòâóåò â

ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè ïðîñòðàíñòâ FB ⊗ RA ⊗ TR. Ïðåíåáðåãàÿ îáðàòíûì ýôôåêòîì

áëèçîñòè, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü Àíäðååâñêîå îòðàæåíèå êàê íåêîå ýôôåêòèâíîå ãðà-

íè÷íîå óñëîâèå, êîòîðîå çàïóòûâàåò R è A êîìïîíåíòû ïîëÿ Q.

Îêàçûâàåòñÿ [5], äåéñòâèå äëÿ íàøåé ñèñòåìû ìîæíî ïåðåïèñàòü íà ÿçûêå Åôåòîâ-

ñêîé ñóïåðñèììåòðè÷íîé ñèãìà-ìîäåëè. Â íàøåé ðàáîòå ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ èìåííî

Åôåòîâñêèõ îáîçíà÷åíèé. Òî÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó NS è Åôåòîâñêîé ñèãìà-ìîäåëÿìè

ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Q→ V QV −1 ñ ìàòðèöåé

V =


−1FB 0 0 0

0 0 0 1FB

0 1FB 0 0

0 0 −1FB 0


PH

. (9)
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Òàáëèöà 2. Îñíîâíûå ìàòðèöû â äâóõ âåðñèÿõ σ-ìîäåëè

NS σ-ìîäåëü [5] Åôåòîâñêàÿ σ-ìîäåëü [2]

ïðîñòðàíñòâî FB⊗ N⊗ PH FB⊗ RA⊗ TR

Λ σNz σ
PH

z σRAz

τ3 σNz σTRz

C −σNx

iσPHy 0

0 σPHx


FB

σRAz

iσTRy 0

0 σTRx


FB

Σ̂ σNx

σRA1 σTR1 0

0 σRA2 σTR2


FB

Çäåñü k = diag(1,−1)FB. Ìàòðèöû, âõîäÿùèå â âûðàæåíèÿ (4)�(7), ïîêàçàíû â òàáë.

2. Âûøåóêàçàííîå ñîîòâåòñòâèå ïîçâîëÿåò âûðàçèòü â Åôåòîâñêèõ îáîçíà÷åíèÿõ ñâåðõ-

ïðîâîäÿùóþ ìàòðèöó, âõîäÿùóþ â ãðàíè÷íûé ÷ëåí äåéñòâèÿ (7):

Σ̂ =

 0 Σ

Σ−1 0


TR

, Σ =

 0 kFB

1FB 0


RA

. (10)

Äàëåå ìû âåçäå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî E � ∆, òàê ÷òî QS = Σ̂. Â ñëó÷àå, êîãäà ó íàñ

åñòü êîíòàêò ñ äâóìÿ ñâåðõïðîâîäíèêàìè ñ ðàçíîñòüþ ôàç π, èìååòñÿ äâà ãðàíè÷íûõ

ñëàãàåìûõ, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ ëèøü çíàêîì ïðè QS.

Òàêæå ìû âåçäå äàëåå ïîëàãàåì, ÷òî ïðîçðà÷íîñòü êàæäîãî áàðüåðà â îòäåëüíîñòè

ìàëàÿ, òàê ÷òî βi � 1. Â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì âîçìîæíîñòü ðàçëîæèòü ëîãàðèôì â

ãðàíè÷íîì ñëàãàåìîì äëÿ äåéñòâèÿ äî ïåðâîãî íåèñ÷åçàþùåãî ÷ëåíà.

4. Íóëüìåðíàÿ ñèãìà-ìîäåëü

Êàê óæå óïîìèíàëîñü, â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé íèçêèõ ýíåðãèé E �

ETh, êîãäà ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ íóëüìåðíîé ñèãìà-ìîäåëüþ. Âñå âõîäÿùèå â äåéñòâèå

âåëè÷èíû îò êîîðäèíàò íå çàâèñÿò, ò. å. ãðàäèåíòíûé ÷ëåí ðàâåí íóëþ. Èíòåãðèðîâàíèå

ïî r äàåò ëèøü ìíîæèòåëü
∫
A2dr äëÿ ÷ëåíà ñ ìàãíèòíûì ïîëåì è ìíîæèòåëü, ðàâíûé
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îáúåìó ãðàíóëû V , äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ. Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèå ïðèíèìàåò

âèä

S[Q] =
ix

4
strΛQ− α

4
str(τ3Q)2 +

γ

8
str(Σ̂Q)2. (11)

Çäåñü x = πE
δ
, δ = (2νV )−1 � ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó óðîâíÿìè, α = πνDe2

∫
A2dr,

γ = GA
2
, GA =

2
∑
i T

2
i

4
� Àíäðååâñêèé êîíäàêòàíñ â òóííåëüíîì ïðåäåëå (äâîéêà ïîÿâëÿ-

åòñÿ èç-çà íàëè÷èÿ äâóõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ).

Êàê óæå ãîâîðèëîñü, â íàøåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ

êðîññîâåðîâ A�C (α→∞, γ � ïðîèçâîëüíîå) è CI�Ñ (α � ïðîèçâîëüíîå, γ →∞).

5. Êðîññîâåð À�Ñ

Çäåñü ìû ïåðåõîäèì ê âû÷èñëåíèþ êðîññîâåðà èç êëàññà A â êëàññ Ñ. Â ñèëüíîì ìàã-

íèòíîì ïîëå ìû ïîëó÷àåì äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå íà ìàòðèöû Q: str[τ3, Q]2 = 0.

Äàííîå óñëîâèå óäîâëåòâîðÿåòñÿ ïðè [τ3, Q] = 0. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ìàòðèöà Q

ñòàíîâèòñÿ äèàãîíàëüíîé â ïðîñòðàíñòâå TR. Èç óñëîâèÿ çàðÿäîâîãî ñîïðÿæåíèÿ (8)

ïîëó÷àåì

Q =

 Q4 0

0 Q4


TR

, Q4 = kΛQT
4 Λk. (12)

Äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ ìû áóäåì ïðîèçâîäèòü ñ ïîìîùüþ Åôåòîâñêîé ïàðàìåòðèçà-

öèè äëÿ ìàòðèöû Q4 [2]:

Q4 = U−1
η Q0Uη, (13)

ãäå

Q0 =


cos θF 0 eiϕF sin θF 0

0 cosh θB 0 eiϕB sinh θB

e−iϕF sin θF 0 − cos θF 0

0 −e−iϕB sinh θB 0 − cosh θB


RA

(14)
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� êîììóòèðóþùàÿ ÷àñòü ïàðàìåòðèçàöèè, è

Uη = exp


0 σ 0 0

σ∗ 0 0 0

0 0 0 ρ

0 0 ρ∗ 0


RA

(15)

� ãðàññìàíîâà ÷àñòü.

Äàëåå óäîáíî ââåñòè ïåðåìåííûå λF = cos θF , λB = cosh θB. Ïðè ýòîì äàííûå ïåðå-

ìåííûå ìåíÿþòñÿ â ïðåäåëàõ −1 ≤ λF ≤ 1, λB ≥ 1. Áåðåçèíèàí òàêîé ïàðàìåòðèçàöèè

ðàâåí [2]

J =
1

(λB − λF )2
. (16)

Êàê âèäèì, â òî÷êå λB = λF = 1 èìååòñÿ îñîáåííîñòü. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â ýòîé

òî÷êå ìíîãîîáðàçèå ïåðåñòàåò çàâèñåòü îò äðóãèõ ïåðåìåííûõ è âûðîæäàåòñÿ â Q = Λ.

Ïðîèçâîäÿ äàëåå âû÷èñëåíèÿ, ïîëó÷èì

strΛQ4 = 2(λF − λB), (17)

Sã = γ[−1 + λ2
B − λB(λB − λF )(ρρ∗ + σσ∗ + σ∗ρ∗ + σρ)]. (18)

Ïðåäýêñïîíåíòà ðàâíà

str
kΛQ4

4
=
λB + λF

2
− λB − λF

2
(σσ∗ + ρρ∗). (19)

Íàêîíåö, äëÿ ñðåäíåé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ìû ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

〈ρ(E)〉 = Re

∫
dλBdλF

(λB − λF )2

dϕBdϕF
(2π)2

dρ∗dρdσ∗dσ

[
λB + λF

2
− λB − λF

2
(σσ∗ + ρρ∗)

]
×

× exp
[
−ix(λF − λB)− γ

(
−1 + λ2

B − λB(λB − λF )(ρρ∗ + σσ∗ + σ∗ρ∗ + σρ)
)]
. (20)

Ðàñêëàäûâàÿ ýêñïîíåíòó, ñîäåðæàùóþ ãðàññìàíîâû ïåðåìåííûå, ïîëó÷èì:

exp [γλB(λB − λF )(λB − λF )(ρρ∗ + σσ∗ + σ∗ρ∗ + σρ)] =

= 1 + γλB(λB − λF )(ρρ∗ + σσ∗ + σ∗ρ∗ + σρ). (21)
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Â ïåðâîì ÷ëåíå ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïîëó÷àåòñÿ íåîïðåäåëåííîñòü. Ñ îäíîé ñòîðîíû,

ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ãðàññìàíîâûì ïåðåìåííûì ìû ïîëó÷àåì íîëü. Ñ äðóãîé ñòî-

ðîíû, èìååòñÿ íåèíòåãðèðóåìàÿ â òî÷êå (1,1) îñîáåííîñòü 1
(λB−λF )2

, êîòîðàÿ ïðèâîäèò

ê ðàñõîäèìîñòè èíòåãðàëà. Äëÿ ðàçðåøåíèÿ äàííîé íåîïðåäåëåííîñòè âîñïîëüçóåìñÿ

óñëîâèåì íîðìèðîâêè∫
DQ =

∫
Jdρ∗dρdσ∗dσdλBdλF

dϕBdϕF
(2π)2

= 1. (22)

Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â âèäå

F = F0 + F4ρρ
∗σσ∗ + . . . , (23)

ãäå

F0 =
λB + λF

2
e−ix(λF−λB), (24)

F4 = −2γλB(λB − λF )2eγ−γλ
2
B−ix(λF−λB), (25)

à â ìíîãîòî÷èå âõîäÿò ÷ëåíû, êîòîðûå ïðè èíòåãðèðîâàíèè äàþò íóëü. Òîãäà, ñîãëàñíî

âûøåñêàçàííîìó, ∫
FDQ = F0(Λ) +

∫
F4JdλBdλF , (26)

òî åñòü çíà÷åíèå F0 ìû âçÿëè êàê ðàç â òî÷êå îñîáåííîñòè. Ïåðâûé ÷ëåí ðàâåí 1. Âòîðîå

ñëàãàåìîå íå òàê òðèâèàëüíî. Îíî èìååò âèä

Re

∫
F4JdλBdλf = −2γeγ

sinx

x
f(x, γ), f(x, γ) =

∫ ∞
1

dλ λ cosλx e−γλ
2

(27)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

〈ρ〉 = 1− 2γ
sinx

x

∫ ∞
1

dλ λ cosλx e−γ(λ2−1). (28)

Âèä äàííîé çàâèñèìîñòè ïðè íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ γ ïîêàçàí íà ðèñ.(2).

Ïîñ÷èòàåì äàëåå f â íåêîòîðûõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ.
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E/δ
〈̺
(E

)〉
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0.8

1.0
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1.4

Ðèñ. 2. Ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé 〈ρ(E)〉 â êðîññîâåðå A�C. Êðèâûå ñîîòâåòñòâóþò
ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà γ = 0, 0.01, 0.1, 1, ∞.

Ïðåäåëüíûé ñëó÷àé γ � 1.

Äëÿ óäîáñòâà âû÷èñëåíèÿ çàïèøåì ôóíêöèþ f â íåñêîëüêî èíîì âèäå:

f(x, γ) = Re

∫ ∞
0

dt(1 + t) exp
[
−γt2 − 2γt− γ + ix+ ixt

]
= (29)

= Re e−γeix
∫ ∞

0

dt(1 + t)e−γt
2−2γteixt. (30)

Èíòåãðàë "íàáèðàåò"ñâîå çíà÷åíèå â îáëàñòè t ∼ 1
γ
, ïîýòîìó ìîæíî íàïèñàòü

f(x, γ) ' Ree−γeix
∫ ∞

0

dte−2γt+ixt =
1

2γ − ix
e−γ+ix. (31)

Äëÿ ñðåäíåé ïëîñòíîñòè ñîñòîÿíèé ïîëó÷èì

〈ρ〉 = Re

(
1− 2γeγ

sinx

x

1

2γ − ix
e−γeix

)
= 1− 2γ

sinx

x

2γ cosx− x sinx

(2γ)2 + x2
. (32)

Åñëè γ � x ïîëó÷èì

〈ρ〉 = 1− sin 2x

2x
, (33)

÷òî íàõîäèòñÿ â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ èçâåñòíûì ðåçóëüòàòîì äëÿ êëàññà Ñ.

Ïðåäåëüíûé ñëó÷àé γ � 1, x� 1.

f(x, γ) =

∫ ∞
1

dλ λe−γλ
2

cosxλ = Re(−i) ∂
∂x

∫ ∞
1

dλe−γλ
2+ixλ =

Im
∂

∂x

∫ ∞
1

dλe−γλ
2+ixλ = Im

∂

∂x
e−

x2

4γ

∫ ∞
1

dλe−γ(λ− ix
2γ

)2 (34)
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Ðèñ. 3. Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ àñèìïòîòèêè f(x, γ) ïðè x, γ � 1.

Äåôîðìèðóåì êîíòóð òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ.3.

Íà ïåðâîì ó÷àñòêå, ðàñêëàäûâàÿ â ðÿä Òåéëîðà, ïîëó÷èì∫ 1

0

dλe−γλ
2+ixλ ≈ −

∫ 1

0

dλ(1− γλ2 + ixλ) = −1 +
γ

3
− ix

2
, (35)

Im
∂

∂x

∫ 1

0

dλe−γλ
2+ixλ ≈ −1

2
. (36)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èíòåãðàë ïî âåðõíåìó ó÷àñòêó êîíòóðà äåéñòâèòåëåí, à çíà÷èò íå

âíîñèò âêëàä â êîíå÷íûé ðåçóëüòàò. Îñòàåòñÿ ëèøü ïîñ÷èòàòü íà âåðòèêàëüíîì ó÷àñòêå.

Äåëàÿ çàìåíó λ = it, ïîëó÷èì∫ ix
2γ

0

dλe−γ(λ− ix
2γ

)2 = i

∫ x
2γ

0

dteγt
2

=
i
√
γ

∫ x
2
√
γ

0

et
2

dt. (37)

Äèôôåðåíöèðóÿ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî γ, x� 1, èìååì

〈ρ〉 ≈ x
√
γ
e−

x2

4γ

∫ x
2
√
γ

0

et
2

dt. (38)

6. Êðîññîâåð CI�Ñ

Âû÷èñëåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå èäåéíî âåñüìà ïîõîæè íà òå, ÷òî ìû ïðîâîäèëè â ïðåäû-

äóùåì ðàçäåëå, îäíàêî îêàçûâàþòñÿ íàìíîãî áîëåå ãðîìîçäêèìè. Ñîáñòâåííî, ðåøåíèå
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ìû íà÷èíàåì ñ òîãî æå âûðàæåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé (4)�(6). Îäíàêî òåïåðü, â

ñëó÷àå ñèëüíîé ñâÿçè ñî ñâåðõïðîâîäíèêîì, ìû èìååì γ → ∞. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì

ìû èìååì äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷èòåëüíîå óñëîâèå íà ìàòðèöû Q: str(Σ̂Q)2 = 0. Ïî-

ñêîëüêó Λ ∈ Q è {Λ, Q} = 0, òî íàì ñëåäóåò âûáðàòü {Q, Σ̂} = 0.

6.1. Ãåíåðàòîðû

Ñëåäóþùèì øàãîì íàì íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü êîììóòèðóþùèå ãåíåðàòîðû W ìíî-

ãîîáðàçèÿ CI. Çàïèøåì Q = Λ(1 + W + . . .), ãäå {W,Λ} = 0. Íàì íåîáõîäèìî óäîâëå-

òâîðèòü òàêæå óñëîâèÿì {ΛWcom,Σ} = 0 è Q = CQTCT , êîòîðîå ïðèâîäèò ê ΛWcom =

CW T
com

ΛTCT .

Ïîñëå ïðîñòûõ, íî íåìíîãî ãðîìîçäêèõ âû÷èñëåíèé, ìû ïîëó÷àåì îáùèé âèä ìàò-

ðèöû W :

W =

 WFF 0

0 WBB

 . (39)

Çäåñü

WFF =
1

2


0 0 z −ic

0 0 ic −z∗

−z∗ ic 0 0

−ic z 0 0


RA

, WBB =
q

2


0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

 , (40)

ãäå z = θeiϕ. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî q è c ñòàíîâÿòñÿ ¾ìàññèâíûìè¿ ïåðåìåííûìè ïðè óâå-

ëè÷åíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî îíè ïðèìóò êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ â ïðåäåëå

α→∞. Â òî æå âðåìÿ θ è ϕ îòâå÷àþò C-êëàññîâûì êîììóòèðóþùèì ïåðåìåííûì.

Ïîõîæèå ñîîáðàæåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ àíòèêîììóòèðóþùèõ ãåíåðàòîðîâ Q ìàò-

ðèö Wη. Çäåñü ìû âûáèðàåì [Wη,Λ] = 0. Óñëîâèå {Λ,Σ} = 0 òðåáóåò, ÷òîáû âûïîëíÿ-

ëîñü [Wη,Σ] = 0, è çàðÿäîâîå ñîïðÿæåíèå òðåáóåò âûïîëíåíèÿ Wη +CW T
η C

T = 0. Ïîñëå
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íåñëîæíûõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåì

Wη =



0 ξ 0 0 0 η 0 0

−ρ 0 0 0 η 0 0 0

0 0 0 ρ 0 0 0 µ

0 0 ξ 0 0 0 µ 0

0 −µ 0 0 0 ρ 0 0

µ 0 0 0 ξ 0 0 0

0 0 0 η 0 0 0 −ξ

0 0 −η 0 0 0 ρ 0


TR

(41)

6.2. Ïàðàìåòðèçàöèÿ

Òåïåðü íàì íàäî âûáðàòü óäîáíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ ìíîãîîáðàçèÿ. Êàê ìû óæå óïîìè-

íàëè, êðîññîâåð êîíòðîëèðóåòñÿ ïàðàìåòðîì α, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ñèëå ìàãíèòíî-

ãî ïîëÿ. Ïîýòîìó ïàðàìåòðèçàöèþ ñëåäóåò ñòðîèòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìàêñèìàëü-

íî óïðîñèòü èìåííî ÷ëåí, ñîäåðæàùèé α. Äëÿ ýòîãî ìû ïîñëåäóåì ïðèìåðó ðàáîòû

Àëüòëàíäà, Èèäû è Åôåòîâà [4]. Òàê, ìû ðàçîáüåì íàøè ãåíåðàòîðû íà ÷àñòè, îäíà èç

êîòîðûõ êîììóòèðóåò ñ íàðóøàþùåé ñèììåòðèþ ìàòðèöåé τ3, à äðóãàÿ � íåò. Ñîîò-

âåòñòâóþùèìè ìàòðèöàìè ïîâîðîòîâ, êîììóòèðóþùèìè ñ τ3, áóäóò

Uθ = exp
1

2


0 m 0 0

n 0 0 0

0 0 0 n

0 0 m 0


TR

, (42)

m =

 θeiϕ 0

0 0


FB

, n =

 −θe−iϕ 0

0 0


FB

(43)

è

Uσ = exp


u 0 0 0

0 v 0 0

0 0 v 0

0 0 0 −u


TR

, (44)
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u =

 0 ξ

−ρ 0


FB

, v =

 0 ρ

ξ 0


FB

. (45)

Èìåííî îíè ñîñòàâëÿþò ïàðàìåòðèçàöèþ êëàññà Ñ.

Äàëåå, ïîñêîëüêó ñ ãðàññìàíîâûìè ïåðåìåííûìè ìîæíî îáðàùàòüñÿ áîëåå ñâîáîäíî,

÷åì ñ êîììóòèðóþùèìè, ïðèìåíèì ñëåäóþùèé ïðèåì. Â êà÷åñòâå âòîðîé ìàòðèöû ïî-

âîðîòà ñ àíòèêîììóòèðóþùèìè ïåðåìåííûìè âîçüìåì ìàòðèöó Uψ, êîòîðàÿ âûãëÿäèò

òàê æå, êàê è Uσ, íî ñ íîâûìè ïåðåìåííûìè µ è η. Äåéñòâèòåëüíî, äàííàÿ ìàòðèöà

óäîâëåòâîðÿåò âñåì îãðàíè÷åíèÿì, óêàçàííûìè âûøå. Â òîì æå, ÷òî ïàðàìåòðèçàöèÿ

ïîëó÷àåòñÿ ïîëíîé, ìîæíî áóäåò óáåäèòüñÿ ïîñëå âû÷èñëåíèÿ áåðåçèíèàíà ïðåîáðàçîâà-

íèÿ (íà ïîëíîòó óêàçûâàåò òî, ÷òî áåðåçèíèàí íå ðàâåí òîæäåñòâåííî íóëþ). Îñòàåòñÿ

ëèøü ÷àñòü êîììóòèðóþùèé ïåðåìåííûõ, êîòîðûå ñòàíîâÿòñÿ ìàññèâíûìè â ìàãíèòíîì

ïîëå:

Um = exp
1

2


0 0 0 g∗

0 0 g 0

0 g 0 0

g∗ 0 0 0


TR

, (46)

g =

 ic 0

0 q


FB

. (47)

Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî èìååì

Q = U−1
σ U−1

θ U−1
ψ U−1

m ΛUmUψUθUσ. (48)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìàòðèöû, êîììóòèðóþùèå ñ τ3, ñòîèò ðàñïîëîæèòü èìåííî ïî

êðàÿì. Èìåííî â ýòîì ñëó÷àå îíè ¾ñâåðíóòñÿ¿ äðóã ñ äðóãîì, âñëåäñòâèå ÷åãî ÷ëåí,

ðåãóëèðóþùèé êðîññîâåð, áóäåò ñîäåðæàòü ëèøü ïàðó êîììóòèðóþùèõ ïåðåìåííûõ è

íå áóäåò ñîäåðæàòü ãðàññìàíîâûõ ïåðåìåííûõ âîâñå.
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6.3. Âû÷èñëåíèÿ

Ïîñëå âû÷èñëåíèé ñ ïîìîùüþ Mathematica, ïîëó÷àåì Áåðåçèíèàí íàøåé ïàðàìåòðèçà-

öèè

J =
sin θ

2(1− cos θ)

cos2 c

(sin c+ i sinh q)2
≡ JCJm (49)

Òàêæå ïîëó÷àåì

str(kΛQ) = 4(cos c cos θ + cosh q − 2(cos c cos θ − cosh q)ηµ− 2 cos(
θ

2
)(cos c− cosh q)ηρ+

+ 2 cos(
θ

2
)(cos c− cosh q)µξ − 2 cos2(

θ

2
)(cos c− cosh q)ξρ− 4(cos c− cosh q) sin2(

θ

2
)ηµξρ),

strΛQ = 4

(
cos c cos θ − cosh q + 2(cos c− cosh q) sin2 θ

2
ξρ

)
, str(τ3Q)2 = 4(cos 2c−cosh 2q).

(50)

×àñòü â äåéñòâèè, ñîäåðæàùóþ ãðàññìàíû, ìû, êàê îáû÷íî, ðàñêëàäûâàåì â ðÿä.

Êàê âèäèì, ó íàñ åñòü äâå íåèíòåãðèðóåìûå îñîáåííîñòè: θ = 0 è q = c = 0. Âòîðàÿ

èç íèõ ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî â ýòîé òî÷êå Q ìíîãîîáðàçèå ïåðåñòàåò çàâèñåòü îò äðóãèõ

ïåðåìåííûõ è âûðîæäàåòñÿ â Q = Λ. Â òî÷êå æå θ = 0 ó íàñ òîæå ïðîèñõîäèò ñâî-

åãî ðîäà âûðîæäåíèå. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó â ýòîé òî÷êå Uθ = 1, à ìàòðèöû Uψ

è Uσ èìåþò îäèíàêîâûé âèä, òî ðàçíûå ïàðû ãðàññìàíîâûõ ïåðåìåííûõ ¾âðàùàþò¿

ìàòðèöû Q â îäíó ñòîðîíó, ïîýòîìó ïîëíîãî ïîêðûòèÿ ìíîãîîáðàçèÿ íå ïðîèñõîäèò,

÷òî è ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ñèíãóëÿðíîñòè. Ýòî òàêæå ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ íåîïðå-

äåëåííîñòåé, êîòîðûå ìû îáñóæäàëè ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäûäóùåãî êðîññîâåðà. Çäåñü,

îäíàêî, òàêèõ íåîïðåäåëåííîñòåé áóäåò äâå. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ êàæóùèõñÿ ïðîòèâîðå÷èé

ìû îïÿòü-òàêè áóäåì èñïîëüçîâàòü óñëîâèå íîðìèðîâêè (22). Äëÿ ýòîãî çàïèøåì

F = strkΛQe−S[Q] = F00 + F20ξρ+ F02ην + F22ξρην + . . . , (51)

ãäå îïÿòü îïóùåíû ÷ëåíû, íå âíîñÿùèå âêëàäà â ñðåäíþþ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé. Òîãäà∫
FDQ = F00(θ = q = c = 0)+

∫
F20(θ = 0)Jmdcdq+

∫
F02(q = c = 0)JCdθ+

∫
F22Jdθdqdc.

(52)
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Äàëåå, ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ϕ è ïî θ ìû ïîëó÷èì:

1

8

∫
str(kΛQ)e−S[Q]DQ = 1− eix sinx

x
+

+
1

2π

∫ ∞
−∞

dq

∫ π
2

−π
2

dc(cos c− cosh q)
cos2 c

(sin c+ i sinh q)2
(cos(x cos c)− i sin(x cos c))×

× exp (α(cos 2c− cosh 2q) + ix cosh q)−

− 1

2π

∫ ∞
−∞

dq

∫ π
2

−π
2

dc(cos c− cosh q)
cos2 c

(sin c+ i sinh q)2
(cos(x cos c) + i

cosh q

cos c
sin(x cos c))×

× exp (α(cos 2c− cosh 2q) + ix cosh q) =

= 1− eix sinx

x
− i

2π

∫ ∞
−∞

dq

∫ π
2

−π
2

dc
cos c(sin2 c− sinh2 q)

cos2 c− cosh2 q
sin(x cos c)eix cosh q+α(cos 2c−cosh 2q).

(53)

Âçÿâ äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü, ìû ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè

ñîñòîÿíèé

〈ρ〉 = 1− sin 2x

2x
+

1

2π

∫ ∞
−∞

dq

∫ π
2

−π
2

dc cos c
sin2 c− sinh2 q

cos2 c− cosh2 q
×

× sin(x cos c) sin(x cosh q)eα(cos 2c−cosh 2q). (54)

Âèä äàííîé çàâèñèìîñòè ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ α ïîêàçàí íà ðèñ.4.

E/δ

〈̺
(E

)〉

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

0.05 0.1

0.1

0.2

0.3

Ðèñ. 4. Ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé 〈ρ(E)〉 â êðîññîâåðå CI-C. Êðèâûå ñîîòâåòñòâóþò
ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà α = 0, 0.2, 1, ∞. Âñòàâêà: 〈ρ(E)〉 äëÿ ìàëûõ îòêëîíå-
íèé îò êëàññà CI: α = 0, 0.01, 0.025 è 0.05.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè α→∞ 〈ρ〉 = 1− sin 2x
2x

, ÷òî ñîâïàäàåò ñ ïðàâèëüíûì ðåçóëüòàòîì

äëÿ C êëàññà.
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Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì. Ïðèëîæåíèå), ÷òî ïðè α = 0 ìû ïîëó÷àåì ïðàâèëüíûé îòâåò

äëÿ êëàññà CI:

〈ρ〉 =
π

2

(
x[J2

0 (x) + J2
1 (x)]− J0(x)J1(x)

)
. (55)

Òåïåðü ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ïðåäåëüíûå ñëó÷àè.

Ïðåäåëüíûé ñëó÷àé α� 1.

Âî-ïåðâûõ, ñäåëàâ çàìåíó sin c = t, sinh q = p ïîëó÷àåì∫ ∞
−∞

dq

∫ π
2

−π
2

dc cos c
sin2 c− sinh2 q

sin2 c+ sinh2 q
sin(x cos c) sin(x cosh q)e−2α(sin2 c+sinh2 q) =

=

∫ ∞
−∞

dy

∫ 1

−1

dt
1√

1 + p2

t2 − p2

t2 + p2
sin(x

√
1− t2) sin(x

√
1 + p2)e−2α(t2+p2) (56)

Ââîäÿ ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû t = ρ cosϕ, p = ρ sinϕ, èìååì∫ ∫
ρdρdϕ

cos 2ϕ√
1 + ρ2 sin2 ϕ

sin(x
√

1− ρ2 cos2 ϕ) sin(x

√
1 + ρ2 sin2 ϕ)e−2αρ2 =

=
1

2

∫ ∫
ρdρdϕ

cos 2ϕ√
1 + ρ2 sin2 ϕ

(
cos

(
xρ2

2

)
− cos

(
2x− xρ2

2
cos 2ϕ

))
e−2αρ2 ≈

≈ 1

2

∫ ∫
ρdρdϕ cos 2ϕ

(
cos

(
xρ2

2

)
− cos 2x cos

(
xρ2

2
cos 2ϕ

)
− sin 2x sin

(
xρ2

2
cos 2ϕ

))
e−2αρ2 =

= −sin 2x

4

∫ 2π

0

dϕ cos 2ϕ

∫ ∞
0

dρ2 sin

(
xρ2

2
cos 2ϕ

)
e−2αρ2 =

= −sin 2x

2x

∫ 2π

0

dϕ
cos2 2ϕ

cos2 2ϕ+ 16α2

x2

= −2π
sin 2x

2x

(
1− 4α√

16α2 + x2

)
. (57)

Íàêîíåö, ïîëó÷àåì

〈ρ〉 = 1− sin 2x

2x

4α√
16α2 + x2

. (58)
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Ïðåäåëüíûé ñëó÷àé x, α� 1.

∫ ∞
−∞

dq

∫ π
2

−π
2

dc cos c
sin2 c− sinh2 q

sin2 c+ sinh2 q
sin(x cos c) sin(x cosh q) exp(−2α(sin2 c+ sinh2 q)) ≈

≈ x

∫
dq

∫
dc cos2 c

sin2 c− sinh2 q

sin2 c+ sinh2 q
sin(x cosh q)e−2α sinh2 q =

= xπ

∫ ∞
0

dq(1− 4 sinh q cosh q + 4 sinh2 q) sin(x cosh q)e−2α sinh2 q. (59)

f =

∫ ∞
0

dq(1− 4 sinh q cosh q + 4 sinh2 q) sin(x cosh q)e−2α sinh2 q =

=

∫ ∞
0

dt(1− 4t
√

1 + t2 + 4t2)
sin(x

√
1 + t2)√

1 + t2
e−2αt2 ≈

≈ x

∫ 1

0

dt(1−4t
√

1 + t2 +4t2)+

∫ ∞
1

dt(1−4t
√

1 + t2 +4t2)
sin(x

√
1 + t2)√

1 + t2
e−2αt2 = f1 +f2.

(60)

I =
∂f2

∂x
=

∫ ∞
1

dt(1− 4t
√

1 + t2 + 4t2) cos(x
√

1 + t2)e−2αt2 ≈

≈
∫ ∞

1

dt(1− 4t2(1 +
1

t2
)
1
2 + 4t2) cos(xt)e−2αt2 ≈

≈ −
∫ ∞

1

dt cos(xt)e−2αt2 ≈ 1−
∫ ∞

0

dt cos(xt)e−2αt2 , (61)

f2 =

∫ x

0

dx′I(x′) = x−
∫ ∞

0

dt
sin(xt)

t
e−2αt2 = x− π

2
erf

(
x

2
√

2α

)
. (62)

Íàêîíåö, òàê êàê erf(t) ∼ t ïðè t→ 0, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ÷ëåíàìè ∼ x2 è ïîëó÷èòü

〈ρ〉 ≈ xπ

4
erf

(
x

2
√

2α

)
. (63)

7. Çàêëþ÷åíèå

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû áûëî âû÷èñëåíèå ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé â êðîññîâåðàõ ìåæäó

êëàññàìè ñèììåòðè A�C è CI�C â SNS ïåðåõîäå â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû ìàãíèò-

íîãî ïîëÿ, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ ñèñòåìà, è âåëè÷èíû Àíäðååâñêîãî êîíäàêòàíñà ìåæäó
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ñâåðõïðîâîäíèêàìè è ìåòàëëè÷åñêîé ãðàíóëîé. Ðàçíîñòü ôàç ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ìåæ-

äó ñâåðõïðîâîäíèêàìè ñ÷èòàëàñü ðàâíîé π. Ðàññìàòðèâàëàñü ñèñòåìà ñ ñèììåòðèåé ïî

îòíîøåíèþ ê âðàùåíèþ ñïèíà. Ìû ïîêàçàëè, ÷òî äàííóþ çàäà÷ó âîçìîæíî ðåøèòü

ñ ïîìîùüþ Åôåòîâñêîé ñóïåðñèììåòðè÷íîé ñèãìà-ìîäåëè. Íàìè áûëè ïîëó÷åíû òî÷-

íûå âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé â íèçêîýíåðãåòè÷íîì ïðåäåëå E � ETh, ∆.

Äëÿ ðàñ÷åòà êðîññîâåðà A�C èñïîëüçîâàëàñü ñòàíäàðòíàÿ Åôåòîâñêàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ.

Äëÿ ðàñ÷åòà êðîññîâåðà CI�C áûëà ïðåäëîæåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ, ó÷è-

òûâàþùàÿ äîïîëíèòåëüíóþ ñèììåòðèþ ñèñòåìû. Ïîëó÷åíûå ðåçóëüòàòû ñîâïàäàþò ñ

èçâåñòíûìè âûðàæåíèÿìè äëÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé â êëàññàõ A, CI è C.

20



À. Ïðèëîæåíèå. Ïðåäåëüíûé ñëó÷àé α = 0 äëÿ êðîññî-

âåðà CI�C.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè α = 0 ìû ïîëó÷àåì ïðàâèëüíûé îòâåò äëÿ êëàññà CI. Äëÿ ýòîãî

ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

F =

∫ 2π

0

dθ

2π

∫ ∞
0

dq cos θ
sinh2 q − sin2 θ

sinh2 q + sin2 θ
e−ix cos θ sin(x cosh q). (64)

Äàëåå ðàçëîæèì e−ix cos θ ïî ãàðìîíèêàì:

F =
∞∑

k=−∞

ikJk(−x)

∫ 2π

0

dθ

2π

∫ ∞
0

dq cos θ
sinh2 q − sin2 θ

sinh2 q + sin2 θ
eikθ sin(x cosh q) (65)

Äàëåå èíòåãðèðóåì ïî θ:

Πk(q) =

∫ 2π

0

dθ

2π
cos θ

sinh2 q − sin2 θ

sinh2 q + sin2 θ
eikθ =

∮
dz

2πiz

z2 + 1

2z
zk

z2(e2q + e−2q) + 1− 4z2 + z4

(eq + z)(eq − z)(z − e−q)(z + e−q)
.

(66)

Î÷åâèäíî, ÷òî Πk çàâèñÿò òîëüêî îò |k|, ïîýòîìó ìû ðàññìîòðèì ëèøü k > 0. Òàêæå,

q > 0.

Πk(q) = e−kq sinh q − (−1)ke−kq sinh q − δk,1
2
. (67)

Íåíóëåâîé âêëàä äàþò ëèøü íå÷åòíûå k:

Π2m+1(q) = 2e−(2m+1)q sinh q − δm,0
2
. (68)

Äàëåå ïîëó÷àåì

F = −4i
∞∑
0

(−1)mJ2m+1(x)

∫ ∞
0

dqe−(2m+1)q sin(x cosh q) + iJ1(x)

∫ ∞
0

dq sin(x cosh q). (69)

Äàííûå èíòåãðàëû ìû âçÿëè, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå

e−(2m+1)q sinh q = (cosh(2m+ 1)q − sinh(2m+ 1)q) sinh q =

=
cosh 2mq − cosh 2(m+ 1)q

2
+ cosh(2m+ 1)q sinh q (70)
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Äàëåå, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ∫ ∞
0

dqe−(2m+1)q sinh q sin(x cosh q) =

= (−1)m
π

4
[J2m(x) + J2m+2(x)] +

∫ ∞
1

dλ cosh[(2m+ 1)arccoshλ] ∼ (xλ) (71)

è
∞∑
k=0

Jk(x)Jk+1(x) =
x

2
[J2

0 (x) + J2
1 (x)]. (72)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì

F = −iπ
2

(
x[J2

0 (x) + J2
1 (x)]− J0(x)J1(x)

)
−

− 4i
∞∑
0

(−1)mJ2m+1(x)

∫ ∞
1

dλ cosh[(2m+ 1)arccoshλ] sin(xλ). (73)

Òàê êàê äëÿ ëþáîãî m ó ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíàÿ, êîòî-

ðàÿ ñîâïàäàåò ïðè λ = 0 è λ =∞ (ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùåé ðåãóëÿðèçàöèè), òî âåðõíèé

ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî çàìåíèòü íà 0. Äàëåå èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèå

∞∑
m=0

(−1)m cos(2m+ 1)φJ2m+1(x) =
1

2
sin(x cosφ), (74)

ïîñëå ÷åãî ìû ïîëó÷àåì

−2i

∫ 0

1

dλ sin2(xλ) = −i
∫ 0

1

dλ+ i

∫ 0

1

dλ cos(2xλ) = −i
(
−1 +

sin(2x)

2x

)
. (75)

Îêîí÷àòåëüíî èìååì

iF =
π

2

(
x[J2

0 (x) + J2
1 (x)]− J0(x)J1(x)

)
+

sin(2x)

2x
− 1. (76)

Âçÿâ ìíèìóþ ÷àñòü è ïîäñòàâëÿÿ â âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé (54), ïîëó÷àåì

〈ρ〉 =
π

2

(
x[J2

0 (x) + J2
1 (x)]− J0(x)J1(x)

)
(77)
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