
Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò
(ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò)

Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè èì. Ë.Ä.Ëàíäàó ÐÀÍ

¾Êîñâåííîå îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå ìàãíèòíûõ

ïðèìåñåé â êâàíòîâîé ÿìå CdTe/HgTe/CdTe¿
(Äèïëîìíàÿ ðàáîòà áàêàëàâðà)

ñòóäåíòà 222 ãðóïïû
Êóðèëîâè÷à Ï.Ä.

íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü
ä.ô.-ì.í. Áóðìèñòðîâ È.Ñ.

×åðíîãîëîâêà 2016



Îãëàâëåíèå

Îãëàâëåíèå 1

1 Ââåäåíèå 2

1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.2 Ïëàí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2 Ãàìèëüòîíèàí BHZ 5

2.1 Ãàìèëüòîíèàí Êåéíà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.1.1 Ñèììåòðèè ãàìèëüòîíèàíà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.1.2 k · p òåîðèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2.2 Íèçêîýíåðãåòè÷åñêèå 2D ñîñòîÿíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2.3 Ó÷åò íåñèììåòðè÷íîñòè èíòåðôåéñà îòíîñèòåëüíî èíâåðñèè . . . . . . . . 11

2.3.1 Êà÷åñòâåííîå ðàññìîòðåíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.3.2 Ãàìèëüòîíèàí ñ ó÷åòîì íåñèììåòðèè èíòåðôåéñîâ . . . . . . . . . 12

3 Ìàãíèòíûå ïðèìåñè â ìîäåëè BHZ 14

3.1 Îáìåííûé Ãàìèëüòîíèàí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
3.1.1 Ãàìèëüòîíèàí ïðèìåñè â áàçèñå E1, H1 . . . . . . . . . . . . . . . . 15

4 Êîñâåííîå îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå 17

4.1 Ïîëÿðèçàöèîííûé îïåðàòîð . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
4.2 Ïðåäâàðèòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

4.2.1 Îáåçðàçìåðèâàíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
4.2.2 Îáîáùåííûé ãàìèëüòîíèàí BHZ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
4.2.3 Èíòåãðèðîâàíèå ïî ýíåðãèè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
4.2.4 Ïðèìåð óïðîùåíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

4.3 Ýôôåêòèâíûé Ãàìèëüòîíèàí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
4.4 Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

4.4.1 Ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
4.4.2 Èòîãîâûé ðåçóëüòàò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

4.5 Àíèçîòðîïèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

5 Çàêëþ÷åíèå 31

6 Ñïèñîê ëèòåðàòóðû 33

1



Ãëàâà 1

Ââåäåíèå

Òåîðåòè÷åñêîå ïðåäñêàçàíèå [1], [2] è ýêñïåðèìåíòàëüíîå íàáëþäåíèå [3] êâàíòîâîãî ñïè-
íîâîãî ýôôåêòà Õîëëà â êâàíòîâîé ÿìå CdTe/HgTe/CdTe (ñì. ðèñ 1.1) âûçâàëî çíà-
÷èòåëüíûé èíòåðåñ ê ýòîìó äâóìåðíîìó òîïîëîãè÷åñêîìó èçîëÿòîðó [4], [5]. Ýôôåêò
ñâÿçàí ñ ïîÿâëåíèåì äâóõ áåñùåëåâûõ êðàåâûõ ñîñòîÿíèé äëÿ ýëåêòðîíîâ íà ãðàíèöå
îáðàçöà: îäíî ñîñòîÿíèå äâèæåòñÿ âëåâî è îäíî âïðàâî. Õàðàêòåðíîé ÷åðòîé ýòèõ ñîñòî-
ÿíèé ÿâëÿåòñÿ ïîëíàÿ ñâÿçü ñïèíà ýëåêòðîíà ñ íàïðàâëåíèåì åãî äâèæåíèÿ, èç-çà ÷åãî
âäîëü êðàÿ èäåò íåñêîìïåíñèðîâàííûé ñïèíîâûé òîê. Áîëåå òîãî, â íåâçàèìîäåéñòâóþ-
ùåì ïðåäåëå òàêèå ýëåêòðîíû íå èñïûòûâàþò ðàññåÿíèÿ íà ïîòåíöèàëüíûõ áàðüåðàõ è
ïîýòîìó, äàæå ïðè íàëè÷èè ïîòåíöèàëüíîãî áåñïîðÿäêà, êðàÿ èìåþò èäåàëüíûå òðàíñ-
ïîðòíûå ñâîéñòâà. Ïîÿâëåíèå êâàíòîâîãî ñïèíîâîãî ýôôåêòà Õîëëà òðåáóåò íàëè÷èÿ
ñèììåòðèè ïî îòíîøåíèþ ê îáðàùåíèþ âðåìåíè. Ãëîáàëüíî ýòà ñèììåòðèÿ ìîæåò íàðó-
øàòüñÿ, íàïðèìåð, ìàãíèòíûì ïîëåì ïðèëîæåííûì ïîïåðåê êâàíòîâîé ÿìû. Ëîêàëüíîå
âîçìóùåíèå, íàðóøàþùåå ñèììåòðèþ ïî îòíîøåíèþ ê îáðàùåíèþ âðåìåíè, íå ðàçðó-
øàåò ýôôåêòà â öåëîì, íî, òåì íå ìåíåå, ìîæåò âëèÿòü íà òðàíñïîðò âäîëü êðàåâ [6],
[7].

Ðèñ. 1.1: Êâàíòîâàÿ ÿìà CdTe/HgTe/CdTe (èç [3])

Õîðîøî èçâåñòíûé ïðèìåð òàêîãî ëîêàëüíîãî âîçìóùåíèÿ, íàðóøàþùåãî ñèììåòðèþ
ïî îòíîøåíèþ ê îáðàùåíèþ âðåìåíè - ìàãíèòíûå ïðèìåñè â êëàññè÷åñêîì ïðåäåëå. Åñ-
ëè åñòü êîíå÷íàÿ êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñåé, òî íàëè÷èå êâàíòîâîãî ñïèíîâîãî ýôôåêòà
Õîëëà íàõîäèòñÿ ïîä âîïðîñîì. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ôåððîìàãíèòíîì óïîðÿäî÷åíèè ñïè-
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íîâ ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé ñîçäàåòñÿ ñèëüíîå íàïðàâëåííîå îáìåííîå ïîëå, è êâàíòîâûé
ñïèíîâûé ýôôåêò Õîëëà ïîäàâëÿåòñÿ çà ñ÷åò Çååìàíîâñêîãî ðàñùåïëåíèÿ.

Ïðè íåáîëüøîé êîíöåíòðàöèè ïðèìåñåé âîçìîæíàÿ ôàçîâàÿ äèàãðàììà (íàïðèìåð, â
îñÿõ òåìïåðàòóðà/êîíöåíòðàöèÿ) îïðåäåëÿåòñÿ êîñâåííûì îáìåííûì âçàèìîäåéñòâè-
åì ïðèìåñåé ÷åðåç îêðóæàþùèé èõ äâóìåðíûé ýëåêòðîííûé ãàç. Â ñëó÷àå ìåòàëëîâ
òàêîå âçàèìîäåéñòâèå èçâåñòíî êàê âçàèìîäåéñòâèå Ðóäåðìàíà-Êèòòåëÿ-Êàñóè-Éîñèäû
(RKKY) [8], [9], [10]. Õàðàêòåðíàÿ çàâèñèìîñòü ýíåðãèè òàêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïðèìåñåé
A è B îò ðàññòîÿíèÿ äëÿ òðåõìåðíîãî ìåòàëëà

ERKKY ∼ SASB
2kF r cos 2kF r − sin 2kF r

r4

ãäå kF - ôåðìèåâñêèé âîëíîâîé âåêòîð. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå ñòåïåíü âçàèìîäåéñòâèÿ
ïî ðàññòîÿíèþ ìåíÿåòñÿ, íî õàðàêòåð çàâèñèìîñòè îñòàåòñÿ ïðåæíèì - âçàèìîäåéñòâèå
äàëüíîäåéñòâóþùåå è îñöèëëèðóåò ñ ðàññòîÿíèåì. Íàëè÷èå îñöèëëÿöèé ìîæåò ïðèâå-
ñòè ê îáðàçîâàíèþ ñïèí-ñòåêîëüíîé ôàçû ïðè íèçêîé òåìïåðàòóðå. Íåäàâíî áîëüøîé
èíòåðåñ âûçâàëî RKKY âçàèìîäåéñòâèå, ïåðåíîñèìîå ïîâåðõíîñòíûìè ñîñòîÿíèÿìè â
òðåõìåðíîì òîïîëîãè÷åñêîì èçîëÿòîðå [11] - [17]. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êîñâåííûé îá-
ìåí ìîæåò ïðèâîäèòü ê ôåððîìàãíèòíîìó óïîðÿäî÷åíèþ ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé îêîëî
ïîâåðõíîñòè, òåì ñàìûì îòêðûâàÿ ùåëü â ñïåêòðå ïîâåðõíîñòíûõ ñîñòîÿíèé. Òàêîé ýô-
ôåêò áûë èññëåäîâàí ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîñðåäñòâîì ôîòîýëåêòðîííîé ñïåêòðîñêîïèè
ñ óãëîâûì ðàçðåøåíèåì [18] - [20].

Èññëåäîâàíèÿ êîñâåííîãî îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â ïîëóïðîâîäíèêàõ áûëè íà÷àòû
Áëîìáåðãåíîì è Ðîóëàíäîì [21]. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå íàëè÷èå
ùåëè â ñïåêòðå ïðèâîäèò ê ýêñïîíåíöèàëüíîìó ñïàäàíèþ êîíñòàíò êîñâåííîãî îáìåí-
íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ðàññòîÿíèåì, ïðè óñëîâèè, ÷òî õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ëåæèò
â ùåëè. Ïîäîáíîå ïîâåäåíèå îáúÿñíÿåòñÿ, òåì, ÷òî äëÿ �ïåðåäà÷è� ïðîåêöèè ñïèíà îò
ïðèìåñè ê ýëåêòðîíàì äîëæåí ïðîèçîéòè ïåðåáðîñ ýëåêòðîíà ÷åðåç ùåëü, âñå ñîñòîÿíèÿ
ïîä íåé çàïîëíåíû è áåç ïåðåáðîñà ïðîåêöèÿ ñïèíà ýëåêòðîííîé ïîäñèñòåìû îñòàåòñÿ
íóëåâîé è èçìåíèòñÿ íå ìîæåò. Ñîçäàíèå òàêîé ýëåêòðîííî-äûðî÷íîé ïàðû - âèðòóàëü-
íûé ïðîöåññ, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò îíà ëèøü êîíå÷íîå âðåìÿ τ ∼ 1

|M | , ãäå |M | - âåëè÷èíà
ùåëè. Åñëè v - õàðàêòåðíàÿ âåëè÷èíà ñêîðîñòè ýëåêòðîíîâ, òî õàðàêòåðíîå ðàññòîÿíèå
ïðîõîäèìîå âèðòóàëüíûì ýëåêòðîíîì - v

|M | è íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ äîëæíî ïðîèñõî-
äèòü ýêñïîíåíöèàëüíîå ïîäàâëåíèå âçàèìîäåéñòâèÿ.

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ñïèíîâàÿ ñòðóêòóðà êîñâåííîãî îáìåíà îïèñûâàåòñÿ ñòàíäàðòíîé
ìîäåëüþ ãåéçåíáåðãñêîãî ôåððîìàãíåòèêà. Àáðèêîñîâûì â ðàáîòå [22] áûëî ïîêàçàíî,
÷òî ïîäîáíîå êîðîòêî-äåéñòâóþùåå ôåððîìàãíèòíîå âçàèìîäåéñòâèå ìîæåò ïðèâîäèòü
ê îáðàçîâàíèþ ñïèí-ñòåêîëüíîé ôàçû.

Íàëè÷èå ñèëüíîãî ñïèí-îðáèòàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â ïîëóïðîâîäíèêå óñëîæíÿåò ôîð-
ìó êîñâåííîãî îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Â ÷àñòíîñòè ïîìèìî ãåéçåíáåðãñêîãî ôåððî-
ìàãíèòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìîæåò ïîÿâèòüñÿ ìàãíèòíîå ïñåâäî-äèïîëüíîå âçàèìîäåé-
ñòâèå, êîòîðîå ïîäàâëÿåò ôåððîìàãíèòíîå óïîðÿäî÷åíèå è, òåì ñàìûì, óâåëè÷èâàåò òåí-
äåíöèþ ê îáðàçîâàíèþ ñïèí-ñòåêîëüíîé ôàçû [23], [24], [25]. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ äåòàëüíî
èçó÷àëàñü ýêñïåðèìåíòàëüíî â ìàãíèòíûõ ïîëóïðîâîäíèêàõ Hg1−xMnxTe è Cd1−xMnxTe
[26].

Ñòîèò òàêæå óïîìÿíóòü åùå îäèí ðåçóëüòàò Àáðèêîñîâà [22]. Îí ïîêàçàë, ÷òî ïðè íåñîâ-
ïàäåíèè ìèíèìóìà ñïåêòðà çîíû ïðîâîäèìîñòè ñ ìàêñèìóìîì ñïåêòðà âàëåíòíîé çîíû,
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â ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùåì ñ ðàññòîÿíèåì îáìåííîì âçàèìîäåéñòâèè ïîÿâëÿåòñÿ
îñöèëëèðóþùèé ìíîæèòåëü.

1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ êîñâåííîå îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó äâóìÿ ïðè-
ìåñÿìè, ðàñïîëîæåííûìè íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà â òîëùå äâóìåðíîé
êâàíòîâîé ÿìû CdTe/HgTe/CdTe. Ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ íàëè÷èåì êðàÿ, áûëè ðàñ-
ñìîòðåíû â ðàáîòå [27]. Îñíîâíàÿ âû÷èñëÿåìàÿ âåëè÷èíà - íèçêîòåìïåðàòóðíûé ýô-
ôåêòèâíûé ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ ïðèìåñåé, ò.å. ãàìèëüòîíèàí, íå ñîäåðæàùèé
ñòåïåíåé ñâîáîäû ýëåêòðîííîé ïîäñèñòåìû. Ñïåêòð äâóìåðíûõ ýëåêòðîíîâ äâèæóùèõ-
ñÿ ïî êâàíòîâîé ÿìå èìååò ùåëü è, â ñîîòâåòñòâèå ñî ñêàçàííûì âûøå, ïðåäïîëàãàåì,
÷òî õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ëåæèò ìåæäó äíîì çîíû ïðîâîäèìîñòè è ïîòîëêîì âàëåíò-
íîé çîíû. Â ðàáîòå [28] óêàçûâàåòñÿ, ÷òî çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå íà ñïåêòð ýëåêòðîíîâ
â êâàíòîâîé ÿìå îêàçûâàåò íåñèììåòðè÷íîñòü êâàíòîâîé ÿìû îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè
z → −z, ÷òî ìîæåò ñêàçàòüñÿ íà êîñâåííîì îáìåíå è ñîîòâåòñòâåííî äîëæíî áûòü ó÷òå-
íî. Â ÷àñòíîñòè ýòî ïðèâîäèò ê ðàñùåïëåíèþ ñîñòîÿíèé ïî ñïèíó è, â ñîîòâåòñòâèè
ñ óïîìÿíóòûì ðåçóëüòàòîì Àáðèêîñîâà, ìîæåò ïðèâåñòè ê îñöèëëÿöèÿì â îáìåííîé
ýíåðãèè. Â õîäå ðåøåíèÿ íàéäåíû îòâåòû íà ñëåäóþùèå âîïðîñû:

◦ Êàêîâà çàâèñèìîñòü ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ ïðèìåñåé îò ðàññòîÿíèÿ?

◦ Êàêîâà ñïèíîâàÿ ñòðóêòóðà âçàèìîäåéñòâèÿ ïðèìåñåé?

◦ Êàêîå âëèÿíèå îêàçûâàåò îïèñàííàÿ âûøå íåñèììåòðè÷íîñòü êâàíòîâîé ÿìû?

◦ Êâàíòîâàÿ ÿìà CdTe/HgTe/CdTe ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èçîëÿòîðîì òîëüêî
ïðè òîëùèíå ïðîñëîéêè HgTe áîëüøå íåêîòîðîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ dc. Åñòü
ëè �îòãîëîñêè� ïåðåõîäà èç îáû÷íîãî ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîé ÿìû â ñîñòîÿíèå òîïî-
ëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà â êîñâåííîì îáìåíå ìåæäó ïðèìåñÿìè, ðàñïîëîæåííûìè â
òîëùå ñòðóêòóðû è, ïîýòîìó, íå âçàèìîäåéñòâóþùèìè ñ êðàåâûìè ñîñòîÿíèÿìè?

◦ Åñòü ëè àíèçîòðîïèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ âçàèìîäåéñòâèåì ñ ýëåêòðîííîé ïîäñèñòåìîé,
äëÿ óåäèíåííîé ïðèìåñè?

1.2 Ïëàí

Ðàáîòà óñòðîåíà ñëåäóþùåì îáðàçîì: â ãëàâå 2 îïèñûâàåòñÿ íèçêîýíåðãåòè÷åñêàÿ ñòðóê-
òóðà ñîñòîÿíèé îïðåäåëÿþùèõ âçàèìîäåéñòâèå ïðèìåñåé; â ãëàâå 3 âûâîäèòñÿ âèä Ãà-
ìèëüòîíèàíà ìàãíèòíîé ïðèìåñè â òåðìèíàõ ýòèõ ñîñòîÿíèé; â êîíöå êîíöîâ, â ãëàâå
4 âûâîäèòñÿ è àíàëèçèðóåòñÿ ýôôåêòèâíûé Ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ ïðèìåñåé, à
òàêæå àíèçîòðîïèÿ äëÿ óåäèíåííîé ïðèìåñè. Â ãëàâå 5 ïîäâîäÿòñÿ èòîãè ðàáîòû.
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Ãëàâà 2

Ãàìèëüòîíèàí BHZ

2.1 Ãàìèëüòîíèàí Êåéíà

Â ýòîì ðàçäåëå íàïîìíèì, êàê âûâîäèòñÿ ãàìèëüòîíèàí Êåéíà äëÿ ýëåêòðîíîâ â òîëùå
HgTe èëè CdTe, îïèñûâàþùèé äâèæåíèå ýëåêòðîíîâ ñ íåáîëüøèìè âîëíîâûìè âåêòîðà-
ìè. Îñíîâíîé ìåòîä ïîëó÷åíèÿ òàêîãî íèçêîýíåðãåòè÷åñêîãî ãàìèëüòîíèàíà â ïîäîáíûõ
ñëó÷àÿõ - k ·p òåîðèÿ, îñíîâàííàÿ íà ñèììåòðèÿõ ãàìèëüòîíèàíà. Ðàññìîòðèì ïîýòîìó
ñèììåòðèþ êðèñòàëëîâ HgTe è CdTe.

2.1.1 Ñèììåòðèè ãàìèëüòîíèàíà

HgTe, êàê è CdTe èìåþò êðèñòàëëè÷åñêóþ ñòðóêòóðó òèïà öèíêîâîé îáìàíêè. Ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ òî÷å÷íàÿ ãðóïïà - Td - ãðóïïà ñèììåòðèè òåòðàýäðà, ñîäåðæèò 24 ýëåìåíòà
ðàçáèòûõ íà ïÿòü êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè, ò.å. â ðàññìàòðèâàåìîé ãðóïïå åñòü ïÿòü
íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé. Ïðè íàëè÷èè ñïèí-îðáèòàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íåîá-
õîäèìî ôîðìàëüíî ââåñòè â ãðóïïó íîâûé ýëåìåíò - âðàùåíèå íà 2π, ò.ê. ñïèíîâàÿ
âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ýëåêòðîíà ïðè òàêîì âðàùåíèè íå ïåðåõîäèò â ñåáÿ. Ïîëó÷åííàÿ
ãðóïïà íàçûâàåòñÿ äâîéíîé ãðóïïîé Td. Ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

Cn
n = O, C2n

n = E, σ2 = O, I2 = E

Çäåñü Cn îáîçíà÷àåò âðàùåíèå âîêðóã íåêîòîðîé îñè íà óãîë 2π/n, E - òîæäåñòâåííûé
ýëåìåíò, I - èíâåðñèÿ, σ - îòðàæåíèå â ïëîñêîñòè, O - âðàùåíèå íà 2π (ñì., íàïðèìåð,
[29], [30]). Â äâîéíîé ãðóïïå åñòü 8 êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè, ò.å. ïîÿâëÿþòñÿ 3 íîâûõ
íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèÿ - 2D Γ6, Γ7 è 4D Γ8. Ïðè âîëíîâîì âåêòîðå k = 0 ñîñòîÿíèÿ
êàæäîé âåòâè ñïåêòðà ïðåîáðàçóþòñÿ ïî îäíîìó èç ýòèõ òðåõ ïðåäñòàâëåíèé (ïåðâûå
ïÿòü ïðåäñòàâëåíèé ñòàíîâÿòñÿ íåôèçè÷íû, ò.ê. ñîîòâåòñòâóþùàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïîâîðîòå íà 2π).

Ïóñòü îñü z íàïðàâëåíà âäîëü [001] â êðèñòàëëå, îñü x âäîëü [100], îñü y âäîëü [010]. Òî-
ãäà îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñíûå ôóíêöèè ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé óñòðîåíû ñëåäóþùèì
îáðàçîì (ñì., íàïðèìåð, [31]):

Γ6 :

{
|s ↑〉
|s ↓〉

(2.1)

Γ7 :

{
| 1√

3
[−(x− iy) ↑ +z ↓]〉

| 1√
3
[−(x+ iy) ↓ −z ↑]〉

(2.2)
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Γ8 :


|−1√

2
(x+ iy) ↑〉

| 1√
6
[−(x+ iy) ↓ +2z ↑]〉

| 1√
6
[(x− iy) ↑ +2z ↓]〉

| 1√
2
(x− iy) ↓〉

(2.3)

Ïîä |s〉 ïîíèìàåòñÿ èíâàðèàíòíàÿ ïî îòíîøåíèþ ê îïåðàöèÿì Td âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ,
à ïîä |x〉, |y〉 è |z〉 ïîíèìàþòñÿ ïðåîáðàçóþùèåñÿ, êàê ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû
âåêòîðà r, âîëíîâûå ôóíêöèè. Â îñîáåííîñòè âàæíû äëÿ íàñ áóäóò ïðåäñòàâëåíèÿ Γ6 è
Γ8. Åñëè ðàññìàòðèâàòü òîëüêî âðàùàòåëüíûå ýëåìåíòû ãðóïïû ñèììåòðèè, òî ìîæíî
óâèäåòü, ÷òî ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ äîïîëíÿþòñÿ äî ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû âðàùåíèé: Γ6 →
D1/2, Γ8 → D3/2. Òàêèì îáðàçîì ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü "óãëîâûì
ìîìåíòîì"â òîì ñìûñëå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå âîëíîâûå ôóíêöèè ïðåîáðàçóþòñÿ ïîä
äåéñòâèåì âðàùåíèé èç Td òàêæå êàê è ñîñòîÿíèÿ ñ çàäàííûì óãëîâûì ìîìåíòîì:

Γ6 :

{
|1/2,+1/2〉 = |s ↑〉
|1/2,−1/2〉 = |s ↓〉

(2.4)

Γ8 :


|3/2,+3/2〉 = |−1√

2
(x+ iy) ↑〉

|3/2,+1/2〉 = | 1√
6
[−(x+ iy) ↓ +2z ↑]〉

|3/2,−1/2〉 = | 1√
6
[(x− iy) ↑ +2z ↓]〉

|3/2,−3/2〉 = | 1√
2
(x− iy) ↓〉

(2.5)

Èñïîëüçóÿ ýòè ôàêòû, ìîæíî âûïèñàòü ñèììåòðèéíûé íèçêîýíåðãåòè÷åñêèé ãàìèëüòî-
íèàí äëÿ ñëó÷àÿ áëèçêîðàñïîëîæåííûõ âåòâåé Γ6 è Γ8 (à òàêîé ñëó÷àé è ðåàëèçóåòñÿ â
HgTe è CdTe [32]), ó÷èòûâàÿ âñå ïðî÷èå âåòâè ïî òåîðèè âîçìóùåíèé. Ñîîòâåòñòâåííî
ïåðåéäåì ê ïðèìåíåíèþ ïðîöåäóðû k ·p òåîðèè (äëÿ áîëåå èñ÷åðïûâàþùåãî îáçîðà ñì.
[33]).

2.1.2 k · p òåîðèÿ
Íà÷íåì ñ íàõîæäåíèÿ ñïåêòðà âáëèçè òî÷êè k = 0 (Γ-òî÷êè). Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå
íàëè÷èå âíåøíåé èíôîðìàöèè - ñ÷èòàåì èçâåñòíûìè ýíåðãèè En è âîëíîâûå ôóíêöèè
Ψn â Γ-òî÷êå âñåõ âåòâåé ãàìèëüòîíèàíà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè φnk = 1√

V
Ψne

ikr

îáðàçóþò áàçèñ (áàçèñ Ëàòòèíæåðà-Êîíà) â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ñ çàäàííûì k. Ìèê-
ðîñêîïè÷åñêèé ãàìèëüòîíèàí ýëåêòðîíîâ â êðèñòàëëå (h̄ = 1)

Hmic =
p2

2m
+ V (r) +

1

4m2c2
[∇V × p] · σ

â òåðìèíàõ áàçèñà Ëàòòèíæåðà-Êîíà çàïèñûâàåòñÿ êàê:

Hn′n(k) =

(
En +

k2

2m

)
δn′n +

1

m
k · πn′n (2.6)

Ãäå n ïðîáåãàåò ïî âñåì âåòâÿì ñïåêòðà, π = p + 1
4mc2

[σ,∇V ], à ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû
âû÷èñëåíû ìåæäó áëîõîâñêèìè âîëíîâûìè ôóíêöèÿìè íà íóëåâîì k. Äàëåå, îäíàêî, ìû
áóäåì ïðåíåáðåãàòü îòëè÷èåì ìåæäó π è p, ñ÷èòàÿ, ÷òî âåñü ó÷åò ñïèí îðáèòàëüíîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ çàëîæåí â ñòðóêòóðó En è Ψn. Òåïåðü, äåëàÿ ìàëûé ïîâîðîò áàçèñà
ïðèõîäèì ê ìàòðè÷íîìó ãàìèëüòîíèàíó 6× 6 (Γ6 - 2D, Γ8 - 4D):

H̃m′m(k) =

(
Em +

k2

2m

)
δm′m +

1

m
k · pm′m +

1

2m2

∑
l

pim′lp
j
lmk

ikj(
1

Em′ − El
+

1

Em − El
)

(2.7)
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Ýëåìåíòû m ñîîòâåòñòâóþò âåòâÿì Γ6 è Γ8, à l - âñåì ïðî÷èì âåòâÿì.

Áîëüøîå ÷èñëî ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ èìïóëüñà çàíóëÿþòñÿ ïî ñèììåòðèéíûì ñîîáðà-
æåíèÿì. Â ÷àñòíîñòè p ïðåîáðàçóåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ âåêòîðíûì ïðåäñòàâëåíèåì (åãî
íàçûâàþò Γ4). Òîãäà ìàòðè÷íûé ýëåìåíò âèäà 〈Γi|p|Γj〉 ìîæåò áûòü îòëè÷åí îò íóëÿ
òîëüêî åñëè Γi×Γ4×Γj ñîäåðæèò åäèíè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ([33]). Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü
ýëåìåíòîâ ðàâíà íóëþ â ñèëó íå÷åòíîñòè îòíîñèòåëüíî, íàïðèìåð, ïîâîðîòà íà π âîêðóã
îñè z. Áîëåå òîãî, ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ñðåäè íåíóëåâûõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ åñòü î÷åíü
ìàëîå ÷èñëî íåçàâèñèìûõ - ïî÷òè âñåãäà ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû èìïóëüñà ñâîäÿòñÿ äðóã
ê äðóãó ñ ïîìîùüþ ãðóïïîâûõ îïåðàöèé Td. Èñïîëüçóÿ ïîäîáíûå ñîîáðàæåíèÿ ìîæíî
ïðèéòè ê ñëåäóþùåìó ãàìèëüòîíèàíó, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì Êåéíà (ñì.
[33]):

H̃(k) =



Eg + k2

2m∗ 0 −1√
2
Pk+

√
2
3
Pkz

1√
6
Pk− 0

0 Eg + k2

2m∗ 0 −1√
6
Pk+

√
2
3
Pkz

1√
2
Pk−

−1√
2
Pk− 0 ... ... ... ...√
2
3
Pkz

−1√
6
Pk− ...

1√
6
Pk+

√
2
3
Pkz ... Hv(k)

0 1√
2
Pk+ ...


(2.8)

Çäåñü k+ = kx + iky, k− = k∗+, P = − 1
m
〈s|px|x〉, à Hv(k) íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì

Ëàòòèíæåðà âàëåíòíîé çîíû:

Hv(k) =

(
Ev +

k2

2m

)
I +

h2

m2


Π1(k) Λ1(k) Λ2(k) 0
Λ∗1(k) Π2(k) 0 Λ2(k)
Λ∗2(k) 0 Π2(k) −Λ1(k)

0 Λ∗2(k) −Λ∗1(k) Π1(k)

 (2.9)

ãäå

Λ1(k) =
1√
3

(A+R)kzk−

Λ2(k) =
−1√

12
(k−

2A+Rk+
2)

Π1(k) =
1

2
Ak+k− +

1

3
Qk2 +

(
2

3
k2
z +

1

6
k+k−

)
R

Π2(k) =
1

2
Rk+k− +

1

3
Qk2 +

(
2

3
k2
z +

1

6
k+k−

)
A

A, R è Q îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç ìåæäóçîííûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû èìïóëüñà ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

A =
∑
Γ6

|〈x|px|s〉|2

Ev − EΓ6

R =
∑
Γ7

|〈x|py|z′〉|2

Ev − EΓ7

Q =
∑
Γ8

|〈x|py|z〉|2

Ev − EΓ8

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî âòîðûì ïîðÿäêîì â ìåæäóçîííûõ ýëåìåíòàõ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïî
ñðàâíåíèþ ñî âòîðûì ïîðÿäêîì âî âíóòðèçîííûõ ýëåìåíòàõ (äîïîëíèòåëüíàÿ ìàëîñü
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ïîÿâèòñÿ èç òîãî, ÷òî âåòâè Γ6 è Γ8, íà êîòîðûå áûë ñóæåí ãàìèëüòîíèàí, ñëàáî ñâÿçà-
íû).

Ñïåêòð òðåõìåðíûõ êðèñòàëëîâ HgTe è CdTe èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 2.1. Âàæíî îò-

Ðèñ. 2.1: Ñïåêòð HgTe è CdTe (èç [2])

ìåòèòü, ÷òî â HgTe âåòâü ñ ñèììåòðèåé Γ8 ðàñïîëîæåíà íàä âåòâüþ ñ ñèììåòðèåé Γ6 â
òî âðåìÿ êàê â CdTe âåòâè ðàñïîëîæåíû íàîáîðîò.

2.2 Íèçêîýíåðãåòè÷åñêèå 2D ñîñòîÿíèÿ

Ýêñïåðèìåíòàëüíî êâàíòîâàÿ ÿìà CdTe/HgTe/CdTe âïåðâûå áûëà ðåàëèçîâàíà è ïðî-
ìåðåíà Ìîëåíêàìïîì è ñîòðóäíèêàìè [3]. Êâàíòîâàÿ ÿìà áûëà íàïðàâëåíà âäîëü îñè
[001] êðèñòàëëà. Âèä èõ ýêñïåðèìåíòàëüíîé óñòàíîâêè ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 2.2. Âèäíî,
÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè êâàíòîâàÿ ÿìà ðåàëèçóåòñÿ â íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíîì âàðèàí-
òå, îäíàêî ìû îòâëå÷åìñÿ îò ýòèõ íþàíñîâ. Àâòîðû ðàáîòû òàêæå ïðîíàáëþäàëè êðà-
åâûå ñîñòîÿíèÿ - î èõ íàëè÷èè ñâèäåòåëüñòâóåò èäåàëüíîå êâàíòîâàííîå ñîïðîòèâëåíèå.

Ðèñ. 2.2: Êâàíòîâàÿ ÿìà CdTe/HgTe/CdTe (èç [3])

8



Òåîðåòè÷åñêè êâàíòîâàÿ ÿìà CdTe/HgTe/CdTe ñ z ‖ [001], x ‖ [100], y ‖ [010] áûëà
ðàññìîòðåíà â ñòàòüå [2] íà îñíîâå ãàìèëüòîíèàíà Êåéíà. Ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ñ÷åòà
àâòîðû ïîëó÷èëè çíà÷åíèÿ êîíñòàíò k · p òåîðèè: P , Q, R, A â HgTe è â CdTe. Èç-
çà îòñóòñòâèÿ òðàíñëÿöèîííîé èíâàðèàíòíîñòè âäîëü íàïðàâëåíèÿ z, â ñòàöèîíàðíîì
óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà ñ ãàìèëüòîíèàíîì 2.8, kz ôîðìàëüíî çàìåíÿåòñÿ íà −i∂z. Ïî-
äîáíûé ïîäõîä äàåò ìíîæåñòâî ðåøåíèé, êîòîðûå îáîçíà÷àþò êàê |E1,±〉 (ýëåêòðîííàÿ
âåòêà), |H1,±〉 (äûðî÷íàÿ âåòêà), |H2,±〉, |H3,±〉 è òàê äàëåå. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåí-
íîñòüþ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðè äîñòèæåíèè íåêîòîðîé êðèòè÷åñêîé òîëùèíû ïðîñëîéêè
èç HgTe (≈ 6.3 nm) ïðîèñõîäèò èíâåðñèÿ çîí: ïðè äîêðèòè÷åñêîé òîëùèíå ñîñòîÿíèÿ
|E1,±〉 (ïîëîæèòåëüíàÿ äèñïåðñèÿ) ðàñïîëîæåíû ïî ýíåðãèè âûøå ñîñòîÿíèé |H1,±〉
(îòðèöàòåëüíàÿ äèñïåðñèÿ), ïðè íàäêðèòè÷åñêîé òîëùèíå |H1,±〉 (ïîëîæèòåëüíàÿ äèñ-
ïåðñèÿ) ðàñïîëîæåíû íàä ñîñòîÿíèÿìè |E1,±〉 (îòðèöàòåëüíàÿ äèñïåðñèÿ). Áîëåå òîãî,
êîãäà òîëùèíà áëèçêà ê êðèòè÷åñêîé, ñîñòîÿíèÿ E1 è H1 èçîëèðîâàíû îò âñåõ ïðî÷èõ
ñîñòîÿíèé (ñì. 2.3). Â äàëüíåéøåì áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ èìåííî òàêîé ñëó÷àé, à òàêæå
áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ðàñïîëîæåí â ùåëè ìåæäó ñîñòîÿíè-
ÿìè E1 è H1 - â ÷àñòíîñòè â òàêîé êîíôèãóðàöèè íàáëþäàþòñÿ êðàåâûå ñîñòîÿíèÿ.
Àíàëèç ãàìèëüòîíèàíà Êåéíà [2] ïîêàçûâàåò, ÷òî â òåðìèíàõ áëèçêèõ ñîñòîÿíèé Γ6 è

Ðèñ. 2.3: Âåòâè ñïåêòðà è èíâåðñèÿ çîí (èç [2])

Γ8 äâóìåðíûå ñîñòîÿíèÿ â êâàíòîâîé ÿìå âûïèñûâàþòñÿ êàê:
|E1,+〉 = f1(z)|1/2,+1/2〉+ f4|3/2,+1/2〉
|E1,−〉 = f2(z)|1/2,−1/2〉+ f5|3/2,−1/2〉
|H1,+〉 = f3(z)|3/2,+3/2〉
|H1,−〉 = f6(z)|3/2,−3/2〉

(2.10)

Ïðè ýòîì ôóíêöèè z îáëàäàþò ðÿäîì ñèììåòðèéíûõ ñâîéñòâ: f1, f2, f3, f6 - ÷åòíûå, f4,
f5 - íå÷åòíûå. Âñå ôóíêöèè ñïàäàþò ýêñïîíåíöèàëüíî ïðè óäàëåíèè îò êâàíòîâîé ÿìû.
Òàêæå ñòîèò ó÷åñòü, ÷òî ãàìèëüòîíèàí Êåéíà îáëàäàåò ñèììåòðèåé ïî îòíîøåíèþ ê
îáðàùåíèþ âðåìåíè. Ýòî ïðèâîäèò ([34]) ê äîïîëíèòåëüíûì ñîîòíîøåíèÿì. Åñëè T -
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ýòî îïåðàòîð îáðàùåíèÿ âðåìåíè:
T |E1,+〉 = |E1,−〉
T |H1,+〉 = |H1,−〉
T |E1,−〉 = −|E1,+〉
T |H1,−〉 = −|H1,+〉

(2.11)

È, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ îãèáàþùèõ ôóíêöèé f :
f1 = f ∗2
f3 = f ∗6
f4 = −f ∗5

(2.12)

Âîîáùå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f1, f3 - äåéñòâèòåëüíû, à f4 - ìíèìàÿ.

Òåïåðü ïåðåéäåì íåïîñðåäñòâåííî ê ðàññìîòðåíèþ äâóìåðíîãî ãàìèëüòîíèàíà îïèñû-
âàþùåãî ðàññìàòðèâàåìûå ñîñòîÿíèÿ íà ìàëûõ âîëíîâûõ âåêòîðàõ - ýòîò ãàìèëüòîíèàí
íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì Áåðíåâèãà-Õüþçà-Æàíãà (BHZ) è áûë âïåðâûå ïðåäëîæåí
â ðàáîòå [2]. Äëÿ åãî ïîëó÷åíèÿ äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü òåîðèþ âîçìóùåíèé ê ãàìèëü-
òîíèàíó Êåéíà ïî ñîñòîÿíèÿì H1, E1. Ïîëó÷åííûé Ãàìèëüòîíèàí èìååò ñëåäóþùóþ
ôîðìó:

HBHZ(k) =

(
h(k) 02×2

02×2 h∗(−k)

)
(2.13)

Çäåñü

h(k) = ε(k)I2×2 +

(
M(k) Ak+

Ak− −M(k)

)
(2.14)

è
ε(k) = C −Dk2 M(k) = M −Bk2 (2.15)

Ñïåêòð äâóìåðíûõ ýëåêòðîíîâ â ìîäåëè BHZ äâóêðàòíî âûðîæäåí è èìååò ñëåäóþùèé
âèä:

ε1,3(k) = −Dk2 + sgnM
√
A2k2 + (M −Bk2)2 (2.16)

ε2,4(k) = −Dk2 − sgnM
√
A2k2 + (M −Bk2)2 (2.17)

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ïðè B = D = 0 ñïåêòð ïåðåõîäèò â ñïåêòð ãðàôåíà ñ ùåëüþ. ×èñ-
ëåííûé ðàñ÷åò ïàðàìåòðîâ ãàìèëüòîíèàíà BHZ ïðèâîäèò ê çíà÷åíèÿì, ïåðå÷èñëåííûì
â òàáëèöå 2.1. Ñìåíà çíàêà ùåëè M (êàê è sgnM â ñïåêòðå) ïðè ïðîõîæäåíèè d = 6.3
nm îòâå÷àåò óæå óïîìÿíóòîé èíâåðñèè çîí. Âèä ñïåêòðà äëÿ òîëùèí ÿìû èç òàáëèöû
2.1 ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 2.4.

Òàáëèöà 2.1: Ïàðàìåòðû ãàìèëüòîíèàíà BHZ

d, nm A, eV·nm B, eV·nm2 D, eV·nm2 M , eV
5.5 0.39 -0.48 -0.31 0.009
7.0 0.36 -0.69 -0.51 -0.008
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-0.4 -0.2 0 0.2 0.4

-0.1

0

0.1

0.2

kx, nm-1

E
,
eV

(a) d = 55 nm

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4
-0.1

0

0.1

0.2

kx, nm-1

E
,
eV

(b) d = 70 nm

Ðèñ. 2.4: Ñïåêòð ãàìèëüòîíèàíà BHZ

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ãàìèëüòîíèàí BHZ îáëàäàåò âðàùàòåëüíîé èíâàðèàíòíîñòüþ (îò-
íîñèòåëüíî ãðóïïîâûõ îïåðàöèé) â ïëîñêîñòè:

RHBHZR
−1 = HBHZ, R =


e
iΩ
2 0 0 0

0 e
3iΩ
2 0 0

0 0 e−
iΩ
2 0

0 0 0 e−
3iΩ
2


Åùå ðàç îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî âåòâè â ìîäåëè BHZ - äâóêðàòíî âûðîæäåííûå.
Èçìåðåíèÿ ýôôåêòà Øóáíèêîâà-äå-Ãààçà è ñëàáîé ëîêàëèçàöèè [35], îäíàêî óêàçûâàþò
íà íàëè÷èå ðàñùåïëåíèÿ âåòâåé ñïåêòðà â êâàíòîâîé ÿìå. Õîòÿ â ðàáîòå [35] ðàññìàòðè-
âàëàñü ÿìà [113] ïîäîáíîå ðàñùåïëåíèå ìîæåò èìåòü ìåñòî è â íàøåì ñëó÷àå. Êàê áûëî
ïîêàçàíî â ðàáîòå [28], âû÷èñëåíèå ãàìèëüòîíèàíà äëÿ êâàíòîâîé ÿìû â ñòàòüå [2], èçëî-
æåííîå âûøå ïîëíîñòüþ ïðîïóñêàåò ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ îòñóòñòâèåì èíâåðñèîííîé
ñèììåòðèè êðèñòàëëà è èíâåðñèîííîé ñèììåòðèè èíòåðôåéñîâ ãåòåðîñòðóêòóðû. Ó÷åò
ýòèõ ýôôåêòîâ ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ â ãàìèëüòîíèàíå ñëàãàåìûõ, íàëè÷èå êîòîðûõ
íå çàïðåùåíî ãðóïïîâûìè ñâîéñòâàìè ñ ó÷åòîì ïîíèæåíèÿ ñèììåòðèè. Â ñëåäóþùåì
ðàçäåëå áóäåò ïðîâåäåíî áîëåå ïîäðîáíîå ðàññìîòðåíèå ýòîãî ðàñùåïëåíèÿ.

2.3 Ó÷åò íåñèììåòðè÷íîñòè èíòåðôåéñà îòíîñèòåëüíî

èíâåðñèè

2.3.1 Êà÷åñòâåííîå ðàññìîòðåíèå

Â ïåðâóþ î÷åðåäü ðàññìîòðèì êà÷åñòâåííî âîçíèêíîâåíèå àññèìåòðèè èíòåðôåéñà, êàê
îêàçûâàåòñÿ, ýòîò ýôôåêò íàìíîãî çíà÷èòåëüíåå îòñóòñòâèÿ öåíòðà èíâåðñèè â êðè-
ñòàëëå [28]. Áóäåì ñìîòðåòü íà êðèñòàëë âäîëü îñè z ([001]) è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâà-
òåëüíî îáà èíòåðôåéñà. Â âåðõíåì (âäîëü z) èíòåðôåéñå äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñëîÿ
Te è Cd èìåþò âûäåëåííîå íàïðàâëåíèå, ïðè÷åì, êàê îêàçûâàåòñÿ, îíî ïåðïåíäèêóëÿð-
íî âûäåëåííîìó íàïðàâëåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíûõ Cd è Te íà íèæíåì èíòåðôåéñå. Ýòî
èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå 2.5.
Òàêèì îáðàçîì èíòåðôåéñ íå îáëàäàåò ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî èíâåðñèè ÿìû z → −z.
Áîëåå òîãî âèäíî, ÷òî ó÷åò àñèììåòðèè èíòåðôåéñîâ ïðèâîäèò ê ïîòåðè âðàùàòåëüíîé
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(a) Âåðõíèé èíòåðôåéñ.

Te - ñèíèé, Cd - çåëåíûé

(b) Íèæíèé èíòåðôåéñ.

Te - ñèíèé, Cd - êðàñíûé

Ðèñ. 2.5: Ïîñëåäîâàòåëüíûå äâà àòîìíûõ ñëîÿ íà èíòåðôåéñàõ, âèä ñ îñè z

èíâàðèàíòíîñòè â çàäà÷å (îïÿòü æå â ñìûñëå ýëåìåíòîâ ãðóïïû Td), îäíàêî ñîõðàíÿåòñÿ
èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòîâ íà π.

2.3.2 Ãàìèëüòîíèàí ñ ó÷åòîì íåñèììåòðèè èíòåðôåéñîâ

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòå [28] íà îñíîâå àòîìèñòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ, â ðàìêàõ óæå
âûïèñàííûõ ñîñòîÿíèé E1 è H1 åäèíñòâåííîé ìîäèôèêàöèåé, êîòîðóþ íàäî âíåñòè â
ãàìèëüòîíèàí BHZ, ÷òîáû ó÷åñòü íåñèììåòðè÷íîñòü èíòåðôåéñîâ, ÿâëÿåòñÿ äîáàâëåíèå
îôôäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ:

H = HBHZ +HSIA, HSIA =


0 0 0 ∆
0 0 −∆ 0
0 −∆ 0 0
∆ 0 0 0

 (2.18)

Ïðèâåäåííîå êà÷åñòâåííîå ðàññìîòðåíèå ñîãëàñîâàííî ñ òàêîé ïîïðàâêîé: ãàìèëüòîíè-
àí òåðÿåò âðàùàòåëüíóþ ñèììåòðèþ â ïëîñêîñòè, íî òåì íå ìåíåå ïðè ïîâîðîòå íà π
ïåðåõîäèò â ñåáÿ:

RHSIAR
−1 =


0 0 0 ∆e2iΩ

0 0 −∆e2iΩ 0
0 −∆e−2iΩ 0 0

∆e−2iΩ 0 0 0

 , R =


e
iΩ
2 0 0 0

0 e
3iΩ
2 0 0

0 0 e−
iΩ
2 0

0 0 0 e−
3iΩ
2



Ðèñ. 2.6: Ñïåêòð â ìîäåëè BHZ ïðè êîíå÷íîì ∆
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Â ïðîñòåéøåé ìîäåëè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ∆ íå çàâèñèò îò âîëíîâîãî âåêòîðà, íî â
ïðèíöèïå âîçìîæíî ñ÷èòàòàòü ∆ = ∆(k2). Î÷åíü âàæíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû [28] ÿâ-
ëÿåòñÿ òî, ÷òî ∆ îêàçûâàåòñÿ ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ñîâïàäàþùèì ñ ùåëüþ â ñïåêòðå
M - ÷èñëåííûå âû÷èñëåíèÿ äàþò çíà÷åíèå ∆ ≈ 7 eV.

Ñïåêòð ñ ó÷åòîì ∆ ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä:

ε1,3(k) = −Dk2 + sgnM
√

(Ak ±∆)2 + (M −Bk2)2 (2.19)

ε2,4(k) = −Dk2 − sgnM
√

(Ak ±∆)2 + (M −Bk2)2 (2.20)

Õàðàêòåðíûé âèä ñïåêòðà äëÿ M > 0 èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 2.6. Â íåì ÿâíî âèäíî
ðàñùåïëåíèå âåòâåé.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé â êâàíòîâîé ÿìå CdTe/HgTe/CdTe.
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Ãëàâà 3

Ìàãíèòíûå ïðèìåñè â ìîäåëè BHZ

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìàãíèòíûå ïðèìåñè â êâàíòîâîé ÿìå CdTe/HgTe/CdTe.
Ïîä ìàãíèòíûìè ïðèìåñÿìè ìîæíî ïîíèìàòü âñòðîåííûå â ðåøåòêó àòîìû ìàðãàíöà,
õîòÿ âîçìîæíû è äðóãèå èõ ðåàëèçàöèè.

3.1 Îáìåííûé Ãàìèëüòîíèàí

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíà ñ ïðèìåñüþ íå çàâèñèò ÿâíî îò
âåòâè, ê êîòîðîé ïðèíàäëåæèò ýëåêòðîí è èçîòðîïíî (äàëåå ýòî ïðåäïîëîæåíèå áóäåò
ñíÿòî). Òàêèì îáðàçîì, ìèêðîñêîïè÷åñêè ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ âûïèñûâàåòñÿ
êàê:

V = J(r)S · σ (3.1)

Çäåñü S - ñïèí ïðèìåñè. Ôóíêöèÿ J(r) áóäåò îáñóæäåíà ïîçæå. Äàëåå áóäåò èñïîëü-
çîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèå JS → B. Ïîíÿòíî, ÷òî ïðèìåñü ðàçðóøàåò òðàíñëÿöèîííóþ èí-
âàðèàíòíîñòü è k áîëüøå íå ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì êâàíòîâûì ÷èñëîì, ïîýòîìó äàëüøå
áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðèáëèæåíèå ýôôåêòèâíîé ìàññû (ñì. [33]). Ðàçëîæèì ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ïî áëîõîâñêèì ôóíêöèÿì ñ k = 0:

Ψ =
∑
n

Fn(r)Ψn(r) (3.2)

Ôóíêöèè Fn íàçûâàþòñÿ îãèáàþùèìè ôóíêöèÿìè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà àòîìàðíûõ
ìàñøòàáàõ îíè âàðüèðóþòñÿ äîñòàòî÷íî ìåäëåííî. Â Ôóðüå-ïðîñòðàíñòâå:

Fn(r) =
1√
V

∑
k

Cnke
ikr (3.3)

Òàêèì îáðàçîì ñîâåðøåí ïåðåõîä ê áàçèñó Ëàòòèíæåðà-Êîíà φnk:

Ψ =
∑
nk

Cnkφnk (3.4)

Â èòîãå ïîëó÷àåì ãàìèëüòîíèàí ìàãíèòíîé ïðèìåñè, äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå ñòîëá-
öîâ êîýôôèöèåíòîâ cnk:

Vn′k′,nk =

∫
φ+
n′k′(r)σ ·B(r)φnk(r)d3r (3.5)

Äàëåå ðàñêëàäûâàåì B ïî Ôóðüå-ãàðìîíèêàì:

B(r) =
∑
q

Bqe
iqr (3.6)
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Áîëåå òîãî, ÿñíî, ÷òî Ψ+
n′σΨn ïåðèîäè÷íà, ïîýòîìó åå ìîæíî ðàçëîæèòü ïî âåêòîðàì

îáðàòíîé ðåøåòêè (îáîçíà÷àåì èõ êàê bM):

Ψ+
n′σΨn =

∑
M

σMn′ne
ibMr (3.7)

Ïîñëåäíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ îïðåäåëåíû áåç
√
V è åãî íàäî ó÷èòûâàòü â îáðàòíîì ïðå-

îáðàçîâàíèè. Â êîíöå êîíöîâ, ïåðåïèñûâàåì ïðèìåñíîå ñëàãàåìîå êàê:∑
M

σMn′nBk′−k+bM (3.8)

Äàëåå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî B(r) ìåäëåííî ìåíÿåòñÿ íà àòîìíûõ ìàñøòàáàõ. Ýòî ïðåäïî-
ëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãàìèëüòîíèàíà ïðèìåñè. Â òàêîì ñëó÷àå
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âñåìè M , êðîìå M = 0. Â èòîãå, ïîñëå âñåõ óïðîùåíèé:

Vn′k′,nk = σn′nBk′−k (3.9)

Äàëåå îïÿòü ñóæàåì ãàìèëüòîíèàí íà Γ6 è Γ8, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ìåæäóçîííûå ìàòðè÷íûå
ýëåìåíòû ìàòðèö Ïàóëè, à òîãäà è âòîðîé ïîðÿäîê òåîðèè âîçìóùåíèé ïî âîëíîâîìó
âåêòîðó, çàíóëÿþòñÿ. Äàëåå ïåðåõîäèì íàçàä â êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå.

Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû σ · S:

σm′m · S =

(
2J1/2 · S 0̂

0̂ 2
3
J3/2 · S

)
(3.10)

Çäåñü Jj ìàòðèöû ìîìåíòà j. Â èòîãå ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ ñ ïðè-
ìåñüþ

V6×6 = J(r)

(
2J1/2 · S 0̂

0̂ 2
3
J3/2 · S

)
(3.11)

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðèìåñè, êîíòàêòíî âçàèìîäåéñòâóþùèå ñ ýëåêòðîíàìè: J(r) =
αδ(r− r0) (ïðèìåñü ðàñïîëîæåíà â òî÷êå r0). Ïðè ýòîì íàäî ïîìíèòü, ÷òî êîíòàêòíûì
âçàèìîäåéñòâèå ìîæåò áûòü ëèøü â ñìûñëå îãèáàþùèõ ôóíêöèé ýëåêòðîíîâ, "øèðè-
íà" òàêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ òåì íå ìåíåå ìíîãî áîëüøå àòîìíûõ ìàñøòàáîâ.

Ìîæíî îáîáùèòü ýòó ìîäåëü äëÿ ñëó÷àÿ ðàçíîãî ñïàðèâàíèÿ ñ âåòâÿìè Γ6 è Γ8:

V6×6 = δ(r(3D) − r(3D)
0 )

(
2α1/2J1/2 · S 0̂

0̂ 2
3
α3/2J3/2 · S

)
(3.12)

3.1.1 Ãàìèëüòîíèàí ïðèìåñè â áàçèñå E1, H1

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðèìåñü êàê âîçìóùåíèå ê ãàìèëüòîíèàíó BHZ. Â ïåðâîì ïîðÿäêå
ïî êîíñòàíòå ñâÿçè (äåëüòà ôóíêöèÿ âíå èíòåãðàëà - äâóìåðíàÿ):

V ij
4×4 = δ(r − r0)

∫
dzδ(z − z0)〈i|

(
2α1/2J1/2 · S 0̂

0̂ 2
3
α3/2J3/2 · S

)
|j〉

|i〉 è |j〉 èç íàáîðà |E1,±〉, |H1,±〉. Ïîñëå ïðîåöèðîâàíèÿ (çäåñü è äàëåå îïóñêàåì èíäåêñ
4× 4):

V = δ(r − r0)V = δ(r − r0)


J1Sz −iJ0S+ JmixS− 0
iJ0S− J2Sz 0 0
JmixS+ 0 −J1Sz −iJ0S−

0 0 iJ0S+ −J2Sz

 (3.13)
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Ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ α1/2f
2
1 + 1

3
α3/2|f4|2 = J1, α3/2f

2
3 = J2, 1√

3
α3/2f3|f4| = J0 è

α1/2f
2
1 + 2

3
α3/2|f4|2 = Jmix. Îñòþäà ìîæíî ïîëó÷èòü: Jmix = J1 +J2

0/J2. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå
z0 = 0: Jmix = J1, J0 = 0, ò.ê. f4 íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ z.

Òàêîé âèä ãàìèëüòîíèàíà (áåç êîíñòàíò) ìîæíî áûëî óãàäàòü ñ ñàìîãî íà÷àëà, çàìåòèâ,
÷òî ïîëíûé óãëîâîé ìîìåíò ñîõðàíÿåòñÿ â ïðîöåññå âðåìåííîé ýâîëþöèè. Òàêæå ñòîèò
îòìåòèòü, ÷òî òàêîé âèä âåðåí è äëÿ ñëó÷àÿ êîíå÷íîãî ∆.
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Ãëàâà 4

Êîñâåííîå îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå

4.1 Ïîëÿðèçàöèîííûé îïåðàòîð

Ïåðåéäåì íåïîñðåäñòâåííî ê âû÷èñëåíèþ êîñâåííîãî îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Êàê
óïîìèíàëîñü ìû ñ÷èòàåì, ÷òî õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë µ ðàñïîëîæåí â ùåëè ìåæäó ñî-
ñòîÿíèÿìè E1 è H1. Áóäåì òàêæå ïîëàãàòü T = 0. Âñå èçëîæåííûå äàëåå âû÷èñëåíèÿ
îñòàþòñÿ âåðíû è ïðè êîíå÷íîé òåìïåðàòóðå ïîêà âûïîëíåíî óñëîâèå |M | − |µ| � T .

Èòàê, ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå ïðèìåñè: A è B, ðàñïîëîæåííûå â rA è rB ñîîòâåòñòâåííî.
Îáîçíà÷èì âåêòîð r = rA−rB. Íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ýôôåêòèâíîãî ãà-
ìèëüòîíèàíà ïðèìåñåé Heff (ò.å. ãàìèëüòîíèàíà â êîòîðîì ïðîèçâåäåíî èíòåãðèðîâàíèå
ïî ýëåêòðîííîé ïîäñèñòåìå è ïî êîòîðîìó ìîæíî âû÷èñëÿòü âñå ñðåäíèå îò ôóíêöèé
òîëüêî ñïèíîâ ïðèìåñåé), êàê ôóíêöèþ r, SA, SB. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýôôåêòèâíûé
ãàìèëüòîíèàí ôîðìàëüíî ñîâïàäàåò ñ ïîïðàâêîé ê òåðìîäèíàìè÷åñêîìó ïîòåíöèàëó
äëÿ çàäà÷è ñ êëàññè÷åñêèìè ïðèìåñÿìè ∆Ω. Â òàêîì ñëó÷àå ÿñíî, ÷òî âû÷èñëåíèÿ
óäîáíåå âñåãî ïðîâîäèòü â Ìàöóáàðîâñêîé òåìïåðàòóðíîé òåõíèêå, çàìåíÿÿ ïðè ýòîì
âñå ñóììèðîâàíèÿ ïî ìàöóáàðîâñêèì ÷àñòîòàì íà èíòåãðèðîâàíèÿ.
Ìíîãî÷àñòè÷íûé ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ ñ ïðèìåñÿìè èìååò âèä

Himp =

∫
d3r′ψ+

α (r′)(VαβA δ(r′ − rA) + VαβB δ(r′ − rB))ψβ(r′) =

∫
d3r′ψ+

α (r′)Vαβ(r′)ψβ(r′)

(4.1)
Îïåðàòîðû ψ è ψ+ îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî îïåðàòîðû óíè÷òîæåíèÿ è ðîæäåíèÿ
ýëåêòðîíîâ â äàííîé òî÷êå (åñòåñòâåííî, â ñìûñëå ìåäëåííûõ îãèáàþùèõ ôóíêöèé).
Äàëåå èñïîëüçóåì èçâåñòíîå âûðàæåíèå äëÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà:

∆Ω = −T
(
〈U
(

1

T

)
〉c − 1

)
(4.2)

U(τ) = Tτ exp

(
−
∫ τ

0

dτ ′Himp(τ
′)

)
(4.3)

ãäå, êàê âñåãäà,
Himp(τ) = eτ(H0−µN)Himpe

−τ(H0−µN)

è 〈〉c îáîçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî âñåì ñâÿçíûì äèàãðàììàì.

×ëåí ïåðâîãî ïîðÿäêà â ðàçëîæåíèè çàíóëÿåòñÿ. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî áåç ó÷åòà
ïðèìåñåé â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè ýëåêòðîííàÿ ïîäñèñòåìà íå íàìàãíè÷åíà. Âî âòîðîì
ïîðÿäêå ïîëó÷àåòñÿ íåèñ÷åçàþùèé îòâåò, äàâàåìûé äèàãðàììîé òèïà "ïîëÿðèçàöèîí-
íûé îïåðàòîð"(ñì. ðèñ. 4.1).
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Ðèñ. 4.1: Ïîëÿðèçàöèîííûé îïåðàòîð

Gβγ

Gδα

Vαβ Vγδ

Â ïîëÿðèçàöèîííîì îïåðàòîðå åñòü 3 ñëàãàåìûõ: ìåæäó-ïðèìåñíîå, îïðåäåëÿþùåå âçàè-
ìîäåéñòâèå è äâà ñëàãàåìûõ, çàäàþùèõ àíèçîòðîïèþ äëÿ êàæäîé ïðèìåñè. Î ïîñëåäíèõ
äâóõ ñëàãàåìûõ ðå÷ü ïîéäåò ïîçäíåå â ñåêöèè 4.5, ñïåðâà ñôîêóñèðóåìñÿ íà âû÷èñëåíèè
ìåæäóïðèìåñíîãî âêëàäà HIEI. ßâíîå âûðàæåíèå ÷åðåç ôóíêöèè Ãðèíà:

HIEI = VαβA V
γδ
B Πβγ,δα

Πβγ,δα = T
∑
ωn

Gβγ(iωn, r)Gδα(iωn,−r) (4.4)

Çäåñü ωn = πT (2n + 1) - ôåðìèîííûå ìàöóáàðîâñêèå ÷àñòîòû. Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêà-
çàííûì âûøå, ðàññìàòðèâàåì íóëü-òåìïåðàòóðíûé ïðåäåë:

Πβγ,δα =

∫
dω

2π
Gβγ(iω, r)Gδα(iω,−r) (4.5)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ óäîáíî ïåðåéòè â ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèå, òîãäà ïîëó÷àåì

Πβγ,δα =

∫
dω

2π

d2k1

(2π)2

d2k2

(2π)2
eir(k1−k2)

(
1

iω + µ−H(k1)

)
βγ

(
1

iω + µ−H(k2)

)
δα

(4.6)

Ïîíÿòíî, ÷òî îòâåò íå çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà âíóòðè ùåëè,
ïîýòîìó äëÿ óäîáñòâà ïîëîæèì µ = 0. Òàêèì îáðàçîì çàäà÷à ñâåëàñü ê âû÷èñëåíèþ
èíòåãðàëà 4.6, êîòîðîå ïðèâåäåíî äàëåå.

4.2 Ïðåäâàðèòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ

4.2.1 Îáåçðàçìåðèâàíèå

Ïåðåä òåì, êàê íà÷àòü âû÷èñëåíèå ñëåäóåò ïðîèçâåñòè óäîáíîå îáåçðàçìåðèâàíèå. Ñïåð-
âà ââåäåì õàðàêòåðíûå ìàñøòàáû äëèíû (a) è ýíåðãèè (E):

a =
√
B2 −D2/A, E = A2/

√
B2 −D2. (4.7)

Äàëåå ââîäèì:

m =
M

E
, coshχ = − B√

B2 −D2
, γ =

∆

|m|E
. (4.8)

Èñïîëüçóÿ òàáëèöó 1 èç [4] è çíà÷åíèå ∆ ≈ 7 meV [28] ìîæíî îöåíèòü ââåäåííûå ïàðà-
ìåòðû (ñì. òàáëèöó 4.1). Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð |m| � 1, χ ∼ 1. Â
êîíöå êîíöîâ, ââåäåì áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå κ = ka/|m| è ρ = r|m|/a. Â òåðìèíàõ
ýòèõ ïàðàìåòðîâ ãàìèëüòîíèàí BHZ âûïèñûâàåòñÿ êàê

H =
H

|M |
= −|m| sinhχκ2 +


M(κ2) κ+ 0 γ
κ− −M(κ2) −γ 0
0 −γ M(κ2) −κ−
γ 0 −κ+ −M(κ2)

 (4.9)
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Òàáëèöà 4.1: Ïàðàìåòðû ãàìèëüòîíèàíà

d, nm a, nm E , eV m γ χ
5.5 0.94 0.42 0.022 0.78 -0.77
7.0 1.29 0.28 -0.029 0.87 -0.95

Ãäå
M(κ) = sgnM(1 +m coshχκ2)

Áåçðàçìåðíûé ñïåêòð (ñâÿçàííûé ñ îáû÷íûì êàê ε = |M |ε) èìååò âèä

ε1,3(κ) = −|m| sinhχκ2 + sgnM
√

(κ± γ)2 + (1 +m coshχκ2)2 (4.10)

ε2,4(κ) = −|m| sinhχκ2 − sgnM
√

(κ± γ)2 + (1 +m coshχκ2)2 (4.11)

4.2.2 Îáîáùåííûé ãàìèëüòîíèàí BHZ

Òåïåðü ìîæíî íåñêîëüêî îáîáùèòü ïîñòàíîâêó çàäà÷è è âìåñòî ãàìèëüòîíèàíà BHZ
ìîæíî ðàññìîòðåòü ãàìèëüòîíèàí:

H = −D(k2) +


M(k2) A(k2)k+ 0 ∆(k2)
A(k2)k− −M(k2) −∆(k2) 0

0 −∆(k2) M(k2) −A(k2)k−
∆(k2) 0 −A(k2)k+ −M(k2)

 (4.12)

Ãäå

D(k2) = Dk2 + D̃k4 + ... M(k2) = M −Bk2 + B̃k4 + ... A(k2) = A+ Ãk2 + ...

∆(k2) = ∆ + ∆̃k2 + ...

Ñòðîãèé êðèòåðèé ïðàâèëüíîñòè âûâîäà äëÿ òàêîãî ãàìèëüòîíèàíà îáùåãî âèäà áóäåò
ñôîðìóëèðîâàí íèæå ïî õîäó èçëîæåíèÿ. Ñòîèò îäíàêî ñðàçó îòìåòèòü, ÷òî íåîáõîäè-
ìûì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ "ïîõîæåñòü"íà ãàìèëüòîíèàí BHZ: ïî êðàéíåé ìåðå âåòâè E1
è H1 äîëæíû áûòü íàïðàâëåíû â ðàçíûå ñòîðîíû. Îáåçðàçìåðèâàíèå ïðîâîäèì òî÷íî
òàêæå êàê è äëÿ îáû÷íîãî ãàìèëüòîíèàíà BHZ. Â èòîãå ðàññìàòðèâàåì áåçðàçìåðíûé
ãàìèëüòîíèàí âèäà

H =
H

|M |
= −D(κ2) +


M(κ2) A(κ2)κ+ 0 γ(κ2)
A(κ2)κ− −M(κ2) −γ(κ2) 0

0 −γ(κ2) M(κ2) −A(κ2)κ−
γ(κ2) 0 −A(κ2)κ+ −M(κ2)

 (4.13)

Áåçðàçìåðíûé ñïåêòð

ε1,3(κ) = −D(κ2) + sgnM
√

(A(κ2)± γ)2 +M2(κ2) = −D(κ2) + sgnMϑ± (4.14)

ε2,4(κ) = −D(κ2)− sgnM
√

(A(κ2)± γ)2 +M2(κ2) = −D(κ2)− sgnMϑ± (4.15)

Â òåðìèíàõ îáåçðàçìåðåííîãî Ãàìèëüòîíèàíà âûðàæåíèå äëÿ ïîëÿðèçàöèîííîãî îïåðà-
òîðà âûïèñûâàåòñÿ êàê

Πβγ,δα =
|M |3

A4

∫
dv

2π

d2κ1

(2π)2

d2κ2

(2π)2
eiρ(κ1−κ2)

(
1

iv −H(κ1)

)
βγ

(
1

iv −H(κ2)

)
δα

(4.16)

Ïåðåéäåì íåïîñðåäñòâåííî ê âû÷èñëåíèþ ýòîãî èíòåãðàëà.
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4.2.3 Èíòåãðèðîâàíèå ïî ýíåðãèè

Îñíîâíàÿ èäåÿ íà ïåðâîì ýòàïå âû÷èñëåíèÿ ñîñòîèò â ëîêàëüíîé äèàãîíàëèçàöèè ôóíê-
öèè Ãðèíà. Ââîäèì R(κ):

H(κ) = R(κ)


ε1(κ) 0 0 0

0 ε2(κ) 0 0
0 0 ε3(κ) 0
0 0 0 ε4(κ)

R−1(κ) (4.17)

Òîãäà 4.16 ñâîäèòñÿ ê

Πβγ,δα =
|M |3

A4

∑
x,y

∫
dv

2π

d2κ1

(2π)2

d2κ2

(2π)2
eiρ(κ1−κ2)

Rβx(κ1)R−1
xγ (κ1)Rδy(κ2)R−1

yα (κ2)

(iv − εx(κ1))(iv − εy(κ2))
(4.18)

Èíòåãðàë ïî ÷àñòîòå áåðåòñÿ âû÷åòàìè. ßñíî òîãäà, ÷òî ñóììèðîâàíèå ïåðåõîäèò â
ñóììèðîâàíèå ïî áëèæàéøèì ñîñåäÿì (ñ ïåðèîäîì 4) - èíà÷å ïîëþñû ëåæàò ïî îäíó
ñòîðîíó îò îñè èíòåãðèðîâàíèÿ. Çàìûêàÿ êîíòóð íà îòðèöàòåëüíûé ïîëþñ è, ïîñëå ýòî-
ãî, â ÷àñòè ñëàãàåìûõ äåëàÿ çàìåíó κ1 → −κ2, κ2 → −κ1, îñòàâëÿþùóþ èíâàðèàíòíîé
ýêñïîíåíòó, ïðèõîäèì ê

Πβγ,δα = −|M |
3

A4

∑
j=1,3

∑
l=2,4

∫
d2κ1

(2π)2

d2κ2

(2π)2
eiρ(κ1−κ2) 1

sgnM(εj(κ1)− εl(κ2))
× (4.19)

×
(
Rβj(κ1)R−1

jγ (κ1)Rδl(κ2)R−1
lα (κ2) +Rβl(−κ2)R−1

lγ (−κ2)Rδj(−κ1)R−1
jα (−κ1)

)
Äàëåå îòäåëÿåì èíòåãðèðîâàíèå ïî κ1 îò èíòåãðèðîâàíèÿ ïî κ2 ïîäíèìàÿ çíàìåíàòåëü
â ýêñïîíåíòó:

Πβγ,δα = −|M |
3

A4

∫ ∞
0

dt

∫
d2κ1

(2π)2

d2κ2

(2π)2
eiρ(κ1−κ2)etsgnM(D(κ2

1)−D(κ2
2))× (4.20)

×((Rβ1R−1
1γ e
−tϑ+ +Rβ3R−1

3γ e
−tϑ−)κ1(Rδ2R−1

2α e
−tϑ+ +Rδ4R−1

4α e
−tϑ−)κ2+

+(Rδ1R−1
1,αe

−tϑ+ +Rδ3R−1
3α e
−tϑ−)−κ1(Rβ2R−1

2γ e
−tϑ+ +Rβ4R−1

4γ e
−tϑ−)−κ2)

Âèäèì, òàêèì îáðàçîì, ÷òî â îáîèõ ñëàãàåìûõ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî κ1 è ïî κ2 ðàñöåïëÿ-
þòñÿ.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ÿâíîìó âèäó ìàòðèöû R. Íåñëîæíîå âû÷èñëåíèå äàåò:

R =


M++

γ+κ
M−+

γ+κ
M+−
γ−κ

M−−
γ−κ

e−iθ e−iθ −e−iθ −e−iθ
−e−iθM++

γ+κ
−e−iθM−+

γ+κ
e−iθM+−

γ−κ
e−iθM−−

γ−κ
1 1 1 1

 (4.21)

Ãäå
M±±(κ) =M(κ)± sgnMϑ±(κ)

Îñòàëîñü ïîäñòàâèòü ýòî âûðàæåíèå â ôîðìóëó 4.20 è ïðîâåñòè âû÷èñëåíèå.

4.2.4 Ïðèìåð óïðîùåíèÿ

×òîáû áûëà ïîíÿòíà îáùàÿ ñõåìà âû÷èñëåíèÿ, ðàññìîòðèì êîíêðåòíûé ïðèìåð. Óïðî-
ñòèì ñëåäóþùèé èíòåãðàë:∫

d2κ

(2π)2
eiρκetsgnMD(κ2)(R11R−1

11 e
−tϑ+ +R13R−1

31 e
−tϑ−)κ (4.22)

20



Ïîäñòàâëÿÿ R ïîëó÷àåì∫
d2κ

(2π)2
eiρκetsgnMD(κ2)(

ϑ+ + sgnMM
4ϑ+(κ)

e−tϑ+(κ) +
ϑ− + sgnMM

4ϑ−(κ)
e−tϑ−(κ)) (4.23)

Èíòåãðèðóÿ ïî óãëàì è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñïåêòð îò óãëà íå çàâèñèò:∫ ∞
0

κdκ

8π
J0(ρκ)etsgnMD(κ2)(

ϑ+ + sgnMM
ϑ+

e−tϑ+ +
ϑ− + sgnMM

ϑ−
e−tϑ−) (4.24)

Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ïðè κ → −κ (èìåííî â òåðìèíàõ ìîäóëÿ)ϑ+ → ϑ−. Ñ ó÷åòîì ýòîãî
ïåðåïèñûâàåì âûðàæåíèå êàê

1

8π

∫ ∞
−∞

dκ
|κ|
ϑ−
J0(ρκ)etsgnMD(κ2)(ϑ− + sgnMM)e−tϑ− (4.25)

Ýòî è åñòü êîíå÷íàÿ ôîðìà âûðàæåíèÿ, ñ êîòîðîé óäîáíî ðàáîòàòü â äàëüíåéøåì.

4.3 Ýôôåêòèâíûé Ãàìèëüòîíèàí

Òåïåðü âñå ãîòîâî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ýôôåêòèâíûé ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ ïðè-
ìåñåé HIEI.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

L±ν =

∫
dκ
|κ|
ϑ−
e−tϑ−esgnMtD(κ2)Jν(κρ)(ϑ− ± sgnMM) (4.26)

P±ν =

∫
dκ
|κ|
ϑ−
e−tϑ−e−sgnMtD(κ2)Jν(κρ)(ϑ− ± sgnMM) (4.27)

Lν =

∫
dκ
|κ|
ϑ−
e−tϑ−esgnMtD(κ2)Jν(κρ)(γ − κ) (4.28)

Pν =

∫
dκ
|κ|
ϑ−
e−tϑ−e−sgnMtD(κ2)Jν(κρ)(γ − κ) (4.29)

Òîãäà, ïðîâîäÿ äëèòåëüíîå, íî ïðèíöèïèàëüíî ïðîñòîå âû÷èñëåíèå, ïîäîáíîå ïðèâåäåí-
íîìó â ðàçäåëå 4.2.4 è èñïîëüçóÿ îáùóþ ôîðìóëó äëÿ ñâÿçè ïîëÿðèçàöèîííîãî îïåðà-
òîðà c ýôôåêòèâíûì ãàìèëüòîíèàíîì âçàèìîäåéñòâèÿ ïðèìåñåé HIEI = VAαβVBγδΠβγ,δα

ïîëó÷àåì:

HIEI =
|M |3

A416π2

∫ ∞
0

dtSAi S
B
j Uij(R, t) (4.30)

Ãäå

Uzz = −
(
(JA2 J

B
1 + JA1 J

B
2 )(P0L0 − P1L1) + JA2 J

B
2 (L−0 P

+
0 − L−1 P+

1 ) + JA1 J
B
1 (P−0 L

+
0 − P−1 L+

1 )
)

Uxx = JA0 J
B
0 (2P0L0 + 2P1L1 − P−0 L−0 − P+

0 L
+
0 − P−1 L−1 − P+

1 L
+
1 )−

− JA0 JB0 2(2P1L1 − P−1 L−1 − P+
1 L

+
1 )n2

x − JAmixJBmix(P−0 L+
0 + P−1 L

+
1 (n2

x − n2
y))−

− 2 sgnM(L1P
−
1 − P1L

+
1 )(JAmixJ

B
0 + JA0 J

B
mix)nxny

Uxy = −2JA0 J
B
0 (2P1L1 − P−1 L−1 − P+

1 L
+
1 )nxny + 2JAmixJ

B
mixP

−
1 L

+
1 nxny+

+ sgnM(JAmixJ
B
0 + JA0 J

B
mix)(L0P

−
0 − P0L

+
0 ) + sgnM(L1P

−
1 − P1L

+
1 )(JAmixJ

B
0 − JA0 JBmix)(n2

x − n2
y)

Uxz = sgnMJA0 (JB1 (P−0 L1 + P−1 L0 − P1L
+
0 − P0L

+
1 ) + JB2 (P1L

−
0 + P0L

−
1 − P+

0 L1 − P+
1 L0))nx−

− JAmix(JB2 (P1L0 + P0L1) + JB1 (P−1 L
+
0 + P−0 L

+
1 ))ny
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Ïðè ýòîì, êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, îñòàëüíûå ñëàãàåìûå íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àþòñÿ
èç ïåðå÷èñëåííûõ âûøå. Â ÷àñòíîñòè Uyy, Uyx, Uyz ïîëó÷àþòñÿ èç Uxx, Uxy, Uxz çàìåíîé
nx íà ny è ny íà nx. Uzx è Uzy ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî −Uxz è −Uyz, åñëè â ïîñëåäíèõ åùå
ïîìåíÿòü ìåñòàìè èíäåñû ïðèìåñåé A è B.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî çíàê ïåðåä íåêîòîðûìè ñëàãàåìûìè íàïðÿìóþ çàâèñèò îò òîïîëî-
ãè÷åñêîé ôàçû òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà - ýòîìó ñîîòâåòñòâóåò sgnM , âñòðå÷àþùèéñÿ
â ôîðìóëàõ âûøå. Òàêæå îòìåòèì, ÷òî ïîìèìî ñòàíäàðòíûõ ñëàãàåìûõ Ãåéçåíáåðãñêîãî
òèïà åñòü ìíîæåñòâî äðóãèõ ñëàãàåìûõ, èìåþùèõ íåòðèâèàëüíóþ óãëîâóþ çàâèñèìîñòü.

Òàêèì îáðàçîì, â îáùåì âèäå âûÿñíåíà ñïèíîâàÿ ñòðóêòóðà îòâåòà äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ
ïðèìåñåé, è çàäà÷à î íàõîæäåíèè êîîðäèíàòíîé çàâèñèìîñòè îáìåííîãî ãàìèëüòîíèà-
íà ñâåäåíà ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëîâ. Êàê óæå óïîìèíàëîñü â ðàçäåëå 2.3.2, íàëè÷èå
íåðàâíîãî íóëþ γ çíà÷èòåëüíî ïîíèæàåò ñèììåòðèþ â ïëîñêîñòè, îäíàêî ãàìèëüòîíèàí
ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïðè ïîâîðîòå ïëîñêîñòè íà óãîë π, à òîãäà è âçàèìîäåéñòâèå ïðèìåñåé
èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî òàêèõ âðàùåíèé. Â ïîñëåäíåì ôàêòå äåéñòâèòåëüíî ìîæíî
óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïðîäåëàâ íåáîëüøîå âû÷èñëåíèå. Ïîñìîòðèì êàê óïðîùà-
åòñÿ îòâåò â ñëó÷àå γ = 0. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè â ôîðìóëàõ
4.26 - 4.29 ñòàíîâÿòñÿ áîëåå ñèììåòðè÷íûìè è ïîýòîìó:

L±1 = P±1 = L0 = P0 = 0 (4.31)

Òîãäà

Uzz = (JA2 J
B
1 + JA1 J

B
2 )P1L1 − JA2 JB2 L−0 P+

0 − JA1 JB1 P−0 L+
0

Uxx = JA0 J
B
0 (2P1L1 − P−0 L−0 − P+

0 L
+
0 )− 4JA0 J

B
0 P1L1n

2
x − JAmixJBmixP−0 L+

0

Uxy = −4JA0 J
B
0 P1L1nxny

Uxz = sgnMJA0 (JB1 (P−0 L1 − P1L
+
0 ) + JB2 (P1L

−
0 − P+

0 L1))nx

(4.32)

è ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé îòâåò:

HIEI =
|M |3

A416π2

∫ ∞
0

dt((SA‖ · n)SBz sgnMJA0 (JB1 (P−0 L1 − P1L
+
0 ) + JB2 (P1L

−
0 − P+

0 L1))−

−(SB‖ · n)SAz sgnMJB0 (JA1 (P−0 L1 − P1L
+
0 ) + JA2 (P1L

−
0 − P+

0 L1))+

+(SA‖ · SB‖ )(JA0 J
B
0 (2P1L1 − P−0 L−0 − P+

0 L
+
0 )− JAmixJBmixP−0 L+

0 )− 4JA0 J
B
0 P1L1(SA‖ · n)(SB‖ · n)+

+SAz S
B
z ((JA2 J

B
1 + JA1 J

B
2 )P1L1 − JA2 JB2 L−0 P+

0 − JA1 JB1 P−0 L+
0 )) (4.33)

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ýòîò îòâåò îáëàäàåò ïîëíîé âðàùàòåëüíîé èíâàðèàíòíîñòüþ - â
çàïèñè ÷åðåç ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ýòî ñðàçó âèäíî.

Åñëè äâå îäèíàêîâûå ïðèìåñè ðàñïîëîæåíû íà îäíîé âûñîòå, òî âñå JA è JB ðàâíû
(ò.ê. J âûðàæàþòñÿ ëèøü ÷åðåç îãèáàþùèå ôóíêöèè fi 2.10) è ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ
ïîä èíòåãðàëîì 4.3 êîìáèíèðóþòñÿ ê âèäó

∼ [n× [SA × SB]]z (4.34)

Òàêîå âçàèìîäåéñòâèå ïðèìåñåé íàçûâàåòñÿ âçàèìîäåéñòâèåì Äçÿëîøèíñêîãî-Ìîðèè.
Ïóñòü òåïåðü îäèíàêîâûå ïðèìåñè ðàñïîëîæåíû â ñàìîì öåíòðå (ïî z) êâàíòîâîé ÿìû.
Ñ ó÷åòîì ðåçóëüòàòîâ ðàçäåëà 3.1.1 J1 = Jmix, J0 = 0. Òîãäà ïîëó÷àåì ñîâñåì ïðîñòîé
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îòâåò:

HIEI =
|M |3

A416π2

∫ ∞
0

dt(SAz S
B
z ((JA2 J

B
1 + JA1 J

B
2 )P1L1 − JA2 JB2 L−0 P+

0 )− JA1 JB1 P−0 L+
0 S

ASB)

(4.35)

Îäíàêî òàêîå ðàññìîòðåíèå íà ýòîì ýòàïå íå ïîçâîëÿåò âûÿñíèòü çàâèñèìîñòü êîíñòàíò
ìåæñïèíîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ îò ðàññòîÿíèÿ. Êàê óïîìèíàëîñü âî ââåäåíèè, îæèäà-
åìûé çàêîí èõ ñïàäàíèÿ - ýêñïîíåíöèàëüíûé. Ðàññìîòðåâ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå
ýòîãî îòâåòà ïðè ρ� 1 (R� a/|m|), óáåäèìñÿ â ýòîì.

4.4 Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå

Îñíîâíîé ïðèåì â âû÷èñëåíèè ðàññìàòðèâàåìûõ èíòåãðàëîâ - ìåòîä ïåðåâàëà. Äëÿ
ïðîñòîòû ðàçáåðåì ñïåðâà êîíêðåòíûé ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ.

4.4.1 Ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ

Ñ÷èòàåì

L =

∫
dκ
|κ|
ϑ−
e−tϑ−etD(κ2)J0(κρ)(ϑ− + sgnMM(κ2)) (4.36)

Âîçíèêàåò òðóäíîñòü: ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé
èç-çà íàëè÷èÿ |κ| (êîðíè èäóùèå èç ñïåêòðà ïîñëå âûáîðà ðàçðåçîâ ïðîáëåì íå ñîçäàþò).
×òîáû ðàáîòàòü ñ íåé êàê ñ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ìû
çàìåíÿåì:

|κ| = lim
q→0

√
κ2 + q2

ñ ðàçðåçàìè âäîëü ìíèìîé îñè. Â äàëüíåéøåì ïîäîáíîå âûðàæåíèå äëÿ ìîäóëÿ óòî÷-
íÿòüñÿ íå áóäåò, íî ñòîèò äåðæàòü åãî â ãîëîâå.

Ñäåëàåì òàêæå òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå ïîçâîëèò ÿâíî èñïîëüçîâàòü
ìåòîä ïåðåâàëà:

J0(z) = Re(H
(1)
0 (|z|))

Òàêàÿ çàìåíà ìîòèâèðîâàíà �ïëîõèì ïîâåäåíèåì� ôóíêöèè Áåññåëÿ íà ìíèìîé îñè -
îíà ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòåò ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò äåéñòâèòåëüíîé îñè. Ôóíêöèÿ H(1)

0 , ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò âäîëü ìíèìîé îñè. Áîëåå òîãî àñèìïòîòè÷å-
ñêîå âûðàæåíèå äëÿ H(1)

0 ïðîùå.

Íàëîæèì íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ íà ϑ: ïóñòü ϑ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì èç ïîëèíîìà êîíå÷íîé
ñòåïåíè: ϑ(κ) =

√
f(κ) (ñîîòâåòñòâåííî M, A, γ - òîæå ïîëèíîìû), èìåþùåãî òîëüêî

îäèí ìèíèìóì â íåêîòîðîé òî÷êå κ0 ïðè ýòîì äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíê-
öèè ϑ ± D èìåþò òàêæå òîëüêî îäèí ìèíèìóì - âñå ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ BHZ,
êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé öåëüþ äàííîãî ðàññìîòðåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî κ0 ∼ γ (ñ÷è-
òàåì òàêæå γ > 0). Íà ñàìîì äåëå ïîìèìî ýòèõ òðåáîâàíèé íåîáõîäèìî íàëîæèòü åùå
íåñêîëüêî, íî èõ îáñóæäåíèå áóäåò ïðèâåäåíî ïîçæå. Òàêæå ïî õîäó âû÷èñëåíèÿ ñòîèò
ïàðàëëåëüíî ñ îáùèì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé ñî ñïåêòðîì ±

√
1 + (k − γ)2, ïîñêîëüêó

äëÿ íåãî âñå ïîëó÷àåòñÿ î÷åíü íàãëÿäíî.

Ñ ó÷åòîì âñåõ ñäåëàííûõ âûøå çàìå÷àíèé:

L = Re

∫
dκ

|κ|√
f(κ)

e−t
√
f(κ)etD(κ2)H

(1)
0 (|κ|ρ)(

√
f(κ) + sgnMM(κ2)) (4.37)
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Ðàçáèâàåì åãî íà äâå ÷àñòè: îò è äî ìèíèìóìà κ0 ôóíêöèè f(κ), âòîðóþ ÷àñòü ñîïðÿãàåì
ïîä çíàêîì äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè.

L = Re(
∫ κ0

−∞
dκ

|κ|√
f(κ)

e−t
√
f(κ)etD(κ2)H

(1)
0 (|κ|ρ)(

√
f(κ) + sgnMM(κ2))+

+

∫ ∞
κ0

dκ
|κ|√
f(κ)

e−t
√
f(κ)etD(κ2)H

(2)
0 (|κ|ρ)(

√
f(κ) + sgnMM(κ2))) (4.38)

Ðèñ. 4.2: Òî÷êè κ1(ε), κ2(ε)

Im κ

Re κ0

√
f(κ)

κ

ε

κ1(ε)

κ2(ε)

κ0κ1(ε) κ2(ε)

Äî è ïîñëå κ0 èäóò èíòåðâàëû ìîíî-
òîííîñòè ôóíêöèè ε =

√
f(κ), ïîýòî-

ìó åñòåñòâåííî ïåðåéòè ê "ýíåðãåòè÷å-
ñêèì"êîîðäèíàòàì âìåñòî èìïóëüñîâ, ò.å.
êàê íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ ðàññìàòðè-
âàòü äàëåå ε. Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ, ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ ïîñòîÿííîé ε. Åñëè ε ëåæèò âû-
øå ìèíèìóìà ôóíêöèè

√
f(κ), òî åñòü äâå

òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ (äåéñòâèòåëüíûõ) ýòîé
ïðÿìîé è

√
f(κ): κ2(ε) ñëåâà è κ1(ε) ñïðà-

âà. Ïðè ïîíèæåíèè ε ýòè òî÷êè ñáëèæà-
þòñÿ (ñì. ðèñ. 4.2) è, êîãäà ε ñòàíîâèò-
ñÿ íèæå ìèíèìóìà

√
f(κ), òî÷êà κ1 ïîä-

íèìàåòñÿ â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü, à κ2

ñòàíîâèòñÿ åé ñîïðÿæåííîé, ò.å. îïóñêàåò-
ñÿ âíèç (êîìïëåêñíûå âîëíîâûå âåêòîðà ïî-
íàäîáÿòñÿ ïîçæå). Â èòîãå â êîîðäèíàòàõ
ýíåðãèè èíòåãðàë çàïèñûâàåòñÿ êàê

L = Re(
∫ ∞
ε0

|κ1(ε1)|dε1
ε1

dκ1(ε1)

dε1
etD(κ2

1)e−tε1H
(1)
0 (|κ1(ε1)|ρ)(ε1 + sgnMM(κ2

1))+

+

∫ ∞
ε0

|κ2(ε2)|dε2
ε2

(
−dκ2(ε2)

dε2

)
etD(κ2

2)e−tε2H
(2)
0 (|κ2(ε2)|ρ)(ε2 + sgnMM(κ2

2))) (4.39)

Òóò ε0 =
√
f(κ0). Òåïåðü èñïîëüçóåì ìåòîä ïåðåâàëà, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïåðåâàëüíûå

òî÷êè èíòåãðàëîâ áóäóò ðàñïîëîæåíû òàê, ÷òî |κiρ| � 1. Ââèäó ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ
ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ àñèìïòîòè÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè äëÿ H ïðåíåáðåãàÿ ïîïðàâêàìè:

H
(1)
0 (x) =

√
2

πx
eix−i

π
4 (1 +O(

1

x
))

H
(2)
0 (x) =

√
2

πx
e−ix+iπ

4 (1 +O(
1

x
))

Ïîñêîëüêó κ0 > 0, â òî÷êàõ ïåðåâàëà Re(κ) > 0 (íàïðèìåð, ìîæíî ðàññìîòðåòü, êàê óæå
óïîìèíàëîñü, ïðîñòóþ ìîäåëü ñ f(κ) = 1 + (κ− γ)2. Â íåé ïåðåâàëüíûå òî÷êè γ ± i). Â
òàêîì ñëó÷àå ìîäóëü ïðîñòî ñíèìàåòñÿ è óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿþùèå ïåðåâàëüíûå òî÷êè
äëÿ ñîîòâåòñòâåííî èíòåãðàëîâ ïî ε1 è ε2:

dκ1

dε1
= −i t

R
(1− dD

dκ1

dκ1

dε1
) → ε1 = −if ′(κ1(ε1))

t

2R
(1− dD

dκ1

dκ1

dε1
) (4.40)

−dκ2

dε2
= −i t

R
(1− dD

dκ2

dκ2

dε2
) → ε2 = −i(−f ′(κ2(ε2)))

t

2R
(1− dD

dκ2

dκ2

dε2
) (4.41)
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Ïàðàìåòð t
R
- õîðîøèé ìàëûé ïàðàìåòð (ýòî áóäåò ïîêàçàíî ïîçæå), â íóëåâîì ïîðÿäêå

ïî íåìó ðåøåíèå ε1/2 = 0. Â ïåðâîì íåèñ÷åçàþùåì ïîðÿäêå ïåðåâàëüíàÿ òî÷êà ðàñïî-
ëîæåíà â

ε1 =
t

2R
[−if ′(κ1(0))]

ε2 =
t

2R
[−i {−f ′(κ2(0))}] (4.42)

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ïðîñòûõ ñëó÷àåâ (BHZ áåç γ èëè íàîáîðîò ìîäåëü ñ f(κ) =
1 + (κ− γ)2) ýòè òî÷êè ëåæàò íà äåéñòâèòåëüíîé îñè. Êàê óæå óïîìèíàëîñü âûøå, ïðè
ε, ëåæàùåì "ïîä"ãðàôèêîì f(k), òî÷êè κ1 è κ2 ñîïðÿæåíû, à èç ýòîãî ñëåäóåò è ÷òî
ïåðåâàëüíûé ε1 ñîïðÿæåí ñ ε2. Âû÷èñëèì òåïåðü âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ â ïåðåâàëüíîé
òî÷êå ñ íóæíîé òî÷íîñòüþ:

d2κ1

dε21
=

2

f ′(κ1(0))
(4.43)

d2κ2

dε22
=

2

f ′(κ2(0))
(4.44)

Ðèñ. 4.3: Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ε1 (ñèíèé) è ïî ε2 (êðàñíûé). ×åðíûå æèðíûå òî÷êè
- ñåäëîâûå

Im ε

Re ε∼ t

ρ

0

Òåïåðü âñå ïî÷òè ãîòîâî ê ïðèìåíåíèþ ìåòîäà ïåðåâàëà. Îñòàëîñü óòî÷íèòü, êàê âåñòè
êîíòóð ê òî÷êå ïåðåâàëà. Óäîáíûì êîíòóðîì áûë áû êîíòóð, èçîáðàæåííûé íà ðèñóíêå
4.3. Îäíàêî ïðè äåôîðìàöèè èñõîäíîãî êîíòóðà ïî ε2 ìû îáÿçàòåëüíî íàòûêàåìñÿ íà
òî÷êó âåòâëåíèÿ |k2(ε2)|. Ïîêà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòîé ïðîáëåìû íåò è âåðíåìñÿ ê íåé
ïîçæå (â èòîãå âêëàäà îíà íå äàåò). Â èòîãå íàø ñóììàðíûé îòâåò ñîñòîèò èç ïåðåâàëà
ïî ε1, ïåðåâàëà ïî ε2 è äâóõ èíòåãðàëîâ ïî ε âäîëü äåéñòâèòåëüíîé îñè. Ïåðåâàëüíàÿ
÷àñòü äàåò êîíå÷íûé âêëàä â îòâåò, à èíòåãðàëû âäîëü äåéñòâèòåëüíîé îñè âêëàäà íå
äàþò. Äåéñòâèòåëüíî, íå óòî÷íÿÿ äî êàêîé òî÷êè âåäåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå:

Re(
∫ ε0

a

κ1(ε1)dε1
ε1

dκ1(ε1)

dε1
etD(κ2

1)e−tε1H
(1)
0 (κ1(ε1)ρ)(ε1 + sgnMM(κ2

1))+

+

∫ ε0

a

κ2(ε2)dε2
ε2

(
−dκ2(ε2)

dε2

)
etD(κ2

2)e−tε2H
(2)
0 (κ2(ε2)ρ)(ε2 + sgnMM(κ2

2))) (4.45)
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Ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî âûøå k1(ε) = q(ε), k2(ε) = q∗(ε).

Re(
∫ ε0

a

qdε

ε

dq

dε
etD(q2)e−tεH

(1)
0 (qρ)(ε+ sgnMM(q2))+

+

∫ ε0

a

q∗dε

ε

(
−dq

∗

dε

)
etD(q∗2)e−tεH

(2)
0 (q∗ρ)(ε+ sgnMM(q∗2))) (4.46)

Âèäèì ÷òî ïîëó÷èëîñü âûðàæåíèå âèäà

Re(c− c∗) = 0

Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ ëèøü ïåðåâàëüíàÿ ÷àñòü. Ïåðåä òåì êàê åå ÿâíî âûïèñàòü
ââåäåì óäîáíûå îáîçíà÷åíèÿ:

−if ′(κ1(0)) = c2
fe

2iφf , iξeiφξ = κ1(0), sgnMM(κ2
1(0)) = cbe

iφb (4.47)

Ìîòèâèðîâêà ýòèõ îáîçíà÷åíèé òàêàÿ: äëÿ f(κ) = 1 + (κ − γ)2 âåðíî φf = 0. Ñòîèò
îòìåòèòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå cf ∼ 1. Åñëè â òàêîì ñëó÷àå γ = 0, òî φξ = 0.
Òàêèì îáðàçîì íåíóëåâîé φξ ñîîòâåòñòâóåò íàëè÷èþ γ. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ èíòåãðàë:

L = Re(
2

c2
f

iξeiφξe−
t2

4ρ
c2f e

2iφf−ξeiφξρ−iφf
√

2

πiξeiφξρ
e−i

π
4 cbe

iφbetD(κ2
1(0))

∫ ∞
−b

dye
− ρ

c2
f

y2

+

+
2

c2
f

(−iξe−iφξ)e−
t2

4ρ
c2f e
−2iφf−ξe−iφξρ+iφf

√
2

−πiξe−iφξρ
ei
π
4 cbe

−iφbetD(κ2
2(0))

∫ ∞
b

dye
− ρ

c2
f

y2

) (4.48)

Íàëè÷èå b ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïðè êîíå÷íîì φf (êàê íà ðèñóíêå) ïåðåâàëüíûå òî÷êè îò-
õîäÿò îò äåéñòâèòåëüíîé îñè, â òî âðåìÿ êàê êîíòóð ñ íåå âûõîäèò íà ïåðåâàë. Ñîâåðøàÿ
ñîïðÿæåíèå âî âòîðîì ñëàãàåìîì ìû âèäèì ÷òî èíòåãðàëû ñîáèðàþòñÿ â ïîëíûé ïåðå-
âàëüíûé èíòåãðàë. Óïðîùàÿ, ïî âîçìîæíîñòè, ïðèõîäèì ê îêîí÷àòåëüíîìó âûðàæåíèþ

Re

(
2

cf

√
2ξ

ρ2
cbe

iφbetD(κ2
1(0))e−

t2

4R
c2f e

2iφf−ξeiφξR−iφf+ i
2
φξ

)
(4.49)

Âèäèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ îæèäàíèÿìè èíòåãðàë (à òîãäà è êîíñòàíòû âçàèìîäåé-
ñòâèÿ) ñïàäàåò ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ðàññòîÿíèåì. Õàðàêòåðíûé ìàñøòàá çàòóõàíèÿ (â
÷àñòíîñòè äëÿ ìîäåëè BHZ) - ρ ∼ 1. Îñòàëîñü îòâåòèòü íà âîçíèêøèå ïî õîäó âû÷èñëå-
íèÿ âîïðîñû âîïðîñû.

Âî-ïåðâûõ, îáîñíóåì, ÷òî t
ρ
äåéñòâèòåëüíî ìàëûé ïàðàìåòð. Âèäèì â èòîãîâîì âû-

ðàæåíèè 4.49 ìíîæèòåëü âèäà e−
t2

ρ , êîòîðûé çàðåçàåò èíòåãðèðîâàíèå ïî t íà t ∼ √ρ.
Òàêèì îáðàçîì, t

ρ
∼ 1√

ρ
, ÷òî â ïðåäåëå ρ� 1 îáîñíîâûâàåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Òåïåðü âåðíåìñÿ ê çàìå÷àíèþ î âåòâëåíèè ìîäóëÿ. Â èíòåãðàëå ïî ε1 ïðîáëåì íå âîçíè-
êàåò, ñì. ðèñ. 4.4a, ãäå ïîêàçàíî êàê äåôîðìèðóåòñÿ êîíòóð â κ ïðîñòðàíñòâå äëÿ òàêîãî
èíòåãðàëà. Âäîëü ìíèìîé îñè ïðîâåäåí ðàçðåç ôóíêöèè |κ| (çåëåíûì íà ðèñóíêå), â ïðà-
âîé ïîëóïëîñêîñòè íèæå è âûøå îñè àáñöèññ ðàñïîëîæåíû ðàçðåçû

√
f(κ) (ñèíèì íà

ðèñóíêå). Íàïðèìåð, äëÿ f(κ) = 1 + (k−γ)2 ðàçðåçû èäóò èç γ± i ñîîòâåòñòâåííî ââåðõ
è âíèç, à â îáùåì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåì ñõîæóþ ñòðóêòóðó ðàçðåçîâ. Â èíòåãðàëå æå ïî
ε2 âîçíèêàåò ïðîáëåìà. Íà ðèñóíêå 4.4b îäíàêî ïîêàçàíî, êàê ìîæíî äåôîðìèðîâàòü
êîíòóð â κ äëÿ òàêîãî èíòåãðàëà. ×àñòü êîíòóðà îòñòîÿùàÿ îò ìíèìîé îñè ñîîòâåò-
ñòâóåò êîíòóðó â ε ïðîñòðàíñòâå ðàññìîòðåííîìó ðàíåå. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ÷àñòü
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Im κ

Re κκ00

(a) Êîíòóð ñîîòâåòñòâóþùèé èíòå-

ãðèðîâàíèþ ïî ε1

Im κ

Re κκ00

C0

(b) Êîíòóð ñîîòâåòñòâóþùèé èíòå-

ãðèðîâàíèþ ïî ε2

Ðèñ. 4.4: Êîíòóðû èíòåãðèðîâàíèÿ â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå. Çåëåíûì âûäåëåí ðàç-
ðåç |κ|, òåìíî-ñèíèì - ðàçðåç

√
f(κ)

êîíòóðà, "ñèäÿùàÿ"íà ðàçðåçå ìîäóëÿ ðàâíà íóëþ (íàçûâàåì ñîîòâåòñòâóþùèé êîíòóð
C0). Îáîçíà÷èì

etD(κ2)e−t
√
f(κ) 1√

f(κ)
(
√
f(κ) + sgnMM(κ2)) = g(κ)

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ó ýòîé ôóíêöèè òî÷êè âåòâëåíèÿ ðàñïîëîæåíû ïðè κ > 0, ò.å. äëÿ
ýòîé ôóíêöèè êîíòóð "âûãëÿäèò"ïðÿìûì, â îòëè÷èå îò κ, äëÿ êîòîðîãî ìíèìàÿ ÷àñòü
ðàçíàÿ ñ ðàçíûõ ñòîðîí ìíèìîé îñè. Òîãäà

Re

∫
C0

|κ|dκH(2)
0 (|κ|R)g(κ) =

Re(
∫ 0

∞
−iκidκH(2)

0 (−iκR)g(iκ) +

∫ −∞
0

iκidκH
(2)
0 (iκR)g(iκ)) (4.50)

Èíòåãðàëû ñõîäÿòñÿ ò.ê íà ìíèìîé îñè H
(2)
0 ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî ïðè óâåëè÷åíèè

àðãóìåíòà. Ñäåëàâ çàìåíû ïåðåìåííûõ

Re(−
∫ ∞

0

κdκH
(2)
0 (−iκR)g(iκ)−

∫ ∞
0

κdκH
(2)
0 (−iκR)g(−iκ)) (4.51)

Ò.ê. íà ìíèìîé îñè ýòà ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ÷èñòî ìíèìàÿ è ïîëó÷àåì âûðàæåíèå, çàíó-
ëåíèå êîòîðîãî î÷åâèäíî:

Re(ic+ ic∗) = 0

4.4.2 Èòîãîâûé ðåçóëüòàò

Âñå ïðî÷èå âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ â äîñòàòî÷íîé ñòåïåíè àíàëîãè÷íî âûøåïðèâåäåí-
íîìó. Òàê êàê â èòîãîâûé îòâåò âõîäÿò êîìáèíàöèè L · P , èç íåãî ïîëíîñòüþ âûïàäàåò
tReD(κ2

1(0)) â ýêñïîíåíòàõ. Óñëîâèå íà ìàëîñòü ìíèìîé ÷àñòè: ρ � 1
γ2|m|2 . Ôèçè÷åñêè
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îíî âûïîëíåíî äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àåâ ñ áîëüøèì çàïàñîì. Äåéñòâèòåëüíî ýòî
óñëîâèå ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê ρ � E2

∆2 . Â ìîäåëè BHZ ýòî îòíîøåíèå èìååò ïîðÿ-
äîê 104 è ïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåòðîâ B è D ñòðåìèòåëüíî ðàñòåò. Èç-çà ïåðåâàëüíîãî
õàðàêòåðà èíòåãðàëîâ â ïðåäåëå áîëüøèõ ðàññòîÿíèé áîëüøèíñòâî îòâåòîâ äëÿ íèõ îäè-
íàêîâûå (ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â òî÷êå ïåðåâàëà â íèçøåì ïîðÿäêå κ1−γ = isgnMM
è àíàëîãè÷íî äëÿ κ2). Ââåäåì, ìîòèâèðóÿñü ýòèì ôóíêöèè, ÷åðåç êîòîðûå âñå áóäåò
âûðàæàòüñÿ

Qν =

∫
dκ
|κ|
ϑ−
e−tϑ−Jν(κρ)sgnMM (4.52)

Îïðåäåëèì

Fc(r) = Fc(ρ|m|/a) =
|M |3

A416π2

∫ ∞
0

dt
(
Q2

0 −Q2
1

)
Fs(r) = Fs(ρ|m|/a) =

|M |3

A416π2

∫ ∞
0

dt (2Q0Q1)

F (r) = F (ρ|m|/a) =
|M |3

A416π2

∫ ∞
0

dt
(
Q2

0 +Q2
1

)
(4.53)

Òîãäà âûðàæåíèå äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ïðèíèìàåò âèä:

HIEI =
∑
i,j

KijS
A
i S

B
j (4.54)

Îáîçíà÷èì Jz = J1 + J2. Â òàêîì ñëó÷àå

Kzz = JAz J
B
z Fc

Kxx = −4JA0 J
B
0 Fcn

2
x + JAmixJ

B
mixFn

2
x + JAmixJ

B
mixFcn

2
y − 2 sgnMFs(J

A
mixJ

B
0 + JA0 J

B
mix)nxny

Kxy = −4JA0 J
B
0 Fcnxny + JAmixJ

B
mix(Fc − F )nxny − 2 sgnMJAmixJ

B
0 Fsn

2
x − 2 sgnMJA0 J

B
mixFsn

2
y

Kxz = 2 sgnMJA0 J
B
z Fcnx + JAmixJ

B
z Fsny

Òàêæå êàê è äëÿ U , Kyy, Kyx, Kyz ïîëó÷àþòñÿ èç Kxx, Kxy, Kxz çàìåíîé nx íà ny è ny
íà nx. Kzx è Kzy ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî −Kxz è −Kyz, åñëè â ïîñëåäíèõ åùå ïîìåíÿòü
ìåñòàìè èíäåêñû ïðèìåñåé A è B. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà îáùàÿ ñïèíîâàÿ ñòðóêòóðà
îòâåòà â ïðåäåëå áîëüøèõ ðàññòîÿíèé. Îñòàëîñü ïðîèçâåñòè èíòåãðèðîâàíèå ïî t äëÿ
ôóíêöèé F , Fs, Fc. Ïîëó÷åííûå èíòåãðàëû - Ãàóññîâû. Íå âäàâàÿñü â äåòàëè âû÷èñëåíèÿ

F (r) =
|M |3

A4

ξc2
b

c3
f

e−2ξ cosφξρ

(2πρ)3/2

1

(cos 2φf )1/2

Fc(r) =
|M |3

A4

ξc2
b

c3
f

e−2ξ cosφξρ

(2πρ)3/2
cos (2ξ sinφξρ− φξ − 2φb + 3φf )

Fs(r) = −|M |
3

A4

ξc2
b

c3
f

e−2ξ cosφξρ

(2πρ)3/2
sin (2ξ sinφξρ− φξ − 2φb + 3φf ) (4.55)

Òàêèì îáðàçîì ïîëíîñòüþ ïîëó÷åí îòâåò äëÿ êîñâåííîãî îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â
ïðåäåëå áîëüøèõ ðàññòîÿíèé. Êàê è îæèäàëîñü, êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿ ýêñïîíåí-
öèàëüíî ñïàäàþò ñ ðàññòîÿíèåì è, íà ôîíå ýòîãî áûñòðîãî ñïàäàíèÿ åñòü àáðèêîñîâñêèå
îñöèëëÿöèè. Ïðèâåäåì îòâåò äëÿ ìîäåëè BHZ (ìàëûé m) â ðàçìåðíûõ åäèíèöàõ ðàñ-
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ñòîÿíèÿ ñ íåíóëåâûì γ:

F (r) =
|M |3

A4

√
1 + γ2

(
λ1

2πR

)3/2

e
− R
λ1

Fc(r) =
|M |3

A4

√
1 + γ2

(
λ1

2πR

)3/2

e
− R
λ1 cos

(
R

λ2

− arctan γ

)
Fs(r) =

|M |3

A4

√
1 + γ2

(
λ1

2πR

)3/2

e
− R
λ1 sin

(
R

λ2

− arctan γ

)
(4.56)

Çäåñü

λ1 =
a

2|m|
[1 + (1− γ2)m coshχ)]

λ2 =
a

2|m|γ
[1 + 2m coshχ]

Âèäèì, ÷òî äëèíà ñïàäàíèÿ, â âèäó ìàëîñòè m, ïðèìåðíî ðàâíà A
2|M | â èñõîäíûõ ïàðà-

ìåòðàõ çàäà÷è, ò.å. A, ïðåäñêàçóåìî, âûñòóïàåò â êà÷åñòâå õàðàêòåðíîé ñêîðîñòè ýëåê-
òðîíîâ. Ìàñøòàá îñöèëëÿöèé äëÿ ðåàëèñòè÷íûõ ïàðàìåòðîâ íåìíîãî áîëüøå ìàñøòàáà
çàòóõàíèÿ è ïðèìåðíî ðàâåí A

2∆
. Âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ õàðàêòåðíûõ äëèí ïðèâåäåíû

â òàáëèöó 4.2.

Òàáëèöà 4.2: Õàðàêòåðíûå äëèíû

d, nm λ1, nm λ2, nm
5.5 22 27
7.0 22 25

Â ìîäåëè BHZ, åñëè γ = 0, îòâåò ïåðåõîäèò â

HIEI = F (JAz J
B
z S

A
z S

B
z − 4JA0 J

B
0 (SA‖ · n)(SB‖ · n) + JAmixJ

B
mix(S

A
‖ · SB‖ )

+2sgnMJA0 J
B
z (SA‖ · n)SBz − 2sgnMJB0 J

A
z (SB‖ · n)SAz ) (4.57)

Ýòî ñëåäóåò èç çàíóëåíèÿ èíòåãðàëà Q1 ïî íå÷åòíîñòè.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî zz âçàèìîäåéñòâèå â òàêîì ñëó÷àå íîñèò àíòèôåððîìàãíèòíûé
õàðàêòåð ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðèìåñè ðàñïîëîæåíû íà îäíîé âûñîòå (îäèíàêîâûå J) èëè
áëèçêèõ âûñîòàõ (J èìåþò îäèíàêîâûé çíàê). Áîëåå òîãî äëÿ ïðèìåñåé â öåíòðå ÿìû:

HIEI = F (J2
zS

A
z S

B
z + J2

1 (SA‖ · SB‖ )) (4.58)

Çàâåðøàÿ ýòîò ðàçäåë îòìåòèì, ÷òî íà ðàññòîÿíèÿõ ∼ a/|m| âåðíî F
|M | � 1, ÷òî îïðàâ-

äûâàåò ïðèìåíåíèå òåîðèè âîçìóùåíèé.

4.5 Àíèçîòðîïèÿ

Â êîíöå êîíöîâ, ðàññìîòðèì âîïðîñ îá àíèçîòðîïèè äëÿ ïðèìåñåé, ñâÿçàííîé ñ íàëè-
÷èåì îêðóæàþùèõ ýëåêòðîíîâ. Âî âòîðîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ïîìèìî ÷ëåíà,
îòâå÷àþùåãî çà âçàèìîäåéñòâèå ïðèìåñåé, åñòü, êîíå÷íî, è ÷ëåíû, â êîòîðûå êàæäàÿ
èç ïðèìåñåé âõîäèò äâà ðàçà. Ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

Ha =
1

2
VαβVγδΠβγ,δα =

1

2
VαβVγδ

∫
dω

2π
Gβγ(iω, 0)Gδα(iω, 0) (4.59)
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Âèäèì, ÷òî èíòåãðàëû íàáèðàþòñÿ ïî âñåé çîíå Áðèëëþýíà, à ïîýòîìó íåëüçÿ ïðèìå-
íÿòü ìîäåëü BHZ. Îäíàêî, òåì íå ìåíåå, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýëåêòðîíû îïèñûâàþòñÿ
ñëåäóþùèì ãàìèëüòîíèàíîì:

H =


h f 0 g
f ∗ j −g 0
0 −g h −f ∗
g 0 −f j

 (4.60)

Ãäå f - íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, h, j, g - ÷åòíûå ôóíêöèè âîëíîâîãî âåêòîðà. Â òàêîì ñëó÷àå,
ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé âèä àíèçîòðîïèè:

Ha = DS2
z + C(SxSy + SySx) (4.61)

Òóò C = 0 ïðè g = 0. Ïîäîáíàÿ àíèçîòðîïèÿ ñîçäàåò âûäåëåííîå íàïðàâëåíèå (èëè
íåñêîëüêî), òåì áîëåå ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû îíà ìîæåò çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèòü ìåæ-
ïðèìåñíîå âçàèìîäåéñòâèå. Îäíàêî, îòíîñèòåëüíîå íàïðàâëåíèå ïðèìåñåé îïðåäåëÿåòñÿ
èìåííî êîñâåííûì îáìåíîì ìåæäó ïðèìåñÿìè.
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Ãëàâà 5

Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå áûëî èññëåäîâàíî êîñâåííîå îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ìàã-
íèòíûìè ïðèìåñÿìè â êâàíòîâîé ÿìå CdTe/HgTe/CdTe. Ýòà êâàíòîâàÿ ÿìà ÿâëÿåòñÿ
ïðèìåðîì äâóìåðíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà è ïðè òîëùèíå áîëüøå íåêîòîðîãî
êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ïåðåõîäèò â òîïîëîãè÷åñêè íåòðèâèàëüíóþ ôàçó, â êîòîðîé ïðè-
ñóòñòâóþò êðàåâûå ñîñòîÿíèÿ. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíû ïðèìåñè â òîëùå êâàíòî-
âîé ÿìû, ïîýòîìó ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ êðàåâûìè ñîñòîÿíèÿìè íå ó÷èòûâàëèñü. Èõ
ó÷åò â óïðîùåííîé ìîäåëè áûë ïðîâåäåí â ðàáîòå [27]. Ïîâåäåíèå ýëåêòðîíîâ â òîëùå
êðèñòàëëîâ CdTe è HgTe îïèñûâàåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì Êåéíà 2.8. Åñëè èç ýòèõ êðè-
ñòàëëîâ ïîñòðîåíà êâàíòîâàÿ ÿìà, òî ïîÿâëÿþòñÿ äâóìåðíûå ñîñòîÿíèÿ. Ïðè òîëùèíå
áëèçêîé ê êðèòè÷åñêîé äâå äâóêðàòíî âûðîæäåííûå âåòêè - E1 è H1 - ðàñïîëîæåíû
áëèçêî äðóã ê äðóãó, è, êîãäà õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ðàñïîëîæåí ìåæäó íèìè, èìåííî
îíè îïðåäåëÿþò êîñâåííîå îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé. Íèçêîýíåð-
ãåòè÷åñêèé Ãàìèëüòîíèàí, îïèñûâàþùèé ýëåêòðîíû â ýòèõ ñîñòîÿíèÿõ íîñèò íàçâàíèå
ãàìèëüòîíèàíà Áåðíåâèãà-Õüþçà-Æàíãà 2.13, ïðîöåññ åãî ïîëó÷åíèÿ áûë êðàòêî îñâå-
ùåí â äàííîé ðàáîòå.

Ìîäåëü BHZ óñëîæíÿåòñÿ åñëè ó÷åñòü îòñóòñòâèå ñèììåòðèè èíòåðôåéñà îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèè z → −z. Â ðàáîòå [28] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ó÷åòà ýòîãî ýôôåêòà äîñòàòî÷-
íî ëèøü íåìíîãî ìîäèôèöèðîâàòü ãàìèëüòîíèàí BHZ. Ñ ó÷åòîì ýòîãî îáñòîÿòåëüòâà,
äàëåå â ðàáîòå áûë ðàññìîòðåí ìîäèôèöèðîâàííûé ãàìèëüòîíèàí BHZ 2.18, è ãàìèëü-
òîíèàí åùå áîëåå îáùåãî âèäà 4.12.

Â ðàìêàõ èññëåäîâàíèÿ ïîëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ ãàìèëüòîíèàíà ìàãíèòíîé ïðèìåñè â
ðàññìàòðèâàåìîé êâàíòîâîé ÿìå 3.13. Íà åãî îñíîâå, ñ ïðèìåíåíèåì òåîðèè âîçìóùåíèé
äëÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, áûëî ïîëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè êîñâåííî-
ãî îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ 4.30. Áûëè âû÷èñëåíû àñèìïòîòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ
ýòîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïðè áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ 4.54. Îñíîâíûå ÷åðòû âçàèìîäåéñòâèÿ:

◦ Ïîìèìî îáû÷íîãî Ãåéçåíáåðãñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïðèìåñåé åñòü ìíîæåñòâî äðó-
ãèõ ñëàãàåìûõ. Íåêîòîðûå èç íèõ ïðè îñîáåííî ñèììåòðè÷íîì ðàñïîëîæåíèè ïðè-
ìåñåé ñîáèðàþòñÿ âî âçàèìîäåéñòâèå òèïà Äçÿëîøèíñêîãî-Ìîðèè.

◦ Ýíåðãèÿ êîñâåííîãî îáìåíà ýêñïîíåíöèàëüíî ïàäàåò ïðè óâåëè÷åíèè ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó ïðèìåñÿìè.

◦ Åñëè èíòåðôåéñ íåñèììåòðè÷åí (γ 6= 0), âîçíèêàþò îñöèëëÿöèè â êîñâåííîì îá-
ìåííîì âçàèìîäåéñòâèè, ÷àñòîòà êîòîðûõ ïðîïîðöèîíàëüíà ïàðàìåòðó íåñèììåò-
ðè÷íîñòè èíòåðôåéñà γ. Ýòî íàõîäèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåçóëüòàòîì Àáðèêîñîâà
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[22], ïîêàçàâøåãî, ÷òî â ïîëóïðîâîäíèêàõ ïðè íåñîîòâåòñòâèè äíà çîíû ïðîâî-
äèìîñòè è ïîòîëêà âàëåíòíîé çîíû (õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë â ùåëè) âîçíèêàþò
îñöèëëÿöèè êîíñòàíò êîñâåííîãî îáìåíà.

Ïîìèìî âñåãî ïðî÷åãî áûë êà÷åñòâåííî ðàññìîòðåí âîïðîñ îá àíèçîòðîïèè äëÿ ìàãíèò-
íûõ ïðèìåñåé.
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