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Ãëàâà 1

Ââåäåíèå

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ øèðîêîå âíèìàíèå ïðèêîâàíî ê îñîáîìó êëàññó ìàòåðèàëîâ, íàçûâà-
åìûõ òîïîëîãè÷åñêèìè èçîëÿòîðàìè [1]. Èìååòñÿ ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ïðèìåðîâ òàêèõ
âåùåñòâ (èëè ãåòåðîñòðóêòóð). Ê 3D òîïîëîãè÷åñêèì èçîëÿòîðàì îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð,
Bi2Se3, Bi2Te3 è Sb2Te3. Ñàìûì èçâåñòíûì ïðèìåðîì äâóìåðíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èçî-
ëÿòîðà ÿâëÿåòñÿ êâàíòîâàÿ ÿìà CdTe/HgTe/CdTe ñ øèðèíîé d > dc ' 6.3nm. Ýòè
ìàòåðèàëû ÿâëÿþòñÿ èçîëÿòîðàìè ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîâîäèìîñòè â îáúåìå, îäíàêî, èìå-
þò íàáîð áåñùåëåâûõ ìåòàëëè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé, ëîêàëèçîâàííûõ íà ãðàíèöå îáðàçöà.
Ýòè ñîñòîÿíèÿ îáëàäàþò îñîáåííîñòüþ - â íèõ ñïèí ñâÿçàí ñ íàïðàâëåíèåì äâèæåíèÿ.
Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â îòñóòñòâèè ýëåêòðîí-ýëåêòðîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, îíè
óñòîé÷èâû ê ëþáîìó âîçìóùåíèþ, êîòîðîå íå íàðóøàåò ñèììåòðèþ ïî îòíîøåíèþ ê
îáðàùåíèþ âðåìåíè.

Â äàííîé ðàáîòå ðå÷ü ïîéäåò î 2D òîïîëîãè÷åñêîì èçîëÿòîðå. Â ðàáîòàõ [2],[3] òåî-
ðåòè÷åñêè áûë ïðåäñêàçàí êâàíòîâûé ñïèíîâûõ ýôôåêò Õîëëà â CdTe/HgTe/CdTe ñ
èäåàëüíîé ïðîâîäèìîñòüþ êðàåâûõ ñîñòîÿíèé. Ýòîò ðåçóëüòàò ïîäòâåðäèëñÿ â ýêñïåðè-
ìåíòàëüíîé ðàáîòå [4]. Êàê óïîìèíàëîñü âûøå, íàëè÷èå ïîòåíöèàëüíûõ ïðèìåñåé â ñè-
ñòåìå áåç ýëåêòðîí-ýëåêòðîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íàðóøèòü ýòîãî ðåçóëüòàòà íå ìîæåò.
Ñèòóàöèÿ îáñòîèò èíà÷å, êîãäà ïðèìåñè ìàãíèòíû (îäèí èç ñàìûõ øèðîêî èçâåñòíûõ
ïðèìåðîâ - ýòî àòîìû Mn ñî ñïèíîì 5/2). Äåëî â òîì, ÷òî êëàññè÷åñêèå ìàãíèòíûå ïðè-
ìåñè íàðóøàþò ñèììåòðèþ ïî îòíîøåíèþ ê îáðàùåíèþ âðåìåíè. Èõ íàëè÷èå, ñ îäíîé
ñòîðîíû, ìîæåò íå ðàçðóøèòü êðàåâûõ ñîñòîÿíèé êàê òàêîâûõ, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìî-
æåò îêàçàòü ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà òðàíñïîðò âäîëü êðàÿ (ñì. [5], [6], [7]). Ýòî îäíà
èç ïðè÷èí, ïî êîòîðûì âîçíèêàåò èíòåðåñ ê èññëåäîâàíèþ ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé â 2D
òîïîëîãè÷åñêèõ èçîëÿòîðàõ.

Äðóãîé âàæíûé âîïðîñ - â êàêîé ìàãíèòíîé ôàçå (ôåððîìàãíåòèê, àíòèôåððîìàãíå-
òèê, ñïèíîâîå ñòåêëî è ò.ä.) íàõîäèòñÿ ñèñòåìà èç ïðèìåñåé, ïîìåùåííàÿ â 2D òîïîëî-
ãè÷åñêèé èçîëÿòîð? Äëÿ òîãî, ÷òîáû îòâåòèòü íà íåãî, íåîáõîäèìî èçó÷èòü ñïèíîâóþ
ñòðóêòóðó è ïðîñòðàíñòâåííóþ çàâèñèìîñòü âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ïðèìåñÿìè. Åñëè èõ
êîíöåíòðàöèÿ äîñòàòî÷íî ìàëà, ïðÿìîãî îáìåíà ìåæäó íèìè íå ïðîèñõîäèò. Îäíàêî,
èìååò ìåñòî êîñâåííîå îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå, òàêæå èçâåñòíîå êàê âçàèìîäåéñòâèå
Ðóäåðìàíà-Êèòòåëÿ-Êàñóè-Èîñèäû (ÐÊÊÈ).

Âïåðâûå òàêîé òèï âçàèìîäåéñòâèÿ áûë ðàññìîòðåí â ðàáîòàõ [8], [9] è [10]. Â íèõ
ðå÷ü èäåò î êîñâåííîì îáìåíå ìåæäó ìàãíèòíûìè èîíàìè â ìåòàëëàõ. Êà÷åñòâåííî
èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ êàðòèíà âçàèìîäåéñòâèÿ: ìàãíèòíàÿ ïðèìåñü, ïîìåùåííàÿ â
Ôåðìè-ãàç èç ýëåêòðîíîâ, âûçûâàåò â íåì ñïèíîâóþ ïîëÿðèçàöèþ, êîòîðàÿ îñöèëëèðó-
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åò è ñïàäàåò ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò ïðèìåñè. Áîëåå òî÷íî, â òðåõìåðíîì ñëó÷àå îíà âåäåò
ñåáÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

Pspin ∼
2kF r cos 2kF r − sin 2kF r

r4
S (1.1)

Çäåñü ïîä Pspin ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñðåäíÿÿ ïîëÿðèçàöèÿ åäèíèöû îáúåìà, r - ðàññòîÿíèå
äî ïðèìåñè, S - åå ñïèí, à kF - ôåðìèåâñêèé âîëíîâîé âåêòîð ýëåêòðîíîâ.
Âòîðàÿ ïðèìåñü, ïîìåùåííàÿ â Ôåðìè-ãàç âçàèìîäåéñòâóåò ñ îïèñàííîé âûøå ïîëÿðè-
çàöèåé. Òàêèì îáðàçîì, ìåæäó ïðèìåñÿìè âîçíèêàåò ýôôåêòèâíîå âçàèìîäåéñòâèå Ãåé-
çåíáåðãîâñêîãî òèïà, ñâÿçàííîå ñ êîñâåííûì îáìåíîì ÷åðåç ýëåêòðîíû ïðîâîäèìîñòè,
îïèñûâàþùååñÿ ñëåäóþùèì Ãàìèëüòîíèàíîì Hexchange ∼

(
SA · SB

)
(ýòîò ïðîñòåéøèé

âèä ðåàëèçóåòñÿ, åñëè îáìåí ìåæäó ïðèìåñüþ è îòäåëüíûìè ýëåêòðîíàìè èçîòðîïåí).
Çäåñü SA è SB - ñïèíû ïåðâîé è âòîðîé ïðèìåñè ñîîòâåòñòâåííî. Â áîëåå ñëîæíûõ
ñëó÷àÿõ, ñïèíîâàÿ ñòðóêòóðà ìîæåò áûòü óñòðîåíà ìåíåå òðèâèàëüíî. Íàïðèìåð, åñëè
ïðèñóòñòâóåò ñïèí-îðáèòàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå, òî â ÐÊÊÈ ìîæåò âîçíèêíóòü ñëàãàå-
ìîå Äçÿëîøèíñêîãî-Ìîðèè HDM ∼

[
SA × SB

]
n
, ãäå n - íåêîòîðîå íàïðàâëåíèå, êîòîðîå

îïðåäåëÿåòñÿ ñèììåòðèåé êðèñòàëëà.

Îäíàêî, â íàøåì ñëó÷àå, ðå÷ü èäåò íå î ìåòàëëå, à î ïîëóïðîâîäíèêîâîé ãåòåðîñòðóê-
òóðå, òî åñòü ìàòåðèàëå ñ ùåëüþ â ñïåêòðå. Âîïðîñ î êîñâåííîì îáìåííîì âçàèìîäåé-
ñòâèå â òàêèõ âåùåñòâàõ âïåðâûå ïîäíèìàåòñÿ â ðàáîòå Áëîìáåðãåíà è Ðîóëàíäà [11]:
îíè ðàññìàòðèâàþò êîñâåííûé îáìåí ìåæäó ÿäåðíûìè ñïèíàìè â òàëëèè, òî åñòü â èçî-
ëÿòîðå. Îíè ïîêàçàëè, ÷òî â òîì ñëó÷àå, êîãäà õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ëåæèò â ùåëè,
èìååòñÿ íåíóëåâîå êîñâåííîå îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå äàæå ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå,
ñâÿçàííîå ñ âèðòóàëüíûìè ïåðåáðîñàìè ýëåêòðîíîâ ÷åðåç ùåëü â ñïåêòðå. Îñîáåííî-
ñòüþ ÐÊÊÈ âçàèìîäåéñòâèÿ â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ åãî ýêñïîíåíöèàëüíîå óáûâàíèå
ñ ðàññòîÿíèåì. Âîïðîñ î êîñâåííîì îáìåííîì âçàèìîäåéñòâèè â ïîëóïðîâîäíèêàõ áûë
ðàññìîòðåí Àáðèêîñîâûì (ñì. [12]). Â ÷àñòíîñòè, îí ïîêàçàë, ÷òî â ñëó÷àå íåñîâïàäåíèÿ
äíà çîíû ïðîâîäèìîñòè è ïîòîëêà âàëåíòíîé çîíû â k-ïðîñòðàíñòâå, ïîìèìî ýêñïîíåí-
öèàëüíîãî çàòóõàíèÿ, â îáìåííîì âçàèìîäåéñòâèè èìåþò ìåñòî îñöèëëÿöèè.

ÐÊÊÈ âçàèìîäåéñòâèå â òîëùå äâóìåðíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà íà îñíîâå êâàí-
òîâîé ÿìû CdTe/HgTe/CdTe ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàåòñÿ â äèïëîìíîé ðàáîòå [13]. Â íåé
îáñóæäàåòñÿ ñïèíîâàÿ è ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñòðóêòóðà òàêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äëÿ ÿìû,
íå îáëàäàþùåé èíòåðôåéñíîé ñèììåòðèåé.
Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, êîãäà ýòîé àñèììåòðèåé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ÐÊÊÈ âçàèìîäåé-
ñòâèå ñîäåðæèò ÷åòûðå ãðóïïû ñëàãàåìûõ: èçèíãîâñêîå zz âçàèìîäåéñòâèå, ãäå z - íà-
ïðàâëåíèå, ïåðïåíäèêóëÿðíîå êâàíòîâîé ÿìå, èçîòðîïíîå âçàèìîäåéñòâèå xx è yy â
ïëîñêîñòè ÿìû, àíèçîòðîïíîå âçàèìîäåéñòâèå â ïëîñêîñòè, à òàêæå ñëàãàåìîå Äçÿëîøèíñêîãî-
Ìîðèè. Ïðè ýòîì, ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ñïàäàåò ýêñïîíåíöè-
àëüíî ñ óâåëè÷åíèåì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïðèìåñÿìè.
Íàëè÷èå àñèììåòðèè èíòåðôåéñîâ ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ íîâûõ ñëàãàåìûõ â ÐÊ-
ÊÈ âçàèìîäåéñòâèè, íå îáëàäàþùèõ âðàùàòåëüíîé èíâàðèàíòíîñòüþ, à êðîìå òîãî, ê
âîçíèêíîâåíèþ îñöèëëÿöèé â ïðîñòðàíñòâåííîé çàâèñèìîñòè.

Äðóãîé âîïðîñ - ýòî óñòðîéñòâî ÐÊÊÈ âçàèìîäåéñòâèÿ ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé, ðàñïîëî-
æåííûõ âáëèçè êðàÿ 2D òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà. ßñíî, ÷òî íàëè÷èå ìåòàëëè÷åñêèõ
êðàåâûõ ñîñòîÿíèé ìîæåò ïðèâåñòè ê îòâåòó, êîòîðûé áîëåå íå ñïàäàåò ýêñïîíåíöèàëü-
íî ïî ìåðå ðàçíåñåíèÿ ïðèìåñåé âäîëü êðàÿ è îñöèëëèðóåò ñ óäâîåííûì ôåðìèåâñêèì
âîëíîâûì âåêòîðîì. Òàêîé âîïðîñ îáñóæäàåòñÿ â ñòàòüå [14]. Àâòîðû ðàññìàòðèâàþ

3



ìàãíèòíûå ïðèìåñè, ðàñïîëîæåííûå â òî÷íîñòè íà êðàþ è ðåøàþò çàäà÷ó â ìîäåëè îä-
íîìåðíûõ ôåðìèîíîâ ñ ëèíåéíûì ñïåêòðîì, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå
Ãàìèëüòîíèàíîì:

H =

∫
dyΨ†(y)i∂yσzΨ(y), (1.2)

ãäå Ψ(y) - îïåðàòîð óíè÷òîæåíèÿ ýëåêòðîíà íà êðàþ. Ìàòðèöà âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïðè-
ìåñüþ, ïðè ýòîì, èìååò âèä

Vimp = δ(r− r0)

(
JzSz J⊥S−
J⊥S+ −JzSz

)
(1.3)

ãäå r0 - ïîëîæåíèå ïðèìåñè.
Ðåçóëüòàò äëÿ êîñâåííîãî îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â òàêîé ïîñòàíîâêå

Hexchange =
JA⊥J

B
⊥

2πvF |yA − yB|
(
sin 2µ(yA − yB)

[
SA × SB

]
z
− cos 2µ(yA − yB)

(
SA|| · SB||

))
(1.4)

Çäåñü èíäåêñ z îáîçíà÷àåò íàïðàâëåíèå, ïåðïåíäèêóëÿðíîå êâàíòîâîé ÿìå. Âèäíî, ÷òî
ïîëó÷èëñÿ îòâåò, ñïàäàþùèé ñòåïåííûì îáðàçîì ñ óâåëè÷åíèåì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ìàã-
íèòíûìè ïðèìåñÿìè. Ïîìèìî ýòîãî, òàêîé âèä âçàèìîäåéñòâèÿ íà ñîäåðæèò z-êîìïîíåíò
ñïèíîâ ïðèìåñåé.
Êðîìå òîãî, â ýòîé æå ðàáîòå îáñóæäàþòñÿ ýôôåêòû ñïèí-îðáèòàëüíîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ Ðàøáû è âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ýëåêòðîíàìè.

1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Èòàê, ðàíåå ðàññìàòðèâàëèñü äâå çàäà÷è - âçàèìîäåéñòâèå ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé ãëó-
áîêî â òîëùå 2D òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà è âçàèìîäåéñòâèå ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé,
ðàñïîëîæåííûõ ñòðîãî íà êðàþ. Â ñâÿçè ñ ýòèì âñòàåò íåñêîëüêî âîïðîñîâ, íà êîòîðûå
äàííûå ïðåäåëüíûå ñëó÷àè îòâåòà íå äàþò:

• Êàê óñòðîåíî êîñâåííîå îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå â ñëó÷àå, êîãäà îäíà èç ïðèìåñåé
íàõîäèòñÿ âáëèçè êðàÿ, à äðóãàÿ - â òîëùå?

• Â îáîèõ ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ñëó÷àÿõ çà ÐÊÊÈ âçàèìîäåéñòâèå îòâå÷àåò ÷òî-òî
îäíî: ëèáî òîëüêî îáúåìíûå, ëèáî òîëüêî êðàåâûå ñîñòîÿíèÿ. Âîçìîæíî ëè íàëè-
÷èå âî âçàèìîäåéñòâèè èíòåðôåðåíöèîííûõ ñëàãàåìûõ, çà êîòîðûå îäíîâðåìåííî
îòâå÷àþò è ñîñòîÿíèÿ â òîëùå, è ñîñòîÿíèÿ íà êðàþ?

• Êàê âèäîèçìåíÿåòñÿ ÐÊÊÈ âçàèìîäåéñòâèå, ñâÿçàííîå ñ îáúåìíûìè ñîñòîÿíèÿìè,
âáëèçè êðàÿ?

Äàííàÿ äèïëîìíàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîèñêó îòâåòà íà ýòè âîïðîñû.

1.2 Ïëàí ðàáîòû

Ðàáîòà âûñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âî ââåäåíèè ïðîèçâîäèòüñÿ êðàòêèé îáçîð òîãî,
êàê îïèñûâàåòñÿ 2D òîïîëîãè÷åñêèé èçîëÿòîð íà îñíîâå êâàíòîâîé ÿìû CdTe/HgTe/CdTe.
Â Ãëàâå 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü, â êîòîðûé âïîñëåäñòâèè áóäóò âåñòèñü âû÷èñëåíèÿ
êîñâåííîãî îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïðèìåñåé, ðàñïîëîæåííûõ íåäàëåêî îò êðàÿ. Â
Ãëàâå 3 íåïîñðåäñòâåííî îïèñûâàåòñÿ ñòðóêòóðà âçàèìîäåéñòâèÿ. Â Ãëàâå 4 ïîäâîäÿòñÿ
èòîãè èññëåäîâàíèÿ. Â Ãëàâå 5 ïðèâåäåíû ïðèëîæåíèÿ ê ðàáîòå.
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1.3 2D òîïîëîãè÷åñêèé èçîëÿòîð íà îñíîâå êâàíòîâîé

ÿìû CdTe/HgTe/CdTe

Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê ëèíåàðèçîâàííîé óïðîùåííîé ìîäåëè, â êîòîðîé áóäåò âå-
ñòèñü îïèñàíèå ÐÊÊÈ âçàèìîäåéñòâèÿ â äàííîé ðàáîòå, íåîáõîäèìî êðàòêî ðàññìîòðåòü
íåñêîëüêî âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ êâàíòîâîé ÿìîé CdTe/HgTe/CdTe è òîïîëîãè÷åñêîé
ôàçîé â íåé - ýòî ïîñëóæèò îáîñíîâàíèåì èñïîëüçóåìîãî Ãàìèëüòîíèàíà ýëåêòðîíîâ è
ïðèìåñè.

Ðèñ. 1.1: Ñõåìà ýêñïåðèìåíòàëüíîé
óñòàíîâêè, çàèìñòâîâàíà èç [15]

Ýêñïåðèìåíòàëüíî òàêèå êâàíòîâûå ÿìû
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïî-
ñëåäîâàòåëüíûõ ñëîåâ âèäà Cd1−xHgxTe (ñì.
ðèñ. 1.1). Îäíàêî, òåîðåòè÷åñêè îáû÷íî ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ óïðîùåííàÿ ñõåìà èç òðåõ ñëî-
åâ, à èìåííî CdTe/HgTe/CdTe (ñì. [3]). Îá-
ñóäèì, êàê îíà óñòðîåíà. Íî ïðåæäå ÷åì
îïèñûâàòü íåïîñðåäñòâåííî ãåòåðîñòðóêòóðó
CdTe/HgTe/CdTe (âûðàùåííóþ â íàïðàâëå-
íèè [001] - ïàðàëëåëüíî åìó ìû íàïðàâëÿ-
åì z), ñòîèò êðàòêî ðàññìîòðåòü ñïîñîá îïè-
ñàíèÿ ýëåêòðîíîâ â êðèñòàëëàõ ñ ñèììåòðè-
åé òåòðàýäðà Td, òàê æå èçâåñòíîé êàê ñèì-
ìåòðèÿ öèíêîâîé îáìàíêè. È CdTe, è HgTe
îáëàäàþò èìåííî ýòîé ñòðóêòóðîé. Â äâîé-
íîé, òî åñòü ó÷èòûâàþùåé íåýêâèâàëåíòíîñòü
âðàùåíèÿ íà 2π è òîæäåñòâåííîãî ýëåìåíòà
èç-çà íàëè÷èÿ ñïèíà, ãðóïïå åñòü âñåãî òðè
íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèÿ: äâà äâóìåðíûõ
- Γ6 è Γ7, è îäíî ÷åòûðåõìåðíîå Γ8 (ñì. [16]).
Áàçèñíûå ôóíêöèè ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé ìîæ-
íî çàïèñàòü â âèäå |s ↓〉 è |s ↑〉 äëÿ Γ6,
| 1√

3
[(−(x̃− iỹ) ↑ +z̃ ↓]〉 è | 1√

3
[(−(x̃+ iỹ) ↓ −z̃ ↑]〉 äëÿ Γ7, è, â êîíöå êîíöîâ, | 1√

2
(x− iy) ↓〉,

| 1√
6
[(x − iy) ↑ +2z ↓]〉, | 1√

6
[−(x + iy) ↓ +2z ↑]〉 è | 1√

2
(x + iy) ↑〉 äëÿ Γ8. Ñèìâîë |s〉 çíà-

÷èò, ÷òî ýòî ñîñòîÿíèå íå ïðåîáðàçóåòñÿ ïîä äåéñòâèåì îïåðàöèé èç Td, ñèìâîëû |x〉,
|y〉 è |z〉 îçíà÷àþò, ÷òî ýòè ñîñòîÿíèÿ ïðåîáðàçóåòñÿ, êàê ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû
ðàäèóñ-âåêòîðà.
Ñòàíäàðòíûé ïîäõîä ê îïèñàíèþ HgTe è CdTe - òî÷íî ó÷åñòü äâå âåòâè Γ6 è Γ8, à âñå
îñòàëüíûå âåòâè - ïî k · p òåîðèè âîçìóùåíèé. Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ñîñòîÿíèÿ èç
ýòèõ âåòâåé ìîæíî çàïèñàòü òàê:

Γ6 :

{
|1/2,+1/2〉 = |s ↑〉
|1/2,−1/2〉 = |s ↓〉

(1.5)

Γ8 :


|3/2,+3/2〉 = |−1√

2
(x+ iy) ↑〉

|3/2,+1/2〉 = | 1√
6
[−(x+ iy) ↓ +2z ↑]〉

|3/2,−1/2〉 = | 1√
6
[(x− iy) ↑ +2z ↓]〉

|3/2,−3/2〉 = | 1√
2
(x− iy) ↓〉

(1.6)

òî åñòü êëàññèôèöèðîâàòü ñîñòîÿíèÿ ïî èõ óãëîâîìó ìîìåíòó è åãî ïðîåêöèè â òîì
ñìûñëå, ÷òî îíè ïðåîáðàçóþòñÿ êàê ñîñòîÿíèÿ ñ çàäàííûì ìîìåíòîì ïðè âðàùåíèÿõ èç
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ãðóïïû Td (ïðåäñòàâëåíèÿ Γ6 è Γ8 ÿâëÿþòñÿ ñóæåíèåì ñ äâóìåðíîãî D1/2 è ÷åòûðåõ-
ìåðíîãî D3/2 ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëíîé ãðóïïû âðàùåíèé íà Td ñîîòâåòñòâåííî).
Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå (ïðåíåáðåãàÿ âåòâÿìè Γ7 â òåîðèè âîçìóùåíèé - ïðèìåíèìîñòü
òàêîãî ïðèáëèæåíèÿ åñòü îòäåëüíûé âîïðîñ, îäíàêî, îí àáñîëþòíî íå ñóùåñòâåíåí äëÿ
ïîñëåäóþùèõ âûêëàäîê) ýôôåêòèâíûé Ãàìèëüòîíèàí 6 × 6, êîòîðûé îïèñûâàåò ýòè
âåòâè, â áàçèñå, çàïèñàííîì âûøå, èìååò âèä (ïîäðîáíûé âûâîä ñì. â [13])

HKane(k) =

((
Eg + h̄2k2

2m∗

)
I2×2 T (k)

T †(k) H4×4
v (k)

)
, T (k) =

−1√
2
Pk+

√
2
3
Pkz

1√
6
Pk− 0

0 −1√
6
Pk+

√
2
3
Pkz

1√
2
Pk−


H4×4
v (k) =

(
Ev −

h̄2

2m
(γ1 +

5

2
γ2)k2

)
I4×4 +

h̄2

m
γ2(k · J3/2)2 (1.7)

Ýòîò âûðàæåíèå íàçûâàåòñÿ Ãàìèëüòîíèàíîì Êåéíà. Â íåì P - ìàòðè÷íûé ýëåìåíò
Êåéíà (ñì. [17]), m∗ - ýôôåêòèâíàÿ ìàññà çîíû ïðîâîäèìîñòè. Â Ãàìèëüòîíèàíå âà-
ëåíòíîé çîíû H4×4

v (k) γi - áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû, íàçûâàþùèåñÿ ïàðàìåòðàìè Ëàòò-
èíæåðà, m - ìàññà ýëåêòðîíà, In×n - åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n, à J3/2 - âåêòîð èç
ìàòðèö ìîìåíòà 3/2.

Åñëè òåïåðü ðàññìîòðåòü ãåòåðîñòðóêòóðó CdTe/HgTe/CdTe [001], ðàçáèòü åå íà òðè
îáëàñòè - êàæäàÿ ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó èç ñëîåâ, ó÷åñòü, ÷òî kz = −i∂z, è ðåøèòü ïîëó-
÷åííîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà ïðè k|| = 0, òî ïîëó÷èòñÿ íàáîð ðàçìåðíî-êâàíòîâàííûõ
ðåøåíèé |E1±〉, |H1±〉, |L1±〉, |E2±〉, |H2±〉, ...
Ðàññìîòðèì íèçêîýíåðãåòè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ íèõ:

|E1+〉 : f 1
1 (z)|1/2,+1/2〉+ f 1

4 (z)|3/2,+1/2〉; |E1−〉 : f 1
2 (z)|1/2,−1/2〉+ f 1

5 (z)|3/2,−1/2〉

|H1+〉 : f 1
3 (z)|3/2,+3/2〉; |H1−〉 : f 1

6 (z)|3/2,−3/2〉
Çäåñü f 1

i - îãèáàþùèå ôóíêöèè, ïðè ýòîì f 1
1 ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî z → −z, â

òî âðåìÿ êàê f 1
4 àíòèñèììåòðè÷íà; àíàëîãè÷íî äëÿ f 1

2 è f 1
5 ñîîòâåòñòâåííî. f 1

3 è f 1
6

ñèììåòðè÷íû (ñì. [17]).
Ïðè ýòîì ñòîèò èìåòü â âèäó, ÷òî êîíòàêò HgTe è CdTe èíâåðòèðîâàííûé, â òîì ñìûñëå,
÷òî â CdTe Γ8 ëåæèò íèæå Γ6, à â HgTe íàîáîðîò.
Íèçêîýíåðãåòè÷åñêèé Ãàìèëüòîíèàí â áàçèñå (|E1,+〉,|H1,+〉,|E1,−〉,|H1,−〉) ïîëó÷àåòñÿ
ïðîåêòèðîâàíèåì Ãàìèëüòîíàíà Êåéíà íà ýòè ñîñòîÿíèÿ ïðè êîíå÷íîì k||

Heff
ij = 〈i|HKane(k||,−i∂z)|j〉 (1.8)

Ïîëó÷åííûé Ãàìèëüòîíàí íàçûâàåòñÿ Ãàìèëüòîíàíîì Áåðíåâèãà-Õüþçà-Æàíãà èëè Ãà-
ìèëüòîíèàíîì BHZ (ñì. [3]). Îí èìååò âèä (çäåñü è äàëåå ïîä k ïîíèìàåòñÿ âîëíîâîé
âåêòîð â ïëîñêîñòè)

HBHZ = εkI +


M(k) Ak+ 0 0
Ak− −M(k) 0 0

0 0 M(k) −Ak−
0 0 −Ak+ −M(k)

 (1.9)

Çäåñü

εk = C −D(k2
x + k2

y) M(k) = M −B(k2
x + k2

y) k+ = kx + iky k− = k∗+,

ãäå A, B, C, D, M - íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû.
Äàëåå äåëàåì ñäâèã ïî ýíåðãèè òàê, ÷òîáû C = 0.
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Ïàðàìåòðû ýòîãî Ãàìèëüòîíèàíà ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1.1 äëÿ äâóõ ðåàëèñòè÷íûõ çíà-
÷åíèé òîëùèíû êâàíòîâîé ÿìû

d, nm A, eV·nm B, eV·nm2 D, eV·nm2 M , eV
5.5 0.39 -0.48 -0.31 0.009
7.0 0.36 -0.69 -0.51 -0.008

Òàáëèöà 1.1: Ïàðàìåòðû Ãàìèëüòîíèàíà BHZ, äàííûå èç [1]

Âåòâè ýòîãî ñïåêòðà
E± = −Dk2 ±

√
A2k2 + (M −Bk2)2, (1.10)

êàæäàÿ âåòâü äâóêðàòíî âûðàæäåíà.
Âèä ýòîãî ñïåêòðà ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 1.2

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4

-0.1

0

0.1

0.2

kx, nm-1

E
,
eV

(a) äëÿ ÿìû øèðèíîé d = 5.5 nm

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4
-0.1

0

0.1

0.2

kx, nm-1

E
,
eV

(b) äëÿ ÿìû øèðèíîé d = 7.0 nm

Ðèñ. 1.2: Ñïåêòð ýëåêòðîíîâ â êâàíòîâîé ÿìå CdTe/HgTe/CdTe

Òåïåðü ìîæíî ïåðåéòè ê ñëåäóþùåìó ýòàïó: óâèäåòü êàê è ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ èç ýòîãî
Ãàìèëüòîíèàíà âîçíèêàþò êðàåâûå ñîñòîÿíèÿ.

1.4 Êðàåâûå ñîñòîÿíèÿ â 2D òîïîëîãè÷åñêîì èçîëÿòî-

ðå

1.4.1 Èñïîëüçóåìûå îáîçíà÷åíèÿ

Ïðåæäå, ÷åì ãîâîðèòü î êðàåâûõ ñîñòîÿíèÿõ, ââåäåì óäîáíûå îáîçíà÷åíèÿ, êîòîðûå
áóäóò èñïîëüçîâàíû â äàëüíåéøåì.
Îáîçíà÷èì

coshχ = − B√
B2 −D2

, sinhχ =
D√

B2 −D2

Çäåñü ìû èñïîëüçóåì òîò ôàêò, ÷òî òèïè÷íî B < 0 è |B| > |D|. Ýòè íåðàâåíñòâà
âûïîëíåíû äëÿ ðåàëèñòè÷íûõ ïàðàìåòðîâ Ãàìèëüòîíèàíà BHZ (ñì. òàáëèöó 1.1).

a =

√
B2 −D2

A
, Ξ =

A2

√
B2 −D2

, m = M/Ξ
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Ïàðàìåòð a èìååò ðàçìåðíîñòü äëèíû, â íåì áóäåò óäîáíî èçìåðÿòü ðàññòîÿíèÿ. Ξ áóäåì
áðàòü çà åäèíèöó ýíåðãèè. Ñ òàêîé òî÷êè çðåíèÿ m èìååò ñìûñë áåçðàçìåðíîé ùåëè.
Ââåäåì, êðîìå òîãî, áåçðàçìåðíûé âîëíîâîé âåêòîð è ðàññòîÿíèå:

k
a

|m|
→ k, r

|m|
a
→ r

Ïðèâåäåííûå ïàðàìåòðû Ãàìèëüòîíèàíà BHZ ïðèâåäåíû â ñëåäóþùåé òàáëèöå:

d, nm a, nm χ Ξ, eV m
5.5 0.94 -0.77 0.42 0.022
7.0 1.29 -0.95 0.28 -0.029

Òàáëèöà 1.2: Ïðèâåäåííûå ïàðàìåòðû Ãàìèëüòîíèàíà BHZ

Â áåçðàçìåðíûõ åäèíèöàõ ñïåêòð èìååò âèä:

ε±(k) = −|m| sinhχk2 ±
√

(1 +m coshχk2)2 + k2 (1.11)

1.4.2 Êðàåâûå ñîñòîÿíèÿ

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîöåññ âûâîäà êðàåâûõ ñîñòîÿíèé èç Ãàìèëüòîíèàíà BHZ.
Äîïóñòèì, ÷òî êâàíòîâàÿ ÿìà çàíèìàåò ïîëóïðîñòðàíñòâî x < 0. Òîãäà kx íå ÿâëÿåò-
ñÿ õîðîøèì êâàíòîâûì ÷èñëîì è åãî íóæíî çàìåíèòü äèôôåðåíöèðîâàíèåì −i∂x. Áó-
äåì èñêàòü ðåøåíèÿ, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò îòêðûòûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, òî åñòü
ψ|x=0 = 0.
Çäåñü ñòîèò óïîìÿíóòü âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî. Ðàññìàòðèâàÿ ñèñòåìà îáëàäàåò T - èí-
âàðèàíòíîñòüþ. Ïîýòîìó íà êàæäîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà ïðèõîäèòñÿ åùå
îäíî ðåøåíèå, ïîëó÷àþùååñÿ èç ïåðâîãî îáðàùåíèåì âðåìåíè. Îòðàæåíèå ýòîãî îáñòî-
ÿòåëüñòâà â Ãàìèëüòîíèàíå (1.9) - åãî áëî÷íàÿ ôîðìà. Áëîêè ñâÿçàíû êîìïëåêñíûì
ñîïðÿæåíèåì è çàìåíîé k → −k:

HBHZ =

(
H(k) 0̂

0̂ H∗(−k)

)
Êàê âèäíî, âåðõíèé è íèæíèé áëîêè íåçàâèñèìû, òàê ÷òî íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ ðåøå-
íèÿ âèäà (ψ1, ψ2, 0, 0)T . Ïðè ôèêñèðîâàííîì ky â îáåçðàçìåðåííûõ åäèíèöàõ, îïèñàííûõ
âûøå, óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå:ψ

′′
1 =

(
signm−ε
|m| eχ + k2

y

)
ψ1 − i e

χ

|m|ψ
′
2 + iky

eχ

|m|ψ2

ψ′′2 =
(

signm+ε
|m| e−χ + k2

y

)
ψ2 + i e

−χ

|m| ψ
′
1 + iky

e−χ

|m| ψ1

(1.12)

Çäåñü ε - ýíåðãèÿ. Åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ±λ1 è ±λ2, ãäå:

λ1(ε, ky) =
1√

2|m|

√
2m2k2

y + E1 + E2 + 1 +
√

(E1 + E2 + 1)2 − 4E1E2) (1.13)

λ2(ε, ky) =
1√

2|m|

√
2m2k2

y + E1 + E2 + 1−
√

(E1 + E2 + 1)2 − 4E1E2), (1.14)

à E1 = |m|(signm− ε)eχ è E2 = |m|(signm+ ε)e−χ.
Áóäåì îïèñûâàòü êðàåâûå ñîñòîÿíèÿ ïî òåîðèè âîçìóùåíèé, íà÷àâ ñ ky = 0.
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Îïðåäåëèì X(ε) = E1 + E2 + 1 è Y (ε) = 4E1E2. Âûáåðåì íåêîòîðûé ε. Òîãäà â ñëó÷àå

Y (ε) > X2(ε) èëè


Y (ε) < X2(ε)

Y (ε) > 0

X(ε) > 0

èìååòñÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü è ó λ1(ε, 0), è ó

λ2(ε, 0).
Âî âòîðîì ñëó÷àå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ÷èñòî âåùåñòâåííû.
Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî îäíî èç ýòèõ óñëîâèé âûïîëíåíî. Òîãäà ìîæåò íàéòèñü ðåøåíèå,
âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ êîòîðîãî ñïàäàåò äî íóëÿ â òîëùå òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà (â
ïðåäåëå x→ −∞) è óäîâëåòâîðÿåò îòêðûòûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Îïðåäåëèì ν(ε, 0)
èç ±λ1(ε, 0) è η(ε, 0) èç ±λ2(ε, 0) òàê, ÷òî è η(ε, 0), è ν(ε, 0) èìåþò ïîëîæèòåëüíóþ
äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü.
Òîãäà ðåøåíèå äîëæíî èìåòü âèä (

c1

c2

)
(eηx − eνx)

÷òî, ïîñëå ïîäñòàíîâêè â ñèñòåìó (1.12), ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì óñëîâèÿì

m2(η(ε, 0) + ν(ε, 0))2 = 1,

(
c1

c2

)
= C

(
1

ie−χ

)
(1.15)

Çäåñü C - íîðìèðîâî÷íàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé ïðèâîäèò ê

ε(0) = − tanhχ

×òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî òàêèì îáðàçîì äåéñòâèòåëüíî íàéäåíî êðàåâîå ñîñòîÿíèå, íåîá-
õîäèìî ïðîâåðèòü ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî èìååòñÿ äâà ñîáñòâåííûõ ÷èñëà ñèñòåìû ñ
ïîëîæèòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ. Äëÿ ýòîãî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

0 < −m < coshχ
4
⇒


Y (ε(0)) < X2(ε(0))

Y (ε(0)) > 0

X(ε(0)) > 0
coshχ

4
< −m⇒ Y (ε(0)) > X2(ε(0))

(1.16)

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå íà íàëè÷èå êðàåâîãî ñîñòîÿíèÿ - íåòðèâèàëüíîñòü òîïîëîãè÷å-
ñêîé ôàçû, òî åñòü m < 0. Ñòîèò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî åñëè ùåëü äîñòàòî÷íà âåëèêà,
òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ êðàåâîãî ñîñòîÿíèÿ íà÷èíàåò îñöèëëèðîâàòü ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò
êðàÿ.
Ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ïàðàìåòðîâ, ïðèâåäåííûõ â òàáëèöå 1.1
äëÿ d = 7.0nm, 1/η ' 60nm, â òî âðåìÿ êàê 1/ν ' 1.5nm, ò.å. ïîðÿäêà ïîñòîÿííîé ðåøåò-
êè b = 0.6 nm. Ýòî âûçûâàåò íåêîòîðûå âîïðîñû - Ãàìèëüòîíèàí BHZ ïðèíöèïèàëüíî

ðàáîòàåò òîëüêî íà ìàñøòàáàõ íàìíîãî áîëüøå ïîñòîÿííîé ðåøåòêè. Â ïîñëåäñòâèè
ïîìèìî îòêðûòûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîäõîä, àíàëîãè÷íûé èñ-
ïîëüçîâàííîìó Âîëêîâûì è Ïàíêðàòîâûì â [18].

Ðàññìîòðèì òåïåðü íå ðàâíûé íóëþ ky ïðè ïîìîùè òåîðèè âîçìóùåíèé.
Âîçìóùåíèå â âåðõíåì áëîêå BHZ èìååò âèä:

∆V =

(
0 iky
−iky 0

)
(1.17)
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÷òî ïðèâîäèò ê

ε(ky) = − tanhχ− 1

coshχ
ky

Ñòîèò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî êðàåâîå ñîñòîÿíèå, ñâÿçàííîå ñ âåðõíèì áëîêîì, äâèæåò-
ñÿ ñòðîãî ïðîòèâ îñè y. Èòàê, ñîñòîÿíèÿ ñ ïîëîæèòåëüíîé ïðîåêöèåé ìîìåíòà îáëàäàåò
îòðèöàòåëüíîé ñêîðîñòüþ.
Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ êðàåâîå ñîñòîÿíèå, ñâÿçàííîå ñ íèæíèì áëîêîì. Åãî äèñ-
ïåðñèÿ

ε(ky) = − tanhχ+
1

coshχ
ky

òî åñòü, îíî îáëàäàåò ïîëîæèòåëüíîé ñêîðîñòüþ.

Èòàê, åñòü äâà êðàåâûõ ñîñòîÿíèÿ. Ïåðâîå îáëàäàåò îòðèöàòåëüíîé äèñïåðñèåé ε(ky) =
− tanhχ− 1

coshχ
ky è èìååò âèä

Ψ↑(ky) =
eikyy√

2π


1√

1+e−2χ

i√
1+e2χ

0
0

 (eηx − eνx)

√
2ην(η + ν)

(η − ν)2
(1.18)

Çäåñü ν = ν(ε(ky), ky) è η = η(ε(ky), ky).
Âòîðîå îáëàäàåò ïîëîæèòåëüíîé äèñïåðñèåé ε(ky) = − tanhχ+ 1

coshχ
ky è èìååò âèä:

Ψ↓(ky) =
eikyy√

2π


0
0
1√

1+e−2χ

−i√
1+e2χ

 (eηx − eνx)

√
2ην(η + ν)

(η − ν)2
(1.19)

Òàêîé âèä íîðìèðîâî÷íûõ êîíñòàíò èìååò ìåñòî, ïîêà è η, è ν ÷èñòî äåéñòâèòåëüíû. Â
ñëó÷àå, êîãäà îíè èìåþò ìíèìóþ ÷àñòü, âîçíèêàþò íåïðèíöèïèàëüíûå óñëîæíåíèÿ.
ßâíûé âèä êðàåâûõ ñîñòîÿíèé ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 1.3. Çäåñü ïðèâåäåíî äâà ñëó÷àÿ: äëÿ
ðåàëèñòè÷íûõ ïàðàìåòðîâ ñ d = 7.0 nm, à òàêæå äëÿ ñëó÷àÿ ñ òåìè æå ïàðàìåòðàìè
çà èñêëþ÷åíèåì ùåëè - îíà óâåëè÷åíà â 10 ðàç. Âî âòîðîì ñëó÷àå â êðàåâîì ñîñòîÿíèè
âîçíèêàþò îñöèëëÿöèè, î êîòîðûõ óïîìèíàëîñü ðàíåå.
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(a) äëÿ êâàíòîâîé ÿìû øèðèíîé d =
7.0 nm, ky = 0

(b) äëÿ ïðåóâåëè÷åííîé ùåëè m = 0.28,
ky = 0

Ðèñ. 1.3: Ñïåêòð ýëåêòðîíîâ â êâàíòîâîé ÿìå CdTe/HgTe/CdTe

Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî òàêîé çàêîí äèñïåðñèè òî÷åí â òîé æå ñòåïåíè, â êîòîðîé òî÷åí
BHZ, â òîì ñìûñëå, ÷òî ðåøåíèå ìîäåëè BHZ ïðèâîäèò ñòðîãî ê âûïèñàííîìó âûøå
îòâåòó, íå ïðèáåãàÿ ê òåîðèè âîçìóùåíèé.
Äðóãîå çàìå÷àíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî êðàåâûå ñîñòîÿíèÿ â ìîäåëè BHZ îïðåäåëåíû íå
äëÿ ëþáîãî ky. Â òî÷êàõ (äëÿ ñîñòîÿíèÿ ñ îòðèöàòåëüíîé äèñïåðñèåé)

k1 = −
tanhχ+

√
4|m|

coshχ
+ tanh2 χ

2|m|
, k2 = −

tanhχ−
√

4|m|
coshχ

+ tanh2 χ

2|m|
(1.20)

ñïåêòð êðàåâîãî ñîñòîÿíèÿ âëèâàåòñÿ â ñïåêòð ñîñòîÿíèé â òîëùå. Ïðè ýòîì, ãëóáèíà
ïðîíèêíîâåíèÿ â íèõ ñòàíîâèòñÿ áåñêîíå÷íîé.

1.5 Ìàãíèòíàÿ ïðèìåñü â 2D òîïîëîãè÷åñêîì èçîëÿ-

òîðå íà îñíîâå êâàíòîâîé ÿìû CdTe/HgTe/CdTe

Ñëåäóþùèé øàã ýòî ó÷åò ìàãíèòíîé ïðèìåñè â êâàíòîâîé ÿìå. Ïîäðîáíûé àíàëèç ýòîé
çàäà÷è ïðèâåäåí â ðàáîòå [13]. Â íåé ïîêàçàíî, ÷òî ìèêðîñêîïè÷åñêèé Ãàìèëüòîíèàí
âèäà Vimp = J(r)S · σ ïðè ó÷åòå òîãî, ÷òî ýëåêòðîíû ñ ðàçíûõ âåòâåé âçàèìîäåéñòâóþò
ñ ïðèìåñüþ ïî-ðàçíîìó, ïðèâîäèò â ðàìêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé ê ñëåäóþùåé ïîïðàâêå
ê Ãàìèëüòîíèàíó BHZ:

V2D
imp = Vδ(r− r0) = δ(r− r0)


J1Sz −iJ0S+ JmixS− 0
iJ0S− J2Sz 0 0
JmixS+ 0 −J1Sz −iJ0S−

0 0 iJ0S+ −J2Sz

 (1.21)

ãäå r0 - äâóìåðíûé ðàäèóñ-âåêòîð, îïèñûâàþùèé ïîëîæåíèå ïðèìåñè, z0 - åå âåðòè-
êàëüíàÿ êîîðäèíàòà. Çäåñü íóæíî ñ÷èòàòü, ÷òî J(r) â ìèêðîñêîïè÷åñêîì Ãàìèëüòîíè-
àíå ìåäëåííî ìåíÿåòñÿ íà àòîìàðíûõ ìàñøòàáàõ, íî áûñòðî - íà ìàñøòàáå îãèáàþùèõ
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ôóíêöèé.
Êîíñòàíòû ñâÿçè çäåñü îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç îãèáàþùèå ôóíêöèè, âçÿòûå íà âåðòèêàëü-
íîé êîîðäèíàòå ïðèìåñè z = z0, ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. [13]):

J0 =
i
√

3β

2
f 1

3 (z0)f 1
4 (z0), J1 =

α

2
|f 1

1 (z0)|2 +
β

2
|f 1

4 (z0)|2

J2 =
3β

2
|f 1

3 (z0)|2, Jmix = J1 + J2
0/J2

Çäåñü α è β - ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå ñèëó ñâÿçè ñïèíà ýëåêòðîíà (ñ âåòâè Γ6 è
Γ8 ñîîòâåòñòâåííî) ñî ñïèíîì ïðèìåñè.
Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî äëÿ ïðèìåñè, ðàñïîëîæåííîé â öåíòðå êâàíòîâîé ÿìû èç íå÷åò-
íîñòè f 1

4 (z) îòíîñèòåëüíî z → −z ñëåäóåò, ÷òî J0 = 0 è Jmix = J1.
Ñòîèò òàêæå çàìåòèòü, ÷òî îãèáàþùèå ôóíêöèè f 1

i ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû êîíñòàí-
òû ñâÿçè Ji áûëè âåùåñòâåííûìè.
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Ãëàâà 2

Ìîäåëü äâóìåðíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî

èçîëÿòîðà

Â äàííîé ãëàâå ïîéäåò ðå÷ü îá óïðîùåííîé ìîäåëè äâóìåðíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿ-
òîðà, â êîòîðîé äàëåå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ðàñ÷åò ÐÊÊÈ âçàèìîäåéñòâèÿ.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ Ãàìèëüòîíèàíà BHZ óïðîùåíèå ñîñòîèò â ðàññìîòðåíèè ñëó÷àÿ B = 0 è
D = 0 (ñì. óðàâíåíèå (1.9)). Ïðè ýòîì, ñïèíîâàÿ ñòðóêòóðà ìàòðèöû ïðèìåñè îñòàåòñÿ
íåèçìåííîé. Â èòîãå, ðå÷ü èäåò î ñëåäóþùåé ìîäåëè

H =


M Ak+ 0 0
Ak− −M 0 0

0 0 M −Ak−
0 0 −Ak+ −M

 (2.1)

V =


J1Sz −iJ0S+ JmixS− 0
iJ0S− J2Sz 0 0
JmixS+ 0 −J1Sz −iJ0S−

0 0 iJ0S+ −J2Sz

 (2.2)

â êîòîðîé H - Ãàìèëüòîíèàí ýëåêòðîíîâ, à V - Ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ ñïèíà
ýëåêòðîíà ñî ñïèíîì ïðèìåñè; çäåñüM èA - âåëè÷èíû, íå çàâèñÿùèå îò k, à k± = kx±iky.
Âû÷èñëåíèå áóäåò âåñòèñü â áåçðàçìåðíûõ åäèíèöàõ, ââåäåííûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì

Ak

|M |
→ k,

x|M |
A
→ x,

y|M |
A
→ y,

H

|M |
→ H,

|M |Ji
A2

→ Ji

òî åñòü äëèíû èçìåðÿþòñÿ â åäèíèöàõ A/|M |, à ýíåðãèè èçìåðÿþòñÿ â ùåëè |M |. Ñïåêòð
â ýòîé ìîäåëè ε±(k) = ±

√
1 + k2

Âñòàåò âîïðîñ î òîì, êàê êîððåêòíî îïèñàòü êðàåâûå ñîñòîÿíèÿ â ýòîé ìîäåëè. Äå-
ëî â òîì, ÷òî ñèñòåìà ëèíåéíà, è îòêðûòîå ãðàíè÷íîå óñëîâèÿ íåìåäëåííî ïðèâîäèò ê
òîæäåñòâåííîìó ðàâåíñòâó íóëþ âîëíîé ôóíêöèè âñþäó.
Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî âïåðâûå âîïðîñ î êðàåâûõ ñîñòîÿíèÿõ ðåøàëñÿ â ñõîäíîé ìîäåëè
â ñòàòüå [18] Âîëêîâà è Ïàíêðàòîâà. Îíè ðàññìîòðåëè Ãàìèëüòîíàèí âèäà

H =

(
0̂ iM + (σ · k)

−iM + (σ · k) 0̂

)
(2.3)

äëÿ êîíòàêòà äâóõ òðåõìåðíûõ ïîëóïðîâîäíèêîâ è ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ùåëèM = M(r⊥),
çàâèñÿùåé òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ äî êîíòàêòà ïðîèçâîëüíûì, èñïûòûâàþùåì èçìåíåíèå
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çíàêà â íåêîòîðîé òî÷êå, îáðàçîì, âñåãäà ïðèñóòñòâóåò íàáîð êðàåâûõ ñîñòîÿíèé ñ ëè-
íåéíûì (áåñùåëåâûì) ñïåêòðîì â ïëîñêîñòè.

Ìû èñïîëüçóåì àíàëîãè÷íûé ïîäõîä ê îïèñàíèþ êðàåâûõ ñîñòîÿíèé â íàøåì ñëó÷àå.
Äîïóñòèì, ÷òî òîïîëîãè÷åñêèé èçîëÿòîð çàíèìàåò ïîëóïðîñòðàíñòâî x < 0. Òîãäà kx
áîëüøå íå ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì êâàíòîâûì ÷èñëîì - âìåñòî íåãî íóæíî èñïîëüçîâàòü
−i∂x. Òîãäà

H =

(
h(−i∂x, ky) 0̂

0̂ h∗(−i∂x,−ky)

)
, h(−i∂x,−ky) =

(
−m(x) −i∂x + iky
−i∂x − iky m(x)

)
(2.4)

ãäå m(x) = 1 ïðè x < 0. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â òåðìèíàõ (2.1) m ñîîòâåòñòâóåò −M .
Ìû áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ â êîíòàêòå c èíâåðñèåé çîí, êîòîðûé îáåñïå÷èò ñóùåñòâîâà-
íèå êðàåâûõ ñîñòîÿíèé. Çíà÷èò, áóäåì ñ÷èòàòü m(x) < 0 â ïîëóïðîñòðàíñòâå x > 0.
Êðîìå òîãî, âû÷èñëåíèÿ áóäåì âåñòè â ìîäåëè íåïîíèöàåìîãî áàðüåðà. Òî åñòü, ïðè
x > 0 ðàáîòàòü â ïðåäåëå m(x) = −∆, ∆ → +∞. Òàêóþ êîíôèãóðàöèþ ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê êîíòàêò òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà ñ ïîëóïðîâîäíèêîì, ùåëü êîòîðîãî
âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ ùåëüþ â ñïåêòðå îáúåìíûõ ñîñòîÿíèé òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿ-
òîðà.

Äàëåå âñòàåò äâà âîïðîñà:

• Êàê óñòðîåíû êðàåâûå ñîñòîÿíèÿ â ýòîé ìîäåëè?

• Êàê ìîäèôèöèðóþòñÿ îáúåìíûå ñîñòîÿíèÿ çà ñ÷åò íàëè÷èÿ êðàÿ?

Ñëåäóþùèé ðàçäåë ïîñâÿùåí îòâåòàì íà íèõ.

2.1 Ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ

Èòàê, ìû èíòåðåñóåìñÿ ñòðóêòóðîé ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé â òîïîëîãè÷åñêîì èçîëÿ-
òîðå. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó ðå÷ü èäåò îá èíâåðòèðîâàííîì êîíòàêòå, èìåþòñÿ
êðàåâûå ñîñòîÿíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèñóòñòâèå êðàÿ îêàçûâàåò âëèÿíèå íà îáú-
åìíûå ñîñòîÿíèÿ. Ïîýòîìó ñëåäóþùèé øàã ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ðåøèòü óðàâíåíèå
Øð¼äèíãåðà è îïèñàòü äâà êëàññà ýòèõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé.
Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∂2
xψ1 + (ε2 −m(x)2 − k2

y)ψ1 = −m′(x)
∂xψ1

ε−m(x)
, ψ2 = −i ∂x + ky

ε−m(x)
ψ1 (2.5)

ãäå ε - ýíåðãèÿ, à
m′(x) = −(1 + ∆)δ(x)

Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî âûðàæåíèå ∂xψ1

ε−m(x)
íåïðåðûâíî íà ãðàíèöå x = 0, ïîñêîëüêó îíî

ïðîïîðöèîíàëüíî ψ2 â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.5).
Èòàê, ðàññìîòðèì êðàåâûå è îáúåìíûå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ.

2.1.1 Êðàåâûå ñîñòîÿíèÿ

Ðàññìîòðèì ðåøåíèÿ äëÿ âåðõíåãî áëîêà Ãàìèëüòîíèíà, ëîêàëèçîâàííûå íà êðàþ. Ýòè
ñîñòîÿíèÿ îòâå÷àþò ïîëîæèòåëüíîé ïðîåêöèè ìîìåíòà íà îñü z, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ
ïîâåðõíîñòè òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà (â òåðìèíàõ Ãàìèëüòîíèàíà BHZ, îíè ñîáðàíû
èç ñîñòîÿíèé |E1,+〉 è |H1,+〉). Â ïðåäåëå áîëüøîãî ∆ òðåáîâàíèå çàòóõàíèÿ âîëíîâîé
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ôóíêöèè â òîëùå èìååò âèä ε2 < 1 + k2
y.

Íåïðåðûâíîñòü ψ1 ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé ôîðìå ðåøåíèé:

ψ1(x) = θ(x)e−
√

∆2+k2y−ε2x + θ(−x)e
√

1+k2y−ε2x

Â òîæå âðåìÿ, íåïðåðûâíîñòü ψ2 ïðèâîäèò ê óñëîâèþ, îïðåäåëÿþùåìó ýíåðãèþ√
1 + k2

y − ε2 + ky

ε− 1
= −

√
∆2 + k2

y − ε2 − ky
∆ + ε

Ñ îäíîé ñòîðîíû âèäíî, ÷òî ïðè ∆ < 0 óðàâíåíèå íåñîâìåñòíî. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íèêà-
êèõ êðàåâûõ ñîñòîÿíèé â ñëó÷àå íåèíâåðòèðîâàííîãî êîíòàêòà íåò - ÷òî è ñëåäîâàëî
îæèäàòü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ïðåäåëå ∆ → +∞ ó ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååòñÿ ðåøåíèå
ε = −ky.
Èòàê, â ðàññìàòðèâàåìîì ïðåäåëå êðàåâîå ñîñòîÿíèå ñ îòðèöàòåëüíîé äèñïåðñèåé è ïî-
ëîæèòåëüíîé ïðîåêöèåé óãëîâîãî ìîìåíòà èìååò âèä:

ψedge,↑(r) = θ(−x)


1
i
0
0

 eikyy√
2π
ex (2.6)

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ ðåøåíèå äëÿ íèæíåãî áëîêà ñ ïîëîæèòåëüíîé äèñïåðñèåé ε = ky
è îòðèöàòåëüíîé ïðîåêöèåé óãëîâîãî ìîìåíòà:

ψedge,↓(r) = θ(−x)


0
0
1
−i

 eikyy√
2π
ex (2.7)

Ðåøåíèå ψedge,↓ ïîëó÷àåòñÿ èç ψedge,↑ îáðàùåíèåì âðåìåíè.

2.1.2 Îáúåìíûå ñîñòîÿíèÿ â ïðèñóòñòâèè êðàÿ

Ñëåäóþùèé øàã ñîñòîèò â ðàññìîòðåíèè îáúåìíûõ ñîñòîÿíèé. Äëÿ íà÷àëà, ðàññìîòðèì
ñîñòîÿíèÿ ñ ïîëîæèòåëüíîé ïðîåêöèåé ìîìåíòà (îòâå÷àþùèå âåðõíåìó áëîêó Ãàìèëüòî-
íèàíà (2.4)). Ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè, êàê è â ñëó÷àå êðàåâûõ ñîñòîÿíèé, ïîìå÷åíû
âåðõíèì èíäåêñîì ↑ (ñîñòîÿíèÿ äëÿ íèæíåãî áëîêà ïîìå÷åíû ↓).
Ìû èùåì îñöèëëèðóþùèå ðåøåíèÿ (2.5). Òî åñòü ðå÷ü èäåò î ðåøåíèÿõ ñ ýíåðãèÿìè
ε2 > 1 + k2

y. Îáîçíà÷èì ε2 − 1− k2
y = k2

x è k
2 = k2

x + k2
y.

Íà÷íåì ñ ðåøåíèÿ, îáëàäàþùåãî ýíåðãèåé ε =
√

1 + k2. Â îáëàñòè x < 0 ψ1(x) =

Aeikxx + Be−ikxx. Â îáëàñòè x > 0 ψ1(x) = e−
√

∆2−1−k2yx. Ñøèâêà âîëíîâîé ôóíêöèè
íà ãðàíèöå x = 0 â ïðåäåëå ∆→ +∞ ïðèâîäèò ê äâóì óñëîâèÿì:

A+B = 1,
ikx(A−B) + ky(A+B)√

1 + k2 − 1
= −1

Àíàëîãè÷íûå óñëîâèÿ ëåãêî ïîëó÷àþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ, îòâå÷àþùåãî íèæíåé âåòâè ñïåê-
òðà îáúåìíûõ ñîñòîÿíèé c ε = −

√
1 + k2, à òàêæå äëÿ ðåøåíèé, îòâå÷àþùèõ íèæíåìó

áëîêó Ãàìèëüòîíèàíà.
Äàëåå, ðåøàÿ óðàâíåíèÿ íà A è B è èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ íà ñâÿçü ìåæäó ψ1 è ψ2,
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ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ îáúåìíûõ ñîñòîÿíèé. Èõ ñëåäóåò íîðìèðîâàòü íà δ-ôóíêöèþ.
Ïî ýòîé ïðè÷èíå óäîáíî ââåñòè ôóíêöèè

fx(k) =
1

2
√√

1 + k2(
√

1 + k2 + ky)

(
eikxx(k+ + i(

√
1 + k2 − 1)) + h.c.

)
(2.8)

gx(k) =
1

2
√√

1 + k2(
√

1 + k2 + ky)

(
eikxx(k− − i(

√
1 + k2 + 1)) + h.c.

)
(2.9)

Â èòîãå, íîðìèðîâàííûå ðåøåíèÿ âûïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

ψbulk,↑+ (r) =


fx(k)
igx(k)

0
0

 eikyy

2π
, ψbulk,↑− (r) =


−gx(−k)
−ifx(−k)

0
0

 eikyy

2π
(2.10)

Íèæíåé èíäåêñ ± îáîçíà÷àåò âåòâü â ñïåêòðå, ê êîòîðîé ïðèíàäëåæèò ðåøåíèå: ε =
±
√

1 + k2. Àíàëîãè÷íî äëÿ íèæíåãî áëîêà:

ψbulk,↓+ (r) =


0
0

−fx(−k)
igx(−k)

 eikyy

2π
, ψbulk,↓− (r) =


0
0

gx(k)
−ifx(k)

 eikyy

2π
(2.11)

2.2 Ôóíêöèÿ Ãðèíà

Ïðè ðàññìîòðåíèè ÐÊÊÈ âçàèìîäåéñòâèÿ î÷åíü âàæíà ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è. Ìû
áóäåì ðàáîòàòü â ìàöóáàðîâñêîì ïðåäñòàâëåíèè. Ïîä ìàöóáàðîâñêîé ôóíêöèåé Ãðèíà
ïîíèìàåòñÿ

Gαβ(τ, r, r′) = −〈TτΨα(τ, r)Ψβ(0, r′)〉 (2.12)

ãäå
Ψα(τ, r) = eτ(H−µN)Ψα(r)e−τ(H−µN), Ψβ(τ, r) = eτ(H−µN)Ψ†β(r)e−τ(H−µN)

çäåñü Ψα(r) - îïåðàòîð óíè÷òîæåíèÿ ýëåêòðîíà ñ ìîìåíòîì α (α ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ
−3/2, −1/2, 1/2, 3/2) â òî÷êå r, µ - õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë, H - âòîðè÷íî-êâàíòîâàííàÿ
âåðñèÿ Ãàìèëüòîíèàíà (2.1), à N - îïåðàòîð ÷èñëà ÷àñòèö â ñèñòåìå.
Ìû ðàññìàòðèâàåì ñèñòåìó áåç âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ýëåêòðîíàìè. Óäîáíûé ñïîñîá
âû÷èñëèòü ôóíêöèþ Ãðèíà â ýòîì ñëó÷àå - èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèå Ëåìàííà. Îíî
âûðàæàåò ôóíêöèþ Ãðèíà â êîîðäèíàòíî-ýíåðãåòè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè ÷åðåç îäíî÷à-
ñòè÷íûå ñîñòîÿíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

Gαβ(iε, r, r′) =
∑
m

ψmα (r)ψm∗β (r′)

iε− (εm − µ)
(2.13)

Îòñþäà ñðàçó æå ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî ôóíêöèþ Ãðèíà ìîæíî ðàçáèòü íà äâà ñëàãàåìûõ
- ôóíêöèþ Ãðèíà êðàåâûõ ñîñòîÿíèé è ôóíêöèþ Ãðèíà îáúåìíûõ ñîñòîÿíèé. Ïðè ýòîì,
ñòîèò èìåòü â âèäó, ÷òî ïîñëåäíÿÿ èç íèõ â ïðèñóòñòâèè êðàÿ íå ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîé
îáúåìíîé ôóíêöèåé Ãðèíà, îïðåäåëåííîé äëÿ áåñêîíå÷íîãî îáðàçöà.
Èòàê,

G(iε, r, r′) = Gbulk(iε, r, r′) +Gedge(iε, r, r′) (2.14)

Â ïåðâîì ñëàãàåìîì ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå òîëüêî ïî îáúåìíûì ñîñòîÿíèÿì,
à âî âòîðîì - òîëüêî ïî êðàåâûì.
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Â òîæå âðåìÿ, ôóíêöèþ Ãðèíà êðàåâûõ ñîñòîÿíèé óäîáíî ðàçäåëèòü íà äâå ÷àñòè -
ñâÿçàííóþ ñ ↑-ñîñòîÿíèÿìè è ñ ↓-ñîñòîÿíèÿìè:

Gedge(iε, r, r′) = G↑(iε, r, r′) +G↑(iε, r, r′) (2.15)

Ñëåäóþùèå ïîäðàçäåëû ïîñâÿùåíû ðàáîòå ñ ýòèìè ôóíêöèÿìè.

2.2.1 Ôóíêöèÿ Ãðèíà êðàåâûõ ñîñòîÿíèé

Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Ãðèíà êðàåâûõ ñîñòîÿíèé ñ ïîëîæèòåëüíîé
ïðîåêöèåé ìîìåíòà. Âûðàæåíèå äëÿ íåå èìååò âèä

G↑(iε, r, r′) =

∫
dky
2π

eiky(y−y′)ex+x′θ(−x)θ(−x′)
iε+ µ+ ky


1 −i 0 0
i 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , (2.16)

ïîñëå ýëåìåíòàðíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ñâîäÿùååñÿ ê

G↑(iε, r, r′) = ie−iµ(y−y′)ex+x′eε(y−y
′)θ(−x)θ(−x′)(θ(y−y′)θ(−ε)−θ(y′−y)θ(ε))


1 −i 0 0
i 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ ðåçóëüòàò äëÿ êðàåâûõ ñîñòîÿíèé ñ îòðèöàòåëüíûì ìîìåíòîì:

G↓(iε, r, r′) = ieiµ(y−y′)ex+x′e−ε(y−y
′)θ(−x)θ(−x′)(−θ(y−y′)θ(ε)+θ(y′−y)θ(−ε))


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 i
0 0 −i 1


Èòàê, ìû ïîëó÷èëè âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà êðàåâûõ ñîñòîÿíèé. Òåïåðü ñëåäóåò
îáñóäèòü ôóíêöèþ Ãðèíà îáúåìíûõ ñîñòîÿíèé.

2.2.2 Ôóíêöèÿ Ãðèíà îáúåìíûõ ñîñòîÿíèé

Âûïîëíÿÿ ñóììèðîâàíèå ïî îáúåìíûì ñîñòîÿíèÿì, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòà-
òó:

Gbulk(iε, r, r′) = (2.17)

∫ +∞

0

dkx
2π

∫ +∞

−∞

dky
2π

eikyY

iε+ µ−
√

1 + k2


fx(k)fx′(k) −ifx(k)gx′(k) 0 0
igx(k)fx′(k) gx(k)gx′(k) 0 0

0 0 fx(−k)fx′(−k) ifx(−k)gx′(−k)
0 0 −igx(−k)fx′(−k) gx(−k)gx′(−k)

+

+

∫ +∞

0

dkx
2π

∫ +∞

−∞

dky
2π

eikyY

iε+ µ+
√

1 + k2


gx(−k)gx′(−k) −igx(−k)fx′(−k) 0 0
ifx(−k)gx′(−k) fx(−k)fx′(−k) 0 0

0 0 gx(k)gx′(k) igx(k)fx′(k)
0 0 −ifx(k)gx′(k) fx(k)fx′(k)


çäåñü ïîä Y ïîíèìàåòñÿ y− y′. Ôóíêöèè fx(k) è gx(k) îïðåäåëåíû â (2.8) è (2.9). Ñòîèò
îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå çäåñü âåäåòñÿ òîëüêî ïî kx > 0 - èç-çà ïðè-
ñóòñòâèÿ íåïðîíèöàåìîãî áðàüåðà ýòî êâàíòîâîå ÷èñëî ïðèíèìàåò òîëüêî çíà÷åíèÿ íà
ïîëóïðÿìîé.

Èòàê, ôóíêöèÿ Ãðèíà ïîëíîñòüþ îïèñàíà. Òåïåðü ìîæíî ïåðåéòè íåïîñðåäñòâåííî ê
ðàññìîòðåíèþ êîñâåííîãî îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â äâóìåðíîì òîïîëîãè÷åñêîì èçî-
ëÿòîðå.
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Ãëàâà 3

Êîñâåííîå îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå

íà êðàþ äâóìåðíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî

èçîëÿòîðà

3.1 ÐÊÊÈ âçàèìîäåéñòâèå íà ÿçûêå äèàãðàìíîé òåõ-

íèêè

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïèñàòü âçàèìîäåéñòâèå ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé, èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþ-
ùèé ïîäõîä: ìû âû÷èñëÿåì ïîïðàâêó ê òåðìîäèíàìè÷åñêîìó ïîòåíöèàëó, ñâÿçàííóþ ñ
íàëè÷èåì äâóõ ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé â ñèñòåìå. Â ýòîé ïîïðàâêå ñîäåðæèòñÿ íåñêîëüêî
ñëàãàåìûõ. Çà âçàèìîäåéñòâèå ïðèìåñåé îòâå÷àåò ñëàãàåìîå âòîðîãî ïîðÿäêà ïî êîí-
ñòàíòå èõ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ýëåêòðîíàìè, êîòîðîå ñîäåðæèò ñïèíû îáåèõ ïðèìåñåé.
Èòàê, íà÷èíàåì ñ Ãàìèëüòîíàíà âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ ñ ïðèìåñÿìè A è B (1.21):

V2D
AB = VAδ(r− rA) + VBδ(r− rB) (3.1)

Ñîîòâåòñòâóþùèé ìíîãî÷àñòè÷íûé Ãàìèëüòîíèàí

Himp =

∫
d2rΨ+

α (r)(VαβA δ(r− rA) + VαβB δ(r− rB))Ψβ(r) (3.2)

Ïîïðàâêà ê òåðìîäèíàìè÷åñêîìó ïîòåíöèàëó äàåòñÿ èçâåñòíîé (ñì. [20]) ôîðìóëîé ìà-
öóáàðîâñêîé òåõíèêè

∆Ω = −T (〈S (1/T )〉c − 1) (3.3)

ãäå S-ìàòðèöà îïðåäåëåíà êàê

S(τ) = Tτ exp

(
−
∫ τ

0

dτ ′Himp(τ
′)

)
(3.4)

è ñèìâîë c â èíäåêñå îáîçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå òîëüêî ïî ñâÿçíûì äèàãðàììàì.
Êàê îáû÷íî

Himp(τ) = eτ(H−µN)Himpe
−τ(H−µN)

Çäåñü H - âòîðè÷íî-êâàíòîâàííàÿ âåðñèÿ ýëåêòðîííîãî Ãàìèëüòîíèàíà (2.1).
Ñëàãàåìîãî ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî ñïèíó ïðèìåñè áûòü íå ìîæåò, òàê êàê ìû ðàññìàòðè-
âàåì çàäà÷ó, â êîòîðîé ýëåêòðîííûé Ãàìèëüòîíèàí îáëàäàåò ñèììåòðèåé ïî îòíîøåíèþ
ê îáðàùåíèþ âðåìåíè.
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Ðàññìîòðèì ñëàãàåìîå âòîðîãî ïîðÿäêà, êîòîðîå ñâÿçûâàåò ïðèìåñü A ñ ïðèìåñüþ B.
Îíî èìååò âèä

∆Ωint = TVαβA V
γδ
B

∫ 1
T

0

dτ1

∫ 1
T

0

dτ2Gβγ(τ1 − τ2, rA, rB)Gδα(τ2 − τ1, rB, rA), (3.5)

ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó äèàãðàììà:

Ðèñ. 3.1: Äèàãðàììà, îïèñûâàþùàÿ âçàèìîäåéñòâèå ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé

VαβA VγδB

Gβγ

Gδα

Â äàëüíåéøåì, íàøåé öåëüþ áóäåò âû÷èñëåíèå ýòîé âåëè÷èíû. Îêàçûâàåòñÿ óäîáíåé âå-
ñòè ðàñ÷åò â êîîðäèíàòíî-ýíåðãåòè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè. Ïîýòîìó ïðåâðàòèì èíòåãðàë
ïî ìíèìîìó âðåìåíè â ñóììó ïî ìàöóáàðîâñêèì ÷àñòîòàì. Â èòîãå,

∆Ωint = VαβA V
γδ
B Πβγ,δα (3.6)

ãäå ïîëÿðèçàöèîííûé îïåðàòîð Π îïðåäåëåí êàê

Πβγ,δα = T
∑
n

Gβγ(iεn, rA, rB)Gδα(iεn, rB, rA) (3.7)

Â îñíîâíîì ìû áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ ïðåäåëîì T → 0, ïîýòîìó ìîæíî çàìåíèòü iεn →
iε è

∑
n →

∫
dε
2π
.

Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ëåæèò â ùåëè. Â áåçðàç-
ìåðíûõ åäèíèöàõ ýòî çíà÷èò |µ| < 1.

Èç ôîðìóëû (3.7) âèäíî, ÷òî â ÐÊÊÈ âçàèìîäåéñòâèè ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé âáëèçè
êðàÿ áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïî ïðèðîäå ñëàãàåìûõ.
Äåéñòâèòåëüíî, G(iε, r, r′) = Gbulk(iε, r, r′) +Gedge(iε, r, r′), à çíà÷èò, âñå âûðàæåíèå äëÿ
ïîïðàâêè ê òåðìîäèíàìè÷åñêîìó ïîòåíöèàëó ðàñïàäàåòñÿ íà ñëàãàåìîå, êîòîðîå ñîäåð-
æèò ïðîèçâåäåíèå äâóõ îáúåìíûõ ôóíêöèé Ãðèíà, ñëàãàåìîå, êîòîðîå ñîäåðæèò ïðîèç-
âåäåíèå äâóõ êðàåâûõ ôóíêöèé Ãðèíà, à òàêæå ïåðåêðåñòíîå ñëàãàåìîå - îíî ñîäåðæèò
è îáúåìíóþ ôóíêöèþ Ãðèíà, è êðàåâóþ:

Πβγ,δα = T
∑
n

Gbulk
βγ (iεn, rA, rB)Gbulk

δα (iεn, rB, rA)︸ ︷︷ ︸
ÐÊÊÈ çà ñ÷åò îáúåìåíûõ ñîñòîÿíèé, Πbbβγ,δα

+T
∑
n

Gedge
βγ (iεn, rA, rB)Gedge

δα (iεn, rB, rA)︸ ︷︷ ︸
ÐÊÊÈ çà ñ÷åò êðàåâûõ ñîñòîÿíèé, Πeeβγ,δα

+

+T
∑
n

Gbulk
βγ (iεn, rA, rB)Gedge

δα (iεn, rB, rA) + T
∑
n

Gedge
βγ (iεn, rA, rB)Gbulk

δα (iεn, rB, rA)︸ ︷︷ ︸
èíòåðôåðåíöèîííûé ÐÊÊÈ, Πbeβγ,δα+Πebβγ,δα

(3.8)

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ìû áóäåì íàçûâàòü èíòåðôåðåíöèîííûì ÐÊÊÈ.

Â äàëüíåéøåì íàøåé öåëüþ áóäåò èññëåäîâàíèå êàæäîãî èç ýòèõ ñëàãàåìûõ ïî îò-
äåëüíîñòè, à òàêæå èõ ñðàâíåíèå ïî âåëè÷èíå â ðàçëè÷íûõ êîíôèãóðàöèÿõ ïðèìåñåé.
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3.2 ÐÊÊÈ çà ñ÷åò êðàåâûõ ñîñòîÿíèé

Ïðåæäå ÷åì íà÷àòü âû÷èñëåíèå, ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. Áóäåì îáîçíà÷àòü êîì-

ïîíåíòû äâóìåðíîãî ðàäèóñ-âåêòîðà ïðèìåñè ñëåäóþùèì îáðàçîì rA/B =
(
xA/B yA/B

)T
.

Êðîìå òîãî, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî yA > yB è îáîçíà÷àòü R = rA − rB, Y = yA − yB,
X = xA−xB, à òàêæå X̃ = xA+xB è R̃ =

√
X̃2 + Y 2. R̃ áóäåò ÷àñòî âñòðå÷àòüñÿ ê êîíå÷-

íûõ îòâåòàõ, òàê êàê ñèñòåìà ñ êðàåì íå îáëàäàåò âðàùàòåëüíîé èíâàðèàíòíîñòüþ. Ýòó
âåëè÷èíó ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ðàññòîÿíèÿ îò îäíîé ïðèìåñè äî èçîáðàæåíèÿ
äðóãîé.

Èòàê, â ýòîì ðàçäåëå ìû îïèñûâàåì ÐÊÊÈ âçàèìîäåéñòâèå çà ñ÷åò êðàåâûõ ñîñòîÿ-
íèé. Ñòîèò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî â ýòîì ñëàãàåìîì êîíå÷íîñòü òåìïåðàòóðû â (3.1)
ó÷èòûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíî - äîñòàòî÷íî ïðîñóììèðîâàòü ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ïî
ìàöóáàðîâñêèì ÷àñòîòàì.
Ïðîñòîå âû÷èñëåíèå ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà
ïîëÿðèçàöèîííîãî îïåðàòîðà:

Πee
βγ,δα = − Te2X̃

2 sinhY/LT

(
Mβγ
↑ M δα

↓ e
−2iµY +Mβγ

↓ M δα
↑ e

2iµY
)

(3.9)

ãäå

M↑ =


1 −i 0 0
i 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , M↓ =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 i
0 0 −i 1

 ,

à òåïëîâàÿ äëèíà â áåçðàçìåðíûõ åäèíèöàõ ðàâíà LT = 1
2πT

.
Ýòî âûðàæåíèå ïîçâîëÿåò ñðàçó æå âûïèñàòü îòâåò äëÿ ÐÊÊÈ âçàèìîäåéñòâèÿ çà ñ÷åò
êðàåâûõ ñîñòîÿíèé:

Hee
exchange = − Te2X̃

sinhY/LT
JAmixJ

B
mix

[
cos 2µY

(
SA|| · SB||

)
+ sin 2µY

[
SA × SB

]
z

]
(3.10)

Âî-ïåðâûõ, ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííûé îòâåò íàõîäèòñÿ â ñîãëàñèè ñ (1.4) (ðåçóëü-
òàò ðàáîòû [14]) â ïðåäåëå íóëåâîé òåìïåðàòóðû è ïðèìåñåé, ðàñïîëîæåííûõ â òî÷íîñòè
íà êðàþ.
Âî-âòîðûõ, âèäíî, ÷òî ÐÊÊÈ âçàèìîäåéñòâèå îñóùåñòâëÿåòñÿ òîëüêî çà ñ÷åò Jmix êîì-
ïîíåíò ìàòðèöû ïðèìåñè. Ýòîãî ðåçóëüòàò ñëåäîâàëî îæèäàòü. Äåéñòâèòåëüíî, òîëüêî
ýòî ñëàãàåìîå â Ãàìèëüòîíèàíå ïðèìåñè ñïîñîáíî ïåðåâåðíóòü �ñïèí� ýëåêòðîíà, ïî-
ñêîëüêó ýòî åäèíñòâåííûé ìåæäóáëî÷íûé ýëåìåíò. Åñëè æå J

A/B
mix = 0, òî ïðèìåñè íå

ìîãóò èçìåíèòü íàïðàâëåíèÿ ìîìåíòà ýëåêòðîíà íà êðàþ, à çíà÷èò, íå ìîãóò èçìåíèòü
íàïðàâëåíèÿ åãî äâèæåíèÿ.
Ðàññìîòðèì, êðîìå òîãî, ìàñøòàáû òåïëîâîé äëèíû. Âåëè÷èíà ùåëè â ñïåêòðå îáúåì-
íûõ ñîñòîÿíèé ∼ 10 meV äëÿ êâàíòîâîé ÿìû òîëùèíîé d ' 5.5 nm. Â òåìïåðàòóðíûõ
åäèíèöàõ ýòî ñîîòâåòñòâóåò ∼ 100 K. Ïîýòîìó ïðè òåìïåðàòóðàõ� 100 K åå êîíå÷íîñòü
íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà ÐÊÊÈ âçàèìîäåéñòâèå, îáóñëîâíåííîå îáúåìíûìè ñîñòîÿíè-
ÿìè è èíòåðôåðåíöèåé - îòêëîíåíèÿ îò íóëü-òåìïåðàòóðíîãî ïðåäåëà ïîäàâëåíû ïî
ïàðàìåòðó e−|M |/T . Â òîæå âðåìÿ äëÿ êðàåâûõ ñîñòîÿíèé ïîäàâëåíèÿ ïî âåëè÷èíå íå
ïðîèñõîäèò - âîçíèêàåò ëèøü çàðåçêà ïî ðàññòîÿíèþ. Îöåíèì åå äëÿ T = 1 K ' 10−4 eV
è A ' 0.35 eV · nm. Â ðàçìåðíûõ åäèíèöàõ LT = A/2πT ∼ 50 nm. Â òîæå âðåìÿ, ïðè
T = 0 âçàèìîäåéñòâèå äàëüíîäåéñòâóþùåå. Ïîýòîìó ïðè ðåàëèñòè÷íûõ ðàçìåðàõ îá-
ðàçöà ∼ 1 µm êîíå÷íîñòü òåìïåðàòóðû ìîæåò îêàçàòüñÿ ñóùåñòâåííîé, íàïðèìåð, äëÿ
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ìàãíèòíîé ôàçû ñèñòåìû ïðèìåñåé âáëèçè êðàÿ.

3.3 ÐÊÊÈ çà ñ÷åò îáúåìíûõ ñîñòîÿíèé

Òåïåðü ðàññìîòðèì òî, êàê óñòðîåíî êîñâåííîå îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå çà ñ÷åò îáúåì-
íûõ ñîñòîÿíèé. Êàê óæå óïîìèíàëîñü, ïðèñóòñòâèå êðàÿ èçìåíÿåò ñòðóêòóðó îáúåìíûõ
ñîñòîÿíèé, åñëè ñðàâíèâàòü èõ ñ ñîñòîÿíèÿìè â áåñêîíå÷íîì îáðàçöå. Ïîýòîìó ñòîèò
îæèäàòü, ÷òî ñëåäû ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà áóäóò âèäíû â ÐÊÊÈ âçàèìîäåéñòâèè.

Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî ïðîàíàëèçèðóåì êàêîé-ëèáî êîíêðåòíûé ýëåìåíò ïîëÿðèçàöèîííîãî
îïåðàòîðà, à èìåííî Πbb

11,33. Âûðàæåíèå äëÿ íåãî èìååò âèä

Πbb
11,33 =

∫
dε

2π
Gbulk

11 (iε, rA, rB)Gbulk
33 (iε, rB, rA) =

1

4

∫
dε

2π

dkx
2π

dky
2π

dzx
2π

dzy
2π

eikyY e−izyY×

(3.11)

×
(

fxA(k)fxB(k)

iε+ µ−
√

1 + k2
+
gxA(−k)gxB(−k)

iε+ µ+
√

1 + k2

)(
fxA(−z)fxA(−z)

iε+ µ−
√

1 + z2
+

gxA(z)gxB(z)

iε+ µ+
√

1 + z2

)
Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè ÷åòíîñòü ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè fxA(−kx, ky)fxB(−kx, ky) =
fxA(kx, ky)fxB(kx, ky) (àíàëîãè÷íî äëÿ g).
Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî èíòåãðàë ïî k çäåñü ðàâíÿåòñÿ èíòåãðàëó ïî z.
Â ïðîèçâåäåíèè ñêîáîê èìååòñÿ ÷åòûðå ñëàãàåìûõ. Äâà èç íèõ èñ÷åçàþò ïðè èíòåãðè-
ðîâàíèè ïî ε (ïîëþñû ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ). Äâà îñòàâ-
øèõñÿ ñëàãàåìûõ ðàâíû. Ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî ε è âîñïîëüçîâàâøèñü 1/a =

∫ +∞
0

e−atdt
äëÿ a > 0, ïîëó÷àåì óïðîùåííîå âûðàæåíèå:

Πbb
11,33 = −1

2

∫ +∞

0

dt

∫
dkxdky
(2π)2

fxA(k)fxB(k)eikyY−t
√

1+k2
∫
dzxdzy
(2π)2

gxA(−z)gxB(−z)eizyY−t
√

1+z2

(3.12)
Ðàññìîòðèì ÷àñòü ýòîãî èíòåãðàëà

I1 =

∫
dkxdkyfxA(k)fxB(k)eikyY−t

√
1+k2 (3.13)

Ïîñëå ïîäàñòàíîâêè ôóíêöèé f îí ðàçáèâàåòñÿ íà íåñêîëüêî ñëàãàåìûõ

I1 =
1

4

∫
dkxdky

eikyY−t
√

1+k2

√
1 + k2(

√
1 + k2 + ky)

(eikxX̃(k+ + i(
√

1 + k2 − 1))2+ (3.14)

+e−ikxX̃(k− − i(
√

1 + k2 − 1))2 +
[
eikxX + e−ikxX

]
|k+ + i(

√
1 + k2 − 1))|2)

Êàæäûé èç èíòåãðàëîâ ìîæíî âû÷èñëèòü ìåòîäîì ïåðåâàëà â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
â ïðåäåëå R, R̃� 1. Ïðè òàêîì âû÷èñëåíèè íóæíî ñïåðâà ðàñêðûòü ìîäóëè (íàïðèìåð,
|k++i(

√
1 + k2−1))|2 = k2

x+(ky+
√

1 + k2−1)2), è òîëüêî ïîòîì âûõîäèòü â êîìïëåêñíûå
k. Èñïîëüçóåì îòâåò äëÿ èíòåãðàëà îáùåãî âèäà:∫

dkxdkyF (k)eikxx+ikyy−t
√

1+k2 =
2πt

r2
F (k0)e−

t2

2r
−r
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Çäåñü k0 =

ixr 1√
1+ t2

r2

iy
r

1√
1+ t2

r2

. Ýòîò ðåçóëüòàò âåðåí â ðåäåëå 1� t� r, r =
√
x2 + y2.

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê âû÷èñëåíèþ ïîëÿðèçàöèîííîãî îïåðàòîðà.

I1 =
iπ

Y

(
X̃ + iY

R̃
− 1

)2

exp

[
− t2

2R̃
− R̃

]
− 2π

R
exp

[
− t2

2R
−R

]
(3.15)

Àíàëîãè÷íîå âû÷èñëåíèå äëÿ

I2 =

∫
dzxdzygxA(−z)gxB(−z)eizyY−t

√
1+z2 (3.16)

ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó

I2 = −iπ
Y

(
X̃ + iY

R̃
− 1

)2

exp

[
− t2

2R̃
− R̃

]
+

2π

R
exp

[
− t2

2R
−R

]
= −I1 (3.17)

Âû÷èñëÿÿ ãàóññîâû èíòåãðàëû ïî t ïîëó÷àåì

Πbb
11,33 =

1

16

(
1

πR

)3/2

e−2R − 1

64

√
R̃

Y

(
1

πY

)3/2
(
X̃ + iY

R̃
− 1

)4

e−2R̃−

− i

16

1

Y Rπ3/2

√
2RR̃

R + R̃

(
X̃ + iY

R̃
− 1

)2

e−R−R̃ (3.18)

Èòàê, â ïîëÿðèçàöèîííîì îïåðàòîðå åñòü òðè ñëàãàåìûõ, êàæäîå èç êîòîðûõ ñïàäàåò ñî
ñâîåé ýêñïîíåíòîé ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïðèìåñÿìè. Ñòîèò îòìåòèòü,
÷òî âòîðîå è òðåòüå ñëàãàåìûå èñ÷åçàþò ïðè óäàëåíèè ïðèìåñåé îò êðàÿ. Èõ ìîæíî
èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âçàèìîäåéñòâèå îäíîé ïðèìåñè ñ èçîáðàæåíèåì äðóãîé. Âèäíî,
÷òî îíè, êðîìå òîãî, îáëàäàþò íåòðèâèàëüíîé óãëîâîé ñòðóêòóðîé, êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ
îòñóòñòâèåì âðàùàòåëüíîé èíâàðèàíòíîñòè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äðóãèå ýëåìåíòû ïîëÿðèçàöèîííîãî îïåðàòîðà.

Îáîçíà÷èì n+ = X+iY
R

è ñ+ = X̃+iY

R̃
. Ïîìèìî èíòåãðàëîâ, êîòîðûå ñâîäÿòñÿ ê I1 è I2,

âñòðå÷àåòñÿ

I3 =

∫
dkxdkye

ikyY−t
√

1+t2fxA(k)gxB(k) =

= −n+
2π

R
exp

[
− t2

2R
−R

]
+
iR̃

2Y

2π

R̃
exp

[
− t2

2R̃
− R̃

]
|ñ+ − 1|2 (3.19)

Äëÿ êîìàêòíîé çàïèñè îòâåòà ââåäåì ôóíêöèþ

F(R1, R2) =
1

16π3/2
e−R1−R2

√
2

R1R2(R1 +R2)

Òîãäà äðóãèå ýëåìåíòû ïîëÿðèçàöèîííîãî îïåðàòîðà:
Π11,11 = Π22,22 = Π33,33 = Π44,44 = −Π11,44 = −Π44,11 = −Π22,33 = −Π33,22 =

F(R,R) +
R̃2

4Y 2
|ñ+ − 1|4F(R̃, R̃) + i

R̃

2Y
((ñ− − 1)2 − (ñ+ − 1)2)F(R, R̃); (3.20)
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Π11,33 = Π44,22 = Π∗33,11 = Π∗22,44 = −Π11,22 = −Π44,33 = −Π∗22,11 = −Π∗33,44 =

F(R,R)− R̃2

4Y 2
(ñ+ − 1)4F(R̃, R̃)− i R̃

Y
(ñ+ − 1)2F(R, R̃); (3.21)

Π12,12 = Π43,43 = −Π12,43 = −Π43,21 = Π∗21,21 = Π∗34,34 = −Π∗21,34 = −Π∗34,21 =

n+
2F(R,R)− R̃2

4Y 2
|ñ+ − 1|4F(R̃, R̃)− i R̃

Y
n+|ñ+ − 1|2F(R, R̃); (3.22)

Π21,12 = Π12,21 = Π43,34 = Π34,43 = −Π12,34 = −Π21,43 = −Π34,12 = −Π43,21 =

F(R,R) +
R̃2

4Y 2
|ñ+ − 1|4F(R̃, R̃) + i

R̃

2Y
(n+ − n−)|ñ+ − 1|2F(R, R̃); (3.23)

Π12,11 = Π∗21,22 = Π∗34,33 = Π43,44 = Π22,12 = Π∗11,21 = −Π22,43 = −Π∗11,34 = Π33,43 = Π∗44,34 =
−Π12,44 = −Π∗21,33 = −Π33,12 = −Π∗44,21 = −Π43,11 = −Π∗34,22 =

−in+F(R,R)−i R̃
2

4Y 2
(ñ−−1)2|ñ+−1|2F(R̃, R̃)+

R̃

2Y
(n+(ñ−−1)2−|ñ+−1|2)F(R, R̃); (3.24)

Π21,11 = Π∗12,22 = Π∗43,33 = Π34,44 = Π22,21 = Π∗11,12 = −Π22,34 = −Π∗11,43 = Π33,34 = Π∗44,43 =
−Π21,44 = −Π∗12,33 = −Π33,21 = −Π∗44,12 = −Π34,11 = −Π∗43,22 =

−in−F(R,R)+i
R̃2

4Y 2
(ñ−−1)2|ñ+−1|2F(R̃, R̃)+

R̃

2Y
(n−(ñ−−1)2+|ñ+−1|2)F(R, R̃); (3.25)

Íå áóäåì âûïèñûâàòü ïîëíîå âûðàæåíèå äëÿ ÐÊÊÈ çà ñ÷åò îáúåìíûõ ñîñòîÿíèé, îäíà-
êî îòìåòèì åùå ðàç, ÷òî â íåì åñòü òðè òèïà ñëàãàåìûõ: ïåðâûå çàòóõàþò êàê e−2R - ýòîò
òèï âçàèìîäåéñòâèÿ îñòàåòñÿ, êîãäà ïðèìåñè ðàñïîëîæåíû ãëóáîêî â îáúåìå îáðàçöà,
âòîðûå çàòóõàþò êàê e−2R̃, à òðåòüè - êàê e−R−R̃. Åñëè îäíà èç ïðèìåñåé ðàñïîëîæåíà
â òî÷íîñòè íà ãðàíèöå, òî ýòè ýêñïîíåíòû òîæäåñòâåííî ñîâïàäàþò.
Ïîñìîòðèì òåïåðü, êàê óñòðîåíî âçàèìîäåéñòâèå ïðèìåñåé âäàëè îò êðàÿ. Ýôôåêòèâ-
íûé Ãàìèëüòîíèàí èìååò âèä:

Hbb
exchange = 2F(R,R)(JAz J

B
z S

A
z S

B
z − 4JA0 J

B
0

(
SA|| · n

) (
SB|| · n

)
+ JAmixJ

B
mix

(
SA|| · SB||

)
−

−2
(
JA0 J

B
z

(
SA|| · n

)
SBz − JB0 JAz

(
SB|| · n

)
SAz
)
) (3.26)

êîíñòàíòû Ji îïðåäåëåíû â (1.21), Jz = J1 + J2, à n = R/R.
Ïîäîáíàÿ ñïèíîâàÿ ñòðóêòóðà âçàèìîäåéñòâèÿ âîçíèêëà ó Ãàëèöêîãî è Åôèìêèíà â
ðàáîòå [19] - êàê óæå óïîìèíàëîñü, îíè ðàññìàòðèâàëè óïîðÿäî÷åíèå ìàãíèòíûõ ïðè-
ìåñåé íà ïîâåðõíîñòè òðåõìåðíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà. Êðîìå òîãî, äàííûé
îòâåò ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì ñëó÷àåì ðåçóëüòàòà äèïëîìíîé ðàáîòû Êóðèëîâè÷à Ï.Ä.
(ñì. [13]) - îí ïîëó÷àåòñÿ óñòðåìëåíèåì íåñèììåòðè÷íîñòè êâàíòîâîé ÿìû ê íóëþ (à
òàêæå B = D = 0).

Ýòîò îòâåò ñîäåðæèò íåñêîëüêî òèïîâ ñëàãàåìûõ. Âî-ïåðâûõ, ýòî èçèíãîâñêèé îáìåí.
Âî-âòîðûõ, ýòî àíèçîòðîïíîå âçàèìîäåéñòâèå â ïëîñêîñòè òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà.
Â-òðåòüèõ, ýòî èçîòðîïíûé îáìåí â ïëîñêîñòè. À òàêæå, ýòî âçàèìîäåéñòâèå Äçÿëîøèíñêîãî-
Ìîðèè, êîòîðîå ñâÿçûâàåò êîìïîíåíòó ñïèíà â ïëîñêîñòè ñ z-êîìïîíåíòîé. Ýòî ñëàãàå-
ìîå ïðèîáðåòàåò ñâîé ñòàíäàðòíûé âèä äëÿ ïðèìåñåé, ðàñïîëîæåííûõ íà îäíîé âûñîòå
- â ýòîì ñëó÷àå JAi = JBi = Ji. Òîãäà HDM = −4F(R,R)J0Jz

[[
SA × SB

]
× n

]
z
.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ïðèìåñåé, ðàñïîëîæåííûõ ïðè z = 0 îòâåò çàìåòíî óïðî-
ùàåòñÿ. Ïîñêîëüêó J0 â ýòîì ñëó÷àå ðàâíî 0, à Jmix = J1, ïîëó÷àåòñÿ îòâåò:

Hbb
exchange = 2F(R,R)(JAz J

B
z S

A
z S

B
z + JA1 J

B
1

(
SA|| · SB||

)
) (3.27)
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3.4 ÐÊÊÈ çà ñ÷åò èíòåðôåðåíöèè êðàåâûõ è îáúåì-

íûõ ñîñòîÿíèé

Òåïåðü ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ ÷àñòè ÐÊÊÈ âçàèìîäåéñòâèÿ, ñâÿçàííîé ñ èíòåðôåðåí-
öèåé ìåæäó êðàåâûìè è îáúåìíûìè ñîñòîÿíèÿìè. Ìû óâèäèì, ÷òî ýòî âçàèìîäåéñòâèå
îáëàäàåò ðÿäîì îñîáåííîñòåé. Â ÷àñòíîñòè, åãî õàðàêòåð çàòóõàíèÿ ïðèíöèïèàëüíî îò-
ëè÷àåòñÿ îò õàðàêòåðà çàòóõàíèÿ ÐÊÊÈ çà ñ÷åò êðàåâûõ ñîñòîÿíèé è ÐÊÊÈ çà ñ÷åò
îáúåìíûõ ñîñòîÿíèé: îí íàïðÿìóþ çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, à
èìåííî, â îòâåòå âîçíèêàåò ìíîæèòåëü âèäà exp[−

√
1− µ2R].

Íàøå ðàññìîòðåíèå ñîñòîèò â ïðèáëèæåííîì (â àñèìïòîòèêå áîëüøèõ ðàññòîÿíèé) âû-
÷èñëåíèè ÷àñòè ïîëÿðèçàöèîííîãî îïåðàòîðà âèäà Πbe

βγ,δα+Πeb
βγ,δα. Â íåå âõîäèò ôóíêöèÿ

Ãðèíà êàê êðàåâûõ, òàê è îáúåìíûõ ñîñòîÿíèé. Ââèäó ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà âîçíèêàþò
âûðàæåíèÿ âèäà (ðàññìàòðèâàåì, íàïðèìåð, ýëåìåíò 11, 33)

Πbe
11,33 =

ieX̃e−iµY

2π

∫
dεθ(−ε)eεYGbulk

11 (iε, rA, rB) (3.28)

Ïîýòîìó ñòàíîâèòñÿ óäîáíî ðàçîáðàòüñÿ ñ ôóíêöèåé Ãðèíà îáúåìíûõ ñîñòîÿíèé â êîîðäèíàòíî-
ýíåðãåòè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè.

3.4.1 Ôóíêöèÿ Ãðèíà îáúåìíûõ ñîñòîÿíèé

Âïîëíå îæèäàåìî, ÷òî ôóíêöèþ Ãðèíà îáúåìíûõ ñîñòîÿíèé ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå
÷àñòè, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ âûæèâàåò âäàëè îò êðàÿ, à âòîðàÿ - èñ÷åçàåò. Áóäåì ãîâîðèòü
î ïåðâîé ÷àñòè, êàê îá èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî òðàíñëÿöèé, à î âòîðîé - êàê î
íåèíâàðèàíòíîé. Èòàê:

Gbulk(iε, r, r′) = Gbulk
i (iε, r, r′) +Gbulk

ni (iε, r, r′)

Íàøà öåëü íà äàííîì ýòàïå - âû÷èñëèòü êàæäóþ èç ýòèõ ÷àñòåé. Íî ïðåäâàðèòåëü-
íî ñòîèò ïðîàíàëèçèðîâàòü ñèììåòðèþ ôóíêöèè Ãðèíà. Èç (2.17) äëÿ íåå âîçìîæíî
ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

Gbulk(iε, r, r′) =


Gbulk

11 (iε, r, r′) Gbulk
12 (iε, r, r′) 0 0[

Gbulk
12 (−iε, r′, r)

]∗ − [Gbulk
11 (iε, r, r′)

]∗
0 0

0 0 Gbulk
11 (iε, r′, r)

[
Gbulk

12 (−iε, r, r′)
]∗

0 0 Gbulk
12 (iε, r′, r) −

[
Gbulk

11 (iε, r′, r)
]∗


Â êàæäîå âûðàæåíèå çäåñü õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë µ âõîäèò òàê, ÷òîáû äàâàòü êîìáè-
íàöèþ âèäà iε + µ. Íàïðèìåð, â −

[
Gbulk

11 (iε, r′, r)
]∗

ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü −µ âìåñòî µ,
÷òîáû îí îáðàçîâûâàë íóæíóþ êîìáèíàöèþ ñ iε.
Èòàê, èç ñèììåòðèè ÿñíî, ÷òî íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü äâà âûðàæåíèÿ: Gbulk

11 è Gbulk
12 - âñå

îñòàëüíûå ïîëó÷àòñÿ àâòîìàòè÷åñêè.

Íà÷íåì ñ Gbulk
i (iε, r, r′) - èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî òðàíñëÿöèé ÷àñòè ôóíêöèè Ãðèíà.

Âûðàæåíèå äëÿ íåå ìîæíî ïîëó÷èòü òî÷íî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ðàññòîÿíèé è ýíåðãèè.
Ðàññìîòðèì Gbulk

i, 11(iε, r, r′).

Gbulk
i, 11(iε, r, r′) =

∫
dkxdky
2(2π)2

eik·R√
1 + k2

( √
1 + k2 − 1

iε+ µ−
√

1 + k2
+

√
1 + k2 + 1

iε+ µ+
√

1 + k2

)
(3.29)
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ãäå R =

(
X
Y

)
=

(
x− x′
y − y′

)
Â ïåðâóþ î÷åðåäü óäîáíî âû÷èñëèòü èíòåãðàë ïî kx. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî X > 0.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî ñäåëàòü çàìåíó kx → −kx è ïðîâåñòè âû÷èñëåíèå òåì æå
ñàìûì îáðàçîì.
Çàìåòèì, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ñîäåðæèò

√
1 + k2, à çíà÷èò, â êîìïëåêñíîé

ïëîñêîñòè kx èìååòñÿ ðàçðåç. Ìû âûáèðàåì åãî òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.2.

Ðèñ. 3.2: Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ïî kx è åãî äåôîðìàöèÿ

Re kx

Im kx

0

−i

i i
√

1− (iε+ µ)2 + k2
y

Êðîìå òîãî, ñòîèò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî çíà÷åíèå ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ñîâ-
ïàäàåò â òî÷êàõ iz+0 è iz−0 äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî z. Òàêæå ó âûðàæåíèÿ èìååòñÿ

ïîëþñ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè kx = i
√

1− (iε+ µ)2 + k2
y. Òîãäà âîçìîæíî âû÷èñëèòü

èíòåãðàë, ïðîäåôîðìèðîâàâ êîíòóð òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.2. ×àñòü èíòåãðàëà, êî-
òîðàÿ ñèäèò íà ðàçðåçå, ðàâíà íóëþ. Çíà÷èò, îñòàåòñÿ âû÷èñëèòü âû÷åò. Ýòî ïðèâîäèò
ê

Gbulk
i, 11(iε, r, r′) = − 1

4π

∫
dky

eikyY−X
√

1+(iε+µ)2+k2y(iε+ µ− 1)√
1 + (iε+ µ)2 + k2

y

(3.30)

Ýòîò èíòåãðàë èçâåñòåí, åãî âçÿòèå êðàòêî îïèñàíî â Ïðèëîæåíèè A. Â ðåçóëüòàòå,

Gbulk
i, 11(iε, r, r′) = − 1

2π
K0(

√
1− (iε+ µ)2)R)(iε+ µ− 1) (3.31)

Àíàëîãè÷íî äëÿ Gbulk
inv, 12(iε, r, r′) èìååì:

Gbulk
i, 12(iε, r, r′) = −i

√
1− (iε+ µ)2eiφ

2π
K1(

√
1− (iε+ µ)2R) (3.32)
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Çäåñü tanφ = y−y′
x−x′ . Â èòîãå, ïîëíàÿ èíâàðèàíòíàÿ ÷àñòü ôóíêöèè Ãðèíà èìååò âèä:

Gbulk
i (iε, r, r′) =

(
G(iε, r, r′) 0̂

0̂ G∗(−iε, r, r′)

)
(3.33)

G(iε, r, r′) =
1

2π
(K0(λR)(σz − (iε+ µ))− iλK1(λR) [nxσx − nyσy]) (3.34)

ãäå λ =
√

1− (µ+ iε)2 è n = R/R.

Âû÷èñëèì òåïåðü íåèíâàðèàíòíóþ îòíîñèòåëüíî òðàíñëÿöèé ÷àñòü ôóíêöèè Ãðèíà
Gbulk
ni (iε, r, r′).

Òàêæå êàê è ðàíüøå, íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ëèøü äâà ýëåìåíòà: Gbulk
ni, 11 è G

bulk
ni, 12. Âûðà-

æåíèå äëÿ ýëåìåíòà 11 èìååò âèä:

Gbulk
ni, 11(iε, r, r′) = −

∫ ∫
dkx
2π

dky
2π

eikyY eikx|X̃|
(

1− (µ+ iε) + kx(kx − iky)
(1 + ikx)(1− (µ+ iε)2 + k2

x + k2
y)

)
(3.35)

Èíòåãðèðóÿ ïî ky ïîëó÷èì

Gbulk
ni, 11(iε, r, r′) = −1

2

∫
dkx
2π

eikx|X̃|e−Y
√

1−(µ+iε)2+k2x√
1− (µ+ iε)2 + k2

x

×

×
1− (µ+ iε) + kx(kx +

√
1− (µ+ iε)2 + k2

x)

1 + ikx
(3.36)

Íà ýòîì øàãå óäîáíî ïåðåïèñàòü ýòî âûðàæåíèå â âèäå (îïèñàíèå òàêîãî ïåðåõîäà ïðè-
âåäåíî â Ïðèëîæåíèè A):

Gbulk
ni, 11(iε, r, r′) = − 1

4π

∫ +∞

0

dze−z(2K0 (ρ(z)) (1− µ− iε)+

+(1− (µ+ iε)2)(e2iφ(z)K2(ρ(z))−K0 (ρ(z)) ) (3.37)

Çäåñü ââåäåíû äâå ôóíêöèè ïåðåìåííîé z:

ρ(z) =
√

1− (µ+ iε)2

√
(|X̃| − z)2 + Y 2, eiφ(z) =

i(|X̃| − z) + Y√
(|X̃| − z)2 + Y 2

(3.38)

Àíàëîãè÷íî ðàññìîòðèì Gbulk
ni, 12(iε, r, r′):

Gbulk
ni, 12(iε, r, r′) = −

∫ ∫
dkx
2π

dky
2π

eikyY eikx|X̃|
(

(µ+ iε)kx − iky
(1 + ikx)(1− (µ+ iε)2 + k2

x + k2
y)

)
(3.39)

Ýòî âûðàæåíèå ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

Gbulk
ni, 12(iε, r, r′) = −

√
1− (µ+ iε)2

2π

∫ +∞

0

dze−zK1(ρ(z))(i(µ+ iε) sinφ(z) + cosφ(z))

(3.40)

Ïîñìîòðèì íà àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ýòèõ âûðàæåíèé.
Âíîâü ïðîâåäåì âû÷èñëåíèå ïðè ε = 0, à çàòåì âûïîëíèì àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå
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µ→ µ+ iε.
Íàõîäèòü ôóíêöèþ Ãðèíà áóäåì â ïðåäåëå Y � 1√

1−µ2
. Òàêîå ïðèáëèæåíèå ïîçâîëÿåò

èñïîëüçîâàòü àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè Áåññåëÿ âíå çàâèñèìîñòè îò
âåëè÷èíû |X̃|. Èòàê, èñïîëüçóåì òîò ôàêò, ÷òî

Kν(a) '
√

π

2a
e−a

äëÿ a� 1 è ëþáîãî ν.
Ïðè âû÷èñëåíèè áóäåì ðàñêëàäûâàòü ρ(z) â àðãóìåíòå ôóíêöèè Áåññåëÿ äî ëèíåéíîãî
÷ëåíà. Óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè òàêîãî ïðèáëèæåíèÿ â äåòàëÿõ ðàññìîòðåíû â Ïðèëîæå-
íèè B.
Èòàê, íà íóëåâîé ìàöóáàðîâñêîé ýíåðãèè îòâåò ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòûì âçÿòèåì Ëàïëàñîâà
èíòåãðàëà:

Gbulk
ni,11(0, r, r′) =

iñ+

2

1− µ√
2π
√

1− µ2R̃

e−
√

1−µ2R̃

1−
√

1− µ2 |X̃|
R̃

(
Y

R̃
+ iµ

|X̃|
R̃

)
(3.41)

Çäåñü ïîä ñ+ ïîíèìàåòñÿ X̃+iY

R̃
(ñòîèò èìåòü â âèäó, ÷òî X̃ < 0).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âû÷èñëÿåòñÿ Gbulk
ni,12(0, r, r′).

Ââåäåì òåïåðü äâå ôóíêöèè

u(µ) = −iñ+(1− µ)
Y

R̃
+ iµ |X̃|

R̃

1−
√

1− µ2 |X̃|
R̃

, v(µ) =
√

1− µ2

Y

R̃
+ iµ |X̃|

R̃

1−
√

1− µ2 |X̃|
R̃

(3.42)

×åðåç íèõ âûðàæàåòñÿ âñÿ íåèíâàðèàíòíàÿ ÷àñòü ôóíêöèè Ãðèíà (ïîñëå àíàëèòè÷åñêî-
ãî ïðîäîëæåíèÿ µ→ µ+ iε):

Gbulk
ni (iε, r, r′) = −1

2

1√
2π
√

1− (µ+ iε)2R̃
e−
√

1−(µ+iε)2R̃×

×


u(µ+ iε) v(µ+ iε) 0 0
−v(µ+ iε) −u∗(−µ+ iε) 0 0

0 0 u∗(µ− iε) v∗(µ− iε)
0 0 −v∗(µ− iε) −u(−µ− iε)

 (3.43)

Âîçìîæíîñòü àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæíèÿ â àñèìïòîòè÷åñêîì îòâåòå òàêæå îáñóæäà-
åòñÿ â Ïðèëîæåíèè B.

3.4.2 Ïîëÿðèçàöèîííûé îïåðàòîð èíòåðôåðåíöèîííîãî ÐÊÊÈ

Èòàê, ïåðåéäåì íåïîñðåäñòâåííî ê îïèñàíèþ òîãî, êàê óñòðîåíî èíòåðôåðåíöèîííîå
ÐÊÊÈ, ò.å. âû÷èñëèì â ïðåäåëå áîëüøèõ ðàññòîÿíèé ïîëÿðèçàöèîííûé îïåðàòîð. Ôóíê-
öèÿ Ãðèíà êðàåâûõ ñîñòîÿíèé â ïðåäïîëîæåíèè yA > yB èìååò âèä:

Gedge
δα (iε, rB, rA) = eX̃

(
−ieiµY θ(ε)e−εY (1 + σy) 0̂

0̂ ie−iµY θ(−ε)eεY (1− σy)

)
δα

(3.44)

Gedge
βγ (iε, rA, rB) = eX̃

(
ie−iµY θ(−ε)eεY (1 + σy) 0̂

0̂ −ieiµY θ(ε)e−εY (1− σy)

)
βγ

(3.45)
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Â ïîëÿðèçàöèîííîì îïåðàòîðå ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ èíòåãðàëàìè âèäà∫ 0

−∞
dεeεye−

√
1−(iε+µ)2rF (iε+ µ) (3.46)

ãäå F (a) - íåêàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, y > 0.
Ïîñëå çàìåíû z = ε− iµ ìû ïîëó÷àåì èíòåãðàë, èäóùèé îò −∞− iµ äî −iµ â êîìïëåêñ-
íîé ïëîñêîñòè. Ìû äåôîðìèðóåì êîíòóð ñïîñîáîì, èçîáðàæåííûì íà ðèñóíêå 3.3, òàê,
÷òîáû îí øåë âäîëü äåéñòâèòåëüíîé îñè −∞ äî 0, à çàòåì - îò 0 äî −iµ âäîëü ìíèìîé
îñè.

Ðèñ. 3.3: Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ïî z è åãî äåôîðìàöèÿ

Re z

Im z

0

−iµ

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî µ 6= 0 (ñëó÷àé µ = 0, êàê è áëèçêîäåéñòâóþùàÿ àñèìïòîòèêà ïðè
ìàëîì µ, ðàáîòàþùàÿ â 1 � r � 1

µ2
, ðàññìîòðåí â Ïðèëîæåíèè C). Òîãäà â àñèìïòî-

òèêå áîëüøèõ ðàññòîÿíèé îñíîâíîé âêëàä ïðîèñõîäèò îò ÷àñòè êîíòóðà, èäóùåé âäîëü
ìíèìîé îñè. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî, êàê ìû óâèäèì, ýòà ÷àñòü õàðàêòåðèçóåòñÿ ïðî-

ñòðàíñòâåííûì çàòóõàíèåì ∼ e−
√

1−µ2r, â òî âðåìÿ êàê èíòåãðàë âäîëü äåéñòâèòåëüíîé
îñè î µ íè÷åãî íå çíàåò è çàòóõàåò áûñòðåå - êàê e−r. Èòàê, íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü

eiµy
∫ −iµ

0

dzezye−
√

1−(iε+µ)2rF (iz) (3.47)

Î÷åðåäíàÿ çàìåíà z = −i(µ− t) ïðèâîäèò ê

−i
∫ µ

0

dteitye−
√

1−(µ−t)2rF (µ− t) (3.48)

Ðàñêëàäûâàÿ
√

1− (µ− t)2r ïî Òåéëîðó â t = 0 ìû ïîëó÷àåì
√

1− µ2r + µrt√
1−µ2

. Ðàç-

ëîæåíèå âîçìîæíî ïðè r � 1

µ2
√

1−µ2
. Òîãäà èíòåãðàë ïðèáëèæåííî ðàâåí

−i
√

1− µ2

r

e−
√

1−µ2r

µ− iy
r

√
1− µ2

F (µ) (3.49)

Àíàëîãè÷íîå âû÷èñëåíèå ìîæíî ïðîâåñòè äëÿ ñëåäóþùåãî èíòåãðàëà∫ +∞

0

dεe−εye−
√

1−(iε+µ)2rF (iε+ µ) = i

√
1− µ2

r

e−
√

1−µ2r

µ+ iy
r

√
1− µ2

F (µ) (3.50)
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Èòàê, ìû ãîòîâû ê âû÷èñëåíèþ Πbe
βγ,δα è Πeb

βγ,δα â ïðåäåëå áîëüøèõ ðàññòîÿíèé. Íà÷íåì ñ
÷àñòè, â êîòîðóþ âõîäèò èíâàðèàíòíàÿ ÷àñòü ôóíêöèè Ãðèíà. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà, îò-
ìå÷åííûå âûøå, à òàêæå àñèìòîòè÷åñêóþ ôîðìó ìîäèôèöèðîâàííûõ ôóíêöèé Áåññåëÿ,
ñðàçó æå ïîëó÷àåì

Πbe
βγ,δα, i =

1

2
eX̃−
√

1−µ2R (1− µ2)1/4

(2πR)3/2
×

×
(

(σz − µ)− i
√

1− µ2[nxσx − nyσy] 0̂

0̂ (σz − µ) + i
√

1− µ2[nxσx + nyσy]

)
βγ

×

×

(1 + σy)
eiµY

µ+iY
R

√
1−µ2

0̂

0̂ (1− σy) e−iµY

µ−iY
R

√
1−µ2


δα

(3.51)

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ

Πeb
βγ,δα, i =

1

2
eX̃−
√

1−µ2R (1− µ2)1/4

(2πR)3/2
×

×
(

(σz − µ) + i
√

1− µ2[nxσx − nyσy] 0̂

0̂ (σz − µ)− i
√

1− µ2[nxσx + nyσy]

)
δα

×

×

(1 + σy)
e−iµY

µ−iY
R

√
1−µ2

0̂

0̂ (1− σy) eiµY

µ+iY
R

√
1−µ2


βγ

(3.52)

Òà æå ïðîöåäóðà äëÿ íåèíâàðèàíòíîé ÷àñòè ôóíêöèè Ãðèíà ïðèâîäèò â ïðåäåëå R̃ �
1

µ2
√

1−µ2
ê:

Πbe
βγ,δα, ni = −1

2

(1− µ2)1/4

(2πR̃)3/2
eX̃−
√

1−µ2R̃


u(µ) v(µ) 0 0
−v(µ) −u∗(−µ) 0 0

0 0 u∗(µ) v∗(µ)
0 0 −v∗(µ) −u(−µ)


βγ

×

×

(1 + σy)
eiµY

µ+ iY

R̃

√
1−µ2

0̂

0̂ (1− σy) e−iµY

µ− iY
R̃

√
1−µ2


δα

(3.53)

Πeb
βγ,δα, ni = −1

2

(1− µ2)1/4

(2πR̃)3/2
eX̃−
√

1−µ2R̃


u∗(µ) −v∗(µ) 0 0
v∗(µ) −u(−µ) 0 0

0 0 u(µ) −v(µ)
0 0 v(µ) −u∗(−µ)


δα

×

×

(1 + σy)
e−iµY

µ− iY
R̃

√
1−µ2

0̂

0̂ (1− σy) eiµY

µ+ iY

R̃

√
1−µ2


βγ

(3.54)

Ïåðåéäåì ê àíàëèçó ýòîãî îòâåòà.

3.5 Àíàëèç îòâåòà äëÿ èíòåðôåðåíöèîííîãî ÐÊÊÈ

Íà÷íåì ýòîò ðàçäåë ñ ðàññìîòðåíèÿ ïðåäåëüíîãî ñëó÷àÿ.
Âî-ïåðâûõ, ïóñòü îäíà èç ïðèìåñåé ðàñïîëîæåíà â òî÷íîñòè íà êðàþ òîïîëîãè÷åñêîãî
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èçîëÿòîðà. Òàêîé ñëó÷àé íåìåäëåííî ïðèâîäèò ê R̃ = R. Âî-âòîðûõ, ïóñòü µ = 1− δµ,
ãäå δµ � 1. Àñèìïòîòèêà â ýòîì ñëó÷àå íà÷èíàåò ðàáîòàòü íà î÷åíü áîëüøèõ ðàññòîÿ-
íèÿõ, íî îòâåò çàìåòíî óïðîùàåòñÿ.
Â ãëàâíîì ïîðÿäêå ïî µ â èíâàðèàíòíîé ÷àñòè ôóíêöèè Ãðèíà îñòàåòñÿ òîëüêî äâà ýëå-
ìåíòà íà äèàãîíàëè. Â ïîëÿðèçàöèîííîì îïåðàòîðå ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû âåäóò
ñåáÿ êàê δµ1/4. Îñòàëüíûå ÷ëåíû íà äèàãîíàëè äàþò âêëàä ïîðÿäêà δµ5/4, à âíå äèàãî-
íàëè - δµ3/4. Ñòîèò òàêæå çàìåòèòü, ÷òî íåèíâàðèàíòíàÿ ÷àñòü ôóíêöèè Ãðèíà â òàêîì
ïðåäåëå ñîâïàäàåò ñ èíâàðèàíòíîé. Çíà÷èò, ïðáëèæåííî âûïîëíåíî

Πinterference
βγ,δα ' 2Πbe

βγ,δα, i + 2Πeb
βγ,δα, i (3.55)

Πbe
βγ,δα, i = eX̃−

√
2δµR δµ1/4

23/4(2πR)3/2

(
(σz − 1) 0̂

0̂ (σz − 1)

)
βγ

(
(1 + σy)e

iY 0̂

0̂ (1− σy)e−iY
)
δα

Πeb
βγ,δα, i = eX̃−

√
2δµR δµ1/4

23/4(2πR)3/2

(
(σz − 1) 0̂

0̂ (σz − 1)

)
δα

(
(1 + σy)e

−iY 0̂

0̂ (1− σy)eiY
)
βγ

Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ÐÊÊÈ âçàèìîäåéñòâèÿ ïîëó÷àåì

H interference
exchange = −eX̃−

√
2δµR213/4δµ1/4

(2πR)3/2
cosY×

×
(
JA2 J

B
2 S

A
z S

B
z + JA0 J

B
0

(
SA · SB

)
+ JA0 J

B
2 S

A
x S

B
z + JB0 J

A
2 S

B
x S

A
z

)
(3.56)

Ýòîò îòâåò ðàáîòàåò â ïðåäåëå R� 1/δµ1/2.
Ñòîèò îòìåòèòü íåñêîëüêî îñîáåííîñòåé ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà - îíè íåïîñðåäñòâåííî
òðàíñëèðóþòñÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî µ.
Âî-ïåðâûõ, â íåì ïðèñóòñòâóåò ñïàäàíèå âèäà eX̃ , à òàêæå îñöèëëÿöèè ∼ eiµY . Îáà ýòèõ
îáñòîÿòåëüñòâà ïðîèñõîäÿò èç òîãî, êàê óñòðîåíà âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ êðàåâîãî ñîñòîÿíèÿ.

Âî-âòîðûõ, èìååòñÿ çàòóõàíèå âèäà exp
[
−
√

1− µ2R
]
. Îíî ÿâíî çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ

õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, à çíà÷èò, äëèíó èíòåðôåðåíöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìîæíî
êîíòðîëèðîâàòü, ïðèêëàäûâàÿ ê îáðàçöó íàïðÿæåíèå. Â-òðåòüèõ, â ñïèíîâîé ñòðóêòó-
ðå âçàèìîäåéñòâèÿ èìåþòñÿ êàê ñëàãàåìûå, äåéñòâóþùèå òîëüêî â ïëîñêîñòè (xx è yy),
òàê è ñëàãàåìûå, äåéñòâóþùèå âíå ýòîé ïëîñêîñòè (zz è xz). Ýòî èíòåðåñíî ïî òîé
ïðè÷èíå, ÷òî ÐÊÊÈ âçàèìîäåéñòâèå çà ñ÷åò êðàåâûõ ñîñòîÿíèé âêëþ÷àåò òîëüêî âçàè-
ìîäåéñòâèå â ïëîñêîñòè. Çíà÷èò, èíòåðôåðåíöèîííîå ÐÊÊÈ ìîæåò îêàçàòüñÿ îñíîâíûì
â ñìûñëå âçàèìîäåéñòâèÿ zz êîìïîíåíò. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ìîæåò áûòü âàæíî, åñëè â ñè-
ñòåìå èìååòñÿ ñèëüíàÿ àíèçîòðîïèÿ òèïà ëåãêàÿ îñü ∼ −DzS

2
z (ñì. [13]), êîòîðàÿ ñâîäèò

âñå âçàèìîäåéñòâèå ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé ê âçàèìîäåéñòâèþ èõ z-êîìïîíåíò.
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x

y

0

∆r

∆r

SA

SB

Ðèñ. 3.4: Îäíà èç êîíôèãóðàöèé, â êîòîðûõ
îñíîâíîé îáìåí ìåæäó ïðèìåñÿìè ïðîèñõî-
äèò çà ñ÷åò èíòåðôåðåíöèîííîãî ÐÊÊÈ: îä-
íà ïðèìåñü íàõîäèòñÿ ãëóáîêî â òîëùå, à
äðóãàÿ - íà êðàþ.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ñðàâíåíèþ ðàçëè÷íûõ âêëàäîâ â ÐÊÊÈ âçàèìîäåéñòâèå. Äëÿ íà÷à-
ëà, ðàññìîòðèì ïðîñòîé ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, èíòåðôå-
ðåíöèîííîå ÐÊÊÈ ìîæåò îêàçûâàòüñÿ íàìíîãî çíà÷èòåëüíåå ÐÊÊÈ çà ñ÷åò êðàåâûõ è
îáúåìíûõ ñîñòîÿíèé. Äîïóñòèì, ÷òî îäíà èç ïðèìåñåé ðàñïîëîæåíà â òî÷íîñòè íà êðàþ,
à äðóãàÿ - â îáúåìå, ïðè÷åì ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè âäîëü îñè 0x ñîâïàäàåò ñ ðàññòîÿ-
íèåì âäîëü îñè 0y è ðàâíî ∆r. Òàêàÿ êîíôèãóðàöèÿ èçîáðàæåíà íà 3.4. Â ñëó÷àå, åñëè
µ = 1− δµ, δµ� 1, òî Hbb

exchange ∼ e−2
√

2∆r, Hee
exchange ∼ e−2∆r, à H interference

exchange ∼ e−∆r(1+
√

4δµ).
Âèäíî, ÷òî ïîñëåäíèé òèï âçàèìîäåéñòâèÿ çàòóõàåò ìåäëåííåå, ÷åì äâà äðóãèõ.
Åñòåñòâåííî, òàêîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ðàçëè÷íûìè òèïàìè âçàèìîäåéñòâèÿ íå íîñèò
îáùåãî õàðàêòåðà. Èíòåðôåðåíöèîííîå è êðàåâîå ÐÊÊÈ èñ÷åçàåò äëÿ ìàãíèòíûõ ïðè-
ìåñåé, ðàñïîëîæåííûõ âäàëè îò êðàÿ, ïîýòîìó â òîëùå îáðàçöà íà ïåðâîì ìåñòå ñòîèò
ÐÊÊÈ çà ñ÷åò îáúåìíûõ ñîñòîÿíèé.
Â ñëó÷àå, êîãäà îäíà èç ïðèìåñåé ðàñïîëîæåíà îêîëî êðàÿ, âûèãðûâàþùåå âçàèìîäåé-
ñòâèå îïðåäåëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì âòîðîé ïðèìåñè. Åñëè âòîðàÿ ïðèìåñü òàêæå ðàñïîëî-
æåíà âáëèçè êðàÿ, òî îñíîâíûì îáìåíîì ÿâëÿåòñÿ ÐÊÊÈ çà ñ÷åò êðàåâûõ ñîñòîÿíèé.
Ýòî âûïîëíåíî äàæå ïðè µ áëèçêîì ê 1 - äåéñòâèòåëüíî, îáìåí çà ñ÷åò êðàåâûõ ñî-
ñòîÿíèé (3.10) ñïàäàåò êàê 1

Y
, â òî âðåìÿ êàê èíòåðôåðåíöèîííûé ÐÊÊÈ ñïàäàåò êàê(

1
Y

)3/2
. Îäíàêî, èíòåðôåðåíöèîííûé îáìåí ñòàíîâèòñÿ îñíîâíûì ïî ìåðå óäàëåíèÿ âòî-

ðîé ïðèìåñè âãëóáü, òàê êàê êðàåâîå ÐÊÊÈ ñïàäàåò êàê e2X̃ , à èíòåðôåðåíöèîííîå -
êàê eX̃ .
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Ãëàâà 4

Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå áûëî èññëåäîâàíî êîñâåííîå îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå (ÐÊÊÈ âçàèìî-
äåéñòâèå) ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé, ðàñïîëîæåííûõ âáëèçè êðàÿ äâóìåðíîãî òîïîëîãè÷å-
ñêîãî èçîëÿòîðà. Ïðè ýòîì, òîïîëîãè÷åñêèé èçîëÿòîð ðàññìàòðèâàëñÿ â ëèíåàðèçîâàí-
íîé ìîäåëè (2.1), à ìàãíèòíàÿ ïðèìåñü - â ìîäåëè, ñïðàâåäëèâîé äëÿ êâàíòîâîé ÿìû
CdTe/HgTe/CdTe (ñì. [13]).
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÐÊÊÈ âçàèìîäåéñòâèÿ áûëà íàéäåíà ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è, ïðè ýòîì
îíà áûëà ðàçäåëåíà íà äâå ÷àñòè: ôóíêöèþ Ãðèíà îáúåìíûõ ñîñòîÿíèé (2.17) è ôóíê-
öèþ Ãðèíà êðàåâûõ ñîñòîÿíèé (2.16). Ýòî ïðèâåëî ê òîìó, ÷òî â ÐÊÊÈ âçàèìîäåéñòâèè
îáíàðóæèëîñü òðè ðàçëè÷íûõ ïî ïðèðîäå âêëàäà: ÐÊÊÈ çà ñ÷åò êðàåâûõ ñîñòîÿíèé
(3.10), ÐÊÊÈ çà ñ÷åò îáúåìíûõ ñîñòîÿíèé (3.10) è èíòåðôåðåíöèîííîå ÐÊÊÈ (3.5).
Ïåðâûå äâà âêëàäà ðàññìàòðèâàëèñü ðàíåå â ðàáîòàõ [14] è [13] ñîîòâåòñòâåííî. Â äàí-
íîé æå äèïëîìíîé ðàáîòå áûëî óêàçàíî íà òî, êàê èçìåíÿåòñÿ ÐÊÊÈ çà ñ÷åò îáúåìíûõ
ñîñòîÿíèé èç-çà ïðèñóòñòâèÿ êðàÿ, à òàêæå ðàññìîòðåí ñëó÷àé êîíå÷íûõ òåìïåðàòóð
äëÿ ÐÊÊÈ çà ñ÷åò êðàåâûõ ñîñòîÿíèé.
Èçó÷åíèå òðåòüåãî âêëàäà - ÐÊÊÈ çà ñ÷åò èíòåðôåðåíöèè - ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ðåçóëü-
òàòîì äàííîãî èññëåäîâàíèÿ. Áûëî óñòàíîâëåíî, ýòîò òèï âçàèìîäåéñòâèÿ:

• îñöèëëèðóåò ïî ìåðå ðàçíåñåíèÿ ïðèìåñåé âäîëü êðàÿ;

• çàòóõàåò ñ õàðàêòåðíîé äëèíîé, çàâèñÿùåé îò ïîëîæåíèÿ õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà
êðàåâîãî ñîñòîÿíèÿ.

Áûëî ïðîèçâåäåíî ñðàâíåíèå âåëè÷èíû ðàçëè÷íûõ âêëàäîâ. Âûÿñíèëîñü, ÷òî èíòåðôå-
ðåíöèîííûé êîñâåííûé îáìåí âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îêàçûâàåòñÿ îñíîâíûì òèïîì âçàèìî-
äåéñòâèÿ.
Â çàêëþ÷åíèå ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî, ïîìèìî äâóìåðíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ èçîëÿòîðîâ, åñòü
è äðóãèå ñèñòåìû, ê êîòîðûì ìîæíî ïðèìåíèòü îïèñàíèå, àíàëîãè÷íîå ïðèâåäåííîìó
â äàííîé ðàáîòå. Â ÷àñòíîñòè, îíî ïîçâîëÿåò îòâåòèòü íà âîïðîñ î òîì, êàê ìîäèôèöè-
ðóåòñÿ îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå âáëèçè äîìåííîé ñòåíêè íà ïîâåðõíîñòè òðåõìåðíîãî
òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà ñ ôåððîìàãíèòíî óïîðÿäî÷åííûìè ïðèìåñÿìè â íåì.

Ðèñ. 4.1: Ñèñòåìà, îïèñàííàÿ âûøå: â 3D òîïîëîãè-
÷åñêîì èçîëÿòîðå èìååòñÿ ôåððîìàãíèòíûé ñëîé íà
ïîâåðõíîñòè, à â íåì èìååòñÿ äîìåí. Ðèñóíîê èç [1].
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Ãëàâà 5

Ïðèëîæåíèÿ

5.1 Ïðèëîæåíèå À

Ðàññìàòðèâàåòñÿ èíòåãðàë âèäà

Gbulk
i, 11(iε, r, r′) = − 1

4π

∫
dky

eikyY−X
√

1+(iε+µ)2+k2y(iε+ µ− 1)√
1 + (iε+ µ)2 + k2

y

(5.1)

Âû÷èñëèì åãî ïðè ε = 0, à çàòåì ñäåëàåì àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå â îáëàñòü ìíèìî-
ãî õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà. Äëÿ íà÷àëà, ïåðåîïðåäåëèì ky →

√
1− µ2ky, η = Y

√
1− µ2,

à òàêæå ξ = X
√

1− µ2. Â èòîãå, ïîëó÷èì èíòåãðàë

Gbulk
i, 11(0, r, r′) = − 1

4π

∫
dky√
1 + k2

y

eikyη−ξ
√

1+k2y(µ− 1) = − 1

4π

∫
dte−ρ cosh(t−iφ)(µ− 1) (5.2)

ãäå ρ =
√
ξ2 + η2 è φ = arctan η

ξ
. Äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî a∫
dte−ρ cosh(t+a) = 2K0(ρ) (5.3)

Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ïðèâîäèò ê

Gbulk
i, 11(0, r, r′) = − 1

2π
K0(ρ)(µ− 1) (5.4)

Òîãäà

Gbulk
i, 11(iε, r, r′) = − 1

2π
K0(

√
1− (iε+ µ)2)R)(iε+ µ− 1) (5.5)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âû÷èñëÿåòñÿ Gbulk
inv, 12(iε, r, r′). Èíòåãðàë èìååò ïîõîæèé âèä:

Gbulk
i, 12(iε, r, r′) =

∫
dkxdky
2(2π)2

eik·R(kx + iky)√
1 + k2

(
1

iε+ µ−
√

1 + k2
− 1

iε+ µ+
√

1 + k2

)
(5.6)

Ðàññìàòðèâàÿ ïðåäåë ε = 0, âû÷èñëÿÿ âû÷åò è äåëàÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ, ïîëó÷àåì:

Gbulk
i, 12(0, r, r′) = −i

√
1− µ2

4π

∫
dte−ρ cosh(t−iφ)(cosh t+ sinh t) (5.7)

ãäå ξ = X
√

1− µ2, η = Y
√

1− µ2, ρ =
√
ξ2 + η2 è φ = arctan η

ξ
. Ðàññìàòðèâàÿ∫

dte−ρ cosh(t−a)(cosh t+ sinh t)
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ñ äåéñòâèòåëüíûì a, ïðèõîäèì ê∫
dte−ρ cosh t cosh t(cosh a+ sinh a) = 2K1(ρ)(cosh a+ sinh a) (5.8)

Ïðîäîëæàÿ íà ìíèìóþ îñü a = iφ è ε 6= 0 ïîëó÷àåì

Gbulk
i, 12(iε, r, r′) = −i

√
1− (iε+ µ)2eiφ

2π
K1(

√
1− (iε+ µ)2R) (5.9)

Ïåðåéäåì òåïåðü ê Gbulk
ni, 11(iε, r, r′):

Gbulk
ni, 11(iε, r, r′) = −1

2

∫
dkx
2π

eikx|X̃|e−Y
√

1−(µ+iε)2+k2x√
1− (µ+ iε)2 + k2

x

×

×
1− (µ+ iε) + kx(kx +

√
1− (µ+ iε)2 + k2

x)

1 + ikx
(5.10)

Ðàññìîòðèì ýòî âûðàæåíèå íà íóëåâîì ε.
Ïîäíèìàÿ 1 + ikx â ÷èñëèòåëü, äåëàÿ çàìåíó kx = sinh t, à òàêæå ââîäÿ ρ(z) è φ(z) (ñì.
(3.38)), ïîëó÷àåì:

Gbulk
ni, 11(0, r, r′) = − 1

4π

∫ +∞

0

dze−z
∫ +∞

−∞
dte−ρ(z) cosh(t−iφ(z))×

×(1− µ+ sinh t(sinh t+ cosh t)(1− µ2)) (5.11)

Äåëàÿ ñäâèã (êàê â îïèñàííûõ âûøå âû÷èñëåíèÿõ), ïðèõîäèì ê îòâåòó:

Gbulk
ni, 11(iε, r, r′) = − 1

4π

∫ +∞

0

dze−z(2K0 (ρ(z)) (1− µ− iε)+

+(1− (µ+ iε)2)(e2iφ(z)K2(ρ(z))−K0 (ρ(z)) ) (5.12)

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ:

Gbulk
ni, 12(iε, r, r′) = −

√
1− (µ+ iε)2

2π

∫ +∞

0

dzK1(ρ(z))(i(µ+ iε) sinφ(z) + cosφ(z)) (5.13)

5.2 Ïðèëîæåíèå B

Â ýòîì ïðèëîæåíèè ðå÷ü èäåò îá èíòåãðàëàõ òèïà (âçÿòûõ íà íóëåâîé ìàöóáàðîâñêîé
ýíåðãèè) ∫ +∞

0

dze−zKν (ρ(z)) (5.14)

ãäå ρ(z) îïðåäåëåíî â (3.38). Ýòî èíòåãðàëû, âîçíèêàþùèå â íåèíâàðèàíòíîé ÷àñòè
ôóíêöèè Ãðèíà îáúåìíûõ ñîñòîÿíèé. Îïèñàííûé â äàííîé ðàáîòå àñèìïòîòè÷åñêèé
îòâåò äëÿ íåå ïîëó÷åí ðàçëîæåíèåì ρ(z) äî ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî z. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî
âûÿñíèòü, êîãäà òàêîå ðàçëîæåíèå çàêîííî. Äëÿ ýòîãî íóæíî îöåíèòü ìàñøòàáû ïî
ïåðåìåííîé z, íà êîòîðûõ èíòåãðàëû òàêîãî òèïà ñõîäÿòñÿ. Ðàññìîòðèì, äëÿ íà÷àëà,
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ñëó÷àé Y � |X̃|. Ìàñøòàá ñõîäèìîñòè â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ e−z, ò.å. ïî ïîðÿäêó
âåëè÷èíû ðàâåí ∆z ∼ 1. Ðàçëîæåíèå äî ïåðâîãî ïîðÿäêà, â òàêîì ñëó÷àå, âîçìîæíî:
äîñòàòî÷íîå óñëîâèå - Y � 1/

√
1− µ2, êîòîðîå ìû çàâåäîìî ñ÷èòàåì âûïîëåííûì.

Ïóñòü òåïåðü |X̃| ∼ Y . Òîãäà ρ(z) '
√

1− µ2
(
R̃− |X̃|z

R̃

)
âëèÿåò íà ñõîäèìîñòü. Îíà

ïðîèñõîäèò íà

∆z ∼ 1

1−
√

1− µ2 |X̃|
R̃

.

Ñðàâíèâàÿ ïåðâûé è âòîðîé ïîðÿäîê, ïðèõîäèì ê óñëîâèþ, îïèñûâàþùåìó âîçìîæíîñòü
ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ

R̃� Y 2
√

1− µ2

(R̃−
√

1− µ2|X̃|)2

Ðàññìîòðèì, íàêîíåö, ñëó÷àé |X̃| � Y . Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî

√
(|X̃| − z)2 + Y 2 ïðè

Y = 0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ ñ èçëîìîì íà z = |X̃|. Åñëè Y êîíå÷åí, òî èçëîìà

áîëüøå íåò - îí ðàçìûâàåòñÿ íà âåëè÷èíó ∼ Y � |X̃|. Çíà÷èò, ðàñêëàäûâàòüñÿ äî
ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî z ìîæíî ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà ìàñøòàá ñõîäèìîñòè, îáåñïå÷èâàåìûé
ýòèì ðàçëîæåíèåì, îêàçûâàåòñÿ íàìíîãî ìåíüøå |X̃|. Òî åñòü,

R̃

R̃−
√

1− µ2|X̃|
� |X̃|.

Ñ ó÷åòîì |X̃| � Y ýòî ñîîòíîøåíèå ïðèâîäèò ê óñëîâèþ âèäà

R̃� 1

Y 2

|X̃|2
+
(

1−
√

1− µ2
) .

Ïðè íóëåâîì õèìè÷åñêîì ïîòåíöèàëå îíî ïåðåõîäèò â R̃� |X̃|2
Y 2 � 1 - òî åñòü, àñèìïòî-

òèêà íà÷èíàåò ðàáîòàòü íà î÷åíü áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ.

Îáñóäèì òåïåðü êðàòêî âîçìîæíîñòü àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ â àñèìïòîòèêå íåèí-
âàðèàíòíîé ÷àñòè ôóíêöèè Ãðèíà. Äåëî â òîì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê àíàëèòè÷åñêîìó
ïðîäîëæåíèþ òî÷íîñòü, ñ êîòîðîé ðàáîòàåò ïîëó÷åííûé äëÿ íåå îòâåò ìîæåò óïàñòü,
òàê êàê óñëîâèÿ åãî ïðèìåíèìîñòè ïðè ýòîì èçìåíÿþòñÿ. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì µ = 0
è ε = ±Y/|X̃|. Ìàñøòàá ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà ïî z, îïèñàííûé â ýòîì ïðèëîæåíèè
∆z ∼ 1

1−
√

1+ε2
|X̃|
R̃

ôîðìàëüíî ñòàíîâèòüñÿ áåñêîíå÷íûì, íî ýòî ïðîñòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî

ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ ïîä àðãóìåíòîì ôóíêöèè Áåññåëÿ çäåñü íå äîñòàòî÷íî. Ýòà
ïðîáëåìà, îäíàêî, íå ñóùåñòâåííà, âåäü ïðåäýêñïîíåíòà ôóíêöèè Ãðèíà â êîíå÷íîì
ðåçóëüòàòå áåðåòñÿ íà íóëåâîé ìàöóáàðîâñêîé ýíåðãèè.

5.3 Ïðèëîæåíèå C

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Y > 0, è ðàññìîòðèì ñëó÷àé µ = 0. Ïîëó÷åííûé îòâåò òàêæå
îòâå÷àåò ñëó÷àþ µ� 1, 1� R� 1

µ2
. Â ýòîì ïðåäåëå îòâåò äëÿ ÷àñòè ïîëÿðèçàöèîííîãî

îïåðàòîðà, ñâÿçàííîé ñ èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî òðàíñëÿöèé ÷àñòüþ ôóíêöèè Ãðèíà,
âûðàæàåòñÿ â òåðìèíàõ ñëåäóþùåãî èíòåãðàëà

I(a, b) =

∫ +∞

0

dεK0(
√

1 + ε2a)e−bε, (5.15)
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îïðåäåëåííîé ïðè b > 0, è èìååò âèä:

Πbe
i, βγ,δα =

−ieX̃+iµY

(2π)2
M↑

δα

(
σz + i∂Y + i(nxσx − nyσy)∂R 0̂

0̂ σz + i∂Y − i(nxσx + nyσy)∂R

)
βγ

I(R, Y )+

+
ieX̃−iµY

(2π)2
M↓

δα

(
σz − i∂Y + i(nxσx − nyσy)∂R 0̂

0̂ σz − i∂Y − i(nxσx + nyσy)∂R

)
βγ

I(R, Y )

(5.16)

Ìàòðèöû M↑/↓ ââåäåíû â (3.9).
Àíàëîãè÷íî äëÿ Πeb

i, βγ,δα ïîëó÷àåòñÿ:

Πeb
i, βγ,δα =

ieX̃−iµY

(2π)2
M↑

βγ

(
σz − i∂Y − i(nxσx − nyσy)∂R 0̂

0̂ σz − i∂Y + i(nxσx + nyσy)∂R

)
δα

I(R, Y )+

+
−ieX̃+iµY

(2π)2
M↓

βγ

(
σz + i∂Y − i(nxσx − nyσy)∂R 0̂

0̂ σz + i∂Y + i(nxσx + nyσy)∂R

)
δα

I(R, Y )

(5.17)

Ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè I(R, Y ) â ïðåäåëå R� 1 äàåòñÿ ôîðìóëîé

I(R, Y ) = e−R+Y 2

2R

√
π

2R

(
1− Erf

[
Y√
2R

])
(5.18)

×àñòü ïîëÿðèçàöèîííîãî îïåðàòîðà, ñâÿçàííàÿ ñ íåèíâàðèàíòíîé ÷àñòüþ ôóíêöèè Ãðè-
íà, òàêæå âûïèñûâàåò ÷åðåç ôóíêöèþ I, îäíàêî, îòâåò çäåñü èìååò íåñêîëüêî áîëåå

ñëîæíóþ ñòðóêòóðó. Ââåäåì s =

√
(|X̃| − z)2 + Y 2, à òàêæå ôóíêöèè

J11(φ, s, Y ) =
(
2(1 + i∂Y ) + e2iφ(2∂2

s − 1)− (1 + ∂2
Y )
)
I(s, Y ) (5.19)

J12(φ, s, Y ) = (−2∂s(sinφ ∂Y + cosφ) I(s, Y ) (5.20)

Òîãäà ïîëó÷àåì

Πbe
ni, βγ,δα =

ieX̃+iµY

2(2π)2
M↑

δα

∫ +∞

0

dze−z× (5.21)

×


J11(φ, s, Y ) J12(φ, s, Y ) 0 0

J12(π − φ, s, Y ) −J∗11(φ, s, Y ) 0 0
0 0 J11(−φ, s, Y ) J12(φ, s, Y )
0 0 J12(π − φ, s, Y ) −J∗11(−φ, s, Y )


βγ

+

+
−ieX̃−iµY

2(2π)2
M↓

δα

∫ +∞

0

dze−z


J∗11(−φ, s, Y ) J12(−φ, s, Y ) 0 0
J12(π + φ, s, Y ) −J11(−φ, s, Y ) 0 0

0 0 J∗11(φ, s, Y ) J12(−φ, s, Y )
0 0 J12(π + φ, s, Y ) −J11(φ, s, Y )


βγ
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è àíàëîãè÷íî

Πeb
ni, βγ,δα =

ieX̃+iµY

2(2π)2
M↓

βγ

∫ +∞

0

dze−z× (5.22)

×


J11(−φ, s, Y ) J12(π − φ, s, Y ) 0 0
J12(φ, s, Y ) −J∗11(−φ, s, Y ) 0 0

0 0 J11(φ, s, Y ) J12(π − φ, s, Y )
0 0 J12(φ, s, Y ) −J∗11(φ, s, Y )


δα

+

+
−ieX̃−iµY

2(2π)2
M↑

βγ

∫ +∞

0

dze−z


J∗11(φ, s, Y ) J12(π + φ, s, Y ) 0 0
J12(−φ, s, Y ) −J11(φ, s, Y ) 0 0

0 0 J∗11(−φ, s, Y ) J12(π + φ, s, Y )
0 0 J12(−φ, s, Y ) −J11(−φ, s, Y )


δα
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