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Ãëàâà 1

Ââåäåíèå

�Ðàñòÿíóòàÿ� ýêñïîíåíöèàëüíàÿ (stretched exponential) çàâèñèìîñòü îò òåìïåðàòóðû

σ ∝ exp{−(T0/T )α} (1.1)

õàðàêòåðíà äëÿ ïðûæêîâîé ïðîâîäèìîñòè ñ ïåðåìåííîé äëèíîé ïðûæêà (variable
range hopping, VRH) â îäíîðîäíî íåóïîðÿäî÷åííûõ ìàòåðèàëàõ (íàïðèìåð, àìîðô-
íûõ òâåðäûõ òåëàõ [1] èëè ëåãèðîâàííûõ ïîëóïðîâîäíèêàõ [2]) ïðè íèçêèõ òåìïåðà-
òóðàõ. Â ñëó÷àå, êîãäà äàëüíîäåéñòâóþùåå âçàèìîäåéñòâèå íå èãðàåò áîëüøîé ðîëè,
ýêñïîíåíòà α = 1/(d + 1) (ãäå d åñòü ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà), T0 ≡ TM ∼ [νF ξ

d]−1

(ãäå νF åñòü ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé íà óðîâíå Ôåðìè è ξ åñòü õàðàêòåðíàÿ äëèíà çàòó-
õàíèÿ âîëíîâîé ôóíêöèè), è ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàâèñèìîñòü èçâåñòíà êàê çàêîí Ìîò-
òà [3]. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, êîãäà äàëüíîäåéñòâóþùèé Êóëîí ñóùåñòâåíåí è ïðèâî-
äèò ê ìÿãêîé Êóëîíîâñêîé ùåëè â ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé [4], ýêñïîíåíòà
α = 1/2, T0 ≡ TES ∼ e2/κξ (ãäå κ åñòü äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ), è ýòà çàâèñè-
ìîñòü íàçûâàåòñÿ çàêîíîì Ýôðîñà-Øêëîâñêîãî.

1.1 Êîòóííåëèðîâàíèå ñ ïåðåìåííîé äëèíîé ïðûæ-

êà

Ïîõîæåå ïîâåäåíèå ïðîâîäèìîñòè òàêæå íàáëþäàëîñü â ìàññèâàõ ìåòàëëè÷åñêèõ è
ïîëóïðîâîäíèêîâûõ êâàíòîâûõ òî÷åê â äèàïàçîíå òåìïåðàòóð 1 � 200K (ñì. îáçîðû
[5, 6] è íåêîòîðûå ñòàðûå [7] è áîëåå ñâåæèå [8] ýêñïåðèìåíòàëüíûå ñòàòüè). Îáú-
ÿñíåíèå �ðàñòÿíóòîé� ýêñïîíåíòû â çàâèñèìîñòè ïðîâîäèìîñòè îò òåìïåðàòóðû â
ãðàíóëèðîâàííûõ ìàòåðèàëàõ ïðèâëåêëî áîëüøîå âíèìàíèå òåîðåòèêîâ. Ìíîãèå èç
ïåðâîíà÷àëüíûõ òåîðèé [9] áûëè îñíîâàíû íà ñïåöèàëüíûõ èñêóññòâåííûõ ïðåäïî-
ëîæåíèÿõ î ðàñïðåäåëåíèè ñëó÷àéíûõ ïàðàìåòðîâ ãðàíóë (ðàçìåðîâ è ò.ä.) è êðè-
òèêîâàëèñü � ñì., íàïðèìåð, [10], èç-çà èõ ad hoc õàðàêòåðà è îòñóòñòâèÿ îáùíîñòè.
Íåêîòîðûå äðóãèå òåîðèè [11, 12] ïðàâèëüíî óêàçûâàëè íà âàæíóþ ðîëü ïîñëåäîâà-
òåëüíîãî òóííåëèðîâàíèÿ ýëåêòðîíîâ ÷åðåç öåïî÷êó ïðîìåæóòî÷íûõ ãðàíóë, íî íå
äàâàëè ïðàâèëüíîãî ìíîãî÷àñòè÷íîãî îïèñàíèÿ ýòîãî òóííåëèðîâàíèÿ è ïðàâèëüíîãî
ðåöåïòà äëÿ âû÷èñëåíèÿ àìïëèòóäû òóííåëèðîâàíèÿ. Òàêîé ðåöåïò áûë ðàçðàáîòàí â
ðàáîòå [13], ãäå ïðîñòàÿ èäåÿ, ïðåäëîæåííàÿ â [11], áûëà îáîáùåíà ñ ó÷åòîì ìíîãî÷à-
ñòè÷íîãî õàðàêòåðà ïðîöåññà (òî åñòü, êîòóííåëèðîâàíèÿ, ñì. [14, 15]) è Êóëîíîâñêèõ
ýôôåêòîâ.

Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü îáû÷íîìó îäíî÷àñòè÷íîìó ñöåíàðèþ VRH, ãäå ÷àñòèöà
ïðîõîäèò îò îäíîãî êîíöà öåïî÷êè ê äðóãîìó, ïîñëåäîâàòåëüíî ïðûãàÿ ÷åðåç âñå
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ïðîìåæóòî÷íûå ãðàíóëû, ñöåíàðèé ìíîãîêðàòíîãî êîòóííåëèðîâàíèÿ, ðàçðàáîòàí-
íûé â [13], âêëþ÷àåò âñå âîçìîæíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðûæêîâ ìåæäó ñîñåäíèìè
ãðàíóëàìè â öåïî÷êå. Âîîáùå ãîâîðÿ, ýòè ïðûæêè îñóùåñòâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè ýëåê-
òðîíàìè; ïðîìåæóòî÷íîå ñîñòîÿíèå ïðîöåññà âêëþ÷àåò ìíîãî ãðàíóë ñ èçìåíåííûìè
çàðÿäàìè. Îäíàêî, ïî îêîí÷àíèþ ïðîöåññà, èìååòñÿ âñåãî îäèí ýëåêòðîí, êîòîðûé
îêàçàëñÿ ïåðåíåñåííûì ìåæäó êðàéíèìè ãðàíóëàìè öåïî÷êè, â òî âðåìÿ êàê çàðÿäû
âñåõ ïðîìåæóòî÷íûõ ãðàíóë ïðèíÿëè ñâîè ïåðâîíà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ. Ýòî íå çíà÷èò,
÷òî âñå ïðîöåññû ñ ðàçëè÷íûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ïðûæêîâ âåäóò ê îäèíàêî-
âîìó êîíå÷íîìó ñîñòîÿíèþ ñèñòåìû: êîíå÷íûå ñîñòîÿíèÿ íåêîòîðûõ ãðàíóë ìîãóò
ñîâïàäàòü ñ íà÷àëüíûìè (óïðóãîå êîòóííåëèðîâàíèå), â òî âðåìÿ êàê äëÿ äðóãèõ
ãðàíóë íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå ìîãóò îòëè÷àòüñÿ íà ýëåêòðîí-äûðî÷íóþ
ïàðó (íåóïðóãîå êîòóííåëèðîâàíèå). Â ðåçóëüòàòå (ñì. äåòàëè â [13]), çàêîí (1.1) âîñ-
ïðîèçâîäèòñÿ ñ

T0 ∼ L(T )EC , (1.2)

L(T ) ∼

{
ln (EC/gδ) , T � Tc,

ln
(
E2
C/gT

2L2
)
, T � Tc,

(1.3)

ãäå Êóëîíîâñêàÿ ýíåðãèÿ EC ∼ e2/2C, à C ýòî òèïè÷íàÿ åìêîñòü â ñèñòåìå ãðàíóë.
Òèïè÷íîå ðàññòîÿíèå ìåæäó óðîâíÿìè â ãðàíóëå δ ∼ (νFa

3)−1, ãäå a ýòî ðàçìåð ãðà-
íóëû, è g � 1 åñòü òèïè÷íûé áåçðàçìåðíûé êîíäàêòàíñ ìåæäó ñîñåäíèìè ãðàíóëàìè.
Çàìåòèì, ÷òî ëîãàðèôìè÷åñêèé ìíîæèòåëü L � 1 âåëèê ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé.
Êðîññîâåð ìåæäó óïðóãèì è íåóïðóãèì ðåæèìîì êîòóííåëèðîâàíèÿ ïðîèñõîäèò ïðè

T ∼ Tc =
√
ECδ/L. (1.4)

Òàêèì îáðàçîì, �ðàñòÿíóòàÿ� ýêñïîíåíòà â ñëó÷àå ãðàíóëèðîâàííîãî ìàòåðèàëà íåìíî-
ãî ìîäèôèöèðóåòñÿ â ïðîìåæóòî÷íîì äèàïàçîíå òåìïåðàòóð (T > Tc) áëàãîäàðÿ äî-
ïîëíèòåëüíîé ëîãàðèôìè÷åñêîé çàâèñèìîñòè T0 îò T . Îäíàêî, òàêîå îòêëîíåíèå îò
çàêîíà Ìîòòà-Ýôðîñà-Øêëîâñêîãî íåïðîñòî äåòåêòèðîâàòü ýêñïåðèìåíòàëüíî.

1.2 Æåñòêàÿ ùåëü è ïîëÿðîííûé ýôôåêò â ñèñòåìàõ

ñ îäíîðîäíûì áåñïîðÿäêîì

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðè îòíîñèòåëüíî âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ íà ñìåíó ïðûæ-
êîâîé ïðîâîäèìîñòè ñ ïåðåìåííîé äëèíîé ïðûæêà ïðèõîäèò ïðûæêîâàÿ ïðîâîäè-
ìîñòü ïî áëèæàéøèì ñîñåäÿì (nearest neighbour hopping, NNH), òàê ÷òî �ðàñòÿíó-
òàÿ� ýêñïîíåíòà (1.1) çàìåíÿåòñÿ îáû÷íûì çàêîíîì Àððåíèóñà äëÿ ïðîâîäèìîñòè
σ ∝ exp{−ε3/T} (ñì. [2]). ×òî ìåíåå òðèâèàëüíî, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ [16] âîçâðà-
ùåíèå àêòèâàöèîííîãî çàêîíà

σ ∼ exp{−EH/T} (1.5)

òàêæå íàáëþäàåòñÿ ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ! Ýòî ÿâëåíèå îáû÷íî ñâÿçûâàåòñÿ ñ
âîçíèêíîâåíèåì ïîëÿðîííîãî ýôôåêòà: �æåñòêàÿ� ùåëü EH ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàâíîé
ýíåðãèè, íåîáõîäèìîé äëÿ ñîçäàíèÿ ïîëÿðîííîãî îáëàêà âîêðóã ïðûãàþùåãî ýëåê-
òðîíà.
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Â ïðèíöèïå, âî âðåìÿ ïðûæêà ñ íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ â êîíå÷íîå, ïðûãàþùèé
ýëåêòðîí ìîæåò çàõâàòèòü ñ ñîáîé íåîáõîäèìóþ ýíåðãèþ, òàê ÷òî ïðè åùå ìåíüøèõ
òåìïåðàòóðàõ àêòèâàöèîííûé ìåõàíèçì ïîëÿðîííûõ ïðûæêîâ çàìåíÿåòñÿ òóííåëü-
íûì [1], è �ðàñòÿíóòàÿ� ýêñïîíåíòà (1.1) îïÿòü âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïðè T . ω, ãäå
ω åñòü õàðàêòåðíàÿ ÷àñòîòà ôîíîíîâ (èëè äðóãèõ îáúåêòîâ � íàïðèìåð, ìàãíîíîâ
è ò.ä.), êîòîðûå îáðàçóþò ïîëÿðîííîå îáëàêî. Ñëó÷àé ìàãíèòíûõ ïîëÿðîíîâ îñî-
áåííûé: áëàãîäàðÿ ëîêàëüíîìó ñîõðàíåíèþ íàìàãíè÷åííîñòè ïðîöåññ òóííåëüíîãî
ïåðåíîñà ïîëÿðîííîãî îáëàêà ñèëüíî ïîäàâåí [17], è êðîññîâåð îò êëàññè÷åñêîãî ê
êâàíòîâîìó ñëó÷àþ ñäâèãàåòñÿ îò T ∼ ω â îáëàñòü åùå áîëåå íèçêèõ òåìïåðàòóð.
Ýòî, ïî-âèäèìîìó, ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé òîãî, ïî÷åìó æåñòêàÿ ùåëü íàáëþäàëàñü â
îñíîâíîì (íî íå èñêëþ÷èòåëüíî!) â ìàãíèòíûõ ñèñòåìàõ.

Â îáùèõ ÷åðòàõ òåîðèÿ VRH ñ ó÷åòîì ïîëÿðîííîãî ýôôåêòà áûëà ðàçðàáîòàíà â
[17, 18, 19, 20] äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ïîëÿðîíîâ.

1.3 Ïîëÿðîííûé ýôôåêò â ãðàíóëèðîâàííûõ ñèñòå-

ìàõ

Â ýêñïåðèìåíòàõ [21] àêòèâàöèîííûé çàêîí Àððåíèóñà äëÿ ïðîâîäèìîñòè íàáëþäàëñÿ
â äâóìåðíûõ ìàññèâàõ Ge/Si êâàíòîâûõ òî÷åê ïðè òåìïåðàòóðàõ íèæå ∼ 5K, ñì.
ãðàôèê 1.1. Ïðè T > Tc ïðîâîäèìîñòü ñëåäóåò çàêîíó (1.1) ñ α = 0.52 ± 0.03 è
α = 0.50± 0.03 äëÿ îáðàçöîâ ñ ν = 2.3 è ν = 2.8 ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî îòâå÷àåò çàêîíó
Ýôðîñà-Øêëîâñêîãî. Ïðè T < Tc ýíåðãèÿ àêòèâàöèè íàñûùàåòñÿ.

Â ðàáîòå [22] òàêæå ñîîáùàëîñü î íàëè÷èè �ïî÷òè� àêòèâàöèîííîé çàâèñèìîñòè
ïðîâîäèìîñòè îò òåìïåðàòóðû â äâóìåðíîì ìàññèâå ìåòàëëè÷åñêèõ íàíî÷àñòèö Co
â äèàïàçîíå òåìïåðàòóð 20K < T < 30K. Ýòà çàâèñèìîñòü õîðîøî îïèñûâàåòñÿ
ôîðìóëîé (1.1) ñ ïîêàçàòåëåì α = 1.1. Ïðè áîëåå âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ 45K < T <
80K íàáëþäàëñÿ çàêîí Ýôðîñà-Øêëîâñêîãî.

Êàæåòñÿ åñòåñòâåííûìûì îáúÿñíèòü ýòè ÿâëåíèÿ òàêæå â òåðìèíàõ íåêîòîðîãî
âèäà ïîëÿðîííîãî ýôôåêòà.

Ñòîèò ñðàçó æå îòìåòèòü, îäíàêî, ÷òî ïîëÿðîííûé ýôôåêò íå îáÿçàòåëüíî âåäåò
ê àêòèâàöèîííîé çàâèñèìîñòè ïðîâîäèìîñòè îò òåìïåðàòóðû. Åñëè ðàñïðåäåëåíèå
áàðüåðîâ èìååò ñòåïåííîé õâîñò â íóëå, òî ñëåäóåò îæèäàòü çàâèñèìîñòè (1.1) ñ α 6=
1. Â ÷àñòíîñòè, â [20] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ áàðüåðîâ
ïîñòîÿííà âáëèçè íóëÿ, òî â Ìîòòîâñêîì ñëó÷àå â òâåðäûõ òåëàõ α = 2/(d + 2).
Åñòü ýêñïåðèìåíòû [23], â êîòîðûõ â ìàññèâàõ èç íàíîêðèñòàëëîâ ZnO íàáëþäàëàñü
çàâèñèìîñòü (1.1) ñ α = 2/3 â äèàïàçîíå òåìïåðàòóð 7K < T < 200K. Ñ íåêîé
îñòîðîæíîñòüþ ìîæíî íàäåÿòüñÿ îáúÿñíèòü ïîäîáíûå ðåçóëüòàòû òàêæå ñ ïîìîùüþ
ïîëÿðîííîãî ýôôåêòà.

Íî â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ ïîëÿðîííûé ýôôåêò â ñëó÷àå, ãäå ìû èìååì äåëî íå ñ èí-
äèâèäóàëüíûìè íîñèòåëÿìè çàðÿäà, à ñ ãðàíóëàìè, ñîäåðæàùèìè ìíîãî ýëåêòðîíîâ?
È êàêèå ñòåïåíè ñâîáîäû îòâåòñòâåííû çà îáðàçîâàíèå ïîëÿðîííîãî îáëàêà â ýòîì
ñëó÷àå? Íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, äî ñèõ ïîð íå îáñóæäàëèñü íèêàêèå ìîäåëè ïîëÿ-
ðîííîãî ýôôåêòà â ãðàíóëèðîâàííûõ ñèñòåìàõ. Â ýòîé ðàáîòå ìû ïîïûòàëèñü ðàç-
ðàáîòàòü òàêóþ ìîäåëü äëÿ ìåòàëëè÷åñêèõ ãðàíóë, ïîìåùåííûõ â äèýëåêòðè÷åñêóþ
ìàòðèöó, â êîòîðîé ïðèñóòñòâóþò çàðÿæåííûå ïðèìåñè (stray charges). Â ðàìêàõ ýòîé
ìîäåëè ìû èññëåäóåì ïðîâîäèìîñòü ñèñòåìû íà îñíîâå êîíöåïöèè ìíîãîêðàòíîãî êî-
òóííåëèðîâàíèÿ, îïèñàííîé â [13].
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Ðèñ. 1.1: Òåìïåðàòóðíàÿ çà-
âèñèìîñòü ýíåðãèè àêòèâà-
öèè ïðûæêîâîé ïðîâîäèìîñòè
W = ∂ lnσ/∂(1/T ), ïîñòðîåí-
íàÿ â log-log êîîðäèíàòàõ äëÿ
îáðàçöîâ ñ ðàçëè÷íûìè ôàêòî-
ðàìè çàïîëíåíèÿ ν. Ñïëîøíûå
ëèíèè îïèñûâàþò ïðèáëèæåíèå
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çàâèñèìîñòåé
ôîðóëîé (1.1): W = αT 1−αTα0 .
Ãðàôèê âçÿò èç ðàáîòû [21].
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Ãëàâà 2

Ìîäåëü äèíàìè÷åñêèõ ôëóêòóàöèé

áåñïîðÿäêà, îáóñëîâëåííûõ

êîëåáàíèÿìè çàðÿæåííûõ ïðèìåñåé

Ãëàâíûì èñòî÷íèêîì áåñïîðÿäêà â ãðàíóëèðîâàííûõ ñèñòåìàõ ÿâëÿþòñÿ �ñòîðîííèå
çàðÿäû� � âñåãäà ïðèñóòñòâóþùèå çàðÿæåííûå ïðèìåñè èëè äåôåêòû, çàñòðÿâøèå â
èçîëèðóþùåé ÷àñòè ñèñòåìû. Îíè ñîçäàþò ñëó÷àéíûå Êóëîíîâñêèå ïîòåíöèàëû íà
ãðàíóëàõ, òàê ÷òî Êóëîíîâñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ðàâíà

EC( ~N, ~q) =
1

2

{
( ~N − ~Q)Û( ~N − ~Q)− ~QÛ ~Q

}
(2.1)

ãäå ìû ââåëè âåêòîðíûå îáîçíà÷åíèÿ ~NÛ ~N ≡
∑

ii′ Uii′NiNi′ . Çäåñü öåëîå ÷èñëî Ni

îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî èçáûòî÷íûõ ýëåêòðîíîâ íà i-îé ãðàíóëå, Û ≡ e2Ĉ−1 åñòü îá-
ðàòíàÿ ìàòðèöà åìêîñòåé, à êîìïîíåíòû Qi âåêòîðà ~Q ýòî òàê íàçûâàåìûå çàðÿäû-
îôôñåòû (o�set charges), îíè íå îáÿçàíû áûòü öåëûìè. Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî êàæäûé
çàðÿä-îôôñåò Qi íå ìîæåò áûòü àññîöèèðîâàí ñ íåêîòîðîé îòäåëüíîé ïðèìåñüþ: âñå
ïðèìåñè, êîòîðûå ýôôåêòèâíî âçàèìîäåéñòâóþò ñ ãðàíóîé i, âíîñÿò ñâîé âêëàä â Qi.
È îáðàòíî, êàæäàÿ ïðèìåñü ìîæåò âíåñòè âêëàä âî ìíîãèå çàðÿäû-îôôñåòû Qi.

Îáû÷íî çàðÿäû-îôôñåòû ñ÷èòàþòñÿ ñòàòè÷åñêèì áåñïîðÿäêîì, íî ìû êàê ðàç ñî-
áèðàåìñÿ èññëåäîâàòü ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ èõ äèíàìèêîé. Â ñàìîì äåëå, Qi çàâèñÿò
îò ïîëîæåíèé çàðÿæåííûõ ïðèìåñåé, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ àáñîëþòíî æåñòêèìè, à
ìîãóò îòêëîíÿòüñÿ îò ñâîèõ ðàâíîâåñíûõ ïîëîæåíèé. Â ãàðìîíè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè
ýòè îòêëîíåíèÿ îïèñûâàþòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì Ĥdev = Edev + Ĥkin,

Edev =
1

2
( ~Q− ~Q(0))K̂( ~Q− ~Q(0)) (2.2)

Ĥkin = −~2

2
∂ ~QM̂

−1∂ ~Q (2.3)

ãäå ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà ýôôåêòèâíûõ ìàññ M̂ çàâèñèò îò ìàññ ïðè-
ìåñåé. Âåêòîð ~Q(0) îïèñûâàåò íàáîð ðàâíîâåñíûõ çíà÷åíèé çàðÿäîâ-îôôñåòîâ äëÿ
ñëó÷àÿ íåéòðàëüíûõ ãðàíóë ~N ≡ 0. Ìàòðèöà K̂ â (2.2) îïèñûâàåò æåñòêîñòü ñèñòåìû
ïî îòíîøåíèþ ê ñìåùåíèÿì çàðÿæåííûõ ïðèìåñåé. Îíà ñîäåðæèò êàê �ìåõàíè÷å-
ñêóþ� ÷àñòü (ñâÿçàííóþ ñ äåôîðìàöèåé îêðóæàþùåé ñðåäû), òàê è �ýëåêòðè÷åñêóþ�
÷àñòü (èçìåíåíèå ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé ýíåðãèè ñèñòåìû (2.1) èç-çà ñìåùåíèÿ ïðèìå-

ñåé). Ýòà ýëåêòðè÷åñêàÿ ÷àñòü çàâèñèò îò ~N : ïîñêîëüêó Kii′( ~N) ëèíåéíî ñâÿçàíà ñî
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âòîðîé ïðîèçâîäíîé ýíåðãèè ïî êîîðäèíàòàì ïðèìåñåé, K̂ äîëæíà áûòü ïîëèíîìîì
âòîðîé ñòåïåíè ïî ~N :

Kii′( ~N) = K
(0)
ii′ +

∑
j

K
(1)
ii′jNj +

∑
jj′

K
(2)
ii′jj′NjNj′ . (2.4)

Ìåõàíè÷åñêàÿ ÷àñòü âíîñèò âêëàä òîëüêî â ïåðâîå, N -íåçàâèñèìîå, ñëàãàåìîå â (2.4).
Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìåõàíè÷åñêàÿ æåñòêîñòü äîìèíèðóåò íàä ýëåêòðè÷åñêîé, òî N -
çàâèñèìîé ÷àñòüþ K̂ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Â ëþáîì ñëó÷àå, äàæå åñëè ýëåêòðè÷åñêàÿ
÷àñòü K̂ ñóùåñòâåííà, ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ìîæíî èãíîðèðîâàòü �æèâóþ� ÷àñòü
çàâèñèìîñòè K̂ îò ~N , è çàìåíèòü ôóíêöèþ Kii′( ~N) íà åå ðàâíîâåñíîå çíà÷åíèå

Kii′ ≡ K
(0)
ii′ +

∑
j

K
(1)
ii′jN

(eq)
j +

∑
jj′

K
(2)
ii′jj′N

(eq)
j N

(eq)
j′ (2.5)

ãäå ~N (eq) åñòü ðàâíîâåñíûå çàðÿäû ãðàíóë. Äàâàéòå íàéäåì èõ.

2.1 Êëàññè÷åñêîå îñíîâíîå ñîñòîÿíèå

Ïîñêîëüêó ýôôåêòèâíûå ìàññû âåëèêè, â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè êèíåòè÷åñêîå ñëàãà-
åìîå (2.3) â ãàìèëüòîíèàíå ìîæíî âûáðîñèòü, è îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îòâå÷àåò
ìèíèìóìó ïîëíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè

Ech( ~N, ~Q) = EC( ~N, ~Q) + Edev( ~Q) =

=
1

2

{
( ~N − ~Q)Û( ~N − ~Q)− ~QÛ ~Q

}
+

1

2
( ~Q− ~Q(0))K̂( ~Q− ~Q(0)) (2.6)

Ìèíèìèçèðóÿ (2.6) ïî ~Q ïðè ôèêñèðîâàííûõ ~N , ìû íàõîäèì

~Qmin( ~N) = ~Q(0) + K̂−1Û ~N, (2.7)

min
~Q
Ech( ~Q, ~N) =

1

2
~N Û ~N − ~NÛ ~Q(0) (2.8)

ãäå ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà

Û = Û − ÛK̂−1Û (2.9)

èìååò ñìûñë îáðàòíîé ìàòðèöû åìêîñòåé, ïåðåíîðìèðîâàííîé ñ ó÷åòîì ýôôåêòîâ
êîíå÷íîé æåñòêîñòè ñèñòåìû.

Äëÿ ñòàáèëüíîñòè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ìàòðèöà Û äîëæíà áûòü ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííîé. Íàðóøåíèå ýòîãî òðåáîâàíèÿ ïðîñòî îçíà÷àëî áû, ÷òî ìû íåïðàâèëü-
íî âûáðàëè íàáîð ~N (eq) äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ; ñèñòåìà â êîíöå êîíöîâ ïðèäåò
â äðóãîå ñîñòîÿíèå, ãäå ñòàáèëüíîñòü áóäåò âîññòàíîâëåíà áëàãîäàðÿ íåëèíåéíîñòè,
âûðàæåííîé â çàâèñèìîñòè K̂( ~N) â (2.4).

Äàëüíåéøàÿ ìèíèìèçàöèÿ (2.8) ïî îòíîøåíèþ ê ~N äàåò ðàâíîâåñíûå çíà÷åíèÿ

çàðÿäîâ êàê öåëûå ÷èñëà, áëèæàéøèå (â êàêîì ñìûñëå, ñì. íèæå) ê Û−1Û ~Q(0). Â
ðåçóëüòàòå

~N (eq) = Û−1Û ~Q(0) + ~γ, (2.10)

~Q(eq) = ~Q(0) + K̂−1Û ~N (eq) (2.11)
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ãäå ~γ åñòü íàáîð �ýôôåêòèâíûõ çàðÿäîâ-îôôñåòîâ�. Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå
æåñòêèõ ïðèìåñåé (êîãäà K̂ → ∞) èìååì Û → Û , è ýôôåêòèâíûå çàðÿäû-îôôñåòû
ñâîäÿòñÿ ê îáû÷íûì.

Îáùåå òðåáîâàíèå, îáû÷íî íàëàãàåìîå íà ýôôåêòèâíûå çàðÿäû-îôôñåòû, ãëàñèò

−1/2 ≤ γk ≤ 1/2 (2.12)

Îíî îçíà÷àåò, ÷òî Ni äîëæíî áûòü áëèæàéøèì öåëûì ê [Û−1Û ~Q(0)]i. Ñòðîãî ãîâî-
ðÿ, ýòî íå ñîâñåì âåðíî â íàøåì ñëó÷àå: äëÿ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû Û îáùåãî âè-
äà �öåëûé� ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè ~N ìîæåò, â ïðèíöèïå, ëåæàòü äîâîëüíî
äàëåêî îò áåçóñëîâíîãî ìèíèìóìà (áåç ó÷åòà �öåëîñòè�), òàê ÷òî íåêîòîðûå êîìïî-
íåíòû ~γ ìîãóò áûòü äîâîëüíî áîëüøèìè. Ëåãêî ïðèäóìàòü òàêèå ïðèìåðû (ñêàæåì,
ñèëüíî àíèçîòðîïíûé ïðîôèëü ïîòåíöèàëà), íî îíè âñå îêàçûâàþòñÿ äîâîëüíî ýê-
çîòè÷íûìè, åñëè íå âîîáùå ïàòîëîãè÷åñêèìè. Âî âñÿêîì ñëó÷àå, ìû íå ñìîãëè ïðè-
äóìàòü òàêóþ ôèçè÷åñêè îïðàâäàííóþ ìàòðèöó Û , ÷òîáû òðåáîâàíèå (2.12) áûëî
íàðóøåíî. Ãëàâíîå, ÷òî (2.12) âåðíî äëÿ äâóõ ñëó÷àåâ, êîòîðûå ìû áóäåì èçó÷àòü
äåòàëüíî: ýêðàíèðîâàííîå Êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå (äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà Û) è
äàëüíîäåéñòâóþùåå Êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå (âïðî÷åì, äëÿ ïîñëåäíåãî íåò ñòî-
ïðîöåíòíîé óâåðåííîñòè). Òàêèì îáðàçîì, äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü òðåáîâàíèå (2.12)
âûïîëíåííûì.

2.2 Íèçêîýíåðãåòè÷åñêèé ãàìèëüòîíèàí è ïîëÿðîí-

íûé ýôôåêò

Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ çàðÿäû ãðàíóë ~N è çàðÿäû-îôôñåòû ~Q ñëàáî îòêëîíÿþòñÿ
îò ñâîèõ ðàâíîâåñíûõ çíà÷åíèé, òàê ÷òî ìîæíî çàïèñàòü

~N = ~N (eq) + ~n, ~Q = ~Q(eq) + ~q, (2.13)

ãäå nk ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ (−1, 0, 1). Òåïåðü ìû ãîòîâû ïåðåïèñàòü ãàìèëü-
òîíèàí â òåðìèíàõ îòêëîíåíèé ~n è ~q. Ïîäñòàâëÿÿ (2.13) â (2.6) è îïóñêàÿ ñëàãàåìûå,
êîòîðûå íå ñîäåðæàò îòêëîíåíèé, ìû ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíûé âèä íèçêîýíåðãåòè-
÷åñêîãî ãàìèëüòîíèàíà

Ech =
1

2

{
(~n− ~q )Û(~n− ~q) + ~q (K̂ − Û)~q

}
+ ~n Û~γ. (2.14)

Çàìåòèì, ÷òî â ãàìèëüòîíèàíå (2.14) ïðèñóòñòâóåò ëèíåéíàÿ ñâÿçü ìåæäó äèñêðåòíîé
çàðÿäîâîé ïåðåìåííîé ~n è íåïðåðûâíîé ïåðåìåííîé ~q. Ýòî îçíà÷àåò íàëè÷èå ïîëÿ-
ðîííîãî ýôôåêòà: èçìåíåíèå çàðÿäà ãðàíóëû (äîáàâëåíèå èëè óäàëåíèå ñ íåå îäíîãî
ýëåêòðîíà) ïðèâîäèò ê �ïîëÿðèçàöèè îêðóæåíèÿ�, â íàøåì ñëó÷àå âûðàæàþùåéñÿ
â ñäâèãå îêðóæàþùèõ ãðàíóëó çàðÿæåííûõ ïðèìåñåé. Â ðåçóëüòàòå òàêîãî ñäâèãà
ýíåðãèÿ ñèñòåìû ïîíèæàåòñÿ.

Îïèñàííîå ÿâëåíèå âî ìíîãèõ îòíîøåíèÿõ î÷åíü ïîõîæå íà ñòàíäàðòíûé ïîëÿðîí-
íûé ýôôåêò, âîçíèêàþùèé çà ñ÷åò ïîëÿðèçàöèè îêðóæàþùåé ýëåêòðîí îäíîðîäíîé
ñðåäû. Â íàøåì ñëó÷àå, îäíàêî, èç-çà ñèëüíîé íåîäíîðîäíîñòè ñèñòåìû, âåëè÷èíà
ïîíèæåíèÿ ýíåðãèè (ïîëÿðîííûé ñäâèã) çàâèñèò îò òîãî, íà êàêóþ èìåííî ãðàíóëó
ïîìåùåí èçáûòî÷íûé çàðÿä.

9



2.3 Òåðìîäèíàìè÷åñêèå ýíåðãèè âîçáóæäåíèé

Ïîìèìî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, íèçêîëåæàùèå âîçáóæäåííûå ñîñòîÿíèÿ î÷åíü âàæíû
äëÿ òðàíñïîðòíûõ ñâîéñòâ ñèñòåìû. Äëÿ ñîñòîÿíèÿ ~n òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ (òî åñòü,
ìèíèìèçèðîâàííàÿ ïî ~q) ýíåðãèÿ âîçáóæäåíèÿ

Ẽ(~n) ≡ min
~q
Ech(~n, ~q) =

1

2
~n Û(~n+ 2~γ) (2.15)

Ðàçëè÷íûå âåòâè ñïåêòà (2.14) ìîæíî âèçóàëèçèðîâàòü êàê ìíîãîìåðíûå ïàðàáîëî-
èäû íàä ~q-ïðîñòðàíñòâîì. Ïàðàáîëîèäû ìàðêèðîâàíû âåêòîðîì ~n. Ýíåðãèÿ âîçáóæ-
äåíèÿ Ẽ(~n) åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ýíåðãåòè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ìåæäó äíîì ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ïàðàáîëîèäà è óðîâíåì êëàññè÷åñêîãî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, ñì. ðèñ. 2.2.

2.3.1 Îäíî÷àñòè÷íûå âîçáóæäåíèÿ

Íèæå ìû ïîëó÷èì íåêîòîðûå âàæíûå õàðàêòåðèñòèêè îäíî÷àñòè÷íûõ âîçáóæäåííûõ
ñîñòîÿíèé, â êîòîðûõ òîëüêî îäíà êîìïîíåíòà nk â ~n íåíóëåâàÿ, â òî âðåìÿ êàê âñå
îñòàëüíûå ðàâíû íóëþ (à èìåííî, ~n = ±~zk ãäå [~zk]m = δkm).

Òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òàêîãî âîçáóæäåíèÿ

Ẽ
(±)
k =

1

2
~zk Û(~zk ± 2~γ), (2.16)

îòâå÷àåò èçìåíåíèþ �îòðåëàêñèðîâàííîé� ýíåðãèè èç-çà ðîæäåíèÿ èëè óíè÷òîæåíèÿ
îäíîãî ýëåêòðîíà íà ãðàíóëå k. Ïî îïðåäåëåíèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, íåðàâåíñòâî
Ẽ

(±)
k ≥ 0 äîëæíî áûòü âûïîëíåíî äëÿ âñåõ k. Â ãðàíóëèðîâàííûõ ñèñòåìàõ óäîáíî

ââåñòè

εk =

{
Ẽ

(+)
k , for ~zkÛ~γ < 0,

−Ẽ(−)
k , for ~zkÛ~γ > 0,

(2.17)

÷òî èìååò ñìûñë ýíåðãèè �çàðÿæåííîãî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ�, îòñ÷èòàííîé îò ãëî-
áàëüíîãî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïëîòíîñòü òàêèõ ñîñòîÿíèé èíîãäà íàçûâàåòñÿ â ëèòå-
ðàòóðå ïëîòíîñòüþ îñíîâíûõ ñîñòîÿíèé (density of ground states, DOGS) � ñì. [11, 24].

Êàê ìû ñêîðî óáåäèìñÿ, äðóãàÿ ïîëåçíàÿ êîìáèíàöèÿ, êîòîðàÿ âõîäèò â àêòèâà-
öèîííóþ ýêñïîíåíòó êîíäàêòàíñà ìåæäó äâóìÿ óäàëåííûìè ãðàíóëàìè (îäíó èç íèõ
ìû óñëîâíî áóäåì íàçûâàòü �ëåâîé� (l), à äðóãóþ � �ïðàâîé� (r)), ýòî

εlr ≡
1

2
{|εl − εr|+ |εl|+ |εr|} (2.18)

Îòìåòèì, ÷òî ýòè âåëè÷èíû èìåþò ñòàíäàðòíûé àíàëîã â îáû÷íîé òåîðèè ïðûæêîâîé
ïðîâîäèìîñòè [2].

Ôðàíê-Êîíäîíîâñêàÿ ýíåðãèÿ âîçáóæäåíèÿ

E
(±)
k (~q) ≡ Ech(±~zk, ~q)− Ech(0, ~q) = Ẽ

(±)
k +

1

2
~zkÛK̂

−1Û~zk ∓ ~zkÛ~q, (2.19)

îòâå÷àåò ýëåêòðîííûì ïåðåõîäàì, êîòîðûå ïðîèñõîäÿò î÷åíü áûñòðî, òàê ÷òî ìåä-
ëåííûå ïåðåìåííûå ~q íå óñïåâàþò èçìåíèòüñÿ çà âðåìÿ ïðîöåññà (ïðèíöèï Ôðàíêà-
Êîíäîíà).
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2.3.2 Äâóõ÷àñòè÷íûå âîçáóæäåíèÿ

Åñòü ÷åòûðå êëàññà âîçìîæíûõ äâóõ÷àñòè÷íûõ ïðîöåññîâ, îòâå÷àþùèõ àêòó ïåðåíî-
ñà çàðÿäà −e ñ ãðàíóëû l íà ãðàíóëó r, ñì. ðèñ. 2.1.

a) (++ ïðîöåññ): Ïåðåíîñ îäíî÷àñòè÷íîãî âîçáóæäåíèÿ ýëåêòðîííîãî òèïà ñ l íà r:
(~n = ~zl) −→ (~n = ~zr);

b) (−− ïðîöåññ): Ïåðåíîñ îäíî÷àñòè÷íîãî âîçáóæäåíèÿ äûðî÷íîãî òèïà ñ r íà l:
(~n = −~zr) −→ (~n = −~zl);

c) (−+ ïðîöåññ): Àííèãèëÿöèÿ äâóõ÷àñòè÷íîãî âîçáóæäåíèÿ, ñîñòîÿùåãî èç âîçáóæ-
äåíèÿ ýëåêòðîííîãî òèïà â ãðàíóëå l è äûðî÷íîãî òèïà â ãðàíóëå r: (~n = ~zl−~zr) −→
(~n = 0);

d) (+− ïðîöåññ): Ðîæäåíèå äâóõ÷àñòè÷íîãî âîçáóæäåíèÿ, ñîñòîÿùåãî èç âîçáóæäå-
íèÿ ýëåêòðîííîãî òèïà â ãðàíóëå r è äûðî÷íîãî òèïà â ãðàíóëå l: (~n = 0) −→ (~n =
~zr − ~zl);

Â òî âðåìÿ êàê â ïåðâûõ äâóõ ïðîöåññàõ ó÷àñòâóþò òîëüêî îäíî÷àñòè÷íûå âîç-
áóæäåíèÿ, â ïîñëåäíèõ äâóõ ñîçäàþòñÿ ëèáî àííèãèëèðóþò äâóõ÷àñòè÷íûå êîìïëåê-
ñû (�ìåæäóãðàíóëüíûå� ýëåêòðîí-äûðî÷íûå ïàðû). Èç-çà, âîîáùå ãîâîðÿ, äàëüíîäåé-
ñòâóþùåãî õàðàêòåðà âçàèìîäåéñòâèÿ Û êîìïîíåíòû äâóõ÷àñòè÷íîãî âîçáóæäåíèÿ
âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì, òàê ÷òî èõ ýíåðãèè â îáùåì ñëó÷àå íå àääèòèâíû.
Òåðìîäèíàìè÷åñêèå ýíåðãèè äâóõ÷àñòè÷íûõ âîçáóæäåíèé ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç
(2.15):

Ẽ
(±±)
lr = Ẽ

(±)
l + Ẽ(±)

r , (2.20)

Ẽ
(±∓)
lr = Ẽ

(±)
l + Ẽ(∓)

r − ~zlÛ~zr, (2.21)

è Ôðàíê-Êîíäîíîâñêèå ýíåðãèè

E
(±±)
lr (~q) ≡ Ech(±~zl ± ~zr, ~q)− Ech(0, ~q) = E

(±)
l + E(±)

r , (2.22)

E
(±∓)
lr (~q) ≡ Ech(±~zl ∓ ~zr, ~q)− Ech(0, ~q) = E

(±)
l + E(∓)

r − ~zlÛK̂−1Û~zr (2.23)

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå (âçàèìîäåéñòâóþùàÿ ÷àñòü) â (2.21) áóäåò âàæíî â ìîäåëè
ñ äàëüíîäåéñòâóþùèì Êóëîíîì, ïîýòîìó óäîáíî ââåñòè äëÿ íåå ñïåöèàëüíîå îáîçíà-
÷åíèå

ε
(int)
lr = ~zlÛ~zr (2.24)

2.3.3 Ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð ìåæäó ðåçîíàíñíûìè ñîñòîÿíè-

ÿìè

Î÷åíü âàæíóþ ðîëü â íèçêîòåìïåðàòóðíîé ôèçèêå èãðàþò ðåçîíàíñíûå ãðàíóëû,
äëÿ êîòîðûõ ëèáî Ẽ

(+)
k , ëèáî Ẽ

(−)
k àíîìàëüíî áëèçêî ê íóëþ. Õîòÿ ýíåðãèè ñîñòîÿíèé

~ni = ~zi è ~nf = ~zf ïðè ýòîì ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò, ïåðåõîä ìåæäó íèìè òðåáóåò,
îäíàêî, ñóùåñòâåííîãî èçìåíåíèÿ îêðóæåíèÿ (òî åñòü, âåêòîðà ~q), êîòîðîå ìîæåò
ïðîèñõîäèòü òîëüêî íåïðåðûâíî. Â òå÷åíèå ýòîãî ïðîöåññà ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ
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Ðèñ. 2.1: ×åòûðå âîçìîæíûõ ñïî-
ñîáà ïåðåíåñòè çàðÿä −e ñ ãðàíó-
ëû l íà ãðàíóëó r.

Ðèñ. 2.2: Ýíåðãåòè÷åñêèå ïàðàáî-
ëîèäû íàä ~q-ïðîñòðàíñòâîì. Ïà-
ðàáîëîèäû ïðîíóìåðîâàíû âåêòî-
ðîì ~n. Óðîâåíü íóëåâîé ýíåðãèè
îòâå÷àåò êëàññè÷åñêîìó îñíîâíî-
ìó ñîñòîÿíèþ.

ñèñòåìû òîæå èçìåíÿåòñÿ � ñíà÷àëà óâåëè÷èâàåòñÿ, çàòåì óìåíüøàåòñÿ, òàê ÷òî ñè-
ñòåìå ïðèõîäèòñÿ ïðåîäîëåâàòü ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð. Ïðåîäîëåòü åãî ìîæíî ëèáî
ïóòåì àêòèâàöèè ÷åðåç áàðüåð, ëèáî ïóòåì òóííåëèðîâàíèÿ. Äëÿ îáîèõ ñëó÷àåâ âàæ-
íî çíàòü âûñîòó áàðüåðà W . ×òîáû íàéòè åå, ìû äîëæíû ìèíèìèçèðîâàòü ýíåðãèþ
Ech(~ni, ~q) ïî ~q ñ äîïîëíèòåëüíûì òðåáîâàíèåì Ech(~ni, ~q) = Ech(~nf , ~q). Ýòî ìîæíî ñäå-
ëàòü ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Â ðåçóëüòàòå

W =
1

8
(~nf − ~ni)ÛK̂−1Û(~nf − ~ni) (2.25)

Îòìåòèì, ÷òî W çàâèñèò òîëüêî îò ðàçíîñòè ~nf − ~ni ìåæäó êîíå÷íûì è íà÷àëü-
íûì ñîñòîÿíèÿìè. Â ÷àñíîñòè, îíî îäèíàêîâî äëÿ âñåõ òèïîâ ïðîöåññîâ, îïèñàííûõ
â ðàçäåëå 2.3.2.

Àíàëîãè÷íî, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ýíåðãèþ àêòèâàöèè Eact äëÿ ïåðåõîäà ìåæäó
ïðîèçâîëüíûìè (íå îáÿçàòåëüíî ðåçîíàíñíûìè) ñîñòîÿíèÿìè ~ni è ~nf . Îíà ìîæåò áûòü
îïðåäåëåíà êàê íàèíèçøàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïàðàáîëîèäîâ.

Eact =
Ẽi + Ẽf

2
+W +

(Ẽf − Ẽi)
2

16W
, (2.26)

ãäå W îïðåäåëåíî â (2.25). Äëÿ êðàòêîñòè ìû ââåëè îáîçíà÷åíèÿ Ẽi ≡ Ẽ(~ni) è Ẽf ≡
Ẽ(~nf )

2.4 Ìîäåëü ñ êîðîòêîäåéñòâóþùèì âçàèìîäåéñòâè-

åì

Òå ãðàíóëèðîâàííûå ñèñòåìû, â êîòîðûõ äàëüíîäåéñòâóþùàÿ ÷àñòü âçàèìîäåéñòâèÿ
çàýêðàíèðîâàíà (ñêàæåì, èç-çà ïðèñóòñòâèÿ ìåòàëëè÷åñêèõ ýëåêòðîäîâ, ëèáî áëàãî-
äàðÿ îñòàòî÷íîé ïðîâîäèìîñòè èçîëèðóþùåé ìàòðèöû) ìîãóò áûòü îïèñàíû ñ ïîìî-
ùüþ ìîäåëè �êîðîòêîäåéñòâóþùåãî Êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà� (ñì., íàïðèìåð, [15]).
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Â ýòîé ìîäåëè ìàòðèöû Û è K̂ ñ÷èòàþòñÿ äèàãîíàëüíûìè.

Û =


. . . 0 0 0
0 Ui 0 0
0 0 Ui+1 0

0 0 0
. . .

 K̂ =


. . . 0 0 0
0 Ki 0 0
0 0 Ki+1 0

0 0 0
. . .


íî èõ äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îäèíàêîâû, ïîñêîëüêó ðàçíûå ãðà-
íóëû èìåþò ðàçíûå åìêîñòè è ò.ä. Ýëåêòðîñòàòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ (2.14) ìîæåò áûòü
çàïèñàíà â ïðîñòîé ôîðìå Ech =

∑
iEi(ni, qi), ãäå

Ei(n, q) = E
(c)
i

{
n2 + 2n [γi(1− αi)− q] +

q2

αi

}
, (2.27)

è êàæäàÿ ãðàíóëà ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíà òðåìÿ ïàðàìåòðàìè:

• Ñòàíäàðòíàÿ Êóëîíîâñêàÿ ýíåðãèÿ Ec
i ≡ Ui/2 = e2/2Ci ãäå Ci åñòü åìêîñòü

ãðàíóëû i.

• Ïîëÿðîííàÿ êîíñòàíòà ñâÿçè αi ≡ Ui/Ki. Íåðàâåíñòâî αi < 1 åñòü óñëîâèå
ñòàáèëüíîñòè.

• Ñëó÷àéíûé ýôôåêòèâíûé çàðÿä-îôôñåò γi, ðàñïðåäåëåííûé íà îòðåçêå [−1/2, 1/2].

Òåðìîäèíàìè÷åñêèå è Ôðàíê-Êîíäîíîâñêèå ýíåðãèè âîçáóæäåíèé â òàêîé ìîäåëè
åñòü

Ẽ
(±)
i = E

(c)
i (1− αi)(1± 2γi), (2.28)

E
(±)
i (q) = Ẽ±i +Wi ∓ 2E

(c)
i qi, (2.29)

Wi = αiE
(c)
i /4 (2.30)

Ïîñêîëüêó ε
(int)
lr ≡ 0 äëÿ êîðîòêîäåéñòâóþùåãî ïîòåíöèàëà, ýíåðãèè äâóõ÷àñòè÷íûõ

âîçáóæäåíèèé âñåõ òèïîâ àääèòèâíû è áàðüåð åñòü

W = Wl +Wr, (2.31)
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Ãëàâà 3

×àñòîòà ïåðåõîäîâ

Êàê ìû çíàåì èç [13], ãëàâíûå ÷åðòû ïðûæêîâîé ïðîâîäèìîñòè â ãðàíóëèðîâàí-
íûõ ñèñòåìàõ ìîãóò áûòü âûÿâëåíû óæå â ïðîñòåéøåé ìîäåëè êîðîòêîäåéñòâóþùåãî
Êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà, îïèñàííîãî â ðàçäåëå 2.4, òàê ÷òî ìû íà÷íåì íàøå ðàñ-
ñìîòðåíèå ñ ýòîãî ñëó÷àÿ. Ñëó÷àé äàëüíîäåéñòâóþùåãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìû îáñóäèì
â ðàçäåëå 5.

3.1 Ïðèíöèï Ôðàíêà-Êîíäîíà è óñëîâèå åãî ïðèìå-

íèìîñòè

Â ýòîé ðàáîòå ìû áóäåì ïðåíåáðåãàòü êâàíòîâûìè àñïåêòàìè äèíàìèêè çàðÿäîâ-
îôôñåòîâ (òî åñòü, ïîëîæèìM →∞). Ïîñëåäíåå ïðåäïîëîæåíèå, â ÷àñòíîñòè, îçíà-
÷àåò âîçìîæíîñòü âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðèíöèïîì Ôðàíêà-Êîíäîíà ïðè âû÷èñëåíèè ÷à-
ñòîò ïåðåõîäîâ. Ñîãëàñíî ýòîìó ïðèíöèïó, íàáîð ïåðåìåííûõ ~q íå ìåíÿåòñÿ íà ìàñ-
øòàáå âðåìåíè êîòóííåëèðîâàíèÿ, òàê ÷òî íàì ñëåäóåò ñîñ÷èòàòü ÷àñòîòû ïåðåõîäîâ
wii′(~q) ìåæäó íóæíûìè ãðàíóëàìè ïðè ôèêñèðîâàííîì ~q, è òîëüêî ïîñëå ýòîãî âû-
ïîëíèòü òåìïåðàòóðíîå óñðåäíåíèå ðåçóëüòàòà ïî ~q. Âðåìÿ êîòóííåëèðîâàíèÿ τcotun

ìîæíî ãðóáî îöåíèòü, êàê îáðàòíûé ìàñøòàá ýíåðãåòè÷åñêèõ çíàìåíàòåëåé â òåîðèè
âîçìóùåíèé

τcotun ∼ E−1
c (3.1)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, õàðàêòåðíîå âðåìÿ τq èçìåíåíèÿ âåëè÷èí ~q åñòü íå ÷òî èíîå, êàê
îáðàòíàÿ ÷àñòîòà ωimp êîëåáàíèé ïðèìåñè, êîòîðàÿ, ïî-âèäèìîìó, äîëæíà èìåòü ïî-
ðÿäîê ôîíîííûõ ÷àñòîò ωph â ñèñòåìå. Â ðåçóëüòàòå, óñëîâèå ñïðàâåäëèâîñòè Ôðàíê-
Êîíäîíîâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ τcotun � τq ïðèîáðåòàåò âèä

ωimp � Ec. (3.2)

Çàìåòèì, ÷òî â òèïè÷íûõ ãðàíóëèðîâàííûõ ñèñòåìàõ ãðóáàÿ îöåíêà äàåò âåëè÷èíó
∼ 100 K êàê äëÿ Ec, òàê è äëÿ ωimp. Ïîýòîìó óñëîâèå (3.2), âîîáùå ãîâîðÿ, íåëüçÿ
ñ÷èòàòü àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíåííûì, âïîëíå âîçìîæíà è îáðàòíàÿ ñèòóàöèÿ. Ìû
îäíàêî, îãðàíè÷èìñÿ â ýòîé ðàáîòå òîëüêî ñëó÷àåì (3.2). Áîëåå òîãî, ìû áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî

ωimp � T � Ec (3.3)

� ýòî ïîçâîëèò íàì ïðåíåáðåãàòü âåðîÿòíîñòüþ òóííåëüíûõ ïåðåõîäîâ ïðèìåñíûõ
ïåðåìåííûõ ~q ïî ñðàâíåíèþ ñ àêòèâàöèîííûìè.
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3.2 Ãàìèëüòîíèàí è êà÷åñòâåííûå ñîîáðàæåíèÿ

Ïðè âûïîëíåíèè âûøåóêàçàííûõ ïðåäïîëîæåíèé ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû ìîæåò áûòü
çàïèñàí â âèäå

Ĥ =
∑
i

{
Ei(ni, qi) + Ĥ(0)

i

}
+
∑
〈ii′〉

Ĥ(ii′)
tun , (3.4)

ãäå Ei(ni, qi) äàåòñÿ âûðàæåíèåì (2.27), è

Ĥ(0)
i =

∑
λi,σ

ελia
+
λiσ
aλiσ, (3.5)

åñòü ãàìèëüòîíèàí ýëåêòðîíîâ â i-îé ãðàíóëå. Èíäåêñ λi îáîçíà÷àåò ýëåêòðîííûå
ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ ñ ýíåðãèÿìè ελi , êîòîðûå ïðåäïîëàãàþòñÿ σ-íåçàâèñèìûìè (σ
çäåñü åñòü ïðîåêöèÿ ýëåêòðîííîãî ñïèíà). Ðàññòîÿíèå ìåæäó ýëåêòðîííûìè óðîâíÿ-
ìè δi âáëèçè óðîâíÿ Ôåðìè â ãðàíóëå i ïðåäïîëàãàåòñÿ ìàëûì: δi � Ec

i .
Òóííåëüíûé ãàìèëüòîíèàí

Ĥ(ii′)
tun =

∑
λi,λi′ ,σ

tλiλi′a
+
λiσ
aλi′σ (3.6)

îïèñûâàåò ïðûæêè ýëåêòðîíîâ ìåæäó ñîñåäíèìè ãðàíóëàìè 〈ii′〉. Íàñ èíòåðåñóåò
ñëó÷àé, êîãäà òèïè÷íûé áåçðàçìåðíûé êîíäàêòàíñ ìåæäó ãðàíóëàìè

gii′ ≡ |tii′|2/δiδi′ � 1 (3.7)

ìàë, è òóííåëüíûé ãàìèëüòîíèàí ìîæíî ó÷èòûâàòü êàê âîçìóùåíèå; íåîáõîäèìûé
ïîðÿäîê òåîðèè âîçìóùåíèé, îäíàêî, îêàçûâàåòñÿ î÷åíü âûñîêèì (÷åì íèæå òåìïå-
ðàòóðà, òåì âûøå ïîðÿäîê!).

Êëþ÷åâàÿ èäåÿ ëþáîãî âû÷èñëåíèÿ, ñâÿçàííîãî ñ VRH, çàêëþ÷àåòñÿ â èçâåñò-
íîì íàáëþäåíèè Ìîòòà [3]: ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ïðûãàþùèå ýëåêòðîíû ïðåä-
ïî÷èòàþò ïîñåùàòü òîëüêî ðåçîíàíñíûå óçëû (â íàøåì ñëó÷àå � ãðàíóëû), ãäå èõ
ýíåðãèè ïîïàäàþò â óçêóþ ïîëîñêó øèðèíû ∆ âîêðóã ýíåðãèè Ôåðìè. Óìåíüøå-
íèå ∆ îñëàáëÿåò ìíîæèòåëü exp{−∆/T}, ïîäàâëÿþùèé ïðîâîäèìîñòü èç-çà ìàëîãî
÷èñëà äîñòóïíûõ âîçáóæäåíèé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðåçîíàíñíûå óçëû âñòðå÷àþòñÿ
ðåäêî (òèïè÷íîå ðàññòîÿíèå r(∆) ìåæäó íèìè ðàñòåò ñ óìåíüøåíèåì ∆), òàê ÷òî ïå-
ðåêðûòèå ñîîòâåòñòâóþùèõ âîëíîâûõ ôóíêöèé ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé I ìàëî:
I ∝ exp{−2r(∆)/ξ}, è ýòîò ìàëûé ìíîæèòåëü ñòàíîâèòñÿ âñå ìåíüøå ñ óìåíüøå-
íèåì ∆. Òàêèì îáðàçîì, íóæíî íàéòè êîìïðîìèññ ìåæäó äâóìÿ ýêñïîíåíöèàëüíî
ìàëûìè ìíîæèòåëÿìè, ÷òî ïðèâîäèò ê íåêîòîðîìó îïòèìàëüíîìó ∆opt(T ) è ïðîâî-
äèìîñòè σ ∝ exp{−∆opt(T )/T}. Â ïðèñóòñòâèè ïîëÿðîííîãî ýôôåêòà ýòîò ñöåíàðèé
âû÷èñëåíèÿ íåìíîãî ìîäèôèöèðóåòñÿ, íî êëþ÷åâàÿ èäåÿ îñòàåòñÿ òîé æå.

Â òî âðåìÿ êàê â ñëó÷àå îäíîýëåêòðîííîãî òóííåëèðîâàíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíûé
ôàêòîð ïåðåêðûòèÿ I òðèâèàëåí è ξ ïðîñòî ñâÿçàíî ñ äëèíîé óáûâàíèÿ âîëíîâîé
ôóíêöèè, â ñëó÷àå ìåòàëëè÷åñêèõ ãðàíóë ïðîèñõîæäåíèå ýêñïîíåíöèàëüíîé çàâèñè-
ìîñòè è ÿâíàÿ ôîðìà ξ ñîâñåì íå ÿâëÿþòñÿ òðèâèàëüíûìè. Â ýòîì ðàçäåëå ìû èçó÷èì
ýòó ïðîáëåìó, ñëåäóÿ ïóòè, èçëîæåííîìó â [13]. Ìû äîïîëíèòåëüíî ó÷òåì ôèçèêó,
âîçíèêàþùóþ èç-çà äèíàìèêè çàðÿæåííûõ ïðèìåñåé.
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3.2.1 Àìïëèòóäà ìíîãîêðàòíîãî êîòóííåëèðîâàíèÿ: òåîðèÿ âîç-

ìóùåíèé

Èòàê, ìû èíòåðåñóåìñÿ àìïëèòóäîé ýëåêòðîííîãî ïåðåõîäà ìåæäó äâóìÿ óäàëåííû-
ìè ðåçîíàíñíûìè ãðàíóëàìè l (ëåâàÿ) è r (ïðàâàÿ). Åñëè áû â ãàìèëüòîíèàíå íå
áûëî òóííåëüíîãî ñëàãàåìîãî, òî ÷èñëà çàïîëíåíèÿ ãðàíóë ~n ñîõðàíÿëèñü áû. Òóí-
íåëüíûé ÷ëåí Ĥtun ïîçâîëÿåò ýëåêòðîíàì ïðûãàòü ïî ñîñåäíèì ãðàíóëàì; ÷òîáû ñî-
âåðøèòü ïðûæîê ìåæäó óäàëåííûìè ãðàíóëàìè, Ĥtun íóæíî ïðèìåíèòü â íåêîòîðîì
(N + 1)-îì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé, ãäå N åñòü êîëè÷åñòâî ïðîìåæóòî÷íûõ ãðà-
íóë, ñîñòàâëÿþùèõ íåïðåðûâíóþ öåïî÷êó ìåæäó l è r. Ìíîãî÷àñòè÷íûé ïðîöåññ,
îïèñûâàåìûé ýòèì ïåðòóðáàòèâíûì ïîäõîäîì, õîðîøî èçâåñòåí ïîä íàçâàíèåì �êî-
òóííåëèðîâàíèå�. Îí áûë âïåðâûå ïðåäëîæåí â [14] è ïðèìåíåí ê òåîðèè òðàíñïîðòà
â êâàíòîâûõ òî÷êàõ (ñì. îáçîðû [15, 25]) è ãðàíóëèðîâàííûõ ìåòàëëàõ [13, 26].

Ðàññìîòðèì ïåðåíîñ ýëåêòðîíà ÷åðåç âèðòóàëüíûå ñîñòîÿíèÿ íà N ïðîìåæóòî÷-
íûõ ãðàíóëàõ. Ïóñòü l ≡ 0, 1, . . . ,N ,N + 1 ≡ r åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñåäíèõ
ãðàíóë â öåïî÷êå ñ íà÷àëüíîé ãðàíóëîé l è êîíå÷íîé ãðàíóëîé r, òàê ÷òî ñîñåäÿìè
ãðàíóëû k ÿâëÿþòñÿ ãðàíóëû k−1 è k+1 (ñì. ðèñ. 3.1). Â ïðèíöèïå, íóæíî ñóììèðî-
âàòü ïî âñåì âîçìîæíûì ïóòÿì, ñîåäèíÿþùèì l è r, íî â ñëó÷àå ìàëûõ òóííåëüíûõ
ýëåìåíòîâ t ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ñóììå ïðåîáëàäàþò ñàìûå êîðîòêèå ïóòè, êîòî-
ðûå ñîäåðæàò ìèíèìàëüíîå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî N ïðîìåæóòî÷íûõ ãðàíóë. Áîëåå
òîãî, â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ òîëüêî îäèí îïðåäåëåííûé ïóòü áóäåò ñàìûì âàæíûì.
Àìïëèòóäà òàêîãî ìíîãîêðàòíîãî òóííåëèðîâàíèÿ äàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì ìàòðè÷-
íûì ýëåìåíòîì îïåðàòîðà

A{hk,ek}(~q) = (−i)N+1

∫
T
{
ŜĤtun(tN+1)...Ĥtun(t1)

}N+1∏
k=0

dtk, (3.8)

âû÷èñëåííûì (â ðàìêàõ Ôðàíê-Êîíäîíîâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ) ïðè çàäàííîì íàáîðå
îòêëîíåíèé ~q.

Àìïëèòóäà A{hk,ek} îïèñûâàåò ïðîöåññ, ïî îêîí÷àíèþ êîòîðîãî äûðêà ñ íàáîðîì
êâàíòîâûõ ÷èñåë h0 âîçíèêàåò â ãðàíóëå l è ýëåêòðîí ñ íàáîðîì eN+1 âîçíèêàåò â
ãðàíóëå r; âîîáùå ãîâîðÿ, êàæäàÿ èç N ïðîìåæóòî÷íûõ ãðàíóë k = 1, . . . ,N ïðèîá-
ðåòàåò ýëåêòðîí-äûðî÷íóþ ïàðó ñ êâàíòîâûìè ÷èñëàìè {ek, hk} (íåóïðóãîå êîòóííå-
ëèðîâàíèå). Îäíàêî, äëÿ íåêîòîðûõ ãðàíóë k âîçìîæíî èìåòü ek = hk, òîãäà íèêàêèå
ýëåêòðîí-äûðî÷íûå ïàðû íå âîçíèêàþò â ýòèõ ãðàíóëàõ (óïðóãîå êîòóííåëèðîâà-
íèå). Ìû îáîçíà÷èì íàáîð òàêèõ ãðàíóë m1,m2, . . . ,mM. Åñëè ýòî ìíîæåñòâî ïóñòî
(M = 0), òî ìû èìååì äåëî ñ ÷èñòî íåóïðóãèì ìíîãîêðàòíûì êîòóííåëèðîâàíèåì;
åñëè îíî âêëþ÷àåò âñå ïðîìåæóòî÷íûå ãðàíóëû (M = N ), òî ìû èìååì äåëî ñ ÷èñòî
óïðóãèì ìíîãîêðàòíûì êîòóííåëèðîâàíèåì.

Ðèñ. 3.1: Ìíîãîêðàòíîå êîòóííåëèðîâàíèå ñ ãðàíóëû l íà ãðàíóëó r.

Ðàññìîòðèì íàáîð èíäåêñîâ {α1β1; ...;αN+1βN+1}, êîòîðûé îïèñûâàåò îïðåäåëåí-
íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòäåëüíûõ òóííåëèðîâàíèé ìåæäó ïàðàìè ñîñåäíèõ ãðàíóë
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â öåïî÷êå (â k-îé ïîçèöèè òóííåëèðîâàíèå ïðîèñõîäèò ñ ñîñòîÿíèÿ αk â ñîñòîÿíèå
βk). Òàêîé íàáîð åñòü íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà �åñòåñòâåííîé� ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{h0e1;h1e2; ...;hN eN+1}, îòâå÷àþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîìó äâèæåíèþ ýëåêòðîíà îò ëå-
âîãî êîíöà öåïî÷êè ê ïðàâîìó. Âñå òàêèå ïåðåñòàíîâêè âíîñÿò âêëàä â àìïëèòóäó
A{hk,ek} íàðàâíå ñ �åñòåñòâåííîé�. Èç (3.8) ìû ïîëó÷àåì

Ã{hk,ek} = (−i)N+1

N+1∏
k=1

tekhk−1
×

×
∫ N+1∏

k=0

dτk

〈∣∣∣T{ψ+
eN+1

(τN + ...+ τ1)ψhN (τN + ...+ τ1) · · ·ψ+
e1

(0)ψh0(0)
}∣∣∣〉 (3.9)

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè ñîêðàùåííîå îáîçíà÷åíèå |〉 äëÿ íà÷àëüíîãî è 〈| äëÿ êîíå÷íîãî
ñîñòîÿíèé. Òóííåëüíûé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò tekhk−1

îïèñûâàåò ïåðåõîä ýëåêòðîíà èç
ñîñòîÿíèÿ h â k − 1-îé ãðàíóëå â ñîñòîÿíèå e â k-îé ãðàíóëå.

Â ðàìêàõ ìîäåëè ñ êîðîòêîäåéñòâóþùèì âçàèìîäåéñòâèåì íàì íóæíî Ò-óïîðÿäî÷èòü
ψ-îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå â ïðîñòðàíñòâå êàæäîé ãðàíóëû îòäåëüíî:

−i
〈∣∣T{ψhk(τ1 + · · ·+ τk)ψ

+
ek

(τ1 + · · ·+ τk−1)
}∣∣〉 (3.10)

Â ðåçóëüòàòå, ìû ïîëó÷àåì äëÿ íåóïðóãèõ ãðàíóë

−inhk [1− nek ]
(
θ(τk)e

−i(εhk+E
(+)
k )τk−i(τ1+···+τk−1)(εhk−εek )−

−θ(−τk)e−i(εhk−E
(−)
k )τk−i(τ1+···+τk−1)(εhk−εek )

)
(3.11)

è äëÿ óïðóãèõ:

−i(1− nem)θ(τm)e−i(εem+E
(+)
k )τk + inemθ(−τm)e−i(εem−E

(−)
k )τk (3.12)

Çäåñü ns � ôåðìèîííûå ÷èñëà çàïîëíåíèÿ äëÿ ñîñòîÿíèé s (íå ïóòàòü ñ çàðÿäàìè
ãðàíóë!). Äâà ñëàãàåìûõ â (3.11), (3.12) îòâå÷àþò ðàçíûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì òóí-
íåëèðîâàíèé: â îäíîì ñëó÷àå ñíà÷àëà ñîçäàåòñÿ äûðêà è çàòåì ýëåêòðîí, à â äðóãîì
ñëó÷àå ïîðÿäîê îáðàòíûé. Òåïåðü íóæíî ñîáðàòü âñå ìíîæèòåëè, ñîäåðæàùèå τk äëÿ
êàæäîãî k ∈ 1...N â (3.9) è îòûíòåãðèðîâàòü èõ. Ïîñëå ýòîãî ìû ïîëó÷èì

Ã{hk,ek} = −inh0 [1− neN+1
]
N+1∏
k=1

tekhk−1

N∏
k=1

Bk (3.13)

Ìíîæèòåëè Bk äëÿ íåóïðóãèõ è óïðóãèõ ãðàíóë ñîîòâåòñòâåííî ïðèâåäåíû íèæå:

Bk(~q) = −nhk [1− nek ]

{
1

εhk + ∆k + E
(+)
k (qk)

+
1

εhk + ∆k − E(−)
k (qk)

}
,

Bm(~q) = −

{
1− nem

εem + ∆m + E
(+)
m (qm)

+
nem

εem + ∆m − E(−)
m (qm)

}
(3.14)
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ãäå ìû äëÿ óäîáñòâà çàïèñè ââåëè îáîçíà÷åíèå

∆k ≡ −εeN+1
− E(+)

f (qf ) +
N∑

l=k+1

(εhl − εel). (3.15)

Íóæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ÿâíîå ñóììèðîâàíèå ïî âñåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì òóí-
íåëèðîâàíèé, êîòîðîå ìû òîëüêî ÷òî âûïîëíèëè, âîçìîæíî òîëüêî â ìîäåëè ñ êîðîò-
êîäåéñòâóþùèì âçàèìîäåéñòâèåì, è íåâîçìîæíî ïðè íàëè÷èè äàëüíîäåéñòâèÿ.

Ñîãëàñíî çîëîòîìó ïðàâèëó Ôåðìè ÷àñòîòà ïåðåõîäîâ åñòü

wlr(~q) = 2π
∑
{hk,ek}

|Ã{hk,ek}|
2δ
(
εh0 − εeN+1

+
N∑
l=1

(εhl − εel)−∆
)
, (3.16)

ãäå ìû ââåëè Ôðàíê-Êîíäîíîâñêóþ ðàçíîñòü ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ ýíåðãèé êîíå÷íîãî
è íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèé

∆ = ∆(~q ) = Ech(~nf , ~q )− Ech(~ni, ~q ) (3.17)

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ òàêæå è ðàçíîñòü òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ýíåðãèé

∆̃ = Ẽf − Ẽi (3.18)

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêèì ðàññòîÿíèåì ìåæäó ëîêàëüíûìè ìèíèìóìàìè, îò-
âå÷àþùèìè ñîñòîÿíèÿì ~ni è ~nf .

Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî êîíå÷íûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ñ îäèíàêîâûìè íàáîðàìè íåóïðó-
ãèõ êâàíòîâûõ ÷èñåë (è, âîçìîæíî, ðàçëè÷íûìè íàáîðàìè óïðóãèõ êâàíòîâûõ ÷èñåë)
íåëüçÿ îòëè÷èòü äðóã îò äðóãà. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, ñòðîãî ãîâîðÿ, ìû äîëæíû ñóììè-
ðîâàòü àìïëèòóäû ýòèõ ïðîöåññîâ, à íå âåðîÿòíîñòè. Îäíàêî, èç-çà áûñòðûõ ôëóêòó-
àöèé ôàçû êîìïëåêñíûõ òóííåëüíûõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ, ñëàãàåìûìè, îïèñûâàþ-
ùèìè èíòåðôåðåíöèþ ìåæäó àìïëèòóäàìè, îòâå÷àþùèìè ðàçíûì íàáîðàì êâàíòî-
âûõ ÷èñåë, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, ÷òî è ñäåëàíî â (3.16).

3.3 Óñðåäíåíèå ÷àñòîòû ïåðåõîäîâ

×àñòîòà ïåðåõîäîâ (3.16) çàâèñèò êàê îò äèíàìè÷åñêèõ ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõ ~q,
òàê è îò ñòàòè÷åñêèõ ~γ, ~α è ò.ä. Ñóùåñòâóåò âàæíîå îòëè÷èå ìåæäó ýòèìè ãðóï-
ïàìè ïåðåìåííûõ: íóæíî ïðîèçâåñòè òåðìîäèíàìè÷åñêîå óñðåäíåíèå (3.16) ïî ~q, à
ñòàòè÷åñêèå ïåðåìåííûå íå ïîäðàçóìåâàþò óñðåäíåíèÿ, òàê ÷òî, â ïðèíöèïå, îíè
îñòàþòñÿ �æèâûìè� è õàðàêòåðèçóþò îïðåäåëåííóþ öåïî÷êó. Îäíàêî, èç-çà òîãî ÷òî
òèïè÷íîå êîëè÷åñòâî N ïðîìåæóòî÷íûõ ãðàíóë â öåïî÷êå áîëüøîå, ñòàòè÷åñêèé áåñ-
ïîðÿäîê ÷àñòè÷íî ñàìî-óñðåäíÿåòñÿ. Êàê ìû óâèäèì ïîçæå, òîëüêî çàâèñèìîñòü îò
íåñêîëüêèõ ñòàòè÷åñêèõ ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõ îñòàåòñÿ �æèâîé� (à èìåííî òåõ, ÷òî
îïèñûâàþò êðàéíèå ãðàíóëû l è r).

3.3.1 Òåðìîäèíàìè÷åñêîå óñðåäíåíèå

Òåðìîäèíàìè÷åñêîå óñðåäíåíèå ïî ~q èìååò âèä

〈(...)〉~q =
1

Zc

∑
~n

∫
(...) exp

{
−Ech(~n, ~q)

T

}
d~q (3.19)
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ãäå Zc åñòü ñòàòñóììà

Zc =

[
det

K̂

2πT

]−1/2∑
~n

exp
{
−Ẽ(~n)/T

}
(3.20)

Ïðè óñðåäíåíèè ïî ýëåêòðîííûì ñîñòîÿíèÿì ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóþùåå ðàñïðåäåëåíèå � ðàâíîâåñíîå è íåêîððåëèðîâàííîå, òàê ÷òî 〈nsk〉 = fF (εsk)
è 〈nsknsl〉 = 〈nsk〉〈nsl〉, ãäå fF � ôåðìèåâñêàÿ ôóíêöèÿ.

Âûðàæåíèå äëÿ ÷àñòîòû ïåðåõîäîâ ìîæíî ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü, åñëè çàìåòèòü,
÷òî õàðàêòåðíûé ìàñøòàá íåóïðóãèõ ýíåðãèé εhl , εel êîíòðîëèðóåòñÿ êîìáèíàöèåé
ôóíêöèé Ôåðìè è δ-ôóíêöèè â (3.16). Âèäíî, ÷òî εinel ∼ ∆/L, ãäå L = N − M
åñòü ÷èñëî íåóïðóãèõ ãðàíóë â öåïî÷êå. Ýòî çíà÷èò, ÷òî òèïè÷íîå εinel � Ec. Òàêèì
îáðàçîì, ýòèìè âåëè÷èíàìè â çíàìåíàòåëÿõ â (3.14) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü â ñðàâíåíèè

ñ E
(±)
k . Îäíàêî, ýòî íå âåðíî äëÿ óïðóãèõ ýíåðãèé εm, ïîñêîëüêó îíè íå âõîäÿò â

δ-ôóíêöèþ. Ýòè ýíåðãèè ïîðÿäêà Ec è äîëæíû áûòü ñîõðàíåíû â çíàìåíàòåëÿõ. Ïî
ýòîé æå ïðè÷èíå (ïîñêîëüêó εhm ∼ Ec � T ) ìîæíî çàìåíèòü fF (εhm) íà 1− θ(εhm).

Ìû ìîæåì çàìåíèòü tekhk−1
íà åãî ñðåäíåå çíà÷åíèå íà óðîâíå Ôåðìè tk,k−1 (òî

åñòü, óñðåäíåííîå ïî èíòåðâàëó ýíåðãèé, áîëüøîìó ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññòîÿíèåì ìåæ-
äó óðîâíÿìè δ, íî ìàëîìó ïî ñðàâíåíèþ ñ ëþáûì äðóãèì àêòóàëüíûì ìàñøòàáîì).
Ýòî ïîçâîëÿåò íàì çàìåíèòü ñóììèðîâàíèå ïî ýëåêòðîííûì ñîñòîÿíèÿì íà èíòåãðè-
ðîâàíèå

∑
εs
→
∫
dεs/δk, è âûïîëíèòü èíòåãðèðîâàíèå ïî óïðóãèì ýíåðãèÿì:

wif = 2π

〈
N+1∏
k=1

|tk,k−1|2
∑
{hl,el}

fF (εh0)[1− fF (εeN+1
)]

∏
k,inelastic

fF (εhk)[1− fF (εek)]×

×

[
1

E
(+)
k

− 1

E
(−)
k

]2 ∏
m,elastic

[
1

E
(+)
m

+
1

E
(−)
m

]
δ

(
εh0 − εeN+1

+
N∑
l=1

(εhl − εel)−∆

) 〉
~q

(3.21)

Âåëè÷èíû qk äëÿ ïðîìåæóòî÷íûõ ãðàíóë âõîäÿò â wif òîëüêî ÷åðåç çíàìåíàòåëè â
êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ îáîèõ òèïîâ (óïðóãèõ è íåóïðóãèõ), ïðè÷åì ðåçóëüòàò èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ïî dqk â òåðìîäèíàìè÷åñêîì óñðåäíåíèè ôîðìàëüíî ðàñõîäèòñÿ â ðåçîíàí-
ñàõ, ãäå ëèáî E

(−)
k , ëèáî E

(+)
k îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ýòà ðàñõîäèìîñòü, îäíàêî, äîëæíà

áûòü îáðåçàíà íà E±k ∼ |t|, ãäå òåîðèÿ âîçìóùåíèé ïåðåñòàåò ðàáîòàòü, òàê ÷òî èí-
òåãðèðîâàíèå âáëèçè ðåçîíàíñîâ äàåò êîíå÷íûé ðåçóëüòàò. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå
èíòåãðèðîâàíèå ïî dqk äàåò òðè âêëàäà: îäèí âáëèçè ðàâíîâåñèÿ qk ≈ 0, è äâà äðóãèõ
âáëèçè ðåçîíàíñîâ q

(±)
k , îïðåäåëÿåìûõ óñëîâèåì E

(±)
k (q

(±)
k ) ≈ 0. Îòíîñèòåëüíûå âåëè-

÷èíû ýòèõ ðåçîíàíñíûõ âêëàäîâ ýêñïîíåíöèàëüíî ïîäàâëåíû ∼ Ec/|t| exp{−Ec/T} è
ïîýòîìó èìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü â íèçêîòåìïåðàòóðíîì ðåæèìå VRH.

Ïîäâîäÿ èòîã, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî òåðìîäèíàìè÷åñêèå ôëóêòóàöèè q íà ïðîìå-
æóòî÷íûõ ãðàíóëàõ íå âàæíû, è èìè ìîæíî ïðîñòî ïðåíåáðå÷ü, ïîëîæèâ qk ≈ 0, òàê
÷òî E

(±)
k (qk)→ E

(±)
k (0) â (3.21).

3.3.2 Ñàìîóñðåäíåíèå äëÿ ïðîìåæóòî÷íûõ ãðàíóë

Ïðè ðàáîòàòå ñ ïðîèçâåäåíèÿìè áîëüøîãî ÷èñëà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, âîçíèêàþùèìè
â (3.21), ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ïðàâèëîì ñàìîóñðåäíåíèÿ, ñëåäóþùèì èç öåíòðàëüíîé
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ïðåäåëüíîé òåîðåìû:

n∏
i=1

Xi ≈ exp
{
n lnX

}
, n� 1 (3.22)

äëÿ ëþáûõ ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ âåëè÷èí Xi, è
ïîýòîìó

|tkk−1|2 → t2 ≡ eln |tkk−1|2

δk → δ ≡ eln δk , E
(c)
i → Ec ≡ elnE

(c)
k(

1

E
(+)
m (0)

+
1

E
(−)
m (0)

)
→ A1

Ec(
1

E
(+)
k (0)

− 1

E
(−)
k (0)

)2

→ A2

E2
c

(3.23)

ãäå

A1 ≡ 2 exp{−ln[1− 4(1− α)2γ2]},
A2 ≡ 4A2

1 exp{ln[(1− α)γ]} (3.24)

Ìíîæèòåëè A1, A2 çàâèñÿò îò êîíêðåòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ ïàðà-
ìåòðîâ α è γ è èõ êîððåëÿöèè. Íàïðèìåð, â îòñóòñòâèå ïîëÿðîííîãî ýôôåêòà (α ≡ 0)
äëÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ γ â èíòåðâàëå [−1/2, 1/2] èìååì A1 = A2 = e2 ≈ 7.4

3.3.3 Òåðìîäèíàìè÷åñêîå óñðåäíåíèå � ïðîäîëæåíèå

Íàêîíåö, íàì íóæíî âûïîëíèòü îñòàâøèåñÿ óñðåäíåíèÿ ïî ýíåðãèÿì εel , εhl êîìïî-
íåíò ýëåêòðîí-äûðî÷íûõ ïàð, ñîçäàííûõ â íåóïðóãèõ ãðàíóëàõ, è ïî âåêòîðó ~q.

Ìû îïðåäåëèì íîâûé ýíåðãåòè÷åñêèé ìàñøòàá

T∗ =
√

(A1/A2)Ecδ (3.25)

è áîëåå óäîáíûå äëÿ äàëüíåéøåãî îáîçíà÷åíèÿ εl = εel , εN+l = −εhl äëÿ âñåõ �íåóïðó-
ãèõ"ïðîìåæóòî÷íûõ ãðàíóë, è ε2N+1 = εeN+1

, ε2N+2 = −εh0 äëÿ êðàéíèõ ãðàíóë. Òîãäà
ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü (3.21) â âèäå

wif = 2πgT∗

(
A1gδ

Ec

)N N∑
L=0

CL
N 〈IL [∆(qi, qf )]〉~q , (3.26)

ãäå

IL(∆) = T∗

∞∫
−∞

2L+2∏
l=0

dεl
T∗

[1− fF (εl)]δ

(
2L+2∑
l=0

εl + ∆

)
(3.27)

Áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò CL
N ≡ N ![(N − L)!L!]−1 âîçíèêàåò â ôîðìóëå (3.26)

êàê êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ ðàçáèåíèé öåïî÷êè íà ìíîæåñòâà óïðóãèõ è íåóïðóãèõ
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ãðàíóë. Îòìåòèì, ÷òî â (3.27) ìû èñïîëüçîâàëè ñîîòíîøåíèå (3.7) è âûðàçèëè ðåçóëü-
òàò â òåðìèíàõ ñðåäíåãî áåçðàçìåðíîãî êîíäàêòàíñà ìåæäó ñîñåäíèìè ãðàíóëàìè
g ≡ (|t|/δ)2 � 1.

Êàê áûëî ïîêàçàíî â [13], â îòñóòñòâèè ïîëÿðîííîãî ýôôåêòà (äëÿW → 0) õàðàê-
òåðíûé ìàñøòàá εinel ýíåðãèé ýëåêòðîí-äûðî÷íûõ ïàð, ñîçäàííûõ ïðè íåóïðóãîì êî-
òóííåëèðîâàíèè, ìíîãî áîëüøå òåìïåðàòóðû. Ýòî ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ìíîãîêðàò-
íûé èíòåãðàë â (3.27) è ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó:

IL(∆) =
(|∆|/T∗)2L+1

(2L+ 1)!
exp

{
−∆ + |∆|

2T

}
,

∆

L
� T. (3.28)

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ýòîãî ðåçóëüòàòà ÿñåí: åñëè êîëè÷åñòâî íåóïðóãèõ ãðàíóë åñòü
L è èõ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ åñòü ∆, òîãäà õàðàêòåðíàÿ ýíåðãèÿ îäíîãî ýëåêòðîíà (èëè
îäíîé äûðêè), ñîçäàííûõ â ýòîì ïðîöåññå, ðàâíà εinel ∼ ∆/L. Ôàçîâûé îáüåì, îòâå-
÷àþùèé ïðîöåññó ñ 2L + 2 ÷àñòèöàìè ñ ýíåðãèÿìè ε ∼ εinel è êîíå÷íîé ïëîòíîñòüþ
ñîñòîÿíèé, áóäåò ïðîïîðöèîíàëåí ε2L+2

inel , ÷òî (ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ñòèðëèíãà), îáú-
ÿñíÿåò çàâèñèìîñòü (3.28).

Ìû ñêîðî óâèäèì, ÷òî â ïðèñóòñòâèè ñèëüíîãî ïîëÿðîííîãî ýôôåêòà εinel ñòàíî-
âÿòñÿ ñðàâíèìûìè ñ òåìïåðàòóðîé. Ïîëó÷èòü IL(∆) â ñëó÷àå εinel ∼ T îêàçûâàåòñÿ
íàìíãî ñëîæíåå, íî ýòî ìîæíî ñäåëàòü, èñïîëüçóÿ òðþê, ïðåäëîæåííûé â [27].

Íóæíî ñäåëàòü Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå δ-ôóíêöèè â (3.27), ÷òîáû ðàñöåïèòü èí-
òåãðàëû ïî εl:

1

2π

∫
e−i∆tdt

2L+2∏
l=0

∫
e−itεl

1 + e−εl/T
dεl (3.29)

Òðþê ñîñòîÿèò â óìíîæåíèè ýòîãî âûðàæåíèÿ íà 1 = exp(− ∆
2T
− 1

2T

∑
εl), ÷òî äå-

ëàåò èíòåãðàëû ñõîäÿùèìèñÿ, è äàëüøå îíè ìîãóò áûòü ëåãêî ïîñ÷èòàíû ñ ïîìîùüþ
òåîðèè âû÷åòîâ:

1

2π
e−∆/2T

∫
e−i∆tdt

2L+2∏
l=0

∫
e−itεl

2 cosh εl
2T

dεl =
1

2π
e−∆/2T

∫
e−i∆tdt

[
πT

cosh πtT

]2L+2

(3.30)

Â ðåçóëüòàòå,

IL(∆) =
T∗
2π
e−∆/2T

∫
e−i∆tdt

(
πT/T∗

coshπtT

)2L+2

(3.31)

Èíòåãðàë (3.31) ìîæíî âû÷èñëèòü òî÷íî, íî óäîáíåå ñíà÷àëà ïðîâåñòè ñóììèðîâàíèå
ïî L, êîòîðîå â äàííîé ñèòóàöèè òðèâèàëüíî:

N∑
L=0

CL
N IL(∆) =

T∗
2π
e−∆/2T

∫
e−i∆tdt

[
1 +

(
πT/T∗

coshπtT

)2
]N (

πT/T∗
cosh πtT

)2

(3.32)

Òåïåðü íàì îñòàëîñü òîëüêî ïðîâåñòè Ãèááñîâñêîå óñðåäíåíèå ìíîæèòåëÿ 〈exp{−∆(1/2T+
it)}〉~q, êîòîðîå ñâîäèòñÿ ïðîñòî ê Ãàóññîâó èíòåãðèðîâàíèþ. Â èòîãå

w =
g

T

(
A1gδ

Ec

)N
exp

{
−W
T
−
Ẽ+
i + Ẽ+

f

2T

}

×
∫

exp

{
−4W

T
u2 + i

|∆̃|
T
u

}(
1 +

[
πT/T∗
cosh πu

]2
)N [

πT

cosh πu

]2

du (3.33)
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ãäå ìû ââåëè áåçðàçìåðíóþ ïåðåìåííóþ u = tT .
Íàïîìíèì, ÷òî â ñëó÷àå êîðîòêîäåéñòâóþùåãî âçàèìîlåéñòâèÿ ìû èìååì

Ẽi + Ẽf = |εl|+ |εr| è ∆̃ = εl − εr (3.34)

Êîìáèíàöèÿ |∆̃|−4W áóäåò ÷àñòî âñòðå÷àòüñÿ â äàëüíåéøåì, ïîýòîìó óäîáíî ââåñòè
âåëè÷èíó

D ≡ |∆̃| − 4W, (3.35)

Òîãäà, åñëè îïóñòèòü âñå ïðåäýêñïîíåíöèàëüíûå ìíîæèòåëè â (3.33), òî îêîí÷àòåëüíî
â Ìîòòîâñêîì ñëó÷àå ÷àñòîòà ïåðåõîäîâ ïðèíèìàåò âèä

w ∝
(
A1gδ

Ec

)N
exp

{
−εlr
T
− D2

16WT

}
×
∫

exp

{
−W
T

(
2u− i− i D

4W

)2
}[

1 +

(
πT/T∗
cosh πu

)2
]N

du

cosh2 πu
(3.36)

3.4 ×àñòîòà ïåðåõîäîâ ïðè ðàçíîé ñèëå ïîëÿðîííîãî

ýôôåêòà

×òîáû ïðèáëèæåííî ïîñ÷èòàòü èíòåãðàë ïî u, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä ïåðåâàëà.
Ñåäëîâàÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ íèæå ñàìîãî íèçêîãî ïîëþñà â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè
êîìïëåêñíîãî u íà ìíèìîé îñè u = i(1− ξ)/2, ãäå ξ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

D + 4Wξ = 2πNTy(ξ) cot(πξ/2) (3.37)

y(ξ) ≡

[
1 +

(
T∗ sin(πξ/2)

πT

)2
]−1

=
L

N
(3.38)

ïðè÷åì âåëè÷èíà y îïðåäåëÿåò òèïè÷íîå êîëè÷åñòâî L íåóïðóãèõ ãðàíóë â öåïî÷êå.
Â òåðìèíàõ ξ ÷àñòîòà ïåðåõîäîâ ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

w ∝
(
A1gδ

Ec

)N [
1 +

(
πT

T∗ sin(πξ/2)

)2
]N

exp

{
W

T
ξ2 − εlr

T
+
D

2T
ξ

}
(3.39)

Â (3.39) ìû îïóñòèëè ïðåäýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü sin−2 πξ/2, ïîñêîëüêó
îí îêàçûâàåòñÿ âàæíûì òîëüêî ïðè ýêñòðåìàëüíî íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ â ñëó÷àå
ïîëíîñòüþ óïðóãîãî êîòóííåëèðîâàíèÿ ÷åðåç âñþ öåïî÷êó. Ýòîò ìíîæèòåëü òàêæå
ìîæåò áûòü âàæåí äëÿ ñèñòåì, ãäå äëèíà öåïî÷åê N îãðàíè÷åíà ñâåðõó (íàïðèìåð,
â íåáîëüøèõ ìàññèâàõ êâàíòîâûõ òî÷åê, èëè îäíîýëåêòðîíûõ òðàíçèñòîðàõ), íî ìû
èññëåäóåì ïðûæêîâóþ ïðîâîäèìîñòü â áîëüøèõ îáðàçöàõ, ãäå ãðàíè÷íûå ýôôåêòû
íå âàæíû.

Ñåé÷àñ ìû ïîêàæåì, ÷òî âåñü äèàïàçîí ïàðàìåòðà D (−4W < D < ∞) ìîæíî
ðàçáèòü íà òðè èíòåðâàëà, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì òèïàì ôèçè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ
ñèñòåìû:

1. Îáëàñòü ñëàáîãî ïîëÿðîííîãî ýôôåêòà (D > 0, D � δD)
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2. Îáëàñòü ñèëüíîãî ïîëÿðîííîãî ýôôåêòà (D < 0, |D| � δD)

3. Óçêàÿ ïåðåõîäíàÿ îáëàñòü (|D| . δD)

Êàê ìû óâèäèì, øèðèíà ïåðåõîäíîé îáëàñòè ìàëà:

δD = 8
√
WLT . 8

√
WNT � 4W (3.40)

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî ïîòîìó ÷òî, êàê ìû ïîçæå óáåäèìñÿ, max{W, |∆̃|}/T �
N äëÿ òèïè÷íûõ öåïî÷åê ãðàíóë, êîòîðûå âíîñÿò âêëàä â ïðîâîäèìîñòü. Íèæå ìû
îáñóäèì îòäåëüíî ýòè òðè îáëàñòè.

3.4.1 Ñëàáûé ïîëÿðîííûé ýôôåêò: ýëåêòðîííûå ïðûæêè

Êàê ìû óâèäèì â êîíöå ýòîãî ðàçäåëà, äëÿ D > 0 ïàðàìåòð ξ � 1, òàê ÷òî âñå òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè â (3.37) è (3.38) ìîæíî ðàçëîæèòü. Êðîìå òîãî, â îáëàñòè
D � ∆D ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âòîðûì ñëàãàåìûì â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.37), òàê
÷òî îíî ïðåâðàùàåòñÿ â êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå

(T∗/2T )2ξ3 + ξ =
4NT
D

(3.41)

Ìîæíî ëåãêî âûðàçèòü ξ ÷åðåç y:

ξ =
2T

T∗

√
(1− y)/y (3.42)

Òîãäà ÷àñòîòà ïåðåõîäîâ ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

w ∝
(

A1gδ

Ec(1− y)

)N
e

D
2T
ξ(y) exp

{
−εif
T

}
(3.43)

Ïîäñòàâëÿÿ (3.42) â (3.41), ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

y3 = (1− y)z2, ãäå z =
D

2T∗N
(3.44)

êîòîðîå íåÿâíî îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ y(z). Íàêîíåö, äëÿ ÷àñòîòû ïåðåõîäîâ ìû ïî-
ëó÷àåì

wlr ∼
[
A1gδ

Ec
Θ1

(
D

2T∗N

)]N
exp

{
−εlr
T

}
, (3.45)

ãäå ôóíêöèÿ Θ1(z) îïðåäåëåíà ñîãëàñíî

Θ1(z) = exp{2y(z)− ln(1− y(z))}, (3.46)

Àñèìïòîòèêè ôóíêöèè Θ1(z)

Θ1(z) ≈

{
1 + 3z2/3, äëÿ z � 1,

(ze)2, äëÿ z � 1
(3.47)

Íóæíî çàìåòèòü, ÷òî Θ1(z) ñîâïàäàåò ñ eϕ(z), ãäå ôóíêöèÿ ϕ(z) îïèñàíà â [13], òàê
÷òî äëÿ D > 0 ðåçóëüòàò [13] ñîâïàäàåò ñ íàøèì òåêóùèì ðåçóëüòàòîì ñ òî÷íîñòüþ
äî íåáîëüøîé ìîäèôèêàöèè |∆̃| → D = |∆̃| − 4W â îïðåäåëåíèè àðãóìåíòà z. Ýòà
ìîäèôèêàöèÿ ó÷èòûâàåò (ñëàáûé) ïîëÿðîííûé ýôôåêò.

Òåïåðü, ïîëüçóÿñü (3.42) è (3.44), ìîæíî ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïàðàìåòð ξ äåéñòâè-
òåëüíî ìàë ïðè óñëîâèÿõ D > 0, max{W, |∆̃|} � LT , ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèå ìåæäó
T è T∗ çíà÷åíèÿ íå èìååò.
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3.4.2 Ñèëüíûé ïîëÿðîííûé ýôôåêò: ïîëÿðîííûå ïðûæêè

Äëÿ îòðèöàòåëüíîãî è íå ñëèøêîì ìàëîãî D ïðàâîé ÷àñòüþ (3.37) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü
(ôàêòè÷åñêè, åñëè |D| � δD, òî ýòî çàâåäîìî ìîæíî äåëàòü), è òîãäà

ξ = |D|/4W (3.48)

ãäå ξ íå îáÿçàòåëüíî ìàëî. Ïîäñòàâëÿÿ (3.48) â (3.39), ìû ïîëó÷àåì

wlr ∝
[
A1gδ

Ec
Θ2

(
T∗
πT

sin
π|D|
8W

)]N
exp

{
−εlr
T
− D2

16WT

}
(3.49)

à òàêæå

y =
1

1 + z2
, ãäå z =

T∗
πT

sin
π|D|
8W

(3.50)

×òîáû çàïèñàòü ÷àñòîòó ïåðåõîäîâ â êîìïàêòíîé ôîðìå, ïîäîáíî (3.45), ìû ââåëè
íîâóþ ôóíêöèþ Θ2(z)

Θ2(z) = 1 +
1

z2
(3.51)

3.4.3 Ïåðåõîäíàÿ îáëàñòü

Óðàâíåíèå íà ïåðåâàëüíóþ òî÷êó (3.37) ïðè ìàëûõ ξ ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

D + 4Wξ =
4LT

ξ
(3.52)

ãäå ìû ñ÷èòàåì L îäíèì èç êîýôôèöèåíòîâ, õîòÿ îíî è çàâèñèò îò ξ. Ðåøåíèå ýòîãî
�êâàäðàòíîãî� óðàâíåíèÿ èìååò âèä

ξ = − D

8W

1±

√
1 +

64WLT

D2

 (3.53)

îòêóäà è áåðåòñÿ îöåíêà äëÿ øèðèíû ïåðåõîäíîé îáëàñòè δD ∼ 8
√
WLT . Ïîñêîëüêó

ýòîò ïåðåõîä ìîæåò èìåòü ìåñòî êàê â ðåæèìå óïðóãîãî, òàê è íåóïðóãîãî êîòóííå-
ëèðîâàíèÿ, âåëè÷èíà ïàðàìåòðà L ìîæåò áûòü êàê ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ N , òàê è
áëèçêà ê N . Íî íåðàâåíñòâî L ≤ N âûïîëíåíî âñåãäà, ïîýòîìó äëÿ âåëè÷èíû δD
ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñâåðõó (3.40).

Âíå óçêîé îáëàñòè D . δD êâàäðàòíûé êîðåíü â (3.53) ìîæíî ðàçëîæèòü, è òîãäà
ìû ïîëó÷àåì äâà ðåøåíèÿ, îäíî èç êîòîðûõ ξ = 4LT/D îïèñûâàåò îáëàñòü ñëàáîãî
ïîëÿðîííîãî ýôåêòà. Îíî íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì â ïîëíîöåííîì ñìûñëå ñëîâà (ïî-
ñêîëüêó L òîæå çàâèñèò îò ξ), à ñêîðåå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ïîíèæåííîé ñòåïåíè
äëÿ îïðåäåëåíèÿ ξ. Âòîðîå ðåøåíèå ξ = −D/4W îòâå÷àåò îáëàñòè ñèëüíîãî ïîëÿ-
ðîííîãî ýôôåêòà.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ïåðåõîäíàÿ îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ óçêîé è íå äàåò íèêàêîãî
çíà÷èìîãî âêëàäà â ôèçè÷åñêèå íàáëþäàåìûå, òàê ÷òî íà ýòîì ìû çàêàí÷èâàåì åå
îáñóæäåíèå.
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3.5 Ôèçè÷åñêàÿ êàðòèíà ïîëÿðîííûõ ïðûæêîâ

Àêòèâàöèîííûå ýêñïîíåíöèàëüíûå ìíîæèòåëè â ôîðìóëàõ (3.45) è (3.49) ñîâïàäàþò
ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âûðàæåíèÿìè èç ñòàíäàðòíîé òåîðèè îäíî÷àñòè÷íûõ ïîëÿðî-
íîâ. Äîïîëíèòåëüíûå ìîäèôèêàöèè, ñïåöèôè÷åñêèå äëÿ íàøåé çàäà÷è âîçíèêàþò
òîëüêî â ñòåïåííûõ ìíîæèòåëÿõ (ýôôåêòèâíûõ èíòåãðàëàõ ïåðåêðûòèÿ), áëàãîäàðÿ
ìíîãî÷àñòè÷íîé ïðèðîäå ïðîöåññà êîòóííåëèðîâàíèÿ.

3.5.1 Ãëàâíàÿ òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü: ñõîäñòâî ñî ñòàí-

äàðòíûìè ïîëÿðîíàìè

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî àêòèâàöèîííûå ìíîæèòåëè áûëè, äëÿ ñëó÷àÿ îáû÷íûõ ïîëÿ-
ðîíîâ, ïîëó÷åíû ðàíåå â ðàáîòàõ äðóãèõ àâòîðîâ, íèæå ìû ïðèâåäåì ôèçè÷åñêèå
àðãóìåíòû, êîòîðûå, íà íàø âçãëÿä, ïîçâîëÿþò íàãëÿäíî îáúÿñíèòü ïðîèñõîæäåíèå
ýòèõ ìíîæèòåëåé.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïåðåõîä ñ âûäåëåíèåì ýíåðãèè, äëÿ êîòîðîãî ∆ < 0, òî åñòü
Ech(~nf , ~q) < Ech(~ni, ~q). Ïîñêîëüêó â ðåçóëüòàòå òàêîãî ïåðåõîäà ïîëíàÿ ýëåòðîñòàòè÷å-
ñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû óìåíüøàåòñÿ, â ïðîìåæóòî÷íûõ ãðàíóëàõ äîëæíû ðîæäàòüñÿ
ýëåêòðîí-äûðî÷íûå ïàðû, ÷òîáû óíåñòè èçáûòîê ýíåðãèè. Ïîýòîìó, ñ ýêñïîíåíöèàëü-
íîé òî÷íîñòüþ, âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà â ýòîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò ñ âåðîÿòíîñòüþ íàéòè
ñèñòåìó âîçáóæäåííîé â ñîñòîÿíèå ~ni. Ìàêñèìèçàöèÿ òàêîé âåðîÿòíîñòè ïî ~q äàåò

w ∝ exp
{
−Ẽi/T

}
(3.54)

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê ïåðåõîäó ñ ïîãëîùåíèåì ýíåðãèè, òî åñòü, ê ñëó÷àþ ∆ > 0, òî
åñòü Ech(~nf , ~q) > Ech(~ni, ~q) (ñì. ðèñ. 3.2). Ïîñêîëüêó ýëåêòðîñòàòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ óâå-
ëè÷èâàåòñÿ, äëÿ âîñïîëíåíèÿ äåôèöèòà ýíåðãèè â ïðîìåæóòî÷íûõ ãðàíóëàõ äîëæíû
áóäóò àííèãèëèðîâàòü êàêèå-òî ýëåêòðîí-äûðî÷íûå ïàðû. Íî ïðè íèçêèõ òåìïåðà-
òóðàõ òàêèõ ïàð ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëî, òàê ÷òî âåðîÿòíîñòü èõ îáíàðóæèòü ïðî-
ïîðöèîíàëüíà exp(−∆/T ). ×àñòîòà ïåðåõîäîâ òàêæå ñîäåðæèò exp {−Ech(~ni, ~q)/T}
� âåðîÿòíîñòü íàéòè ñèñòåìó â ñîñòîÿíèè ~ni. Âìåñòå ýòè äâà âêëàäà äàþò w ∝
exp {−Ech(~nf , ~q)/T}, è íàì íóæíî åãî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýòîé âåëè÷èíû. Â ðå-
çóëüòàòå

w ∝ exp
{
−Ẽf/T

}
(3.55)

Íî ÷òî åñëè ~q, êîòîðûé äîñòàâëÿåò ìèíèìóì ýíåðãèè Ech(~nf , ~q), íàðóøàåò òðåáî-
âàíèå ∆ > 0? Âåäü òîãäà óæå íå áóäåò íèêàêîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî ìíîæèòåëÿ e|∆|/T

ïðè ∆ < 0! Â ýòîì ñëó÷àå èñòèííûé ìèíèìóì ýíåðãèè äîëæåí ëåæàòü íà ãðàíèöå
îáëàñòåé ñ ∆ < 0 è ñ ∆ > 0, òî åñòü ïðè ∆ = 0:

w ∝ exp {−min Ech(~nf , ~q)/T} , ~q : ∆ = 0 (3.56)

Íàõîäÿ ìèíèìóì ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íåîïðåäåëåííûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, ìû
ïîëó÷àåì:

w ∝ exp {−Eact/T} (3.57)

ãäå Eact äàåòñÿ ôîðìóëîé (2.26).
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûÿñíèòü, êàêîé èç òðåõ îïèñàííûõ âûøå òèïîâ ðåøåíèÿ äàåò
íàèáîëüøèé âêëàä â âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà, íóæíî ïðîñòî ñðàâíèòü ñîîòâåòñòâóþùèå
çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëåé ýêñïîíåíò. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî âêëàä ãðàíè÷íîãî ìèíèìóìà
(3.57) äîìèíèðóåò ïðè |Ẽi − Ẽf | < 4W è îáúÿñíÿåò îñíîâíóþ ýêñïîíåíöèàëüíóþ
çàâèñèìîñòü â ðåæèìå ïîëÿðîííûõ ïðûæêîâ (3.49). Â îáðàòíîì ñëó÷àå, ïðè |Ẽi −
Ẽf | > 4W , íàì íóæíî âûáðàòü ìàêñèìóì èç (3.54) è (3.55), ÷òî êàê ðàç è ïðèâîäèò
ê ðåçóëüòàòó w ∝ exp {−εif/T} èç (3.43).

Ðèñ. 3.2: Ïðîôèëü ýëåêòðîñòà-
òè÷åñêîé ýíåðãèè. Ïàðàáîëîèäû
îòâå÷àþò ðàçíûì ñîñòîÿíèÿì
~n. Ñòðåëêîé èçîáðàæåí Ôðàíê-
Êîíäîíîâñêèé ïåðåõîä ñèñòåìû
ìåæäó íà÷àëüíûì è êîíå÷íûì
ñîñòîÿíèÿìè.

3.5.2 Ñïåöèôèêà íåóïðóãîãî êîòóííåëèðîâàíèÿ: îòëè÷èå îò

ñòàíäàðòíûõ ïîëÿðîíîâ

Â ðåæèìå ñëàáîãî ïîëÿðîííîãî ýôôåêòà Ôðàíê-Êîíäîíîâñêàÿ ýíåðãèÿ ∆ (ðàâíàÿ
ñóììàðíîé ýíåðãèè âñåõ ýëåêòðî-äûðî÷íûõ ïàð) ñëàáî îòëè÷àåòñÿ îò ñâîåãî �îòðå-
ëàêñèðîâàííîãî� çíà÷åíèÿ ∆̃. Òîãäà òèïè÷íàÿ ýíåðãèÿ îäíîé ïàðû

εinel ∼ ∆/L ≈ ∆̃/L ∼ LT � T (3.58)

ãäå L ∼ 10 � áîëüøîé ëîãàðèôìè÷åñêèé ìíîæèòåëü (ñì. äàëåå, à òàêæå [13]).
Ñóòü ïîëÿðîííîãî ýôôåêòà ñîñòîèò â òîì, ÷òî îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ~q ñäâèãàåòñÿ

òàê, ÷òîáû ïîíèçèòü ∆. Ñîãëàñíî îïèñàííîé âûøå ôèçè÷åñêîé êàðòèíå, ïðè ïåðåõîäå
â ïðèñóòñòâèè ñèëüíîãî ïîëÿðîííîãî ýôôåêòà îïòèìóì äîëæåí îòâå÷àòü ∆ = 0,
ñì. (3.56). Îäíàêî ïðîâåäåííîå â ðàçäåëå 3.4 áîëåå òî÷íîå âû÷èñëåíèå (ñ ó÷åòîì
çàâèñèìîñòè îò ∆ ñòåïåííîãî ìíîæèòåëÿ â w) ïîêàçûâàåò, ÷òî íà ñàìîì äåëå äëÿ
ïîëÿðîíîâ â ãðàíóëèðîâàííûõ ìåòàëëàõ âåëè÷èíà ∆ õîòÿ è îòíîñèòåëüíî ìàëà, íî
êîíå÷íà, à íå ðàâíà íóëþ, êàê äëÿ îáû÷íûõ �îäíî÷àñòè÷íûõ� ïîëÿðîíîâ. Èìåííî, êàê
êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ðàçäåëà 3.4.2, â ðåæèìå ñèëüíîãî ïîëÿðîííîãî ýôôåêòà
∆ ∼ LT . Ýòî çíà÷èò, ÷òî

εinel ∼ ∆/L ∼ T (3.59)

Åñòü äðóãîé ñïîñîá ýòî óâèäåòü: ïðè ñèëüíîì ïîëÿðîííîì ýôôåêòå èíòåãðàë (3.36)
ñõîäèòñÿ íà u ≡ tT . 1, à çíà÷èò èíòåãðàëû ïî íåóïðóãèì ýíåðãèÿì (3.29) ñõîäÿòñÿ
èìåííî áëàãîäàðÿ çíàìåíàòåëÿì, òî åñòü ïðè εinel ∼ T .

Òàêèì îáðàçîì ìû ïðèøëè ê âûâîäó î òîì, ÷òî, ïðè ïåðåõîäå îò ýëåêòðîííûõ ê
ïîëÿðîííûì ïðûæêàì, õàðàêòåðíûå ýíåðãèè ýëåêòðîí-äûðî÷íûõ ïàð óìåíüøàþòñÿ
îò çíà÷åíèÿ LT äî T .
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Ãëàâà 4

Ïðîâîäèìîñòü â ìîäåëè

êîðîòêîäåéñòâóþùåãî

âçàèìîäåéñòâèÿ

Ñëåäóÿ îáùåé ôèëîñîôèè ïðûæêîâîé ïðîâîäèìîñòè, ìû ââîäèì ñåòêó êîíäàêòàí-
ñîâ gij ∝ wij Ìèëëåðà-Àáðàõàìñà (ñì. ðèñ. 4.1), êîòîðàÿ ñîåäèíÿåò âñå ïàðû ãðàíóë.
Êàê îáû÷íî, ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ â ïðîâîäèìîñòè ðåøàþùóþ ðîëü èãðàþò óäà-
ëåííûå ïàðû ðåçîíàíñíûõ ãðàíóë, òàê ÷òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü íàøè ïðåäûäóùèå
ðåçóëüòàòû, ÷òîáû çàïèñàòü êîíäàêòàíñû â âèäå

gij ∼ exp

{
−Eij
T
− 2|ri − rj|

aij

}
, (4.1)

ãäå ri, rj � ïîçèöèè öåíòðîâ ãðàíóë, a0 åñòü ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè
ãðàíóëàìè (îáû÷íî a0 ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíî èõ äèàìåòðó), òàê ÷òî |ri− rj| ≡ a0Nij.
�Äëèíà çàòóõàíèÿ� aij çàïèñûâàåòñÿ â ôîðìå

−2a0

aij
= ln

(
A1gδ

Ec

)
+


ln Θ1

(
Dij

2T∗Nij

)
, (Dij > 0),

ln Θ2

(
T∗
πT

sin
π|Dij|
8Wij

)
, (Dij < 0),

(4.2)

Dij ≡ |εi − εj| − 4Wij, Wij ≡ Wi +Wj, (4.3)

Íàëè÷èå çàâèñèìîñòü äëèíû çàòóõàíèÿ aij îò rij è õàðàêòåðèñòèê ãðàíóë íåòèïè÷íî
äëÿ ïðûæêîâîé ïðîâîäèìîñòè, íî ýòà çàâèñèìîñòü âñåãî ëèøü ëîãàðèôìè÷åñêàÿ, è
åå ìîæíî ëåãêî ó÷åñòü (ñì. äàëåå).

À âîò ýíåðãèÿ àêòèâàöèè ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé äëÿ ïîëÿðîííûõ çàäà÷:

Eij = εij +


0, (Dij > 0),

D2
ij

16Wij

, (Dij < 0),
(4.4)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèøëè ê ñèñòåìå ãðàíóë, êàæäàÿ èç êîòîðûõ õàðàêòåðèçóåòñÿ
ñâîèì ïîëîæåíèåì rk, ýíåðãèåé εk, è �áàðüåðîì� Wk. Î÷åâèäíî, ïðè íèçêîé òåìïåðà-
òóðå ïðûãàþùèå ýëåêòðîíû ïðåäïî÷èòàþò �îñòàíàâëèâàòüñÿ� òîëüêî íà ðåçîíàíñíûõ
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Ðèñ. 4.1: a) Îáðàçåö ãðàíó-
ëèðîâàííîãî ìàòåðèàëà. Ðåçî-
íàíñíûå ãðàíóëû ïîêàçàíû òåì-
íûì öâåòîì. Ýëåêòðîíû ñî-
âåðøàþò ìíîãîêðàòíîå êîòóí-
íåëèðîâàíèå ÷åðåç ñåðûå ïðî-
ìåæóòî÷íûå ãðàíóëû. b) Ýêâè-
âàëåíòíàÿ ñåòêà êîíäàêòàíñîâ
Ìèëëåðà-Àáðàõàìñà.

ãðàíóëàõ � ó êîòîðûõ ìàëî ε è W , â òî âðåìÿ êàê íåðåçîíàíñíûå ãðàíóëû ñ òèïè÷íî
áîëüøèì ε è W ñëóæàò òîëüêî êàê ïðîìåæóòî÷íûå, íà íèõ ýëåêòðîíû íàõîäÿòñÿ
òîëüêî âèðòóàëüíî. Cëó÷àéíûå âåëè÷èíû εk è Wk ìîãóò áûòü êàê ñêîððåëèðîâà-
íû, òàê è íåñêîððåëèðîâàíû, â çàâèñèìîñòè îò ôèçè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé ñèñòåìû.
Â ýòîé ðàáîòå ìû ðàññìîòðèì ìîäåëü, â êîòîðîé âñå âûñîòû áàðüåðîâ îäèíàêîâû,
Wi = Wj = W/2 äëÿ ëþáîé ïàðû i, j.

4.1 Ïåðêîëÿöèÿ

Ìû ïðèøëè ê çàäà÷å ïåðêîëÿöèè ìåæäó óçëàìè, ñëó÷àéíî ðàñïðåäåëåííûìè â d+1-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (d êîìïîíåíò ðàäèóñ-âåêòîðà ri è �ýíåðãèÿ� εi). Ïëîòíîñòü óç-
ëîâ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå èìååò ñìûñë ïëîòíîñòè ðåçîíàíñíûõ ãðàíóë, îñíîâíûå ñî-
ñòîÿíèÿ êîòîðûõ ïî÷òè âûðîæäåíû. Â ìîäåëè Ìîòòà ýòà ïëîòíîñòü ñ÷èòàåòñÿ ïîñòî-
ÿííîé:

ν(0) =
ngP (γ = ±1/2)

Ec
, (4.5)

ãäå P (γ = ±1/2) åñòü ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè èìåòü γ = 1/2 (òàêàÿ æå, êàê äëÿ γ =
−1/2). Åñëè ïðåäñòàâèòü êîíäàêòàíñ â âèäå gij ∝ exp{−ξij}, òî êðèòåðèé ñâÿçíîñòè â
òàêîì ïðîñòðàíñòâå áóäåò ξij < ξ. Ñîãëàñíî ïåðòóðáàòèâíîìó ïîäõîäó â ïåðêîëÿöèè
[2], íóæíî ðàçáèòü ξij è ξ íà äâå ÷àñòè ξij = ξ0

ij+δξij è ξ = ξ0 +〈δξ〉ξ0ij=ξ0 , è ïîñëå ýòîãî

îïðåäåëèòü ξ0 èç íåâîçìóùåííîé ïåðêîëÿöèîííîé çàäà÷è ξ0
ij < ξ0, à δξ èç òðåáîâàíèÿ

〈δξ〉 = 0. Â íàøåì ñëó÷àå óäîáíî ðàçáèòü ξij ñëåäóþùèì îáðàçîì

ξ0
ij =

εij
T

+Nij
[
ln

Ec
gδA1

− χ
]

+
1

T


0, åñëè Dij > 0

D2
ij

16WT
, åñëè Dij < 0

(4.6)

δξij = Nij[χ− Φ(Dij)], Φ(Dij) =


ln Θ1

(
Dij

2T∗Nlr

)
, åñëè Dij > 0

ln Θ2

(
T∗
πT

sin
π|Dij|
8W

)
, åñëè Dij < 0

(4.7)
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Èòàê, ïðåæäå âñåãî íóæíî ðåøèòü íåâîçìóùåííóþ çàäà÷ó.

4.1.1 Íåâîçìóùåííàÿ çàäà÷à: êëàññè÷åñêèå ïîëÿðîíû

Ðåøåíèå ïåðêîëÿöèîííîé çàäà÷è äëÿ êëàññè÷åñêèõ ïîëÿðîííûõ ïðûæêîâ áûëî äà-
íî Ôîéãåëåì è äð. [20] äëÿ ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ áàðüåðîâ. Êàê óæå
óïîìèíàëîñü, ìû ðàññìîòðèì òîëüêî ñëó÷àé ïîñòîÿííîé âûñîòû áàðüåðà. Íèæå ïðè-
âåäåííîå ðåøåíèå îñíîâàíî íà îðèãèíàëüíîé ñòàòüå [20].

Ñëåäóÿ ðàáîòå [20], óäîáíî âûäåëèòü èç âåëè÷èíû ξ0
ij ïîñòîÿííîå ñëàãàåìîå W/T

è çàïèñàòü êðèòåðèé ñâÿçíîñòè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ξ̃ij ≡ ξ0
ij −W/T < ξ0 (4.8)

ãäå

ξ̃ij = LNij +
εij + Λij

T
(4.9)

Λij =


−W, |εi − εj| > 4W

(εi − εj)2

16W
− |εi − εj|

2
, |εi − εj| < 4W

(4.10)

è ìû ââåëè âåëè÷èíó

L = ln
Ec
gδA1

− χ, (4.11)

ñâÿçàííóþ ñ �äëèíîé çàòóõàíèÿ âîëíîâîé ôóíêöèè� a ñîîòíîøåíèåì a = 2a0/L. Ïà-
ðàìåòð L âêëþ÷àåò â ñåáÿ äî ñèõ ïîð íå îïðåäåëåííóþ âåëè÷èíó χ, êîòîðàÿ áóäåò
îïðåäåëåíà ëèøü ïîçæå èç óñëîâèÿ íà âîçìóùåíèå 〈δξ〉 = 0. Äàëüøå, êàê îáû÷íî,
ìû ââîäèì áåçðàçìåðíóþ ýíåðãèþ ζ è ðàññòîÿíèå s, áåçðàçìåðíóþ êîíöåíòðàöèþ è
áåçðàçìåðíóþ òåìïåðàòóðó ñîãëàñíî

ζ = ε/εmax, εmax = ξ0T (4.12)

s = r/rmax, rmax = a0ξ
0/L (4.13)

ν̃ = ν(0)εmaxr
d
max =

Tad0ν(0)

Ld
ξd+1

0 (4.14)

τ =
Tξ0

W
(4.15)

Â òåðìèíàõ ýòèõ ïåðåìåííûõ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü áåçðàçìåðíóþ çàäà÷ó ïðîòåêà-
íèÿ

sij + ζij + λij(τ) < 1, (4.16)

λij(τ, ζi, ζj) =


−1

τ
, τ |ζi − ζj| > 4

τ
(ζi − ζj)2

16
− |ζi − ζj|

2
, τ |ζi − ζj| > 4

(4.17)

Â ìîäåëè Ìîòòà ζk ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû â ïîëîñå |ζk| < 1. Ïåðêîëÿöèÿ â òàêîé
çàäà÷å íàñòóïàåò ïðè íåêîòîðîì êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè áåçðàçìåðíîé êîíöåíòðàöèè
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ν̃c(τ). Ïîñëå òîãî, êàê ýòà êîíöåíòðàöèÿ íàéäåíà, çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ξ0 ìîæíî îïðå-
äåëèòü èç (4.14):

ξ0(τ) =

(
Ldν̃c(τ)

ν(0)Tad0

) 1
d+1

(4.18)

Íàêîíåö, ïðîâîäèìîñòü èìååò âèä

σ ∝ exp

{
−W
T
− ξ0(τ)

}
≡ exp

{
−W
T
f(η)

}
(4.19)

ãäå

η =
1

W
(T dTM)

1
d+1 (4.20)

Óíèâåðñàëüíàÿ ôóíêöèÿ f(η) ÷èñëåííî íàéäåíà â ðàáîòå [20], ãäå îíà áûëà ïðåäñòàâ-
ëåíà ñ ïîìîùüþ äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëû

f(η) = 1 + η[1− Ae−Bη] (4.21)

Ïîäãîíî÷íûå ïàðàìåòðû A è B ïðèâåäåíû â òàáëèöå 4.1.

A B
d=2 0.137 0.0759
d=3 0.109 0.0612

Òàáëèöà 4.1: Ïàðàìåòðû óíèâåðñàëüíîé ôóíêöèè f(η) (çà-
èìñòâîâàíî èç [20])

Âèäíî, ÷òî ïðè âûñîêîé òåìïåðàòóðå f(η) ≈ η òîæå âåëèêî, è ïðîâîäèìîñòü ïîä-
÷èíÿåòñÿ çàêîíó Ìîòòà

σ ∝ exp
{
− (TM/T )1/(d+1)

}
, T � Tcross ∼ W (W/TM)1/d, (4.22)

ïðè÷åì Ìîòòîâñêàÿ òåìïåðàòóðà TM îïðåäåëÿåòñÿ êàê

TM = Ld ν̃c(∞)

ν(0)ad0
(4.23)

ãäå ν̃
(2D)
c (∞) = 1.75 è ν̃

(3D)
c (∞) = 2.85 [13].

Åñëè æå òåìïåðàòóðà íèçêàÿ, òî f(η) ≈ 1 + (1− A)η òîëüêî ñëàáî îòëè÷àåòñÿ îò
1, è ïðîâîäèìîñòü ñëåäóåò çàêîíó Àððåíèóñà ñ Ìîòòîâñêèì ìíîæèòåëåì â êà÷åñòâå
îòíîñèòåëüíî ìàëîé ïîïðàâêè, õîòÿ åå àáñîëþòíîå çíà÷åíèå âåëèêî:

σ ∝ exp

{
−(W/T )−

(
T̃M/T

)1/(d+1)
}
, T � Tcross (4.24)

ïðè÷åì T̃M îòëè÷àåòñÿ îò TM òîëüêî ÷èñëåííûì ìíîæèòåëåì.
×òîáû çàêîí÷èòü îïèñàíèå çàêîíà ïðîâîäèìîñòè, íóæíî óñòàíîâèòü âèä ïàðà-

ìåòðà L. Îí âõîäèò â Ìîòòîâñêóþ òåìïåðàòóðó (4.23), êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü,
îïðåäåëÿåò çàâèñèìîñòü η îò òåìïåðàòóðû. Ýòî ïîäâîäèò íàñ ê ñëåäóþùåìó øàãó â
ïåðêîëÿöèîííîé çàäà÷å.
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4.1.2 Îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà L ñ ïîìîùüþ ìåòîäà âîçìóùå-

íèé â ïåðêîëÿöèè

Óñëîâèå 〈δξ〉 = 0 îçíà÷àåò

χ =
1

〈N〉

〈
N
[
θ(D) ln Θ1

(
D

2T∗N

)
+ θ(−D) ln Θ2

(
T∗
πT

sin
π|D|
8W

)]〉
(4.25)

ãäå óñðåäíåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîèçâîäèòñÿ ïî áåñêîíå÷íîìó ïåðêîëÿöèîííîìó êëà-
ñòåðó íåâîçìóùåííîé çàäà÷è. Åñëè ñ÷èòàòü ýòîò êëàñòåð îäíîðîäíûì � ïðåäïîëî-
æèòü, ÷òî âñå òî÷êè â d+1-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ëåæàùèå âíóòðè äîïóñòèìîé îáëà-
ñòè (4.16), ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ ìîãóò îêàçàòüñÿ ïðèíàäëåæàùèìè áåñêîíå÷íîìó
êëàñòåðó, òî óñðåäíåíèå ñâåäåòñÿ ê ñëåäóþùåìó:

〈F〉 =

∫
dζdζ ′ds F(ζ, ζ ′, s)δ

(
1− s− |ζ|+|ζ

′|+|ζ−ζ′|
2

− λ(τ, ζ, ζ ′)
)

∫
dζdζ ′ds δ

(
1− s− |ζ|+|ζ′|+|ζ−ζ′|

2
− λ(τ, ζ, ζ ′)

) (4.26)

Îáîñíîâàíèå òàêîãî �îäíîðîäíîãî óñðåäíåíèÿ� è ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîé ïðîâåðêè äëÿ
íåêîòîðûõ ñëó÷àåâ ïðèâåäåíû â [2]. Âïðî÷åì, íóæíî èìåòü â âèäó, ÷òî îäíîðîäíîå
óñðåäíåíèå íè â êîåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì è äàæå íå îáîñíîâàíî íàëè÷èåì
êàêîãî-ëèáî ìàëîãî ïàðàìåòðà. Íåêîòîðîå óëó÷øåíèå ïðîöåäóðû óñðåäíåíèÿ, îñíî-
âàííîå íà òåîðèè öâåòíîé ïåðêîëÿöèè è ñàìîñîãëàñîâàííî ó÷èòûâàþùåå íåîäíîðîä-
íîñòü áåñêîíå÷íîãî êëàñòåðà, áûëî ïðåäëîæåíî â [28] (ñì. òàêæå [31]). Êàê ïðàâèëî,
îäíàêî, óæå îäíîðîäíîå óñðåäíåíèå äàåò íåïëîõîé ðåçóëüòàò, ïîýòîìó çäåñü ìû èì è
îãðàíè÷èìñÿ.

Â âûðàæåíèè (4.25) ìîæíî îòèíòåãðèðîâàòü âñå ïåðåìåííûå, çà èñêëþ÷åíèåì ïî-
ñëåäíåé, òàê ÷òî χ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå èíòåãðàëà ïî âñåãî ëèøü îäíîé ïåðå-
ìåííîé. Îäíàêî, òàêîå âû÷èñëåíèå î÷åíü ãðîìîçäêî è íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, òàê
êàê ìû âñå ðàâíî çíàåì ëèøü ÷èñëåííóþ èíòåðïîëÿöèþ ôóíêöèè f(η). Ïîýòîìó ìû
îãðàíè÷èìñÿ îáñóæäåíèåì χ äëÿ ñàìûõ âàæíûõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àåâ: ýëåêòðîííûõ
è ïîëÿðîííûõ ïðûæêîâ.

Ýëåêòðîííûå ïðûæêè (ïîëÿðîííûé ýôôåêò îòñóòñòâóåò)

Âû÷èñëåíèå äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ áûëî âûïîëíåíî â [13], è ìû ïðèâîäèì çäåñü òîëüêî
ðåçóëüòàò:

χ(z) ≈

{
0, z � 1

ln z2 − b, z � 1
ãäå z = TL

2T∗
è b =

{
1/3, for d = 2

1, for d = 3
(4.27)

L =


ln

Ec
A1gδ

, elastic

ln
4ebE2

c

A2gT 2L2
, inelastic

(4.28)

Êðîññîâåð îò óïðóãîãî ê íåóïðóãîìó ìíîãîêðàòíîìó êîòóííåëèðîâàíèþ ïðîèñõîäèò
ïðè òåìïåðàòóðå Tc ∼ T∗/L, ÷òî â L ðàç íèæå, ÷åì ïðè êîòóííåëèðîâàíèè ÷åðåç îäíó
êâàíòîâóþ òî÷êó [25].

Çàìåòèì, ÷òî, áëàãîäàðÿ óñëîâèÿì g � 1 è T, δ � Ec, êàê è îæèäàëîñü, ïàðà-
ìåòð L îêàçàëñÿ áîëüøèì â îáîèõ ñëó÷àÿõ � êàê ïðè óïðóãîì, òàê è ïðè íåóïðóãîì
êîòóííåëèðîâàíèè.
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Ïîëÿðîííûå ïðûæêè (î÷åíü ñèëüíûé ïîëÿðîííûé ýôôåêò)

Â ðåæèìå î÷åíü ñèëüíîãî ïîëÿðîííîãî ýôôåêòà εi, εj � W , ïîýòîìó D ≈ −4W , è

ñëåäîâàòåëüíî sin π|D|
8W
≈ 1. Â ýòîì ñëó÷àå èç (4.25) ñðàçó æå ñëåäóåò

χ = ln

[
1 +

(
πT

T∗

)2
]

(4.29)

L = ln

 Ec
A1gδ

[
1 +

(
πT

T∗

)2
]−1
 (4.30)

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà îïèñûâàåò íå òîëüêî óïðóãèé è íåóïðóãèé ïðåäåëû, íî òàêæå
è êðîññîâåð ìåæäó íèìè, êîòîðûé â ýòîì ñëó÷àå ïðîèñõîäèò óæå ïðè òåìïåðàòóðå
T∗/π. Îïÿòü, êàê è â ñëó÷àå ýëåêòðîííûõ ïðûæêîâ, ïàðàìåòð L îêàçàëñÿ áîëüøèì
êàê ïðè óïðóãîì, òàê è ïðè íåóïðóãîì êîòóííåëèðîâàíèè.

Íà ýòîì ìû çàêàí÷èâàåì îáñóæäåíèå ìîäåëè ñ êîðîòêîäåéñòâóþùèì âçàèìîäåé-
ñòâèåì è ïåðåõîäèì ê ìîäåëè ñ äàëüíîäåéñòâèåì.
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Ãëàâà 5

Ñèñòåìû ñ äàëüíîäåéñòâèåì

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äàëüíîäåéñòâóþùèì õàðàêòåðîì âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ ïðå-
íåáðåãàòü íåëüçÿ, è äëÿ àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ òàêèõ ñèñòåì ìàòðèöû Û è K̂ íåëüçÿ
ñ÷èòàòü äèàãîíàëüíûìè. Â ëþáîé ñèñòåìå ïðîâîäíèêîâ (êàê è â íàøèõ ìàññèâàõ
ãðàíóë) �ãîëîå� Êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå ìîäèôèöèðóåòñÿ áëàãîäàðÿ åìêîñòÿì
ìåòàëëè÷åñêèõ ÷àñòåé è ïîëÿðèçàöèè äèýëåêòðè÷åñêèõ ÷àñòåé. Â íåêîòîðûõ ñëó÷à-
ÿõ äîñòàòî÷íî ââåñòè ýôôåêòèâíóþ äèýëåêòðè÷åñêóþ ïîñòîÿííóþ, ÷òîáû ó÷åñòü îáà
ýòè ýêðàíèðóþùèõ ýôôåêòà, íî â äðóãèõ ñëó÷àÿõ ìàòðèöà âçàèìîäåéñòâèÿ Û ìîæåò
áûòü çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæíîé.

Êîíå÷íî, Û çàâèñèò îò ðàçìåðîâ ãðàíóë, èõ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ è ò.ä., íî ýòè
ôàêòîðû íå ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûì èñòî÷íèêîì áåñïîðÿäêà â ñèñòåìå. Äåéñòâèòåëüíî, â
ðàáîòå [11] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî áåñïîðÿäîê â ðàçìåðàõ ãðàíóë íå ìîæåò ïðèâåñòè ê
êîíå÷íîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé íà óðîâíå Ôåðìè, à çíà÷èò íå ìîæåò îáåñïå÷èòü îä-
íî èç êëþ÷åâûõ òðåáîâàíèé äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ ïðûæêîâîé ïðîâîäèìîñòè. Ïîýòîìó
ðàçóìíî áóäåò ïðåíåáðå÷ü òàêèì áåñïîðÿäêîì è ñ÷èòàòü, ÷òî ìàññèâ ãðàíóë îáëàäà-
åò òðàíñëÿöèîííîé ñèììåòðèåé è ñîñòîèò èç îäèíàêîâûõ ãðàíóë. Íåîáõîäèìûé äëÿ
àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ ñèñòåìû áåñïîðÿäîê ïðè ýòîì áóäåò îáåñïå÷åí ñëó÷àéíûì âåê-
òîðîì ~γ.

5.1 Ìàòðèöà âçàèìîäåéñòâèÿ

Ñåé÷àñ ìû çàéìåìñÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé çàäà÷åé î íàõîæäåíèè ìàòðèöû âçàèìî-
äåéñòâèÿ Û â ìàññèâàõ èç ãðàíóë, ÷òî íåìíîãî âûâîäèò íàñ èç îáùåãî ðóñëà, íî ýòî
ñäåëàòü íåîáõîäèìî, à ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîëåçíû è â ïðèìåíåíèè ê äðóãèì
çàäà÷àì.

Ïðèñóòñòâèå çàðÿæåííûõ ïðèìåñåé â ñèñòåìå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëüçÿ ó÷åñòü òîëü-
êî ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷ëåíîâ â (2.1); íóæíî òàêæå ìîäèôèöè-
ðîâàòü îáðàòíóþ ìàòðèöó åìêîñòåé Û . Îäíàêî, åñëè êîíöåíòðàöèÿ òàêèõ ïðèìåñåé
ìàëà, òî ýòî èçìåíåíèå íå ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì, è åãî ìîæíî íå ó÷èòûâàòü. Çäåñü ìû
îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì èìåííî òàêîé ñèòóàöèè.

Èòàê, ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íûé ðåãóëÿðíûé ìàññèâ îäèíàêîâûõ ïðîâîäÿùèõ ãðà-

íóë. Ìàññèâ ïðåäïîëàãàåòñÿ ïëîòíî óïàêîâàííûì, òàê ÷òî ïåðèîä ðåøåòêè ñ÷èòàåòñÿ
ïðèáëèçèòåëüíî òàêèì æå, êàê è ðàçìåð ãðàíóë a, â òî âðåìÿ êàê ìèíèìàëüíàÿ øèðè-
íà d èçîëèðóþùåãî ïðîìåæóòêà ìåæäó ãðàíóëàìè ìàëà: d� a. Ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ
îñíîâíîé âêëàä â ìàòðèöó Ĉ âíîñÿò åìêîñòè çàçîðîâ Cgap, êîòîðûå âåëèêè ïî ñðàâ-
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íåíèþ ñ åìêîñòÿìè Csol ∝ a óåäèíåííûõ ãðàíóë

Λ = Cgap/Csol � 1 (5.1)

Íàïðèìåð, åñëè ãðàíóëû ñôåðè÷åñêèå, òî [32]

C(sph)
gap ≈ (εgapa/8) ln (a/d) , C

(sph)
sol ≈ εouta/2. (5.2)

ãäå εgap åñòü äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ ìàòåðèàëà çàçîðà, εout åñòü äèýëåêòðè÷å-
ñêàÿ ïîñòîÿííàÿ âíåøíåãî ïðîñòðàíñòâà. Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå èìååì ïðîñòî εout =
εgap, íî â íèçêîðàçìåðíûõ ìàññèâàõ ýòè êîíñòàíòû ìîãóò îòëè÷àòüñÿ.

Â ðåàëüíûõ ñèòóàöèÿõ çíà÷åíèå Cgap ñèëüíî çàâèñèò îò ãåîìåòðèè ñèñòåìû. Ïî-
ñêîëüêó ìû íå ñîáèðàåìñÿ îãðàíè÷èâàòüñÿ êàêîé-òî îïðåäåëåííîé ôîðìîé ãðàíóë,
òî áóäåì ñ÷èòàòü Cgap íåçàâèñèìîé ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêîé ñèñòåìû.

5.1.1 Ãëàâíîå ïðèáëèæåíèå

Â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó 1/Λ� 1 (ñì. (5.1)) ïîëíûé çàðÿä Qi

êàæäîé ãðàíóëû i ðàçäåëÿåòñÿ íà z (z � êîîðäèíàöèîííîå ÷èñëî) ÷àñòåé qij, êàæäàÿ
èç êîòîðûõ ëîêàëèçîâàíà âáëèçè êîíòàêòà ñ ãðàíóëîé j. Òîãäà

qij = Cgap(Vi − Vj), Qi =
∑
j:〈ij〉

qij, (5.3)

ãäå ñóììèðîâàíèå èäåò ïî âñåì z ñîñåäÿì j ãðàíóëû i. Òàêèì îáðàçîì, ñðàçó ïîëó÷àåì
ìàòðèöó åìêîñòåé

Cij = −Cgap∆ij, ∆ij =
∑
n:〈in〉

(δjn − δji) (5.4)

Ìàòðèöà ∆ij ÷àñòî íàçûâàåòñÿ �äèñêðåòíûì îïåðàòîðîì Ëàïëàñà�. Òðàíñëÿöèîííàÿ
èíâàðèàíòíîñòü íàøåãî ðåãóëÿðíîãî ìàññèâà ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ Cij = Cn, ãäå
n ≡ i− j è rn åñòü ðàäèóñ-âåêòîð, ñîåäèíÿþùèèé i ñ j. Â Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèè

C(k) =
∑
n

Cne
i(k·rn) = Cgap

∑
~δ

(1− ei(k·~δ)) = 4Cgap

∑
µ

sin2(akµ) (5.5)

ãäå ñóììèðîâàíèå èäåò ïî âñåì z âåêòîðàì ~δ, ñîåäèíÿþùèì íåêîòîðóþ ïîçèöèþ â
ìàññèâå ñ ñîñåäíèìè. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà Un äîëæíà ïîä÷èíÿòñÿ óðàâíåíèþ
−Cgap∆̂ · Û = 1, èç êîòîðîãî ñðàçó æå ñëåäóåò òåîðåìà Ãàóññà. Ýòà òåîðåìà, â ÷àñíî-
ñòè, óñòàíàâëèâàåò ïðîñòîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó Cgap è ýëåìåíòàìè ìàòðèöû âçàèìî-

äåéñòâèÿ Û :

U0 − U1 ≡
4e2

zCgap

(5.6)

Äëÿ õâîñòîâ ìàòðèöû Û(r) íà ðàññòîÿíèÿõ r � a ïîëó÷àåì:

U(r) = e2

∫
dDk

(2π)D
e−i(k·r)

C(k)
≈ e2

Cgap


b(1D) − r/2a, for D = 1,

b(2D) − ln(r/a)

2π
, for D = 2,

a

4πr
, for D = 3.

(5.7)
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Íåèçâåñòíûå êîíñòàíòû b(1D), b(2D) âîçíèêëè èç-çà ïàòîëîãè÷åñêîé ðàñõîäèìîñòè U(r)
íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ â íèçêîðàçìåðíûõ ìàññèâàõ. Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ðàñõîäè-
ìîñòü íå âîçíèêàåò, è ìû ïîëó÷àåì ôèçè÷åñêèé ðåçóëüòàò

U (3D)(r) ≈ e2

εeffr
, εeff =

4πCgap

a
= 4πΛεout. (5.8)

êîòîðûé îïèñûâàåò ýôôåêòèâíóþ äèýëåêòðè÷åñêóþ ýêðàíèðîâêó Êóëîíîâñêîãî ïî-
òåíöèàëà.

5.1.2 Ïðîòèâîðå÷èâîñòü ãëàâíîãî ïðèáëèæåíèÿ â íèçêîðàçìåð-

íûõ ñëó÷àÿõ

Òðåõìåðíàÿ âåðñèÿ (5.8) ðåçóëüòàòà (5.7) îñòàåòñÿ âåðíîé íà ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ
ðàññòîÿíèÿõ r, åñëè â ñèñòåìå íåò Äåáàåâñêîé ýêðàíèðîâêè (ñì. íèæå). Â íèçêî-
ðàçìåðíûõ ìàññèâàõ ýòî íå òàê. Â ñàìîì äåëå, 1D è 2D âåðñèè ðåçóëüòàòà (5.7) íå
ìîãóò áûòü ïðàâèëüíûìè íà ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ èç-çà òðåáîâàíèÿ
U > 0 (ñì., íàïðèìåð, [33]). Ýòî òàêæå ãîâîðèò î òîì, ÷òî ãëàâíîå ïðèáëèæåíèå ïî
ïàðàìåòðó Λ−1, ñòàíîâèòñÿ íåïðèìåíèìûì íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ â íèçêîðàçìåð-
íûõ ìàññèâàõ, è íóæíî ó÷èòûâàòü ìàëûå ïîïðàâêè ê Ĉ, êîòîðûå êàêèì-òî îáðàçîì
äîëæíû îêàçàòüñÿ êëþ÷åâûìè äëÿ áîëüøèõ ðàññòîÿíèé:

Cij = −Cgap∆ij + δCij, δCij ∼ Csol � Cgap. (5.9)

Ðåçóëüòàò (5.7) íà ñàìîì äåëå ïîäðàçóìåâàåò D-ìåðíóþ ýëåêòðîñòàòèêó, â êîòîðîé
ëèíèè ïîëÿ ïðèâÿçàíû ê ìàññèâó. Íóæíî ïîìíèòü, ÷òî äëÿ D < 3 íàøà ñèñòåìà ïî-
ãðóæåíà â ðåàëüíîå òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî (ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïîñòîÿííîé εout),
è ëèíèè ïîëÿ â êîíå÷íîì ñ÷åòå ïîêèíóò ìàññèâ íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ. Âñëåäñòâèå
ýòîãî, äèýëåêòðè÷åñêàÿ ýêðàíèðîâêà Êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà áëàãîäàðÿ ïîëÿðèçà-
öèè ãðàíóë ïåðåñòàåò áûòü ñóùåñòâåííîé íà òàêèõ áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ, è óñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ îáû÷íûé ãîëûé òðåõìåðíûé Êóëîí, òàê ÷òî çàêîí (5.7) ñìåíÿåòñÿ íà

U(r) ≈ 1

εoutr
. (5.10)

Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñðàçó æå õî÷åòñÿ ðàçðåøèòü âûøå îïèñàííóþ
ïðîáëåìó ïóòåì ââåäåíèÿ ïîïðàâêè òèïà δC

(0)
ij = C0δij. Â k-ïðåäñòàâëåíèè ïîëó÷àåì

C(k) ≈ Cgap(ka)2 + C0. (5.11)

Îäíàêî, ëþáàÿ ôîðìà C(k) ñ C(0) 6= 0 ïðèâîäèò ê ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàòóõàíèþ
âçàèìîäåéñòâèÿ

U(r) ∝ e−r/rD , r � rD = a(Cgap/C0)1/2 (5.12)

ãäå rD åñòü ýôôåêòèâíûé ðàäèóñ ýêðàíèðîâêè. Òàêîå çàòóõàíèå ìîæåò áûòü ôèçè÷å-
ñêè îïðàâäàííûì òîëüêî â ñèñòåìàõ ñ Äåáàåâñêîé ýêðàíèðîâêîé, âûçâàííîé ïðèñóò-
ñòâèåì ìåòàëëè÷åñêèõ çàòâîðîâ èëè ñëàáîé ïðîâîäèìîñòè äèýëåêòðè÷åñêîé ìàòðèöû.

Åñëè ìû ïðèìåì, ÷òî íàøà ñèñòåìà ãëîáàëüíî âåäåò ñåáÿ êàê èçîëÿòîð, òî òðåáî-
âàíèå

lim
k→0

δC(k) = 0 (5.13)

35



äîëæíî ñîáëþäàòüñÿ. Ýòî òðåáîâàíèå, â ñâîþ î÷åðåäü, ãîâîðèò î òîì, ÷òî δC(k)
äîëæíî áûòü íåàíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé k ïðè k = 0 â íèçêîðàçìåðíûõ ìàññè-
âàõ. Äåéñòâèòåëüíî, åäèíñòâåííîå àíàëèòè÷åñêîå ïîâåäåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå âðà-
ùàòåëüíîé ñèììåòðèè, åñòü δC(k) ≈ const (÷òî, êàê ìû âûÿñíèëè, íàì íå ïîäõîäèò),
ëèáî δC(k) ∝ k2 (÷òî îòâå÷àåò íåçíà÷èòåëüíîé ïåðåíîðìèðîâêå êîíñòàíòû Cgap).

Òåïåðü ìû ïðèâåäåì ôèçè÷åñêèå àðãóìåíòû, ïîçâîëÿþùèå âîññòàíîâèòü âèä δC(k)
íà êîëè÷åñòâåííîì óðîâíå.

Ïîñêîëüêó íàñòîÿùàÿ äàëüíÿÿ àñèìïòîòèêà U(r) äàåòñÿ ñ ïîìîùüþ (5.10), ìîæíî
íàéòè ïîâåäåíèå C(k) íà ìàëûõ k, èëè, òî÷íåå ãîâîðÿ δC(k), ïðåîáðàçóÿ (5.10) ïî
Ôóðüå:

δC(k) =

(∫
aDdDr

εoutr
ei(k·r)

)−1

≈ εouta

−
1

2 ln(|k|a)
, äëÿ D = 1

|k|a/2π, äëÿ D = 2

(5.14)

è îêîí÷àòåëüíî

C(k) = Cgap


(ka)2 − 1

Λ ln(|k|a)
, äëÿ D = 1

(ka)2 +
|k|a
πΛ

, äëÿ D = 2

(5.15)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïîïðàâêà â ñàìîì äåëå íåàíàëèòè÷íà è â ñàìîì
äåëå äîìèíèðóåò íà ìàëûõ k.

Íóæíî èìåòü â âèäó, ÷òî îñíîâíîé ðåçóëüòàò (5.15) â ôîðìå ñóììû äâóõ âêëàäîâ
íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëîé ìåæäó äâóìÿ ïðåäåëüíûìè ñëó÷à-
ÿìè: îí òàêæå âåðåí, êîãäà îáà âêëàäà èìåþò îäèí ïîðÿäîê âåëè÷èíû; åäèíñòâåííîå
óñëîâèå åãî ïðèìåíèìîñòè åñòü k � a−1. Â ñàìîì äåëå, ôîðìóëà (5.15) ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé äâà ïåðâûõ ÷ëåíà â ðàçëîæåíèè C(k) ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó Λ−1.

×òîáû óâèäåòü êðîññîâåð îò íèçêîðàçìåðíîé ê 3D ýëåêòðîñòàòèêå, íóæíî îïðå-
äåëèòü C(r) è U(r), èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (5.15). Ìû ñäåëàåì ýòî òîëüêî äëÿ 2D
ñëó÷àÿ, ò.ê. íå çàíèìàåìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïðûæêîâîé ïðîâîäèìîñòè â 1D, íî ñîîò-
âåòñòâóþùèé âûâîä äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ ìîæíî íàéòè â íàøåé ðàáîòå [29].

5.1.3 Äâóìåðíûé ñëó÷àé: ïåðåõîä îò 2D ê 3D ýëåêòðîñòàòèêå

Äåëàÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íèæíåé ñòðî÷êè â (5.14), ìû ïîëó÷àåì

C(2D)(r) =
Csola

3

π

∫
d2k

(2π)2
|k|e−i(k·r) = −Csol

2π2

(a
r

)3

, (5.16)

äëÿ áîëüøèõ ðàññòîÿíèé r � a. Òàêèì îáðàçîì, õâîñò C(2D)(r) íà áîëüøèõ r �
a ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ïîïðàâî÷íûì ÷ëåíîì, ïðîïîðöèîíàëüíûì Csol. Çàìåòüòå
òàêæå, ÷òî íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû Cij îòðèöàòåëüíû, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îáùåìó
òðåáîâàíèþ (ñì. [33]). Àíàëîãè÷íî, èç íèæíåé ñòðî÷êè (5.15) ìû ïîëó÷àåì

U (2D)(r) =
e2

Cgap

F (2D)
(
r/r(2D)

c

)
, (5.17)

ãäå

r(2D)
c = πaΛ� a, (5.18)
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åñòü õàðàêòåðíûé ìàñøòàá ðàññòîÿíèÿ, íà êîòîðîì ïðîèñõîäèò êðîññîâåð, à óíèâåð-
ñàëüíàÿ ôóíêöèÿ

F (2D)(z) ≡ 1

2π

∫ ∞
0

J0(zt)
dt

t+ 1
=

1

4
[H0(z)− Y0(z)] (5.19)

ìîæåò áûòü âûðàæåíà ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ñòðóâå H0(z) è ôóíêöèè Íåéìàíà Y0(z).
Òàêîé æå ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí ðàíåå â ðàáîòå [34], ãäå èñïîëüçîâàëàñü àíàëîãèÿ
ñ çàäà÷åé îá ýêðàíèðîâêå òî÷å÷íîãî çàðÿäà, ïîìåùåííîãî â èçîëèðóþùóþ ïëåíêó,
ðåøåííîé Êåëäûøåì [35]

Ðèñ. 5.1: Ãðàôèê ôóíêöèè F (z),
îïðåäåëåííîé â (5.19). Åå àñèìï-
òîòèêè äëÿ áîëüøèõ è ìàëûõ
àðãóìåíòîâ ïîêàçàíû ïóíêòèðíîé
ëèíèåé.

Îáùèé âèä ôóíêöèè F ïîêàçàí íà ðèñ.5.1. Åå àñèìïòîòèêè

F (2D)(z) ≈ 1

2π

{
ln(1/z), for z � 1,

1/z, for z � 1.
(5.20)

âîñïðîèçâîäÿò âûðàæåíèå (5.10) (íèæíÿÿ ñòðîêà) è 2D-âåðñèþ âûðàæåíèÿ (5.7) (âåðõ-
íÿÿ ñòðîêà). Áîëåå òîãî, ñðàâíèâàÿ (5.20) ñ (5.7), ìîæíî îïðåäåëèòü íåèçâåñòíóþ
êîíñòàíòó b(2D) âõîäÿùóþ â âûðàæåíèå (5.7):

b(2D) =
1

2π
ln Λ� 1. (5.21)

Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàò (5.17) îïèñûâàåò ãëàäêèé êðîññîâåð îò 2D ýëåêòðîñòàòèêè,
ïðèâÿçàííîé ê äâóìåðíîìó ìàññèâó ãðàíóë, ê îáû÷íîé 3D ýëåêòðîñòàòèêå, êîòîðàÿ
âñòóïàåò â ñâîè ïðàâà, êîãäà ïðîñòðàíñòâåííûé ìàñøòàá ïðåâûøàåò r

(2D)
c . Ýíåðãèÿ

îòòàëêèâàíèÿ äâóõ ýëåêòðîíîâ, ïîìåùåííûõ íà ðàññòîÿíèå r äðóã îò äðóãà

V (r) = ECF
(2D)(r/r(2D)

c ), Ec = e2/2Cgap. (5.22)

ðàâíà Ec ln Λ/2π äëÿ áëèæàéøèõ ñîñåäåé (r = a) è óìåíüøàåòñÿ î÷åíü íåçíà÷èòåëüíî

(ëîãàðèôìè÷åñêè) íà ðàññòîÿíèÿõ âïëîòü äî r ∼ r
(2D)
c , ãäå íà÷èíàåò äåéñòâîâàòü

îáû÷íûé òðåõìåðíûé çàêîí Êóëîíà V (r) = e2/εoutr.
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Íà ýòîì ìû çàêàí÷èâàåì îïèñàíèå ìàòðèöû âçàèìîäåéñòâèÿ Û , íî íóæíî åùå
ðàçîáðàòüñÿ ñ âèäîì ìàòðèöû K̂. Îíà íóæíà äëÿ âû÷èñëåíèÿ âûñîò ïîëÿðîííûõ
áàðüåðîâ W ïî ôîðìóëå (2.25). Â ýòîé ðàáîòå ìû ðàññìîòðèì òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà
âñå áàðüåðû îäèíàêîâû, è áóäåì âîñïðèíèìàòü W êàê íåêóþ ôåíîìåíîëîãè÷åñêóþ
ïîñòîÿííóþ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå îáñóæäåíèå ìàòðèöû K̂ ìû òîæå îòëîæèì íà áóäóùåå,
à ñåé÷àñ îòìåòèì ëèøü, ÷òî åå íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû óáûâàþò ñ ðàññòîÿíèåì, êàê
ïðîèçâîäíàÿ îò Êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

5.2 ×àñòîòà ïåðåõîäîâ

Ïîëíîãî àíàëèòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ïðûæêîâîé ïðîâîäèìîñòè ñ ïåðåìåííîé äëèíîé
ïðûæêà â ïðèñóòñòâèè äàëüíîäåéñòâóþùåãî Êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ê ñîæà-
ëåíèþ, íå ñóùåñòâóåò ïî ñåé äåíü, õîòÿ êà÷åñòâåííîå ïîíèìàíèå âîçíèêëî äîâîëüíî
äàâíî (ñì [2]). Äàëüíîäåéñòâóþùåå âçàèìîäåéñòâèå ñîçäàåò êîððåëÿöèè â ðàñïðåäåëå-
íèè ýëåêòðîíîâ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè ñèñòåìû, ÷òî âûðàæàåòñÿ êðèòåðèåì Ýôðîñà-
Øêëîâñêîãî:

εi − εj − εint
ij > 0 äëÿ ëþáûõ ñîñòîÿíèé i, j (5.23)

Ýòè êîððåëÿöèè â èòîãå ïðèâîäÿò ê íàëè÷èþ ìÿãêîé ùåëè â ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé íà
óðîíå Ôåðìè, ÷òî, â êîìáèíàöèè ñ àðãóìåíòàìè Ìîòòà, ïðèâîäèò ê çàêîíó ïðîâîäè-
ìîñòè Ýôðîñà-Øêëîâñêîãî.

Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü â îïèñàíèè VRH â ãðàíóëèðîâàííûõ ñèñòåìàõ âîçíè-
êàåò, êîãäà ìû ïûòàåìñÿ ïðîèçâåñòè Ò-óïîðÿäî÷åíèå â (3.8). Â îáùåì ñëó÷àå íåäèà-
ãîíàëüíûõ ìàòðèö Û , K̂ íåëüçÿ ïðîèçâîäèòü ýòî óïîðÿäî÷åíèå â ïîäïðîñòðàíñòâå
êàæäîé ãðàíóëû îòäåëüíî. Îäíàêî, êàê óòâåðæäàëîñü â ðàáîòå [13] â ñëó÷àå ÷èñòî
óïðóãîãî ëèáî ÷èñòî íåóïðóãîãî ìíîãîêðàòíîãî êîòóííåëèðîâàíèÿ âçàèìîäåéñòâèå
ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíî êîðîòêîäåéñòâóþùèì. Îáîñíîâàíèå òàêîãî óòâåðæäåíèÿ ïðè-
âåäåíî â äèññåðòàöèè [31].

Â îòñóòñòâèå ïîëÿðîííîãî ýôôåêòà êîíäàêòàíñ ìåæäó äâóìÿ óäàëåííûìè ðåçî-
íàíñíûìè ãðàíóëàìè áûë ïîëó÷åí â [13]

gij ∝ exp
(
−εij
T

)
(
gδÃ1

Ec

)N
, elastic(

e2Ã2g∆̃2

4N 2E2
c

)N
, inelastic

(5.24)

ãäå Ã1, Ã2 � íåèçâåñòíûå êîíñòàíòû , à

εij =

{
max{|εi|, |εj|}, if εiεj > 0

|εi − εj| − ε(int)
ij , if εiεj < 0

(5.25)

∆̃ij =

{
εi − εj, if εiεj > 0
(εi − εj)− εint

ij sgn(εi − εj), if εiεj < 0
(5.26)

Òàêèì îáðàçîì, ýôôåêò âçàèìîäåéñòâèÿ â ýòîì ñëó÷àå ñâîäèëñÿ òîëüêî ê èçìåíå-
íèþ (ñ ó÷åòîì âçàèìîäåéñòâèÿ) îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí ∆̃ij è εij è ê ïåðåíîðìèðîâêå
(íåèçâåñòíîé) êîíñòàíò A1, A2.

Ïðè îäíîâðåìåííîì ó÷åòå ïîëÿðîííîãî ýôôåêòà è äàëüíîäåéñòâóþùåãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ àêêóðàòíî îïðåäåëèòü âèä ñòåïåííîãî ìíîæèòåëÿ íàì íå óäàëîñü. Óñëîâíî
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ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî êîíñòàíòû ñòàíîâÿòñÿ íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè F1, F2 ïàðàìåò-
ðîâ D, W, NT, T∗ ∼ (Ecδ)

1/2, ïðè÷åì âèä ýòèõ ôóíêöèé çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî
çàêîíà, ïî êîòîðîìó âçàèìîäåéñòâèå óáûâàåò ñ ðàññòîÿíèåì.

Âìåñòå ñ òåì, ãëàâíàÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ çàâèñèìîñòü gij îò òåìïåðàòóðû, ê ñ÷à-
ñòüþ, ìîæåò áûòü íàéäåíà: îíà èìååò òîò æå (ñ òî÷íîñòüþ äî èçìåíåííûõ îïðåäåëå-
íèé (5.25), (5.26)), ÷òî è â êîðîòêîäåéñòâóþùåì ñëó÷àå. Â ðåçóëüòàòå

glr ∝ exp

(
−εij
T
−

D2
ij

16WijT

)
[
gδ
Ec
F1(D,W,NT, T∗)

]N
, elastic[

e2g∆̃2

4N 2E2
c
F2(D,W,NT, T∗)

]N
, inelastic

(5.27)

ãäå Dij = |∆̃ij| − 4Wij, à Wij îïðåäåëåíî âûðàæåíèåì

Wij =
1

8

{[
ÛK̂−1Û

]
ii

+
[
ÛK̂−1Û

]
jj
− 2

[
ÛK̂−1Û

]
ij

}
, (5.28)

êîòîðîå ñëåäóåò èç ôîðìóëû (2.25). Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî âèä ôóíêöèé F1, F2 íàì
íåèçâåñòåí, ìû çíàåì òîëüêî, ÷òî ïðè ñëàáîì ïîëÿðîííîì ýôôåêòå (5.27) äîëæíî
ïåðåéòè â (5.24), òî åñòü F1, F2 äîëæíû ïðåâðàòèòüñÿ â êîíñòàíòû Ã1, Ã2 ïîðÿäêà
åäèíèöû (÷èñëåííûå èõ çíà÷åíèÿ òîæå, âïðî÷åì, íåèçâåñòíû) .

Ïðåæäå ÷åì ïðèìåíÿòü ñòàíäàðòíûå àðãóìåíòû Ýôðîñà-Øêëîâñêîãî ê ñåòêå ïðî-
âîäèìîñòåé (5.27), íóæíî óñòàíîâèòü âèä ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé âáëèçè óðîâíÿ Ôåðìè.

5.3 Êóëîíîâñêàÿ ùåëü â ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé

Õîðîøî èçâåñòíî [2], ÷òî äëÿ Êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â âèäå (5.8) ïëîòíîñòü
ñîñòîÿíèé èìååò ìÿãêóþ êâàäðàòè÷íóþ ùåëü íà óðîâíå Ôåðìè â òðåõìåðíîé ñèñòåìå:

ν(3D)(ε) =
3κ3ε2

πe6
(5.29)

Åñëè áû âçàèìîäåéñòâèå â äâóìåðíîì ñëó÷àå òàêæå èìåëî âèä e2/r, ìÿãêàÿ Êóëî-
íîâñêàÿ ùåëü èìåëà áû âèä

ν(2D)(ε) =
2|ε|
πe4

(5.30)

Îäíàêî, ñîãëàñíî (5.17), ãîëûé Êóëîí óñòàíàâëèâàåòñÿ òîëüêî íà ðàññòîÿíèÿõ
r ≥ rc. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íà ýíåðãèÿõ ε . Ec ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ïî-ïðåæíåìó èìååò
âèä (5.30), íî îíà äîëæíà áûòü âèäîèçìåíåíà íà áîëüøèõ ýíåðãèÿõ ε & Ec. Âû÷èñëå-
íèå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ñàìîñîãëàñîâàííîãî óðàâíåíèÿ [30] ïîêàçûâàåò, ÷òî ïëîòíîñòü
ñîñòîÿíèé ïðèáëèçèòåëüíî ïîñòîÿííà â øèðîêîé îáëàñòè ýíåðãèé, áîëüøèõ ÷åì Ec,
ñì. ðèñ. 5.2.

Ïðîñòûå îöåíêè ïîêàçûâàþò, ÷òî â áîëüøèíñòâå ðåàëüíûõ ñèñòåì rc íå î÷åíü
âåëèêî. Íàïðèìåð, äëÿ ñôåðè÷åñêèõ ãðàíóë, óïàêîâàííûõ â êâàäðàòíóþ ðåøåòêó,
êðèòè÷åñêîå ðàññòîÿíèå rc/a = π

4
εgap ln a

d
. Åñëè a/d ∼ 10− 20 è ïðîñòðàíñòâî ìåæäó

ãðàíóëàìè çàïîëíåíî äèýëåêòðèêîì ñ κout ∼ 1, òî ìû èìååì rc/a ≈ 2. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
ïðîìåæóòî÷íàÿ îáëàñòü ñèëüíîãî äâóìåðíîãî Êóëîíà íåâàæíà äëÿ ïðûæêîâîé ïðî-
âîäèìîñòè. Áîëåå òîãî, åñëè ñèñòåìà ïîìåùåíà íà èçîëèðóþùóþ ïîäëîæêó c áîëüøîé
κout, òî rc íóæíî åùå ðàçäåëèòü íà ýòó áîëüøóþ κout, ÷òî ñäåëàåò åãî åùå ìåíüøå. Â
ëþáîì ñëó÷àå, äëÿ íà÷àëà ðàçóìíî ñîñðåäîòî÷èòüñÿ íà ñëó÷àå, êîãäà ïðûæêè ïðî-
èñõîäÿò íà ðàññòîÿíèÿ, ïðåâûøàþùèå rc.
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Ðèñ. 5.2: Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé â ïëîòíî óïàêîâàííîì äâóìåðíîì ìàññèâå.

5.4 Ïðîâîäèìîñòü

Ïðèìåííÿ äàëåå ñòàíäàðòíûå àðãóìåíòû Ýôðîñà-Øêëîâñêîãî ê ñëó÷àþ ñëàáîãî ïî-
ëÿðîííîãî ýôôåêòà (5.24) ñ ïëîòíîñòüþ ñîñòîÿíèé (5.29) è (5.30), ìû ïîëó÷àåì, êàê
è â [13], ÷òî ïðîâîäèìîñòü ñëåäóåò çàêîíó Ýôðîñà-Øêëîâñêîãî ñ TES = L(T )Ec, ãäå

L(T ) =

 c1 ln
(

Ec

gδÃ1

)
, T � Tc

c1 ln
(

4E2
c

e2Ã2gT 2L2

)
, T � Tc

(5.31)

à òåìïåðàòóðà êðîññîâåðà ìåæäó óïðóãèì è íåóïðóãèì ïðåäåëàìè åñòü Tc ∼ T∗/L;
÷èñëåííàÿ êîíñòàíòà c1 ïîðÿäêà åäèíèöû è çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà è
ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ óïàêîâêè ãðàíóë.

Â ñëó÷àå ñèëüíîãî ïîëÿðîííîãî ýôôåêòà â ïðîâîäèìîñòè ãëàâíûì áóäåò ïîñòî-
ÿííûé ìíîæèòåëü exp{−W/T}. Îïòèìàëüíàÿ êðèòè÷åñêàÿ ïîäñåòêà ñîïðîòèâëåíèé
áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ èç óñëîâèÿ îïòèìèçàöèè ñëåäóþùåãî ïî âåëè÷èíå ìíîæèòåëÿ

exp

{
− ε̃ij
T

}
[. . .]N ,

ε̃ij =

{
|εi|+ |εj|, εiεj > 0

|εi|+ |εj| − εint
ij , εiεj < 0

(5.32)

÷òî ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ äîïîëíèòåëüíîãî ÷ëåíà òèïà Ýôðîñà-Øêëîâñêîãî â
êà÷åñòâå îòíîñèòåëüíî ìàëîé äîáàâêè (õîòÿ åå àáñîëþòíî çíà÷åíèå âåëèêî):

σ ∝ exp

{
−W
T
−
(
T ′ES
T

)1/2
}

(5.33)

ãäå T ′ES îòëè÷àåòñÿ îò TES ÷èñëåííîé êîíñòàíòîé (c2 âìåñòî c1) è ïðèñóòñòâèåì äî-
ïîëíèòåëüíûõ ôóíêöèé F1,2 â îïðåäåëåíèè âåëè÷èíû L, ñì. (5.27), (5.31).

Ïåðåõîä îò ýëåêòðîííûõ ê ïîëÿðîííûì ïðûæêàì ïðîèñõîäèò ïðè òåìïåðàòóðå

Tact ∼
W 2

TES
(5.34)

Ñîîòíîøåíèå (5.34) ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî îáùèì: îíî ïðèìåíèìî äëÿ âñåõ òèïîâ ïîëÿ-
ðîíîâ (â ñëó÷àå ñ ïîñòîÿííîé âûñîòîé ïîëÿðîííîãî áàðüåðà) â òâåðäûõ ìàòåðèàëàõ, â
ìàññèâàõ ïîëóïðîâîäíèêîâûõ êâàíòîâûõ òî÷åê è â ãðàíóëèðîâàííûõ ìåòàëëàõ. Íàì
íå óäàëîñü íàéòè ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå äëÿ òàêîãî ïåðåõîäà â ãðàíóëèðîâàí-
íîì ìåòàëëå, íî äàííûå èç [21] ïî ïîëÿðîííîìó ýôôåêòó â ìàññèâàõ Ge/Si êâàíòîâûõ
òî÷åê ïîäòâåðæäàþò ðåçóëüòàò (5.34) ñ ÷èñëåííûì êîýôôèöèåíòîâ ≈ 0.25.
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Ãëàâà 6

Çàêëþ÷åíèå

6.1 ×òî óæå óäàëîñü ñäåëàòü

• Ïðåæäå âñåãî, äîñòèãíóòî êà÷åñòâåííîå ïîíèìàíèå ôèçè÷åñêîãî ìåõàíèçìà, îò-
âåòñòâåííîãî çà îáðàçîâàíèå ïîëÿðîíîâ â ãðàíóëèðîâàííûõ ìåòàëëàõ.

• Ïîëó÷åíà îñíîâíàÿ ôîðìóëà (3.33) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷àñòîòû ýëåêòðîííûõ ïå-
ðåõîäîâ ìåæäó ðåçîíàíñíûìè ãðàíóëàìè â ìîäåëè êîðîòêîäåéñòâóþùåãî âçà-
èìîäåéñòâèÿ â ïðèñóòñòâèè ïîëÿðîííîãî ýôôåêòà, à òàêæå åå óïðîùåííûå âà-
ðèàíòû äëÿ ñëó÷àÿ ñëàáîãî (3.45) è ñèëüíîãî (3.49) ïîëÿðîííîãî ýôôåêòà.

• Â ìîäåëè êîðîòêîäåéñòâóþùåãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïîìîùüþ òåîðèè ïåðêîëÿöèè
íàéäåíà çàâèñèìîñòü ïðîâîäèìîñòè îò òåìïåðàòóðû (4.19), êîòîðàÿ îïèñûâà-
åò ïåðåõîä îò çàêîíà Ìîòòà ê çàêîíó Àððåíèóñà. Îòäåëüíî îïèñàí ïåðåõîä îò
óïðóãîãî ê íåóïðóãîìó êîòóííåëèðîâàíèþ â ðåæèìå ýëåêòðîííûõ è ïîëÿðîí-
íûõ ïðûæêîâ. Àíàëèç ïðîâåäåí äëÿ ñëó÷àÿ ïîñòîÿííîé âûñîòû ïîëÿðîííîãî
áàðüåðà.

• Äëÿ ðåãóëÿðíûõ ïëîòíî óïàêîâàííûõ ìàññèâîâ ìåòàëëè÷åñêèõ ãðàíóë íàéäåíà
îáðàòíàÿ ìàòðèöà åìêîñòåé â òðåõìåðíîì (5.8) è äâóìåðíîì (5.17) ñëó÷àÿõ.
Ýòîò ðåçóëüòàò íàìè óæå îïóáëèêîâàí â ñòàòüå [29].

• Ïðîàíàëèçèðîâàí ñëó÷àé äàëüíîäåéñòâóþùåãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ñ ïîìîùüþ êà-
÷åñòâåííûõ àðãóìåíòîâ Ýôðîñà-Øêëîâñêîãî ïîëó÷åíà ïðîâîäèìîñòü. Íàéäå-
íà óíèâåðñàëüíàÿ òåìïåðàòóðà âîçíèêíîâåíèÿ ñèëüíîãî ïîëÿðîííîãî ýôôåêòà
(5.34), ïðè êîòîðîé äîëæåí ïðîèñõîäèòü êðîññîâåð ìåæäó çàêîíîì Ýôðîñà-
Øêëîâñêîãî è çàêîíîì Àððåíèóñà.

6.2 ×òî åùå ïðåäñòîèò ñäåëàòü

• Îïðåäåëèòü, êàê áóäåò âûãëÿäåòü ïðîâîäèìîñòü ïðè äðóãèõ ôóíêöèÿõ ðàñïðå-
äåëåíèÿ áàðüåðîâ, â ÷àñòíîñòè òàêèõ, êîòîðûå èìåþò ñòåïåííûå èëè ýêñïîíåí-
öèàëüíûå õâîñòû â íóëå.

• Äîáàâèòü â ãàìèëüòîíèàí êèíåòè÷åñêîå ñëàãàåìîå, êîòîðîå ïîçâîëèò ïåðåìåí-
íûì q òóííåëèðîâàòü. Ýòî îòêðûâàåò äîïîëíèòåëüíûé ñïîñîá ïðåîäîëåíèÿ áà-
ðüåðà, êîòîðûé, êàê èçâåñòíî, äîëæåí äîìèíèðîâàòü íàä àêòèâàöèîííûì ïðè
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íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ. ×àñòü ðàáîòû â ýòîì íàïðàâëåíèè óæå ñäåëàíà, â ÷àñò-
íîñòè, ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ ÷àñòîòû ïåðåõîäîâ, ïîäîáíàÿ (3.33).

6.3 Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð ýòîé ðàáîòû âûñêàçûâàåò îãðîìíóþ áëàãîäàðíîñòü Àëåêñåþ Ñîëîìîíîâè÷ó
Èîñåëåâè÷ó çà ìíîæåñòâåííûå ñîâåòû è ïîìîùü â ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è.
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