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×àñòü I

Ââåäåíèå

Ôèçè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ñâåðõïðîâîäèìîñòü ïðåäîñòàâëÿåò åñòåñòâåííûé èñòî÷íèê çàïóòàííîñòè ìåæó ýëåêòðîíà-

ìè, ñâÿçàííûìè â êóïåðîâñêèõ ïàðàõ. Îñîáåííî èíòåðåñíûì ýòîò ôàêò äåëàåò âîçìîæíîñòü

ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ðàçäåëåíèÿ ïàðû íà îòäåëüíûå ýëåêòðîíû è èõ ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàç-

íåñåíèÿ.

Ñâîéñòâà ïîäîáíûõ ñèñòåì àêòèâíî èçó÷àþòñÿ êàê òåîðåòè÷åñêè [1]- [4] òàê è ýêñïåðè-

ìåíòàëüíî [5]- [8]. Îäíàêî îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ñõåìàì ðàçäåëåíèÿ, îñíîâàííûì íà

êâàíòîâûõ òî÷êàõ.

Äðóãîé æå ñïîñîá ðàçäåëåíèÿ êóïåðîâñêèõ ïàð ñîñòîèò â ôèëüòðàöèè ñïèíîâ ñ ïîìîùüþ

ñèëüíûõ ôåððîìàãíåòèêîâ. Íàïðèìåð, ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïîëóìåòàëëè÷åñêèå ôåððî-

ìàãíåòèê, â êîòîðûõ íåâûãîäíàÿ ñïèíîâàÿ ïîäçîíà íàõîäèòñÿ âûøå ïîâåðõíîñòè Ôåðìè. Â

ñòàòüÿõ [2], [4] ñîîáùàåòñÿ îá ýêñïåðèìåíòàëüíîé ðåàëèçàöèè ãèáðèäíûõ ñòðóêòóð, ñîäåðæà-

ùèõ ñâåðõïðîâîäíèêè è òàêèå ôåððîìàãíåòèêè.

Îòñóòñòâèå âòîðîé ñïèíîâîé ïîäçîíû íå ïîçâîëÿò öåëîé êóïåðîâñêîé ïàðå ïðîéòè ÷åðåç

ïîëóìåòàëëè÷åñêèé ïðîâîä. Îäíàêî åñëè â ñèñòåìå èìååòñÿ äâà òàêèõ ïðîâîäîâ-ðóêàâîâ ñ

íåïàðàëëåëüíûìè íàìàãíè÷åííîñòÿìè, òî ïàðà ðàçäåëèòñÿ, è çàïóòàííûå ýëåêòðîíû ðàçîé-

äóòñÿ â ðàçíûå ðóêàâà. Ýòî äàåò ìåõàíèçì ðàçäåëåíèÿ ïàð. Êðîìå òîãî, èçìåíåíèå âçàèìíîé

îðèåíòàöèè íàìàãíè÷åííîñòåé ðàçëè÷íûõ ÷àñòåé îáðàçöà è ïðèëîæåíèå âíåøíåãî ìàãíèòíî-

ãî ïîòîêà äåëàåò ïðîöåññ ðàçäåëåíèÿ óïðàâëÿåìûì.

Ìîòèâàöèåé äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ýêñïåðèìåíò, êîòîðûé ñîáèðàåòñÿ ïðîâåñòè ýêñïå-

ðèìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ÈÔÒÒ ÐÀÍ.

Ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé SQUID - êîëüöî, â êîòîðîì â ðîëè äæîçåôñîíîâñêèõ êîí-

òàêòîâ âûñòóïàþò ïðîñòàâêè èç ïîëóìåòàëëè÷åñêîãî ôåððîìàãíåòèêà. Äðóãàÿ âîçìîæíàÿ

ðåàëèçàöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîñòèê ìåæäó ñâåðõïðîâîäÿùèìè ðåçåðâóàðàìè, ñîñòîÿùèé

èç äâóõ áëèçêî ðàñïîëîæåííûõ ôåððîìàãíèòíûõ ïðîâîëî÷åê.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåëè÷èíà ñâåðõïðîâîäÿùåãî òîêà â òàêîé ñèñòåìå äîëæíà ñèëüíî

çàâèñåòü îò âçàèìíîé îðèåíòàöèè íàìàãíè÷åííîñòåé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íàìàãíè÷åííîñòè

ñîíàïðàâëåíû, òî ïàðà íå ìîæåò ïðîéòè íè ïî îäíîìó èç ïðîâîäîâ. Äàæå ðàçäåëèâøèñü

ýëåêòðîíû íå ñìîãóò ïðîéòè ÷åðåç ñèñòåìó, òàê êàê îäèí èç íèõ áóäåò çàäåðæàí ñïèíîâûì

ôèëüòðîì. Íî êîãäà íàìàãíè÷åííîñòè íàïðàâëåíû ïðîòèâîïîëîæíî, ïàðà ìîæåò ðàçäåëèòü-

ñÿ, è êàæäûé èç ýëåêòðîíîâ ïðîéäåò ïî ñâîåìó ðóêàâó, ïîñëå ÷åãî ïàðà áóäåò âîññòàíîâëåíà

íà ïðîòèâîïîëîæíîì êîíöå ïåðåõîäà.
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Ïëàí

Îñíîâíîé çàäà÷åé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå àíäðååâñêèõ óðîâíåé â òàêîé ñèñòåìå ñ

ôåððîìàãíèòíûì äåëèòåëåì. Ïëàíèðóåòñÿ ñäåëàòü ýòî â ôîðìàëèçìå ìàòðèö ðàññåÿíèÿ.

Ïîýòîìó â ÷àñòè II ââîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ôîðìóëèðóåòñÿ ìåòîä ìàòðèö ðàññåÿíèÿ.

Íà äàííûé ìîìåíò çàâåðøåí ïîäãîòîâèòåëüíûé ýòàï: ðåøåíà çàäà÷à îá àíäðååâñêèõ óðîâ-

íÿõ è îá ýôôåêòå Äæîçåôñîíà â SFS - ïåðåõîäå III. Ýòà çàäà÷à íå èìååò ïðÿìîãî îòíîøåíèÿ

ê ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå. Òàêæå âî ìíîãîì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íå ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Îäíàêî åå ðåøåíèå íåîáõîäèìî äëÿ âûÿñíåíèÿ ñïåöèôèêè ïðîöåññîâ â ñèñòåìàõ ñ ñèëüíûìè

ôåððîìàãíåòèêàìè. Òàêæå åå ðåøåíèå ïîçâîëÿåò îòðàáîòàòü âñå íåîáõîäèìûå òåõíè÷åñêèå

âîïðîñû.

Â ÷àñòè IV îáñóæäàåòñÿ èññëåäóåìàÿ ñèñòåìà ñ ôåððîìàãíèòíûì äåëèòåëåì. Íà äàííûé

ìîìåíò èñ÷åðïûâàþùåãî ðåøåíèÿ çàäà÷è íå ïîëó÷åíî. Íî íàéäåíû ìîäåëè, ñ ïîìîùüþ êî-

òîðûõ ñèñòåìà ìîæåò áûòü îïèñàíà. Òàêæå â ýòîì ðàçäåëå êðàòêî ïðèâåäåíû íà÷àëüíûå

ðåçóëüòàòû èõ ïðèìåíåíèÿ.

Íà îñíîâàíèè âûâîäîâ ýòîé ÷àñòè â Çàêëþ÷åíèè V ôîðìóëèðóåòñÿ ïëàí äàëüíåéøèõ

äåéñòâèé.

×àñòü II

Àíäðååâñêèå óðîâíè â ôîðìàëèçìå

ìàòðèö ðàññåÿíèÿ

1 Óðàâíåíèå Áîãîëþáîâà - äåÆåíà

1.1 Ãàìèëüòîíèàí ÁÊØ

Ãàìèëüòîíèàí ìîäåëè ÁÊØ èìååò âèä

Ĥ =
∫
d3r Ψ†α(r) ·H(1)

αβ ·Ψβ(r)− g
∫
d3r Ψ†↑(r)Ψ

†
↓(r)Ψ↓(r)Ψ↑(r) (1)

ãäå g - êîíñòàíòà ñïàðèâàíèÿ â ñâåðõïðîâîäíèêå, à îäíî÷àñòè÷íûé ãàìèëüòîíèàí èìååò âèä:

H
(1)
αβ = δαβ ·

(
p2

2m
− µ

)
− ~h~σαβ (2)

Çäåñü µ - ýíåðãèÿ Ôåðìè, h - ýôôåêòèâíîå îáìåííîå ïîëå ôåððîìàãíåòèêà, èìåþùåå ðàçìåð-

íîñòü ýíåðãèè.
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1.2 Ïðèáëèæåíèå ñðåäíåãî ïîëÿ

Êëþ÷åâûì äëÿ ïðèáëèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî êîíäåíñàò ñîäåðæèò â ñðåäíåì ìàê-

ðîñêîïè÷åñêè áîëüøîå ÷èñëî N � 1 êóïåðîâñêèõ ïàð. Èç-çà ýòîãî îïåðàòîðû Ψ†a(r),Ψa(r)

âåäóò ñåáÿ êàê êëàññè÷åñêèå âåëè÷èíû. Èíûìè ñëîâàìè îòíîñèòåëüíàÿ ôëóêòóàöèÿ ÷èñëà

ïàð èñ÷åçàþùå ìàëà è ïðîèçâåäåíèÿ òèïà Ψa(r)Ψa(r) ìîæíî ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ çàìåíèòü

íà èõ ñðåäíèå 〈Ψa(r)Ψa(r)〉.
Ýòî ïîçâîëÿåò íàïèñàòü ñëåäóþùåå ïðèáëèæåííîå ñîîòíîøåíèå:

Ψ†↑Ψ
†
↓Ψ↓Ψ↑ ≈ 〈Ψ

†
↑Ψ
†
↓〉 ·Ψ↓Ψ↑ + Ψ†↑Ψ

†
↓ · 〈Ψ↓Ψ↑〉 (3)

Îáîçíà÷èì

∆(r) = −g · 〈Ψ↓Ψ↑〉 (4)

Òîãäà

∆∗(r) = −g · 〈Ψ†↑Ψ
†
↓〉 (5)

Ïðèáëèæåííûé ãàìèëüòîíèàí èìååò âèä

Ĥeff =
∫
d3r Ψ†α(r) ·H(1)

αβ ·Ψβ(r)+

+
∫
d3r ∆(r) ·Ψ†↑(r)Ψ

†
↓(r) +

∫
d3r ∆∗(r) ·Ψ↓(r)Ψ↑(r)

(6)

1.3 Êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå

Òàê êàê ýôôåêòèâíûé ãàìèëüòîíèàí êâàäðàòè÷åí ïî Ψ - îïåðàòîðàì, îí ìîæåò áûòü

äèàãîíàëèçîâàí ñëåäóþùèì ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì

Ψ↑(r) =
∑

n γ̂n · U↑n + γ̂†n · V ∗↑n

Ψ↓(r) =
∑

n γ̂n · U↓n + γ̂†n · V ∗↓n

(7)

Êîýôôèöèåíòû Uσn(r), Vσn(r) ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè ôóíêöèÿìè, êîòîðûå íóæíî íàé-

òè. Íîâûå îïåðàòîðû γ̂n äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ôåðìèåâñêèì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøå-

íèÿì
{γ†n, γm} = δnm

{γn, γm} = 0
(8)

Ýòî íàêëàäûâàåò ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà êîýôôèöèåíòû ïðåîáðàçîâàíèÿ∑
n U
∗
αn(r) · Uβn(r

′
) + V ∗αn(r) · Vβn(r

′
) = δαβδ

(3)
(
r − r′

)
∑

n Uαn(r) · V ∗βn(r
′
) + V ∗αn(r)Uβn(r

′
) = 0

(9)
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1.4 Óðàâíåíèå Áîãîëþáîâà - äåÆåíà

Ïîñëå äèàãîíàëèçàöèè ãàìèëüòîíèàí äîëæåí èìåòü âèä

Heff =
∑
n

Enγ
†
nγn + Const (10)

èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî

[γn, Heff ] = Enγn

[
γ†n, Heff

]
= −Enγ†n

(11)

Ýòè óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿþò êîýôôèöèåíòû U, V ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Îäíàêî, óäîáíåå íà÷àòü ñ àíàëîãè÷íûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ Ψ îïåðàòîðîâ

[Ψ↑, Heff ] = H
(1)
↑↑ Ψ↑ +H

(1)
↑↓ Ψ↓ + ∆ ·Ψ†↓

[Ψ↓, Heff ] = H
(1)
↓↑ Ψ↑ +H

(1)
↓↓ Ψ↓ −∆ ·Ψ†↑

(12)

Ïîäñòàíîâêîé âûðàæåíèÿ äëÿ Ψ â êàæäîå èç óðàâíåíèé (12) ïîëó÷àþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

ñëåäóþùåé îïåðàòîðíîé ñòðóêòóðû

[Ψ↑, Heff ] →
∑

n γ̂n · An(r) + γ̂†n ·Bn(r) = 0

[Ψ↓, Heff ] →
∑

n γ̂n · Cn(r) + γ̂†n ·Dn(r) = 0
(13)

Â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå

An(r) = 0 Bn(r) = 0 Cn(r) = 0 Dn(r) = 0 (14)

Ýòè ÷åòûðå óðàâíåíèÿ â ÿâíîì âèäå ìîãóò áûòü çàïèñàíû êàê (èíäåêñ (1) ó H(1) îïóùåí)

En


U↑n

U↓n

V↑n

V↓n

 =


H↑↑ H↑↓ 0 ∆

H↓↑ H↓↓ −∆ 0

0 −∆∗ −H∗↑↑ −H∗↑↓
∆∗ 0 −H∗↓↑ −H∗↓↓

 ·

U↑n

U↓n

V↑n

V↓n

 (15)

Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Áîãîëþáîâà - äåÆåíà.

Ââåäåì ñîêðàùåííóþ çàïèñü ñèñòåìû (15)

EnΨn = ĤBdGΨn (16)

ãäå ĤBdG íàçîâåì ãàìèëüòîíèàíîì Áîãîëþáîâà - äåÆåíà. Äèàãîíàëèçàöèÿ ãàìèëüòîíèàíà

ÁÊØ è ïîèñê ñïåêòðà âîçáóæäåíèé ñèñòåìû ñâîäÿòñÿ ê íàõîæäåíèþ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

ââåäåííîãî ãàìèëüòîíèàíà.

Ïîñëå òîãî, êàê êîýôôèöèåíòû U, V íàéäåíû, ìîæíî âû÷èñëèòü ∆ è, òàêèì îáðàçîì

çàìêíóòü ñàìîñîãëàñîâàííîå ðåøåíèå. Äëÿ íàøèõ öåëåé äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü ∆ çàäàííûì.
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1.5 Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ãàìèëüòîíèàíà ÁäÆ

Çàäà÷à î íàõîæäåíèè ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà ñëîæíîé ñâåðõïðîâîäÿùåé ñèñòåìû ñâåäå-

íà ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (16). Åñëè ñèñòåìà ñîñòîèò èç îòäåëüíûõ ïðîñòûõ ÷àñòåé (÷òî èìååò

ìåñòî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå), òî ðàçóìíî ñíà÷àëà íàéòè ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îòäåëü-

íî äëÿ êàæäîé ÷àñòè, à ïîñëå ïðîöåäóðîé ñøèâêè ïîëó÷èòü ïîëíîå ðåøåíèå. Â ñëåäóþùèõ

ïóíêòàõ íàõîäÿòñÿ ñîáñòâåííûå ôóíêöèè äëÿ ôåððîìàãíåòèêà è ñâåðõïðîâîäíèêà.

Äëÿ óäîáñòâà â äàëüíåéøåì áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ íîâîé ñèñòåìîé åäèíèö, â êîòîðîé

~ = 1, µ = 1,m =
1

2
(17)

Â ýòîé ñèñòåìå kF = 1.

1.5.1 Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè äëÿ ôåððîìàãíåòèêà

Ýôôåêòû îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â ôåððîìàãíåòèêå ìîãóò áûòü îïèñàíû ñ ïîìîùüþ

ââåäåíèÿ â ãàìèëüòîíèàí çååìàíîâñêîãî ñëàãàåìîãî −hσ̂ ñ ýôôåêòèâíûì îáìåííûì ïîëåì

~h.

Îäíî÷àñòè÷íûé ãàìèëüòîíèàí (áåçðàçìåðíûé, ñì.17)

H(1) =
(
−i∇− e

c
A
)2

− 1− ~h~σ (18)

Íàïðàâèì îñü x âäîëü ïðîâîäà, îñè y è z - ïåðïåíäèêóëÿðíî. Îáìåííîå ïîëå ëåæèò â

ïëîñêîñòè y − z, ñîñòàâëÿÿ óãîë θ ñ îñüþ z:

hx = 0 hy = h · sin θ hz = h · cos θ (19)

Òàê êàê îäíèì èç îñíîâíûõ âîïðîñîâ ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå âëèÿíèÿ âíåøíåãî ìàãíèòíîãî

ïîòîêà íà àíäðååâñêèå óðîâíè è òîê-ôàçîâîå ñîîòíîøåíèå ïåðåõîäà, â ãàìèëüòîíèàí (18)

ââåäåí âåêòîð-ïîòåíöèàë.

×òîáû íå çàãðîìîæäàòü äàëüøåéøèå âûêëàäêè ñðàçó âûáåðåì ñëåäóþùóþ êàëèáðîâêó:

~A îòëè÷åí îò íóëÿ òîëüêî â ôåððîìàãíåòèêå è ðàâíîìåðíî �ðàçìàçàí� ïî ïðîâîäó. Òàê êàê

â ôåððîìàãíåòèêå âåêòîð-ïîòåíöèàë ïîñòîÿíåí, òî ïî ïðåæíåìó ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè

ãàìèëüòîíèàíà (18) ìîãóò áûòü âûáðàíû ïëîñêèå âîëíû, åãî ïðèñóòñòâèå ñâîäèòñÿ ëèøü ê

äîïîëíèòåëüíîìó íàáåãó ôàçû. Ýòî ïîçâîëÿåò îïóñòèòü ~A è âîññòàíîâèòü ñîîòâåòñòâóþùèå

ôàçû êîãäà ýòî áóäåò íåîáõîäèìî.

Òîãäà ãàìèëüòîíèàí ÁäÆ ïðèíèìàåò âèä:

Ĥ =


−∂2

x − 1− h cos θ ih sin θ 0 0

−ih sin θ −∂2
x − 1 + h cos θ 0 0

0 0 − [−∂2
x − 1− h cos θ] ih sin θ

0 0 −ih sin θ − [−∂2
x − 1 + h cos θ]


(20)
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Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

E = k2 − 1∓ h (21)

äëÿ ýëåêòðîíî-ïîäîáíûõ (äàëåå - ýëåêòðîíîâ) âîçáóæäåíèé è

E = −
[
k2 − 1∓ h

]
(22)

äëÿ äûðî÷íîïîäîáíûõ (äàëåå - äûðîê) âîçáóæäåíèé
(
E > 0,

∣∣∣~kh∣∣∣ < 1
)
.

Äâóõçîííûé ôåððîìàãíåòèê, h<1

Â ñëó÷àå êîãäà îáìåííîå ïîëå íå ïðåâûøàåò 1, â ôåððîìàãíåòèêå, íå çàòóõàÿ, ìîãóò

ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ âîçáóæäåíèÿ îáîèõ íàïðàâëåíèé ñïèíà (ñì. Ðèñ.18).

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ýëåêòðîíîâ èìåþò âèä

Ψe
↑ =

eixk
e
↑√
ke↑


cos θ

2

i sin θ
2

0

0

 Ψe
↓ =

eixk
e
↓√
ke↓


i sin θ

2

cos θ
2

0

0

 (23)

ke↑↓ =
√

1 + E ± h

äëÿ ñîîòâåòñòâåííî ýëåêòðîíîâ ñî ñïèíîì ââåðõ è âíèç. Åùå äâå ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóþò

ðàñïðîñòðàíÿþùèìñÿ â ïðîòèâîïîëæíîì íàïðàâëåíèè âîçáóæäåíèÿì, ôîðìàëüíî çàìåíå

k → −k.
Äëÿ äûðîê ñîáñòâåííûå ôóíêöèè èìåþò âèä (ñïèí ââåðõ è ñïèí âíèç ñîîòâåòñòâåííî)

Ψh
↑ =

eixk
h
↑√
kh↑


0

0

cos θ
2

−i sin θ
2

 Ψh
↓ =

eixk
h
↓√
kh↓


0

0

−i sin θ
2

cos θ
2

 (24)

kh↑↓ =
√

1− E ± h

àíàëîãè÷íî åùå äâå ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóþò çàìåíå k → −k è îïèñûâàþò ðàñïðîñòðàíÿþ-

ùèåñÿ â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè âîçáóæåäíèÿ.

Ïîëóìåòàëëè÷åñêèé ôåððîìàãíåòèê, h>1

Â ñëó÷àå, êîãäà îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå íàñòîëüêî ñèëüíî, ÷òî íåâûãîäíàÿ (ñïèí âíèç)

ñïèíîâàÿ ïîäçîíà îêàçûâàåòñÿ öåëèêîì íàä ïîâåðõíîñòüþ ôåðìè (ñì. Ðèñ.19), è âîçáóæäåíèÿ

ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ñïèíîì çàòóõàþò ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè âãëóáü. ×àñòè ôîðìóë (23) è (24),

ñîîòâåòñòâóþùèå ñïèíó ââåðõ îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè.
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Ðèñ. 1: Çàïîëíåíèå ñïèíîâûõ ïîäçîí â äâóõ-

çîííîì ôåððîìàãíåòèêå
Ðèñ. 2: Çàïîëíåíèå ñïèíîâûõ ïîäçîí â ïî-

ëóìåòàëëè÷åñêîì ôåððîìàãíåòèêå

Äëÿ ñïèí-↓ âîçáóæäåíèé

Ψe
↓ = e±xk

e
↓


i sin θ

2

cos θ
2

0

0

 Ψh
↓ = e±xk

h
↓


0

0

−i sin θ
2

cos θ
2


ke↓ =

√
h− 1− E kh↓ =

√
h− 1 + E

(25)

Ôóíêöèè íå ñîäåðæàò íîðìèðîâî÷íûõ ìíîæèòåëåé, òàê êàê íå ïåðåíîñÿò ïîòîêà.

1.5.2 Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè â ñâåðõïðîâîäíèêå

Â ñâåðõïðîâîäíèêå h = 0 è ~A = 0. Òàêæå, ïðåíåáðåãàÿ ýôôåêòàìè áëèçîñòè, ñ÷èòàåì ∆

íå çàâèñÿùåé îò êîîðäèíàò.

Ãàìèëüòîíèàí ïðèíèìàåò âèä

Ĥ =


k2 − 1 0 0 ∆eiϕ

0 k2 − 1 −∆eiϕ 0

0 −∆e−iϕ − (k2 − 1) 0

∆e−iϕ 0 0 − (k2 − 1)

 (26)

Ñïåêòð âîçáóæäåíèé

E2 = ∆2 +
(
k2 − 1

)2
(27)

Êàê óæå áûëî óïîìÿíóòî, â ñëó÷àå êîðîòêîãî êîíòàêòà íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî äñêðåòíûé

ñïåêòð ñîñòîÿíèé ñ ýíåðãèåé E < ∆.
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Ïîýòîìó ïåðâûå ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèè èìåþò âèä

Ψe↑h↓ = eix
√

1±i
√

∆2−E2


1

0

0

e−iϕ∓iχ

 Ψe↓h↑ = eix
√

1±i
√

∆2−E2


0

−1

e−iϕ∓iχ

0

 (28)

(åùå ÷åòûðå ôóíêöèé ïîëó÷àþòñÿ çàìåíîé x→ −x â ýêñïîíåíòàõ)

Íîðìèðîâî÷íûå ìíîæèòåëè íå íóæíû, òàê êàê ôóíêöèè çàòóõàþò ýêñïîíåíöèàëüíî è íå

ïåðåíîñÿò ïîòîêà.

Çäåñü óãîë χ îïðåäåëåí ñëåäóþùèì îáðàçîì

χ = arccos
[
E
∆

]
∈ (0, π)

sin(χ) =
√

1−
(
E
∆

)2 ∈ (0, 1)

cos(χ) = E
∆
∈ (−1, 1)

(29)

Çäåñü ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ ïîëóïðîâîäíèêîâîé êàðòèíû ñïåêòðà, ðàçðåøàÿ ýíåðãèè ïðèíè-

ìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Ïðè ýòîì ìû ñ÷èòàåì, ÷òî â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè âñå îòðèöà-

òåëüíûå óðîâíè çàíÿòû.

2 Ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ

2.1 Îïðåäåëåíèå

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (16) âî âñåé ñèñòåìå, íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè

ñøèâêè íà ãðàíèöàõ. Ýòà ïðîöåäóðà ïðîèçâîäèòñÿ â ôîðìàëèçìå ìàòðèö ðàññåÿíèÿ.

Ðèñ. 3: Ñèñòåìà ñ äâóìÿ òåðìèíàëàìè Ðèñ. 4: îòðàæåíèå îò áàðüåðà

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ïðîâîä (ñì. Ðèñ.3). Çàäà÷à î ñøèâêå âîëíîâîé ôóíêöèè â ëåâîì

è ïðàâîì ïîäâîäÿùèõ ÷àñòÿõ åñòü çàäà÷à ðàññåÿíèÿ íà öåíòðàëüíîé îáëàñòè. (Îòñþäà è

íàçâàíèå òåõíèêè).

Ðàññìîòðèì ëåâóþ ïîäâîäÿùóþ ÷àñòü. Âûáåðåì íåêîòîðûé áàçèñ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

A
(i)
1 (x), B

(i)
1 (x) ãàìèëüòîíèàíà (16). Ïðè ýòîì ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü äëÿ ñîñòîÿíèé A

(1)
i íàïðàâ-

ëåíà âïðàâî - íàëåòàþùàÿ âîëíà, ó äëÿ ñîñòîÿíèé B
(i)
1 - âëåâî, îòðàæåííàÿ âîëíà. Àíàëîãè÷íî

ïîñòóïàåì äëÿ ïðàâîãî êîíöà.

Òîãäà ìîæíî îò Ψ ïåðåéòè ê åå êîîðäèíàòàì â âûáðàííûõ áàçèñàõ

ΨL = a1A1 + b1B1

ΨR = a2A2 + b2B2

(30)
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Ðàçìåðíîñòü âåêòîðîâ ai,bi îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèéA
(j)
1 , B

(j)
1

è ðàçëè÷íà â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ. Òàê êàê ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü îäíîêàíàëüíûå ïðîâîäà,

âåêòîðû áóäóò ñîäåðæàòü ÷åòûðå êîìïîíåíòû - äâå äëÿ ýëåêòðîíîâ (äëÿ äâóõ ñïèíîâ), è äâå

äëÿ äûðîê.

Ðàññåÿíèå ôîðìàëüíî îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì(
b1

b2

)
= S

(
a1

a2

)
(31)

Îïåðàòîð S íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ðàññåÿíèÿ.

Áëî÷íàÿ ñòðóêòóðà âåêòîðîâ, ñâÿçàííûõ ìàòðèöåé S, ïîçâîëÿåò âûäåëèòü ñòðóêòóðó ñà-

ìîé ìàòðèöû

S =

(
r11 t12

t21 r22

)
(32)

Áëîêè r11, r22 îïèñûâàþò îòðàæåíèå îò ðàññåèâàòåëÿ. Áëîêè t12, t21 îïèñûâàþò ïðîõîæäå-

íèå âîëíû ñïðàâà-íàëåâî è ñëåâà-íàïðàâî ñîîòâåòñòâåííî.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïèñàòü îòðàæåíèå îò íåïðîíèöàåìîé ñòåíêè (ñì. Ðèñ.4)

b = Σa (33)

Çäåñü ðàçìåðíîñòü ìàòðèöû â äâà ðàçà ìåíüøå ÷åì â (31).

2.2 Ñâîéñòâà ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ

• ×èñëî ÷àñòèö â ïðîöåññå ðàññåÿíèÿ íå ìåíÿåòñÿ. Ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé íîðìèðîâêå áà-

çèñíûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé (ñì., íàïðèìåð, íîðìèðîâî÷íûå ìíîæèòåëè â (23) è (24))

ñîõðàíÿåòñÿ íîðìà âåêòîðîâ ~a,~b. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ äîëæíà áûòü óíè-

òàðíîé

S†S = 1̂ (34)

• Äðóãîå âàæíîå ñâîéñòâî - ñèììåòðèÿ ïî îòíîøåíèþ ê îáðàùåíèþ âðåìåíè.

Â îòñóòñòâèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ ýòî âûðàæàåòñÿ ñèììåòðèåé ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ

ST = S (35)

Â ïðèñóòñòâèè ìàãíèòíîãî è/èëè îáìåííîãî ïîëåé

ST (B, h) = S(−B,−h) (36)

Íåîáõîäèìî çàìåòèòü ÷òî ýòè çàïèñè âåñüìà ôîðìàëüíû. Ìàòðèöà íå îáÿçàíà áûòü

ñèììåòðè÷íîé â ñìûñëå áóêâàëüíîãî òðàíñïîíèðîâàíèÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðî

çàìåíå t → −t äîëæåí ïåðåâåðíóòüñÿ ñïèí. Äëÿ ñîõðàíåíèÿ îáîçíà÷åíèé íåîáõîäèìî

ïåðåéòè ê íîâîìó áàçèñó ïåðåâåðíóòûõ ñîñòîÿíèé. Òîëüêî ïîñëå ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

ìàòðèöû áóäóò îòëè÷àòüñÿ òðàíñïîíèðîâàíèåì.
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2.3 Ñõåìà âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðà

Âî âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷àõ ñïåêòð íàõîäèòñÿ ïóòåì ñëåäóþùåé ïðîöåäóðû.

Ñèñòåìà èìååò âèä ìîñòèêà ìåæäó äâóìÿ ìàññèâíûìè ñâåðõïðîâîäÿùèìè ðåçåðâóàðàìè.

Ðèñ. 5: Ñõåìà ïåðåõîäà

Ñ îäíîé ñòîðîíû, âåêòîðû b ñâÿçàíû ñ a ìàòðèöåé ðàññåÿíèÿ S ïðîâîäà, ñîåäèíÿþùåãî

ñâåðõïðîâîäÿùèå ðåçåðâóàðû (
b1

b2

)
= S

(
a1

a2

)
(37)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âåêòîðà a âûðàæàþòñÿ ÷åðåç b ñ ïîìîùüþ ìàòðèö îòðàæåíèÿ îò

ãðàíèö ïðîâîäà (
a1

a2

)
=

(
Σ1 0

0 Σ2

)(
b1

b2

)
(38)

Èç ýòèõ óðàâíåíèé (
a1

a2

)
=

(
Σ1 0

0 Σ2

)
· S

(
a1

a2

)
(39)

Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ äàåò óðàâíåíèå íà ñïåêòð

det

[
1̂−

(
Σ1 0

0 Σ2

)
· S

]
= 0 (40)

Ïðè ýòîì â ìàòðèöû Σ âõîäÿò ôàçû ïàðàìåòðà ïîðÿäêà â ñâåðõïðîâîäÿùèõ ðåçåðâóàðàõ, à

ýíåðãèÿ âîçáóæäåíèÿ âõîäèò è ìàòðèöó S, è â ìàòðèöû Σ. Ðàçðåøàÿ îòíîñèòåëüíî ýíåðãèè,

ïîëó÷àåì èñêîìûé ñïåêòð.

3 Òîê-ôàçîâîå ñîîòíîøåíèå äæîçåôñîíîâñêîãî ïåðåõîäà

Êîãäà àíäðååâñêèå óðîâíè íàéäåíû ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî òîê-ôàçîâîå ñîîòíîøåíèå

äæîçåôñîíîâñêîãî êîíòàêòà. Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî äèñêðåòíûé ñïåêòð

ïîäùåëåâûõ âîçáóæäåíèé. Ïîýòîìó íàéòè ïîëíûé òîê, ó÷èòûâàÿ íåïðåðûâíûé ñïåêòð, ìû

íå ìîæåì. Îäíàêî, êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [9], â ïðåäåëå êîðîòêîãî ïåðåõîäà (êîãäà äëèíà

êîãåðåíòíîñòè ξ ∼ ~VF
∆

ìíîãî áîëüøå õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà ïåðåõîäà L) îñíîâíîé âêëàä â

òîê âíîñÿò ñîñòîÿíèÿ èìåííî äèñêðåòíîãî ñïåêòðà, êîòîðûé ìû âû÷èñëèì.
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Áåçäèññèïàòèâíûé òîê ÷åðåõ ïåðåõîä äàåòñÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

I(ϕ) = −2e

~
∑
n

∂En
∂ϕ

tanh

(
En
2T

)
(41)

ãäå En - óðîâíè äèñêðåòíîãî ñïåêòðà.

Âû÷èñëåíèå òîêà áóäåò ïðîèçâåäåíî äëÿ ìîäåëüíîé çàäà÷è SFS - ïåðåõîäà (5). Äëÿ îñ-

íîâíîé çàäà÷è î ñèñòåìå ñ äåëèòåëÿìè òàêîé ðàñ÷åò âûõîäèò çà ðàìêè äàííîé ðàáîòû.

×àñòü III

Ýôôåêò Äæîçåôñîíà â SFS - ïåðåõîäå

4 Ñïåêòðàëüíîå óðàâíåíèå

4.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåìàÿ â ðàáîòå ñèñòåìà (ñîñòîÿùàÿ èç äåëèòåëåé è äâóõ ôåððîìàãíèòíûõ ïðî-

âîäîâ) íå ñâîäèòñÿ ê SFS - ïåðåõîäó, ñîñòîÿùåìó èç îäíîãî ïðîâîäà. Îäíàêî â ýòîé ÷àñòè

ìû ðàññìàòðèâàåì èìåííî ýòó ïðîñòóþ ñèñòåìó, òàê êàê îíà ïîçâîëÿåò ëó÷øå ïîíÿòü ñïåöè-

ôèêó ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ â ñèëüíûõ ôåððîìàãíåòèêàõ, è ÿâëÿåòñÿ õîðîøåé áàçîé äëÿ

ðàññìîòðåíèÿ áîëåå ñëîæíîé ñèñòåìû ñ äåëèòåëÿìè.

Èòàê, ðàññìîòðèì äæîçåôñîíîâñêèé êîíòàêò, ñîñòîÿùèé èç îäíîãî ôåððîìàãíèòíîãî ïðî-

âîäà.

Ïðåäïîëîæåíèÿ. Ñ÷èòàåì, ÷òî â ôåððîìàãíèòíîì ïðîâîäå èìååòñÿ òîëüêî îäèí êàíàë ïðî-

âîäèìîñòè, è îí ÿâëÿåòñÿ áàëëèñòè÷åñêèì. Ôåððîìàãíåòèê ñ÷èòàåòñÿ äâóõçîííûì (h . 1).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ àíäðååâñêèõ óðîâíåé íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà äëèíó êîíòàêòà íå íàëàãàåò-

ñÿ. Îäíàêî òîê - ôàçîâîå ñîîòíîøåíèå áóäåò âû÷èñëåíî â ïðåäåëå êîðîòêîãî êîíòàêòà: L� ξ0

(ñì. 3). Äëÿ ïðîñòîòû íàïðàâèì îáìåííîå ïîëå ~h ïî îñè z.

Ðèñ. 6: Ñõåìà SFS - ïåðåõîäà

Äëÿ êîíêðåòèçàöèè ïðèâåäåííîãî âûøå îáùåãî ðàññóæäåíèÿ âûïèøåì âåêòîðà ai, bi èç
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(37), (38) â ÿâíîì âèäå

a1 =


a

(1)
e↑

a
(1)
e↓

a
(1)
h↑

a
(1)
h↓

 a2 =


a

(2)
e↑

a
(2)
e↓

a
(2)
h↑

a
(2)
h↓

 b1 =


b

(1)
e↑

b
(1)
e↓

b
(1)
h↑

b
(1)
h↓

 b2 =


b

(2)
e↑

b
(2)
e↓

b
(2)
h↑

b
(2)
h↓

 (42)

Çäåñü èíäåêñû êîýôôèöèåíòîâ ñèìâîëèçèðóåò ñëåäóþùåå äåëåíèå: íà ýëåêòðîíû è äûðêè

(e, h), íà ÷àñòèöû ñî ñïèíîì ââåðõ è âíèç.

Âûïèøåì âñå ìàòðèöû, âõîäÿùèå â óðàâíåíèÿ (37) è (38).

4.2 SF - ãðàíèöà

Ìàòðèöà Σ äëÿ îòðàæåíèÿ îò ñâåðõïðîâîäíèêà ïðè ïàäåíèè èç ôåððîìàãíåòèêà ïîëó-

÷àåòñÿ ñøèâêîé ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé â ôåððîìàãíåòèêå (ñì. 1.5.1) ñ îäíîé ñòîðîíû è â

ñâåðõïðîâîäíèêå (ñì. 1.5.2) ñ äðóãîé ñòîðîíû.

Áåçðàçìåðíàÿ ùåëü ∆� 1 (íàïîìíèì, ÷òî çà åäèíèöó ïðèíÿòà ýíåðãèÿ Ôåðìè), à çíà÷èò

è õàðàêòåðíàÿ ýíåðãèÿ âîçáóæäåíèé (íàñ â îñíîâíîì èíòåðåñóþò ïîäùåëåâûå âîçáóæäåíèÿ)

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìàëûì ïàðàìåòðîì.

Â òî æå âðåìÿ ìû ñîáèðàåìñÿ ðàññìàòðèâàòü ñèëüíûå ôåððîìàãíåòèêè ñ h äîñòèãàþùèìè

åäèíèöû. Ïîýòîìó èìååò ñìûñë ïðåíåáðå÷ü ýíåðãèÿìè E â ôîðìóëàõ (23) è (24). Òàêèì

îáðàçîì äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî äâà ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ âîëíîâîãî âåêòîðà

k↑ =
√

1 + h

k↓ =
√

1− h
(43)

Ìàòðèöà èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó

Σ =


r↑↑ 0 0 reh

0 r↓↓ −reh 0

0 −rhe r↑↑ 0

rhe 0 0 r↓↓

 (44)

Çäåñü êîýôôèöèåíòû r↑↑, r↓↓ îòâå÷àþò íîðìàëüíîìó îòðàæåíèþ ýëåêòðîíà â ýëåêòðîí è

äûðêè â äûðêó áåç ïåðåâîðîòà ñïèíà. Ïðè íîðìàëüíîì îòðàæåíèè òèï ÷àñòèöû íå âàæåí, à

çíà÷åíèå èìååò òîëüêî ñïèí.

Êîýôôèöèåíòû rhe, reh îïèñûâàþò àíäðååâñêîå îòðàæåíèå ñîîòâåòñòâåííî ýëåêòðîíà â

äûðêó è äûðêè â ýëåêòðîí ñ ïåðåâîðîòîì ñïèíà. Ïðè àíäðååâñêîì îòðàæåíèè ñïèí ÷àñòèöû

íå âàæåí.
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Â ÿâíîì âèäå

Σ = e−iθ1


√

1− r2e−iθ2 0 0 reiϕ

0 −
√

1− r2eiθ2 −reiϕ 0

0 −re−iϕ
√

1− r2e−iθ2 0

re−iϕ 0 0 −
√

1− r2eiθ2

 (45)

Çäåñü

θ1 = Arg [(k↑ + k↓) cosχ+ i (1 + k↑k↓) sinχ]

θ2 = Arg [(k↑ − k↓) cosχ+ i (1− k↑k↓) sinχ]

r =
√

4k↑k↓

(k↑+k↓)
2

cos2 χ+(1+k↑k↓)
2

sin2 χ

(46)

Ó÷òåì íàëîæåííûå íà χ îãðàíè÷åíèÿ (29) è âûáåðåì îïðåäåëåííóþ âåòâü ôóíêöèè àðãó-

ìåíòà
θ1 ∈ [0, π]

θ2 ∈ [0, π]
(47)

Âåëè÷èíà r èìååò ñìûñë àìïëèòóäû àíäðååâñêîãî îòðàæåíèÿ.

Çàâèñèìîñòü âåðîÿòíîñòè àíäðååâñêîãî îòðàæåíèÿ îò âåëè÷èíû îáìåííîãî ïîëÿ è ýíåð-

ãèè íàëåòàþùåé ÷àñòèöû ïðîèëëþñòðèðîâàíà íà Ðèñ.(7). Êàê âèäíî, â ïðåäåëå h � 1 (íî

ïî ïðåæíåìó h � ∆) âåðîÿòíîñòü |r|2 àíäðååâñêîãî îòðàæåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå. Ïðè

óâåëè÷åíèè h ïîÿâëÿåòñÿ êîíå÷íàÿ âåðîÿòíîñòü íîðìàëüíîãî îòðàæåíèÿ, è êîãäà h áëèçêî ê

åäèíèöå, ïðàêòè÷åñêè âñå ÷àñòèöû îòðàæàþòñÿ íîðìàëüíî.

Ðèñ. 7: Âåðîÿòíîñòü àíäðååâñêîãî îòðàæåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ýíåðãèè E/∆ = cosχ è îáìåí-

íîãî ïîëÿ h.

Ýòèì ìû âîñïðîèçâîäèì ðåçóëüòàò ñòàòüè [10].
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4.3 Ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ ôåððîìàãíåòèêà

Â îäíîêàíàëüíîì áàëëèñòè÷åñêîì ïðîâîäå áëîêè r11, r22 (ñì. (32)) íóëåâûå, à âåñü ýôôåêò

ñâîäèòñÿ ê íàáîðó ôàçû â áëîêàõ

t12 = t21 =


eik↑L 0 0 0

0 eik↓L 0 0

0 0 e−ik↑L 0

0 0 0 e−ik↓L

 (48)

(çäåñü ñäåëàíî ïðåäïîëîæåíèå (43))

4.4 Óðàâíåíèå íà ñïåêòð

Ââèäó òîãî, ÷òî íàìàãíè÷åííîñòü â ïðîâîäå îäíîðîäíà, åäèíñòâåííûì ïðîöåññîâ, â êîòî-

ðîì ñïèí ÷àñòèöû ïåðåâîðà÷èâàåòñÿ, ÿâëÿåòñÿ àíäðååâñêîå îòðàæåíèå. Ýòî ïîçâîëÿåò íàì

ðàçäåëèòü âñå óðîâíè íà äâà íåçàâèñèìûõ ñïèíîâûõ ñåêòîðà:

e ↑, h ↓ è e ↓, h ↑

Ôîðìàëüíî ýòî âûðàæàåòñÿ â ðàçäåëåíèè óðàâíåíèÿ(39), ñîäåðæàùåãî ìàòðèöó 8× 8, íà

äâà íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèÿ ñ ìàòðèöàìè 4×4. Äëÿ ðàçäåëåíèÿ íåîáõîäèìî èçìåíèòü ïîðÿäîê

ýëåìåíòîâ â âåêòîðàõ a1,2 è b1,2. Ïîëó÷àåì
−1 r

(1)
he e

−ik↓L r↑↑e
ik↑L 0

r
(2)
eh e

ik↑L −1 0 r↓↓e
−ik↓L

r↑↑e
ik↑L 0 −1 r

(2)
he e

−ik↓L

0 r↓↓e
−ik↓L r

(1)
eh e

ik↑L −1

 ·


a
(1)
e↑

a
(2)
h↓

a
(2)
e↑

a
(1)
h↓

 = 0 (49)


−1 r

(1)
he e

−ik↑L r↓↓e
ik↓L 0

r
(2)
eh e

ik↓L −1 0 r↑↑e
−ik↑L

r↓↓e
ik↓L 0 −1 r

(2)
he e

−ik↑L

0 r↑↑e
−ik↑L r

(1)
eh e

ik↓L −1

 ·


a
(1)
e↓

a
(2)
h↑

a
(2)
e↓

a
(1)
h↑

 = 0 (50)

Êàæäîå èç ýòèõ óðàâíåíèé îïèñûâàåò ñâîþ ãðóïïó è îäíî ïîëó÷àåòñÿ èç äðóãîãî çàìåíîé

h→ −h, ÷òî ñâîäèòñÿ ê ↑→↓, ↓→↑ è θ2 → −θ2.

Ñïåêòðàëüíîå óðàâíåíèå (40) ðàñïàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

cos [2θ1 − (k↑ − k↓)L]−
(
1− r2

)
· cos [2θ2 − (k↑ + k↓)L] = r2 cosϕ (51)

cos [2θ1 + (k↑ − k↓)L]−
(
1− r2

)
· cos [2θ2 + (k↑ + k↓)L] = r2 cosϕ (52)
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5 Ñïåêòð âîçáóæäåíèé. Òîê-Ôàçîâîå ñîîòíîøåíèå

5.1 Ïðåäåë ñëàáîãî ôåððîìàãíåòèêà h� 1

5.1.1 Íåêðèòè÷åñêèå òî÷êè

Ñïåêòðàëüíûå óðàâíåíèÿ (51) è (52) ìîãóò áûòü ðåøåíû ïðèáëèæåííî â ïðåäåëüíîì ñëó-

÷àå ñëàáîãî ôåððîìàãíåòèêà h � 1 (ïðè ýòîì âåëè÷èíà hL ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà-

÷åíèÿ). Äëÿ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñïåêòðàëüíûõ óðàâíåíèé

(5.2).

Â ýòîì ïðåäåëå óðàâíåíèÿ ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó h

k↑ =
√

1 + h ≈ 1 + 1
2
h− 1

8
h2

k↓ =
√

1− h ≈ 1− 1
2
h− 1

8
h2

(53)

Ðàçëîæèì âñå âõîäÿùèå â óðàâíåíèå âåëè÷èíû

θ1 ≈ χ− h2

16
sin 2χ

θ2 ≈ h
2

√
1−ε2
ε

r ≈ 1− ε2h2

8

√
1− r2 ≈ εh

2

(54)

Îòáðàñûâàÿ ÷ëåíû ∼ h3 è âûøå, ïîëó÷àåì ïðèáëèæåííûå óðàâíåíèÿ

cos (2χ− hL)− cosϕ = −h2

8
{sin 2χ sin (2χ− hL) + 2 cos2 χ (cosϕ− cos 2L)}

cos (2χ+ hL)− cosϕ = −h2

8
{sin 2χ sin (2χ+ hL) + 2 cos2 χ (cosϕ− cos 2L)}

(55)

Ïðàâàÿ ÷àñòü èìååò ïîðÿäîê ∼ h2 � 1. Îíà îïèñûâàåò ýôôåêòû íîðìàëüíîãî îòðà-

æåíèÿ, êîòîðîå äëÿ ñëàáîãî ôåððîìàãíåòèêà ìàëîâåðîÿòíî. Ïðåíåáðåãàÿ ýòîé ÷àñòüþ, ìû

ðàññìàòðèâàåì çàìêíóòûå ýëåêòðîí - äûðî÷íûå �òðàåêòîðèè�, êîãäà â îäíó ñòîðîíû ëåòèò

ýëåêòðîí, à â îáðàòíóþ - äûðêà (ñì.Ðèñ.8). Íîðìàëüíîå îòðàæåíèå �çàìåøèâàåò� äâå òðà-

åêòîðèè ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè íàïðàâëåíèÿìè: (a) è (b), (c) è (d). Ýòèì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü,

åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå ýíåðãèè äàëåêè äðóã îò äðóãà. Ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê äëÿ âñåõ òî÷åê

çà èñêëþ÷åíèåì îñîáûõ ϕ = 0,±π. Îíè áóäóò ðàññìîòðåíû îòäåëüíî íèæå.

Òàêèì îáðàçîì, îñòàâëÿåì òîëüêî òîò âêëàä îò h, êîòîðûé îïèñûâàåò íàáîð ôàçû ïðè

ïðîõîæäåíèè ïî ïðîâîäó:

sin
[
χ+ −ϕ−hL

2

]
· sin

[
χ+ ϕ−hL

2

]
= 0

sin
[
χ+ −ϕ+hL

2

]
· sin

[
χ+ ϕ+hL

2

]
= 0

(56)
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È ðåøåíèÿ â òåðìèíàõ óãëà χ (29) èìåþò âèä (ðàñïîëîæåíèå ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþò

Ðèñ.8)

(a) χ = ϕ
2

+ hL
2

+ πn χ = −ϕ
2

+ hL
2

+ πn (b)

(c) χ = ϕ
2
− hL

2
+ πn χ = −ϕ

2
− hL

2
+ πn (d)

(57)

Íà Ðèñ. (10) ïîêàçàí ñïåêòð â òåðìèíàõ ε = E
∆
.

Íà ïåðâûé âçãëÿä, èç òîãî, ÷òî èìååòñÿ ÷åòûðå óðàâíåíèÿ, ñëåäóåò íàëè÷èå ÷åòûðåõ

íåçàïîëíåííûõ óðîâíåé ýíåðãèè íàä ïîâåðõíîñòüþ Ôåðèì è ÷åòûðåõ ïîä íåé (ñîîòâåòñòâåííî

äëÿ E > 0 è E < 0). Îäíàêî ýòî íå òàê (ñì Ðèñ.11): êàæäîìó çíà÷åíèþ ϕ ñîîòâåòñòâóþò âñåãî

äâà óðîâíÿ.

Äëÿ ïîÿñíåíèÿ ðàññìîòðèì áîëåå ïðîñòóþ ñèñòåìó - SNS - ïåðåõîä. Äëÿ íåãî â óðàâíåíèÿõ

(57) èñ÷åçàåò h è óðîâíè (b), (d) ñëèâàþòñÿ â (I) è (a), (c) ñëèâàþòñÿ â (II):

(I) χ = −ϕ
2

+ πn → ε = − cos
(
ϕ
2

)
sign (sinϕ)

(II) χ = ϕ
2

+ πn → ε = cos
(
ϕ
2

)
sign (sinϕ)

(58)

Òàê êàê íà χ íàëîæåíî îãðàíè÷åíèå (29) â òåðìèíàõ ε íåîáõîäèìî ââåñòè äîïîëíèòåëüíûå

ïåðåêëþ÷åíèÿ çíàêà ïðè ϕ = 0 (ñì. Ðèñ.9). Ïîýòîìó ðåøåíèÿ (I) è (II) íå ñîñóùåñòâóþò ïðè

îäíîì ϕ. Îíè ñêà÷êîì ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà, è óðîâåíü îñòàåòñÿ äâóêðàòíî âûðîæäåííûì

(ïî ñïèíó).

Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî â SFS - ïåðåõîäå. Òîëüêî çäåñü êàæäàÿ êðèâàÿ ðàç-

äåëèòñÿ íà äâå ïî íàïðàâëåíèÿì ñïèíà - êàæäàÿ êðèâàÿ ïîëó÷àåò ôàçîâûé ñäâèã hL â òîì

èëè èíîì íàïðàâëåíèè.

Ðèñ. 8: Ñòðóêòóðà ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé â SFS - êîíòàêòå

5.1.2 Êðèòè÷åñêèå òî÷êè

Ïåðåéäåì òåïåðü ê áîëåå äåòàëüíîìó àíàëèçó òî÷åê âûðîæäåíèÿ.
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Ðèñ. 9: Ñïåêòð SNS - êîíòàêòà
Ðèñ. 10: Ñïåêòð SFS - êîíòàêòà

Íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå ðàñùåïëåíèå âîçíèêíåò òàì, ãäå ñáëèæàþòñÿ óðîâíè ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ñîñòîÿíèÿì (a) è (b), (c) è (d) (îáâåäåíû êðàñíûìè êðóæêàìè íà Ðèñ. 10). Òàê

íîðìàëüíîå îòðàæåíèå íå ïåðåâîðà÷èâàåò ñïèí, ïåðåñå÷åíèÿ óðîâíåé, ïðèíàäëåæàùèõ ðàç-

ëè÷íûì ñïèíîâûì áëîêàì ê ðàñùåïëåíèþ íå ïðèâåäåò. ×èñëåííûé ðåçóëüòàò ïðèâåäåí íà

Ðèñ.11. Íà íåì ñèíÿÿ ÷àñòü êðèâîé ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîìó èç óðàâíåíèé (55), à æåëòàÿ -

âòîðîìó. Êàê îáñóæäàëîñü âûøå, êîãäà ε äîñòèãàåò 0 èëè 1, ïðîèñõîäèò ðåçêîå èçìåíåíèå

âíóòðåííåé ñòðóêòóðû ñîñòîÿíèÿ (ñì. Ðèñ.9 è Ðèñ.10).

Ðàññìîòðèì ϕ = 0 è ïðåñå÷åíèå ñîñòîÿíèé (a) è (b). Îáîçíà÷èì êàê x ïîïðàâêó (x� 1) ê

óæå ïîëó÷åííûì óðîâíÿì

χ =
hL

2
+ x (59)

Ðàçëîæåíèå âáëèçè ϕ = 0 è x = 0 èìååò âèä:

LHS = 1 + x · h2
4

sinhL− x2 ·
(

2− h2

2
coshL

)
+O (h3)

RHS = 1− ϕ2

2
− h2

4
cos2

(
hL
2

) [
1− ϕ2

2
− cos 2L

]
+

+x · h2
2

sinhL
[
1− ϕ2

2
− cos 2L

]
+

+x2 · h2
4

coshL
[
1− ϕ2

2
− cos 2L

]
(60)

Ïîëó÷àåì êâàäðàòè÷íîå óðàâíåíèå íà x

ax2 + bx+ c = 0
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ãäå

a = 1

b = h2

4
sinhL

[
1− ϕ2

2
− cos 2L

]
c = −h2

8
cos2

(
hL
2

)
(1− cos 2L)−

−ϕ2

4

[
1 + h2

8
coshL · (1 + cos 2L)− h2

4
cos2

(
hL
2

)]
(61)

Â òî÷êå ϕ = 0 äèñêðèìèíàíò

D = b2 − 4ac =

= h2

2
cos2

(
hL
2

)
(1− cos 2L) +O (h4) > 0

(62)

Â òåðìèíàõ χ ðåøåíèÿ èìåþò âèä:

χ1,2 =
hL

2
± h

2
| cos

(
hL

2

)
sinL|+O

(
h2
)

(63)

è âåëè÷èíà ðàñùåïëåíèÿ (ñì. Ðèñ.12)

∆ε = | sin
(
hL

2

)
∆χ| = h

2
| sinhL · sinL| (64)

Âèäíî, ÷òî â îñîáûõ òî÷êàõ cos
(
hL
2

)
sinL = 0 ðàñùåïëåíèå èñ÷åçàåò. Ýòî îçíà÷àåò ÷òî

ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ïåðåõîäà èç (a) â (b) çà ñ÷åò íîðìàëüíîãî îòðàæåíèÿ çàíóëÿåòñÿ. Äåé-

ñòâèòåëüíî, ïðè ϕ = 0 è χ = hL
2
ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóë (55) èìååò âèä:

sin (hL) sin (hL− hL) + 2 cos2

(
hL

2

)
[1− cos 2L] = 4 cos2

(
hL

2

)
sin2 L (65)

è ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ïðîïàäàåò ïðè sinL = 0 (âåëè÷èíà hL
2
ìåíÿåòñÿ ãîðàçäî ìåäëåííåå,

÷åì ñàìî L, òàê êàê h� 1, è îïèñûâàåò êðóïíîìàñøòàáíîå èçìåíåíèå ôîðìû ñïåêòðà).

Ðèñ. 11: ×èñëåííûé ñïåêòð SFS - ïåðåõî-

äà. h = 0.2, hL = 0.35π Ðèñ. 12: Âåëè÷èíà ðàñùåïëåíèÿ â ϕ = 0
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5.2 ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû äëÿ íåïðåäåëüíîãî ñëó÷àÿ

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèé îáìåííîãî ïîëÿ ðåøèòü óðàâíåíèÿ (51),(52) íå ïîëó÷èòñÿ.

Çäåñü ïðèìåíèì òîëüêî ÷èñëåííûé ïîäõîä. Íà Ðèñ.13 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ñïåêòðà è òîê -

ôàçîâîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ h = 0.9. Ðàçíèöà ìåæäó ïàðàìè ãðàôèêîâ ñîñòîèò â çíà÷åíèè

hL. Êàê âèäíî, ïðè hL = π òîê - ôàçîâàÿ õàðàêòåðèñòèêà ïðèîáðåòàåò õàðàêòåðíûé âèä π

- ïåðåõîäà. Ïåðâàÿ ïàðà ãðàôèêîâ ïîñòðîåíà äëÿ (hL = 1.8π). ýòòî ñäåëàíî äëÿ òîãî, ÷òîáû

ïîëó÷èòü ãðàôèê äëÿ hL = 2πn. Ïðè ïîäñòàíîâêå hL = 0 ýôôåêò ôåððîìàãíåòèêà èñ÷åçàåò.

(a) Ñïåêòð, hL = 1.8π (b) Òîê - ôàçîâîå ñîîòíîøåíèå hL = 1.8π

(c) Ñïåêòð, hL = 0.5π (d) Òîê - ôàçîâîå ñîîòíîøåíèå hL = 0.5π

(e) Ñïåêòð, hL = 1.0π (f) Òîê - ôàçîâîå ñîîòíîøåíèå hL = 1.0π

Ðèñ. 13: Íà ðèñóíêàõ ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå ãðàôèêè äëÿ ñïåêòðà è òîê-ôàçîâîãî ñîîòíîøå-

íèÿ. h = 0.9.
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×àñòü IV

Àíäðååâñêèå ñîñòîÿíèÿ â

ôåððîìàãíèòíîì äåëèòåëå

Â ýòîé ÷àñòè ìû ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ èñõîäíîé ôèçè÷åñêîé çàäà÷è - îïèñàíèþ

àíäðååâñêèõ óðîâíåé â ñèñòåìå ñ ôåððîìàãíèòíûì äåëèòåëåì êóïåðîâñêèõ ïàð.

6 Ìîäåëü

Äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèé â ïîäîáíîé ñèñòåìå, ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùàÿ

ìîäåëü.

Ðèñ. 14: Ñõåìà ìîäåëüíîé ñèñòåìû

Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñâåðõïðîâîäíèêà S1 è S2 ñ ôàçàìè 0 è ϕ ñîîòâåòñòâåííî.

×åðåç äåëèòåëè ïó÷êîâ T îíè ñîåäèíåíû ñ äâóìÿ ôåððîìàãíèòíûìè ðóêàâàìè F I è F II .

Âñå îñòàëüíûå ñîåäèíèòåëüíûå ïðîâîäà (ñâåòëî-ãîëóáûå ÷àñòè íà Ðèñ.14) ñ÷èòàþòñÿ áàëëè-

ñòè÷åñêèìè è êîðîòêèìè (òî åñòü ïðè ïðîõîæäåíèè ïî íèì íåò íàáîðà ôàçû). Äåòàëüíîå

îïèñàíèå äåëèòåëåé ñì. 6.1. Ïîñêîëüêó âàæíà òîëüêî îòíîñèòåëüíàÿ îðèåíòàöèÿ íàìàãíè-

÷åííîñòåé ôåððîìàãíåòèêîâ, íàïðàâèì ~h ïî îñè z â ðóêàâå F I . Òîãäà â F II îáìåííîå ïîëå ~h

ñîñòàâèò óãîë θ ñ îñüþ z. Îïèñàíèå ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ ôåððîìàãíèòíîãî ðóêàâà ñì. â 6.2.

6.1 Ìàòðèöà òðîéíèêà

Â êà÷åñòâå äåëèòåëåé T ìû ðàññìàòðèâàåì èäåàëüíûå Ò-ñèììåòðè÷íûå äåëèòåëè [11]:

Ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ òàêîãî äåëèòåëÿ èìååò âèä:
cI

cII

a

 =


−1

2
1
2

1√
2

1
2
−1

2
1√
2

1√
2

1√
2

0

 ·


dI

dII

b

 (66)
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Ðèñ. 15: Ñõåìà ìîäåëüíîé ñèñòåìû

(Çäåñü ïîä êàæäûì ìàòðè÷íûì ýëåìåíòîì ïîäðàçóìåâàåòñÿ ìàòðèöà 4× 4, íà äèàãîíàëè

êîòîðîé ñòîèò óêàçàííîå ÷èñëî)

Òàêîé äåëèòåëü íàçûâàåòñÿ èäåàëüíûì ïîòîìó, ÷òî ïàäàþùàÿ â âûäåëåííûé òåðìèíàë

âîëíà a ïðîõîäèò áåç îòðàæåíèÿ è ïîðîâíó ðàçäåëÿåòñÿ ìåæäó ðóêàâàìè I è II.

Ïðèâåäåííàÿ ìàòðèöà - ìèíèìàëüíûé ïî ñëîæíîñòè âûáîð, ïîçâîëÿþùèé âûÿñíèòü ÷òî-

ëèáî îá èññëåäóåìîé ñèñòåìå. Ñóùåñòâóåò è áîëåå îáùèé íåèäåàëüíûé Ò-äåëèòåëü, êîòîðûé,

ðàçóìååòñÿ, ëó÷øå îïèñûâàåò ðåàëüíóþ ñèñòåìó. Íî åãî ìàòðèöà ñèëüíî ñëîæíåå ïðèâåäåí-

íîé, è âû÷èñëåíèÿ ñ åå èñïîëüçîâàíèåì êðàéíå çàòðóäíèòåëüíû.

Íàäî îòìåòèòü, ÷òî â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå î÷åíü ñèëüíîãî ôåððîìàãíåòèêà (ñì.) òàêàÿ ïðî-

ñòàÿ ìàòðèöà äåéñòâèòåëüíî ïðèâîäèò ê íåôèçè÷íîìó ðåçóëüòàòó, è âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü

åå óñëîæíåíèÿ. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ òàêîé íåîáõîäèìîñòè íåò.

6.2 Ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ ôåððîìàãíèòíîãî ðóêàâà

Â êà÷åñòâå ïðîìåæóòî÷íîãî øàãà íàéäåì ìàòðèöó ðàññåÿíèÿ îäíîãî ôåððîìàãíèòíîãî ðó-

êàâà. Ñ åå ïîìîùüþ äàëåå (6.3) áóäåò âû÷èñëåíà ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ âñåãî ôåððîìàãíèòíîãî

äåëèòåëÿ, âêëþ÷àþùåãî îáà ðóêàâà è îáà òðîéíèêà. Íàïîìíèì, ÷òî ñåé÷àñ ðàññìàòðèâàþòñÿ

ïîëóìåòàëëè÷åñêèå ôåððîìàãíåòèêè.

Ýòî âû÷èñëåíèå ïðîâîäèòñÿ ïî ïðîöåäóðå ñøèâêè âîëíîâûõ ôóíêöèé íà ëåâîé è ïðàâîé

ãðàíèöàõ ôåððîìàãíèòíîé ÷àñòè. Ïðè ýòîì âîëíîâûå ôóíêöèè ðàñêëàäûâàþòñÿ ïî áàçèñó

ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé (23), (24) è (25) è ðåçóëüòèðóþùåå ñîîòíîøåíèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:(
d1

d2

)
=

(
r11 t12

t21 r22

)(
c1

c2

)
(67)

ãäå ýëåìåíòû rii, tij ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè 4 × 4. Çäåñü îïóùåí èíäåêñ ðóêàâà (I è II)

ïîñêîëüêó îáà ðóêàâà ýêâèâàëåíòíû.

Óêàæåì, ÷òî çäåñü ìîäåëü ôåððîìàãíåòèêà îòëè÷àåòñÿ îò èñïîëüçîâàííîé â ÷àñòè III.

Ðàçíèöà ñîñòîèò â ïîëîæåíèè ýíåðãèè Ôåðìè. Òàì ñ÷èòàëîñü, ÷òî ñïèíîâûå ñäâèíóòû ââåðõ
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è âíèç ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ýíåðãèè Ôåðìè. Ïîýòîìó òàì ôèãóðèðîâàëè äâà âîëíîâûõ

âåêòîðà k↑ =
√

1 + h k↓ =
√

1− h.
Â ýòîé ÷àñòè èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü, â êîòîðîé âûãîäíàÿ ñïèíîâàÿ ïîäçîíà íå ñäâèíóòà

(îòíîñèòåëüíî íîðìàëüíîãî ìåòàëëà), à âîò íåâûãîäíàÿ (ñïèí âíèç) ïîäíÿëàñü íà óäâîåííóþ

âåëè÷èíó (ñð. Ðèñ.19 è Ðèñ.16). Òåïåðü èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå âîëíîâûå âåêòîðà:

k↑ = 1 k↓ =
√

1− 2h = ±iκ
κ =
√

2h− 1
(68)

Ðèñ. 16: Íîâûé âûáîð ôåðìè-óðîâíÿ

Äëÿ ïðîñòîòû âûïèøåì ìàòðèöû äëÿ θ = 0:

r11 = r22 =


0 0 0 0

0 −r 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −r∗

 (69)

t12 =


eiL+iγ

[
1 0

0 t

]
0

0 e−iL−iγ

[
1 0

0 t∗

]
 t21 =


eiL−iγ

[
1 0

0 t

]
0

0 e−iL+iγ

[
1 0

0 t∗

]
 (70)

ãäå êîýôôèöèåíòû r è t èìåþò ñìûñë àìïëèòóäû îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ:

r =
(κ2 + 1) sinh (κL)

(κ2 − 1) sinh (κL)− 2iκ cosh (κL)
(71)

t =
−2iκe−iL

(κ2 − 1) sinh (κL)− 2iκ cosh (κL)
(72)

Òàêæå çäåñü âîññòàíîâëåíà ôàçà, âîçíèêàþùàÿ èç-çà ïðèñóòñòâèÿ âåêòîð-ïîòåíöèàëà (ñì.1.5.1).

γ = L
e

c
Ax =

π

2

ϕ

ϕ0

sign (Ax) (73)
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Ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîèçâîëüíîìó íàêëîíó θ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç íàïèñàí-

íûõ ïåðåõîäîì â ïîâåðíóòóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò. Ôîðìàëüíî ýòî ñâîäèòñÿ ê äîìíîæåíèþ íà

ìàòðèöó ïîâîðîòà R(θ):

r(θ) = R−1(θ)rR(θ)

t(θ) = R−1(θ)tR(θ)
(74)

ãäå

R(θ) =


cos θ

2
i sin θ

2
0 0

i sin θ
2

cos θ
2

0 0

0 0 cos θ
2
−i sin θ

2

0 0 −i sin θ
2

cos θ
2

 (75)

6.3 Ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ ôåððîìàãíèòíîãî äåëèòåëÿ

Òåïåðü íóæíî âû÷èñëèòü ìàòðèöó ðàññåÿíèÿ SF âñåãî ïåðåõîäà (cì. 37), òî åñòü ïàðû

ôåððîìàãíèòíûõ ðóêàâîâ è ïàðû òðîéíèêîâ.

Ðèñ. 17: Ðàñïîëîæåíèå îáîçíà÷åíèé

Ïðîõîæäåíèå ÷åðåç ëåâûé è ïðàâûé äåëèòåëè îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè:
cI1

cII1

b1

 =


−1

2
1
2

1√
2

1
2
−1

2
1√
2

1√
2

1√
2

0




dI1

dII1

a1




cI2

cII2

b2

 =


−1

2
1
2

1√
2

1
2
−1

2
1√
2

1√
2

1√
2

0




dI2

dII2

a2

 (76)

Ïðîõîæäåíèå ÷àñòèö ïî ôåððîìàãíèòíûì ðóêàâàì îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿ-

ìè: 
dI1

dI2

dII1

dII2

 =


r(0) t12(0) 0 0

t21(0) r(0) 0 0

0 0 r(θ) t12(θ)

0 0 t21(θ) r(θ)




cI1

cI2

cII1

cII2

 (77)

Â (76) è (77) ñîäåðæèòñÿ 10 óðàâíåíèé è ñòîëüêî æå íåèçâåñòíûõ âåêòîðîâ. Ýòî ïîçâîëÿåò

ðàçðåøèòü ñèñòåìó è âûðàçèòü âåêòîðà bi ÷åðåç ai. Âèäó ãðîìîçäêîñòè â ÿâíîì âèäå ìàòðèöó

S íå âûïèñûâàåì.

26



Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî ñèñòåìà (76) è (77) íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé. Ýòî

ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè îïðåäåëåííûõ ñîîòíîøåíèé íà ïàðàìåòðû â êîëüöå, îá-

ðàçîâàííîì ðóêàâàìè, ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ñîáñòâåííûå ìîäû, íèêàê íå ñâÿçàííûå ñ ïàäà-

þùèìè èçâíå âîëíàìè è íèêàê íå âëèÿþùèìè íà âûõîäÿùèå èç ïåðåõîäà âîëíû. Ìàòðèöà

ðàññåÿíèÿ S îïðåäåëåíà, íî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü âåêòîðà c,d íåëüçÿ.

Îáîéòè ýòó ñëîæíîñòü ìîæíî ñëåäóþùèì ñïîñîáîì. Åñëè â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ ñèñòåìà

âûðîäèëàñü, äîñòàòî÷íî ïîìåíÿòü ñëàáî ïàðàìåòðû ñèñòåìû òàê, ÷òîáû ìîäà èñ÷åçëà. Òàê

êàê äëÿ ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ ýòè ïàðàìåòðû íå ïðåäñòàâëÿþò íè÷åãî îñîáîãî, ðåçóëüòàò ìîæíî

ïðîäîëæèòü ïî íåïðåðûâíîñòè.

7 Ñïåêòð

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ íà÷àëüíûå ðåçóëüòàòû ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ ê çàäà÷å îá àí-

äðååâñêèõ óðîâíÿõ â èññëåäóåìîé ñèñòåìå. Ñëîæíîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî çàäà÷à îêàçûâàåòñÿ

î÷åíü ÷óâñòâèòåëüíîé ê âûáîðó ïðèáëèæåíèÿ. Ñ îäíîé ñòîðîíû óïðîùåíèå ìîäåëè ïðèâîäèò

ê êðàéíå íåôèçè÷íûì ðåçóëüòàòàì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû âû÷èñëåíèÿ â áîëåå ñëîæíîé ïîñòà-

íîâêå ñòàíîâÿòñÿ íàñòîëüêî ãðîìîçäêèìè, ÷òî èõ íå ïîëó÷àåòñÿ äîâåñòè äî êîíöà.

Íèæå ïðèâåäåíû ñëåäóþùèå ïîäõîäû:

• 7.1 Ìîäåëü ïðåäåëüíîãî ôåððîìàãíåòèêà (h → ∞) è òðîéíèêà, ñîäåðæàùåãî äîïîëíè-

òåëüíûé íàáåã ôàçû.

• 7.2 Ìîäåëü íåïðåäåëüíîãî, íî ñèëüíîãî ôåððîìàãíåòèêà (h� 1).

• 7.3 Ïðèâåäåíû ïðåäâàðèòåëüíûå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû.

7.1 Ïðåäåëüíûé ôåððîìàãíåòèê h→∞

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñïåêòðà ñèñòåìû èñïîëüçóåì ôîðìóëó 40, â êîòîðîé íàì óæå âñå èçâåñò-

íî. Ìàòðèöà Σ äëÿ îòðàæåíèÿ îò ãðàíèöû ñâåðõïðîâîäíèê - íîðìàëüíûé ìåòàëë ïîëó÷àåòñÿ

ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì h→ 0 èç ôîðìóëû (45). Îíà èìååò âèä:

Σ =


0 0 0 e−iχ+iϕ

0 0 −e−iχ+iϕ 0

0 −e−iχ−iϕ 0 0

e−iχ−iϕ 0 0 0

 (78)

Ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ âñåãî ôåððîìàãíèòíîãî äåëèòåëÿ (ïàðû ðóêàâîâ è ïàðû òðîéíèêîâ),

áûëà íàéäåíà âûøå 6.3. Îäíàêî â òàêîì îáùåì âèäå ïðîâåñòè ñ íåé âû÷èñëåíèÿ ñëèøêîì

çàòðóäíèòåëüíî.

Äëÿ óïðîùåíèÿ ðàññìîòðèì ïðåäåëüíî ñèëüíûé ôåððîìàãíåòèê, äëÿ êîòîðîãî h → ∞
è κ → ∞. Â òàêîì ôåððîìàãíåòèêå íåâûãîäíîé ñïèíîâîé ïîäçîíû íåò. Âûãîäíûå ñïèíû

áåñïðåïÿòñòâåííî ïðîõîäÿò ÷åðåç íåãî, â òî âðåìÿ êàê íåâûãîäíûå îòðàæàþòñÿ ñ ôàçîé π.
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Ôîðìàëüíî, êàê ñëåäóåò èç (71) è (72):

lim
κ→∞

r = 1 lim
κ→∞

t = 0 (79)

Ïîýòîìó ìàòðèöû îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ (69) è (70) èìåþò ïðîñòîé âèä:

r11 = r22 =


0 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −1

 t12 =


eiL+iγ 0 0 0

0 0 0 0

0 0 e−iL−iγ 0

0 0 0 0

 t21 =


eiL−iγ 0 0 0

0 0 0 0

0 0 e−iL+iγ 0

0 0 0 0


(80)

Îäíàêî, òàêîå óïðîùåíèå ïðèâîäèò ê òðèâèàëüíîìó ðåçóëüòàòó.

Ðåçóëüòàòîì ðåøåíèÿ ñèñòåìû (76) è (77) ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé òðèâèàëüíûé îòâåò:

rF11 = rF22 = −1̂ tF21 = tF21 = 0 (81)

Òî åñòü äåëèòåëü îêàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî íåïðîçðà÷íûì äëÿ ëþáûõ ÷àñòèö âíå çàâèñèìîñòè

îò èõ ñïèíà, è ïðè îòðàæåíèè ÷àñòèöû ïîëó÷àþò ôàçîâóþ äîáàâêó π.

Çàìåòèì, ÷òî ýòî íåî÷åâèäíûé ðåçóëüòàò, ïîñêîëüêó êàæäûé èç ðóêàâîâ ïî ïðåæíåìó

àáñîëþòíî ïðîçðà÷åí äëÿ âûãîäíîãî ñïèíà. Ìîæíî, íàïðèìåð, ïðîâåñòè ýëåêòðîí ñî ñïèíîì

ââåðõ ïî âåðõíåìó ðóêàâó è äûðêó ñî ñïèíîì âíèç ïî íèæíåìó. Òàêèì îáðàçîì, ÿâíîé ïðè-

÷èíû äëÿ íåïðîõîäèìîñòè âèäíî. Êðîìå òîãî, äåëèòåëü ÿâëÿåòñÿ íåïðîíèöàåìûì ïðè ëþáûõ

âçàèìíûõ îðèåíòàöèÿõ ôåððîìàãíåòèêîâ, ïðè ëþáûõ íàáåãàõ ôàç â ðóêàâàõ.

Êàê îáúÿñíåíî â ïðèëîæåíèè A, ýòîò ýôôåêò ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì èíòåðôåðåíöèè. Íåïðî-

õîäèìîñòü äåëèòåëÿ àíàëîãè÷íà ýôôåêòó çàòåìíåíèÿ â îïòèêå, êîãäà äîáàâëåíèå ïðîçðà÷íî-

ãî ñëîÿ ïðèâîäèò ê äåñòðóêòèâíîé èíòåðôåðåíöèè è ïîëíîé íåïðîçðà÷íîñòè.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü íåòðèâèàëüíûé ðåçóëüòàò, òðåáóåòñÿ óñëîæíèòü ìîäåëü. Äå-

ñòðóêòèâíóþ èíòåðôåðåíöèþ ìîæíî ðàçðóøèòü ââåäåíèåì äîïîëíèòåëüíîãî íàáåãà ôàçû

ïðè ïðîõîæäåíèè ïî ïðîâîäàì, ñîåäèíÿþùèì Ò - äåëèòåëè è ôåððîìàãíèòíûå ïðîñòàâêè.

Ôîðìàëüíî ýòè ôàçû ìîæíî çàíåñòè íåïîñðåäñòâåííî â ìàòðèöó Ò-äåëèòåëÿ, èçìåíèâ åå

ñëåäóþùèì îáðàçîì: 
−1

2
eiα 1

2
eiα 1√

2
ei
α
2

1
2
eiα −1

2
eiα 1√

2
ei
α
2

1√
2
ei
α
2

1√
2
ei
α
2 0

 (82)

ãäå èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå

eiα =


eiα 0 0 0

0 eiα 0 0

0 0 e−iα 0

0 0 0 e−iα

 (83)
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Âåëè÷èíà α åñòü ôàçà, êîòîðóþ íàáèðàåò ýëåêòðîí ïðîéäÿ òóäà è îáðàòíî ÷åðåç ñîåäèíè-

òåëüíûé ïðîâîä. Äëÿ ïðîâîäà, ñîåäèíÿþùåãî äåëèòåëü è ñâåðõïðîâîäíèê, òàêóþ ôàçó ââî-

äèòü íå èìååò ñìûñëà, òàê êàê ïîñëå îòðàæåíèÿ îò ñâåðõïðîâîäíèêà îáðàòíî ïîéäåò äûðêà

è íàáåðåò ïðîòèâîïîëîæíóþ ôàçó.

Äëÿ òàêîé íåòðèâèàëüíîé ìîäåëè äåëèòåëü äåéñòâèòåëüíî ïðîïóñêàåò ÷àñòèöû.

Ðàññìîòðèì àíòèïàðàëëåëüíóþ îðèåíòàöèþ ôåððîìàãíåòèêîâ θ = π.

Ñïåêòð èìååò âèä:

E = ∆
[
1− T0 sin2 ϕ

2

]1/2

, (84)

ãäå

T0 =
16 sin4 α

2

16 sin4 α
2

+ 4 sin2 α
2

+ sin2 L+ 4 sin
(
2L+ 3α

2

)
sin α

2

. (85)

Âèäíî, ÷òî ïðè α = 0 óãîë ϕ âûïàäàåò è ε = 1. Ñèñòåìà ýôôåêòèâíî ïðåâðàùàåòñÿ â äâà

êîðîòêèõ SNS êîíòàêòà.

Óðàâíåíèþ ìîæíî ïðèäàòü áîëåå ïðîñòîé âèä, åñëè ïîäîáðàòü êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ ïà-

ðàìåòðîâ.

• Ïðè α = π
2
, k↑L = 0 (êîðîòêèé êîíòàêò) ñïåêòð ñëåäóþùèé:

E(ϕ) = ∆

√
1− 1

2
sin2 ϕ

2
(86)

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîé ôîðìóëå ôàçà γ ïîëîæåíà íóëåì. Ïðè÷èíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî

âëèÿíèå ìàãíèòíîãî ïîòîêà ïîêà íå ðàññìîòðåíî äîñòàòî÷íî äåòàëüíî.

Òîê ôàçîâîå ñîîòíîøåíèå ïåðåõîäà:

J(ϕ) =
e∆

~
sinϕ√

3 + cosϕ
(87)

Ðèñ. 18: Ñïåêòð ïåðåõîäà Ðèñ. 19: Òîê - ôàçîâîå ñîîòíîøåíèå

• Ïðè α = π, k↑L = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà îáëàäàåò ñïåêòðîì è òîê - ôàçîâûì ñîîò-

íîøåíèÿì, õàðàêòåðíûìè äëÿ ÷èñòîãî SNS - ïåðåõîäà:

ε (ϕ) = | cos
ϕ

2
| (88)
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J(ϕ) =
2e∆

~
sin
(ϕ

2

)
sign

[
cos

ϕ

2

]
(89)

Â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè ìîæíî äîáàâèòü âíåøíèé ïîòîê. Òàêæå ìîæíî ðàññìîòðåòü ïðî-

èçâîëüíûå çíà÷åíèÿ óãëà θ. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïðèáåãàÿ ê ÷èñëåííûì ìåòîäàì (ñì. 7.3).

Íà ýòîì ìû çàâåðøàåì ðàññìîòðåíèå ïåðåäåëüíûõ ôåððîìàãíåòèêîâ è ïåðåõîäè ê äðóãîé

ìîäåëè.

7.2 Íåïðåäåëüíûé ïîëóìåòàëëè÷åñêèé ôåððîìàãíåòèê h� 1

Ðàññìîòðèì î÷åíü ñèëüíûé ôåððîìàãíåòèê ñ h � 1 è κ = 1
δ
� 1. Çäåñü âåëè÷èíà δ åñòü

õàðàêòåðíàÿ ãëóáèíà ïðîíèêíîâåíèÿ ÷àñòèö ñ íåâûãîäíûì ñïèíîì.

Â ïðåäåëå L � δ êîýôôèöèåíò t â ôîðìóëå (72) ýêñïîíåíöèàëüíî ïîäàâëåí. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû êîýôôèöèåíò r (ñì. 71) ðàâåí:

r =
1 + iδ

1− iδ
= e2iδ (90)

Òåïåðü ìîæíî ïîñòàðàòüñÿ íàéòè îòâåò â âèäå ðÿäà ïî δ. Ââèäó ÷ðåçâû÷àéíîé ãðîìîçäêî-

ñòè âûðàæåíèé ñäåëàòü ýòî óäàåòñÿ òîëüêî äëÿ ìàëîé îêðåñòíîñòè θ = π ïðè äîïîëíèòåëüíîì

óñëîâèè L = 0.

Ðàçëîæåíèå ïî ìàëûì δ è îòêëîíåíèþ δθ èìååò âèä:

ε = 1− 2δ2 sin2 ϕ

2
+O

(
δθ3
)

+O
(
δ3
)

(91)

Ñîîòâåòñòâåííî òîê - ôàçîâîå ñîîòíîøåíèå:

J ∼ δ2 sinϕ (92)

Òàêîå òîê - ôàçîâîå ñîîòíîøåíèå õàðàêòåðíî äëÿ òóííåëüíîãî êîíòàêòà. Êàê âèäíî, â

ïðåäåëå h→∞ ôàçà γ → 0 è äåëèòåëü çàêðûâàåòñÿ - òîê â ïåðåõîäå èñ÷åçàåò.

Ýòó ìîäåëü ìîæíî ðàñøèðèòü, äîáàâèâ ìàãíèòíûé ïîòîê è ðàññìîòðåâ ïðîèçâîëüíûé

çíà÷åíèÿ θ. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè (ñì. 7.3).

7.3 ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàññìîòðåòü áîëåå ðåàëèñòè÷íûé ôåððîìàãíåòèê ñ h ∼ 1, èëè äëÿ òîãî,

÷òîáû îáîáùèòü ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû íà íåíóëåâîé âíåøíèé ïîòîê è ïðîèçâîëüíûå

óãëà, ïðèõîäèòñÿ ïðèáåãàòü âû÷èñëèòåëüíîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèé.

Íà ðèñóíêàõ 20a, 20b ïðèâåäåíû ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà äëÿ ñèñòåìû ñî

ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè: h = κ = 1, L = 1, q = 0.73π

Äðóãèå ÷èñëåííûå äàííûå íå ïðåäñòàâëåíû, òàê êàê îíè ñîäåðæàò íåêîòîðûå îñîáåííîñòè,

òðåáóþùèå áîëåå äåòàëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ.
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(a) Ñïåêòð, θ = 0.73π (b) Òîê - ôàçîâîå ñîîòíîøåíèå, θ = 0.73π

Ðèñ. 20: Íà ðèñóíêàõ ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå ãðàôèêè ñïåêòðà è òîê-ôàçîâîãî ñîîòíîøåíèÿ

äëÿ óãëà θ = 0.73π.

×àñòü V

Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïðîâåäåíà ïðåäâàðèòåëüíàÿ ïîäãîòîâêà ê âû÷èñëåíèþ ñïåêòðà àíäðååâñêèõ

óðîâíåé â ñèñòåìå ñ ôåððîìàãíèòíûì äåëèòåëåì êóïåðîâñêèõ ïàð. Äåòàëüíî ðàññìîòðåíà

áîëåå ïðîñòàÿ çàäà÷à SFS - ïåðåõîäà. Òàêæå íàéäåíû äâå ìîäåëè èññëåäóåìîé ñèñòåìû. Ñëîæ-

íîñòü ïîäáîðà ñîñòîÿëà â òîì, ÷òî ñèñòåìà îêàçûâàåòñÿ î÷åíü ÷óâñòâèòåëüíîé ê âûáîðó ïðè-

áëèæåíèÿ: ïåðåóïðîùåíèå âåäåò ê íåôèçè÷íîìó ðåçóëüòàòó, à äîáàâëåíèå äîïîëíèòåëüíûõ

ïàðàìåòðîâ äåëàåò âû÷èñëåíèÿ êðàéíå ãðîìîçäêèìè.

Äëÿ íàéäåííûõ ìîäåëåé ïëàíèðóåòñÿ îáîáùåíèå íà ñëó÷àé êîíå÷íîãî ìàãíèòíîãî ïîòî-

êà è ïðîèçâîëüíîãî óãëà ìåæäó íàìàãíè÷åííîñòÿìè ôåððîìàãíåòèêîâ. Òàêæå íåîáõîäèìî

ïðîâåñòè ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ñèñòåìû äëÿ ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ.

Ïðèëîæåíèå A Èíòåðôåðåíöèîííûå ýôôåêòû â ôåððîìàã-

íèòíîì äåëèòåëå

Ïîêàæåì, êàê íåïðîõîäèìîñòü ôåððîìàãíèòíîãî äåëèòåëÿ îáúÿñíÿåòñÿ èíòåðôåðåíöèåé.

×òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, ÷òî íåïðîçðà÷íîñòü íå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì âûáîðà èäåàëü-

íîãî Ò - ñèììåòðè÷íîãî äåëèòåëÿ, ðàññìîòðèì áîëåå îáùèé ñëó÷àé ñ íåèäåàëüíûì äåëèòåëåì.

Åãî ìàòðèöà èìååò âèä: 
− sin2 β

2
cos2 β

2

√
1
2

sin β

cos2 β
2

− sin2 β
2

√
1
2

sin β√
1
2

sin β
√

1
2

sin β − cos β

 (93)

Ïàðàìåòð β õàðàêòåðèçóåò íåèäåàëüíîñòü òðîéíèêà. Ïðè β = π
2
òðîéíèê èäåàëüíûé, òî
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åñòü ïàäàþùàÿ â âûäåëåííûé âõîä âîëíà âõîäèò áåç îòðàæåíèÿ. Íàïðîòèâ, ïðè β = 0 âîëíà

âîîáùå íå ìîæåò âîéòè â ýòîò âõîä.

Ðàññìîòðè ñëó÷àé àíòèïàðàëëåëüíîé îðèåíòàöèè ôåððîìàãíåòèêîâ. Âûáåðåì, íàïðèìåð,

÷àñòèöó ñî ñïèíîì ââåðõ. Îíà áåñïðåïÿòñòâåííî ïðîõîäèò ÷åðåç âåðõíèé ðóêàâ, à íèæíèé

ðóêàâ äëÿ íåå ïåðåêðûò (ñì. Ðèñ21à).

Àìïëèòóäà îòðàæåíèÿ îò îäíîãî òðîéíèêà.

Âû÷èñëèì àìïëèòóäó îòðàæåíèÿ ÷àñòèöû. Ïðè ýòîì äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïðîõîäè-

ìîñòü òîëüêî îäíîãî òðîéíèêà (ñì. Ðèñ21b) - óæå îí ñòàíîâèòñÿ íåïðîíèöàåìûì, íå ãîâîðÿ

óæå î âñåì äåëèòåëå â öåëîì.

(a) Ýôôåêòèâíàÿ êîíôèãóðàöèÿ

(b) Àìïëèòóäû

Ðèñ. 21: Ðàñ÷åò àìïëèòóäû îòðàæåíèÿ â ñëó÷àå ïðåäåëüíîãî ôåððîìàãíåòèêà

×àñòèöà ìîæåò îòðàçèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî îò òðîéíèêà: ýòî äàåò âêëàä â àìïëèòóäó

îòðàæåíèÿ a1 = − sin2 β
2
.

Òàêæå ÷àñòèöà ìîæåò ïðîéòè â òóïèêîâûé ðóêàâ è ìíîãîêðàòíî ïåðåîòðàæàòüñÿ îò ôåð-

ðîìàãíèòíîãî áàðüåðà, ïîëó÷àÿ ìíîæèòåëü −1, è òðîéíèêà, ïîëó÷àÿ ìíîæèòåëü − sin2 β
2
. Äëÿ

íàõîæäåíèÿ ïîëíîé àìïëèòóäû ïðîöåññà ñ çàõîäîì â çàêðûòûé ðóêàâ íåîáõîäèìî ïðîñóì-

ìèðîâàòü âåñü ðÿä (�óæèðíèòü� ñîîòâåòñòâóþùóþ ëèíèþ):

a2 = cos2 β

2

[
(−1) + (−1)

(
− sin2 β

2

)
(−1) + · · ·

]
cos2 β

2
=
− cos4 β

2

1− sin2 β
2

= − cos2 β

2
(94)

Ïîëíàÿ àìïëèòóäà îòðàæåíèÿ:

a = a1 + a2 = −1 (95)

Ýòî çíà÷èò ÷òî äîáàâëåíèå òóïèêîâîãî ðåçîíàòîðà ê òðîéíèêó ïðèâîäèò ê ïîëíîìó çà-

òåìíåíèþ. È ýòî íèêàê íå çàâèñèò îò åãî íåèäåàëüíîñòè.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåòðèâèàëüíîãî ðåçóëüòàòà òðåáóåòñÿ ââåñòè íåêîòîðóþ ôàçîâóþ äîáàâêó,

êîòîðàÿ ðàçðóøèëà áû èíòåðôåðåíöèþ. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèìè ñïîñîáàìè:

• Ââåñòè íàáåã ôàçû ïðè ïðîõîæäåíèè ïî ïðîâîäàì òðîéíèêà. Ôèçè÷åñêè ýòî ñîîòâåò-

ñòâóåò ãåîìåòðèè SQUID-à, ãäå ïëå÷è ñäåëàíû èç íîðìàëüíîãî ìåòàëëà, à ñëàáûå ñâÿçè

- èç ïîëóìåòàëëè÷åñêîãî ôåððîìàãíåòèêà. Ýòîò ïîäõîä îáñóæäàåòñÿ â 7.1;
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• Ðàññìîòðåòü áîëåå ðåàëèñòè÷íûé ïðåäåë h� 1 âìåñòî àáñîëþòíî ïðåäåëüíîãî ôåððî-

ìàãíåòèêà. Ýòîò ïîäõîä îïèñàí â 7.2.

Âû÷èñëåíèå ïîëíîé ìàòðèöû äåëèòåëÿ

Íàéäåì òåïåðü ïîëíóþ ìàòðèöó SF âñåé ñòðóêòóðû (ïàðû òðîéíèêîâ è ïàðû ðóêàâîâ).

Ýòî âû÷èñëåíèå íåìíîãî áîëåå ñëîæíîå.

(a) Äåëåíèå àìïëèòóäû íà

âêëàäû

(b) Ðÿä äëÿ rI

Ðèñ. 22: Àìïëèòóäà îòðàæåíèÿ îò ïîëíîé ñèñòåìû

Ðàçäåëèì ñèñòåìó íà äâà ïëå÷à (Ðèñ. 22a) è âû÷èñëèì äëÿ êàæäîãî ïëå÷à àìïëèòóäó îòðà-

æåíèÿ (rI è rII ñîîòâåòñòâåííî), ïðè óñëîâèè ÷òî âîçáóæäåíèå óæå ïîïàëî â ñîîòâåòñòâóþùèé

ðóêàâ è äîñòîâåðíî âûëåòèò èç íåãî ïîñëå íåêîòîðîãî ÷èñëà âíóòðåííèõ ïåðåîòðàæåíèé.

Ïîÿñíèì íà ïðèìåðå: âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ïàäàþùåé èçâíå ÷àñòèöû â âåðõíèé ðóêàâ

ðàâíà
√

1
2

sin β. Âåðîÿòíîñòü âûëåòà ÷àñòèöû èç ýòîãî ðóêàâà íàðóæó òàêàÿ æå. Ïîýòîìó

àìïëèòóäà ïðîöåññà, â êîòîðîì ÷àñòèöà, ïàäàÿ èçâíå, ïîïàäàåò â âåðõíèé ðóêàâ, ìíîãîêðàòíî

ïåðåîòðàæàåòñÿ òóäà-îáðàòíî âíóòðè íåãî, à çàòåì âûëåòàåò íàðóæó, ðàâíà
√

1
2

sin β · rI ·√
1
2

sin β.

Àìïëèòóäà rII ðàâíà ñóììå ðÿäà (äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì
β
2

= b):

rII = −1 + (−1) ·
(
− sin2 b

)
· (−1) + (−1) ·

(
− sin2 b

)
· (−1) ·

(
− sin2

)
b · (−1) + · · · = − 1

cos2 b
(96)

Ïðè âû÷èñëåíèè àìïëèòóäû rI íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî êðîìå ïåðåîòðàæåíèé âíóòðè âåðõ-

íåãî ðóêàâà ÷àñòèöà ìîæåò ïîïàäàòü â íèæíèé òóïèêîâûé ðóêàâ, âûëåòàÿ èç íåãî òîëüêî

ïîñëå ñåðèè âíóòðåííèõ ïåðåîòðàæåíèé. Àìïëèòóäà rI ðàâíà ðÿäó íà Ðèñ.22b. Ïîÿñíèì, ÷òî

îçíà÷àåò êàæäûé ýëåìåíò.

Ïåðâûé ÷ëåí (�òîëñòàÿ ëèíèÿ�) ñîîòâåòñòâóåò ïåðåîòðàæåíèÿì âíèòðè âåðõíåãî ðóêàâà,

áåç ïîïàäàíèÿ âíèç. Îí ðàâåí:

− sin2 b+
(
− sin2 b

)
·
(
− sin2 b

)
·
(
− sin2 b

)
+ · · · = − sin2 b

1− sin4 b
(97)
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Âòîðîé ÷ëåí îïèñûâàåò ïðîöåññ, â êîòîðîì ÷àñòèöà ñíà÷àëà íàõîäèòñÿ â âåðõíåì ðóêàâå,

ïîòîì çàëåòàåò â íèæíèé, ïîòîì âîçâðàùàåòñÿ è âûëåòàåò íàðóæó. Â íåì �ñòðåëêà� îïèñûâàåò

ïðîõîæäåíèå ÷åðåç òðîéíèê â äðóãîé ðóêàâ:

cos2 b

− sin2 b
= − cot2 b (98)

Îí îòëè÷àåòñÿ îò ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ â (93) íàëè÷èåì− sin2 b â çíàìåíàòåëå ïîòîìó, ÷òî

�òîëñòàÿ ëèíèÿ� îïèñûâàåò ïðîöåññû �òóäà-îáðàòíî� îò ëåâîãî êðàÿ ðóêàâà ê ïðàâîìó, êîãäà

íàì íóæíî ïðîéòè òîëüêî òóäà, ÷òîáû ïîïàñòü â íèæíèé ðóêàâ. Òàêæå äëÿ òîãî ÷òîáû âûéòè

èç íèæíåé ÷àñòè ÷àñòèöå íå íóæíî èäòè �òóäà�, à íàäî ñðàçó èäòè �îáðàòíî�. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ

íóæíî ïîäåëèòü íà ëèøíþþ àìïëèòóäó îòðàæåíèÿ è óìíîæèòü íà àìïëèòóäó ïðîõîæäåíèÿ,

òî åñòü äîìíîæèòü �òîëñòóþ ëèíèþ� íà �ñòðåëêó�.

�Ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ� îïèñûâàåò ïðîöåññû ïåðåîòðàæåíèé â íèæíåì ðóêàâå:

−1 + (−1) ·
(
− sin2 b

)
· (−1) + · · · = − 1

cos2 b
(99)

Ñóììèðóÿ ðÿä äëÿ rI , ïîëó÷àåì:

rI =
sin2 b tan2 b

1− sin2 b− sin4 b
(100)

Òåïåðü ìîæíî ïåðåéòè ê íàõîæäåíèþ ïîëíîé àìïëèòóäû îòðàæåíèÿ. Âñå ïðîöåññû,â êî-

òîðûõ ÷àñòèöà âëåòåëà èçâíå è ïîòîì âûëåòåëà íàðóæó ìîæíî ðàçáèòü íà òðè ãðóïïû:

• rI>II - ÷àñòèöà âíà÷àëå âëåòàåò â âåðõíèé ðóêàâ è èç íåãî æå âûëåòàåò;

• rI<II - ÷àñòèöà âíà÷àëå âëåòàåò â íèæíèé ðóêàâ è èç íåãî æå âûëåòàåò;

• rI=II - âëåòàåò â îäèí ðóêàâ, à âûëåòàåò èç äðóãîãî.

Â ïðîöåññàõ êàæäîé ãðóïïû ÷àñòèöà ìîæåò ïîïàäàòü â îáà ðóêàâà ìíîãî ðàç, íî â îäíîì

èç íèõ îíà ïîáûâàåò íà åäèíèöó ðàç áîëüøå èëè òî÷íî îäèíàêîâîå ÷èñëî ðàç â îáîèõ (ýòî

îòðàæåíî èíäåêñîì).

Íàéäåì êàæäûé âêëàä:

rI>II =
√

1
2

sin 2b [rI + rI · cos2 b · rII · cos2 b · rI + · · · ]
√

1
2

sin 2b =

= 2 sin4 b tan2 b
(101)

rI<II =
√

1
2

sin 2b [rII + rII · cos2 b · rI · cos2 b · rII + · · · ]
√

1
2

sin 2b =

= 2
(
−1 + sin2 b+ sin4 b

)
tan2 b

(102)

rI+II = 2
√

1
2

sin 2b [rI · cos2 b · rII + rI · cos2 b · rII · cos2b · rI · cos2 b · rII + · · · ]
√

1
2

sin 2b =

= −4 sin4 b tan2 b

(103)
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Ïîëíûé âêëàä îò âñåõ ïðîöåññîâ, â êîòîðûõ ÷àñòèöà âëåòàåò â äåëèòåëü, ðàâåí:

rI>II + rI<II + rI+II = −2 sin2 b (104)

Êðîìå òîãî, ÷òî ÷àñòèöà ìîæåò ïîïàñòü âî âíóòðü äåëèòåëÿ, îíà ìîæåò îòðàçèòüñÿ îò

âõîäíîãî òðîéíèêà ñ àìïëèòóäîé − cos 2b. Ñóììàðíàÿ àìïëèòóäà îòðàæåíèÿ ÷àñòèöû îò ôåð-

ðîìàãíèòíîãî äåëèòåëÿ ðàâíà −1, òî åñòü ïîäòâåðæäàåòñÿ òàêæå è òîò ôàêò (êðîìå ïîëíîé

íåïðîõîäèìîñòè), ÷òî äåëèòåëü õàðàêòåðèçóåòñÿ ôàçîé îòðàæåíèÿ π.

35



Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] P. Recher, E. V. Sukhorukov, and D. Loss, Phys. Rev. B 63, 165314 (2001).

[2] G. B. Lesovik, T. Martin, and G. Blatter, Eur. Phys. J. B 24, 287 (2001)

[3] J. Borlin, W. Belzig, and C. Bruder, Phys. Rev. Lett. 88, 197001 (2002).

[4] N. M. Chtchelkatchev, G. Blatter, G. B. Lesovik, and T. Martin, Phys. Rev. B 66, 161320(R)

(2002).

[5] L. Hofstetter, S. Csonka, J. Nygøard, and C. Schonenberger, Nature 461, 960 (2009).

[6] L. G. Herrmann, F. Portier, P. Roche, A. Levy Yeyati, T. Kontos, C. Strunk, Phys. Rev.

Lett. 104, 026801 (2010).

[7] J. Schindele, A. Baumgartner, C. Schonenberger, Phys. Rev. Lett. 109, 157002 (2012).

[8] A. Das, Y. Ronen, M. Heiblum, D. Mahalu, A. V. Kretinin, H. Shtrikman, Nature Commun.

3, 1165 (2012).

[9] C. W. J. Beenakker, Phys. Rev. Lett. 67, 3836 (1991)

[10] M.J.M. de Jong, C. W. J. Beenakker, Phys. Rev. Lett., 74, 1657, (1994)

P. G. de Gennes, Superconductivity of Metals and Alloys (Benjamin, New York, 1966).

[11] Yuli V. Nazarov and Yaroslav M. Blanter, Quantum Transport: Introduction to Nanoscience

(Cambridge University Press, Cambridge, 2009), 1st ed.

36


	I Введение
	II Андреевские уровни в формализме матриц рассеяния
	Уравнение Боголюбова - деЖена
	Гамильтониан БКШ
	Приближение среднего поля
	Каноническое преобразование
	Уравнение Боголюбова - деЖена
	Собственные функции гамильтониана БдЖ
	Собственные функции для ферромагнетика
	Собственные функции в сверхпроводнике


	Матрица рассеяния
	Определение
	Свойства матрицы рассеяния
	Схема вычисления спектра

	Ток-фазовое соотношение джозефсоновского перехода

	III Эффект Джозефсона в SFS - переходе
	Спектральное уравнение
	Постановка задачи
	SF - граница
	Матрица рассеяния ферромагнетика
	Уравнение на спектр

	Спектр возбуждений. Ток-Фазовое соотношение
	Предел слабого ферромагнетика h 1
	Некритические точки
	Критические точки

	Численные результаты для непредельного случая


	IV Андреевские состояния в ферромагнитном делителе
	Модель
	Матрица тройника
	Матрица рассеяния ферромагнитного рукава
	Матрица рассеяния ферромагнитного делителя

	Спектр
	Предельный ферромагнетик h
	Непредельный полуметаллический ферромагнетик h1
	Численные результаты


	V Заключение
	Приложение A Интерференционные эффекты в ферромагнитном делителе
	Список литературы


