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1 Âñòóïëåíèå

Çàïóòàííîñòü � îäíà èç âàæíåéøèõ èäåé ñîâðåìåííîé êâàíòîâîé ìåõàíèêè è òåîðèè
êâàíòîâîé èíôîðìàöèè. Îíà îïèñûâàåò âåëè÷èíó êîððåëÿöèé ìåæäó ðàçëè÷íûìè ÷à-
ñòÿìè ñèñòåìû. Â ïîñëåäíèå ãîäû áûë äîñòèãíóò çàìåòíûé ïðîãðåññ â èññëåäîâàíèè
çàïóòàííîñòè â ðàìêàõ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé, îñîáåííî ìíîãî ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷åíî
äëÿ îäíîìåðíûõ ñèñòåì.

Äëÿ êîëè÷åñòâåííîãî ðàññìîòðåíèÿ ñòåïåíè çàïóòàííîñòè ñèñòåì ââîäÿò ýíòðî-
ïèþ çàïóòàííîñòè. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ÷àñòèö â ïðîñòðàíñòâå ïðîèçâîëüíîé ðàç-
ìåðíîñòè. Ýíòðîïèÿ çàïóòàííîñòè ôîí-Íåéìàíà ïîäñèñòåìû, çàäàííîé îáëàñòüþ A
(ñìîòðè ðèñóíîê 1) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

SA = −Tr (ρA log ρA) ,

Ðèñ. 1: Ïîäñèñòåìà, çàäàííàÿ îá-
ëàñòüþ A.

ãäå ρA = TrĀ (ρ) � ìàòðèöà ïëîòíîñòè ïîäñèñòå-
ìû, ïîëó÷åííàÿ èç ìàòðèöû ïëîòíîñòè âñåé ñè-
ñòåìû âçÿòèåì ñëåäà ïî âíåøíèì ñòåïåíÿì ñâî-
áîäû. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå ñèì-
ìåòðè÷íî â òîì ñìûñëå, ÷òî SA = SĀ. Àíàëîãè÷-
íûì îáðàçîì ìîæíî ââåñòè áîëåå îáùóþ ýíòðî-
ïèþ Ðåíüè

SαA =
1

1− α
log Tr (ραA) ,

êîòîðàÿ ïåðåõîäèò â SA â ïðåäåëå α→ 1.
Èçâåñòíî, ÷òî â èíòåðåñóþùåì íàñ ñëó÷àå îò-

ñóòñòâèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ôåðìèîíàìè è íóëåâîé òåìïåðàòóðû (ýòî çíà÷èò,
÷òî ρ = |Ψ0〉 〈Ψ0|, ãäå Ψ0 � îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû), ýíòðîïèþ ôîí-Íåéìàíà
ìîæíî ñâÿçàòü ñî ñòàòèñòèêîé ÷èñëà ÷àñòèö â ïîäñèñòåìå A. À èìåííî, åñëè ââåñòè
êóìóëÿíòû ÷èñëà ÷àñòèö â ïîäñèñòåìå ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

K (t) = log
〈
eitNA

〉
=
∞∑
n=1

Cn
(it)n

n!
,

ãäå NA � îïåðàòîð ÷èñëà ÷àñòèö â ïîäñèñòåìå (îí áóäåò îïðåäåëåí ñòðîãî íèæå), à
Cn ñóòü êóìóëÿíòû, òî ýíòðîïèÿ çàïóòàííîñòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðÿäà [1]

SA = 2
∞∑
n=1

ζ (2n)C2n,

ãäå ζ (x) � äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà.
Â ñëó÷àå ÷èñòîãî ìåòàëëà è ïðîñòîãî âèäà îáëàñòè (øàð ðàäèóñà L) ïîâåäå-

íèå êóìóëÿíòîâ õîðîøî èçó÷åíî: â ïðåäåëå kFL � 11 C2 ðàñòåò ïðîïîðöèîíàëüíî
(kFL)d−1 log kFL, â òî âðåìÿ, êàê îñòàëüíûå ñëàãàåìûå ïðîïîðöèîíàëüíû (kFL)d−1

[2]. Ïîýòîìó â îçâó÷åííîì ïðåäåëå SL ∼ C2 ∼ (kFL)d−1 log kFL. Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî

1Èìïóëüñ Ôåðìè kF îïðåäåëÿåòñÿ êîíöåíòðàöèåé ÷àñòèö â ñèñòåìå, èñõîäÿ èç óñëîâèÿ Ad

d k
d
F =

(2π)
d
n, ãäå Ad � ïëîùàäü d-ìåðíîé åäèíè÷íîé ñôåðû.

3



C2 ñîâïàäàåò ñ äèñïåðñèåé ÷èñëà ÷àñòèö, â òî âðåìÿ êàê êóìóëÿíòû âûñøèõ ïîðÿäêîâ
îòëè÷íû îò ñîîòâåòñòâóþùèõ öåíòðàëüíûõ ìîìåíòîâ.

Åñëè ïðîèçâåñòè òî÷íîå âû÷èñëåíèå, òî ïîëó÷èì

SA '
π2

3
C2 '

π

(2π)d
Ad−1Ad
3 (d− 1)

(kFL)d−1 log kFL,

ãäå Ad � ñíîâà ïëîùàäü d-ìåðíîé åäèíè÷íîé ñôåðû.
Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èññëåäîâàíèå ñèñòåì ñ áåñïîðÿäêîì, îïèñûâàþùèõ ãðÿçíûå

ìåòàëëû. Íàïðèìåð, â ñëàáîì áåñïîðÿäêå (l � k−1
F , ãäå l � äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáå-

ãà ÷àñòèö), â êîòîðîì óæå èìååòñÿ ïðåäñòàâëåíèå î ïîâåäåíèè êóìóëÿíòîâ ÷èñëà
÷àñòèö. Ïðè ñëàáîì áåñïîðÿäêå äëÿ óñðåäíåííûõ êóìóëÿíòîâ ôóíêöèîíàëüíî ïî-
âòîðÿþòñÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ ÷èñòîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ðàçìåðû ïîäñèñòåìû
ìíîãî ìåíüøå äëèíû ñâîáîäíîãî ïðîáåãà λF � L � l è äâèæåíèå ôåðìèîíîâ íà
ìàñøòàáàõ ïîäñèñòåìû áàëëèñòè÷íî. Â äèôôóçèîííîì ïðåäåëå L � l èçìåíÿåòñÿ
ôóíêöèîíàëüíî òîëüêî âåëè÷èíà C2: ïðè ïåðåõîäå L ÷åðåç l ëîãàðèôìè÷åñêèé ðîñò
ïðåêðàùàåòñÿ, è îò ëîãàðèôìà îñòàåòñÿ âêëàä log kF l [2].

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû ïðîïîðöèîíàëüíîñòè â C2m = am (l) (kFL)d−1 , m >
1 ñòðåìÿòñÿ ê ñâîèì �÷èñòûì� çíà÷åíèÿì â ïðåäåëå kF l � 1, òî â ýòîì æå ïðåäå-
ëå C2 ñî ñâîèì ëîãàðèôìè÷åñêèì ìíîæèòåëåì îêàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêè áîëüøå
âñåõ îñòàëüíûõ êóìóëÿíòîâ, è ôîðìóëà, ñïðàâåäëèâàÿ äëÿ ÷èñòîãî ñëó÷àÿ, ñòàíîâèò-
ñÿ âåðíîé è çäåñü [2]

SA '
π2

3
C2. (1)

Â ñâÿçè ñ ýòèì, âîçíèêàåò ãèïîòåçà, ÷òî ïîäîáíîå ïðîñòîå ñîîòíîøåíèå ìîæåò
áûòü ñïðàâåäëèâî íå òîëüêî äëÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé âåëè÷èí, íî è äëÿ âûñøèõ ìî-
ìåíòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ýíòðîïèè çàïóòàííîñòè. Ýòî ïîçâîëèëî áû èñïîëüçîâàòü êó-
ìóëÿíòû â êà÷åñòâå èíñòðóìåíòà äëÿ èçó÷åíèÿ âñåé ñòàòèñòèêè S, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò
íåìàëûé èíòåðåñ (ñìîòðè, íàïðèìåð, [3]). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áûëî ïðîâåäåíî èññëå-
äîâàíèå íàèáîëåå ïðîñòîãî êóìóëÿíòà � âàðèàöèè C2 ÷èñëà ÷àñòèö â îáëàñòè A. À
èìåííî: áûëî ïðîèçâåäåíî àíàëèòè÷åñêîå âû÷èñëåíèå äèñïåðñèè C2 â ðàçíûõ ðåæè-
ìàõ; áûë ïðîèçâåäåí ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò, ïîäòâåðæäàþùèé âûâîäû àíàëèòè÷å-
ñêîãî àíàëèçà è äåìîíñòðèðóþùèé ñîîòâåòñòâèå ðàñïðåäåëåíèé SA è C2.

2 Òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó ôåðìèîíîâ â ñëó÷àéíîì ïîòåíöèàëå. Îíà îïèñû-
âàåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì

H =

∫
dxΨ† (x)

[
− 1

2m
∇2 + U (x)

]
Ψ (x) ,

ãäå Ψ (x) � îïåðàòîð óíè÷òîæåíèÿ ÷àñòèöû â òî÷êå x, à U (x) ïîòåíöèàë ñëó÷àéíî
ðàñïîëîæåííûõ ðàññåèâàþùèõ ïðèìåñåé.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ C2 = 〈N2
A〉 − 〈NA〉2 ñíà÷àëà ñòðîãî îïðåäåëèì îïåðàòîð ÷èñëà

÷àñòèö â îáëàñòè A êàê

NA =

∫
A

dxΨ† (x) Ψ (x) ,

ñëåäîâàòåëüíî 〈
N2
A

〉
=

∫
A

∫
A

dxdy
〈
Ψ† (x) Ψ (x) Ψ† (y) Ψ (y)

〉
.
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Ïðè ðàñêðûòèè ñðåäíåãî ïî òåîðåìå Âèêà ïîëó÷èì〈
Ψ† (x) Ψ (x) Ψ† (y) Ψ (y)

〉
=
〈
Ψ† (x) Ψ (x)

〉 〈
Ψ† (y) Ψ (y)

〉
+

+
〈
Ψ† (x) Ψ (y)

〉 〈
Ψ (x) Ψ† (y)

〉
Ïåðâîå ñëàãàåìîå äàñò ïðîñòî 〈n (x)〉 〈n (y)〉 è, ñëåäîâàòåëüíî, 〈NA〉2 â îêîí÷àòåëüíûé
îòâåò, ïîýòîìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèñïåðñèè íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî âòîðîå ñëàãàåìîå.
Ðàçëîæèì îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì ñèñòåìû

Ψ (x) =
∑
α

ψα (x) aα.

Òîãäà 〈
Ψ† (x) Ψ (y)

〉
=
∑
α,β

ψ∗α (x)ψβ (y)
〈
a†αaβ

〉
=

=
∑
α,β

ψ∗α (x)ψβ (y) δaβnα =
∑
α

ψ∗α (x)ψα (y)nα,

ãäå nα � ÷èñëî çàïîëíåíèÿ óðîâíÿ α, è〈
Ψ (x) Ψ† (y)

〉
=
∑
α,β

ψα (x)ψ∗β (y)
〈
aαa

†
β

〉
=

=
∑
α,β

ψα (x)ψ∗β (y) δaβ (1− nβ) =
∑
β

ψβ (x)ψ∗β (y) (1− nβ) .

Èòîãî äëÿ äèñïåðñèè ÷èñëà ÷àñòèö â ïîäñèñòåìå ïðè òåðìîäèíàìè÷åñêîì ðàâíî-
âåñèè âûõîäèò

C2 =

∫
A

∫
A

dxdy
∑
α,β

ψ∗α (x)ψα (y)ψβ (x)ψ∗β (y) (1− nβ)nα =

=

∫
A

∫
A

dxdy

∫
dωdEdE ′ (1− n (E))n (E ′) δ (E ′ − E − ω)F (E,E ′,x,y) ,

ãäå F (E,E ′,x,y) =
∑

α,β ψ
∗
α (x)ψα (y)ψβ (x)ψ∗β (y) δ (E − εβ) δ (E ′ − εα) � òàê íàçû-

âàåìûé ñòðóêòóðíûé ôàêòîð, à n (E) � ôåðìèåâñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ.
Òåïåðü åñëè ó÷åñòü íóëåâóþ òåìïåðàòóðó T = 0 è ñäåëàòü ëîãè÷íîå ïðåäïîëîæå-

íèå î òîì, ÷òî îñíîâíîé âêëàä äàåòñÿ ñîñòîÿíèÿìè, áëèçêèìè ïî ýíåðãèè ê ýíåðãèè
Ôåðìè (òî åñòü ω � EF ), òî ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óïðîùåííîå âûðàæåíèå

C2 =

∫
A

∫
A

dxdy

∫ ∞
0

ωdωF (EF , EF + ω,x,y) .

Íà ýòîì ýòàïå ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî åñëè îäíî èç èíòåãðèðîâàíèé ïî êîîðäèíàòàì
ðàñïðîñòðàíèòü íà âñå ïðîñòðàíñòâî, òî â ñòðóêòóðíîì ôàêòîðå èç-çà ñîîòíîøåíèÿ
îðòîãîíàëüíîñòè ïîÿâèòñÿ δαβ, êîòîðàÿ îáíóëèò âñå âûðàæåíèå. Èç ýòîãî ñëåäóåò,
÷òî âåðíà òàêæå ôîðìóëà

C2 = −
∫
A

∫
Ā

dxdy

∫ ∞
0

ωdωF (EF , EF + ω,x,y) .

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ñòðóêòóðíûé ôàêòîð ìîæåò áûòü çàïèñàí ÷åðåç ïåòëþ èç
ìíèìûõ ÷àñòåé çàïàçäûâàþùåé ôóíêöèè Ãðèíà. Äåéñòâèòåëüíî

GR (EF + ω,x1,x2) =
∑
α

ψα (x1)ψ∗α (x2)

EF + ω − εα + i0
⇒

⇒ =GR (EF + ω,x1,x2) = −π
∑
α

ψα (x1)ψ∗α (x2) δ (EF + ω − εα) ,
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îòêóäà

F (EF , EF + ω,x,y) =
1

π2
=GR (EF + ω,x,y)=GR (EF ,y,x) .

Ïîäîáíûì æå îáðàçîì ñòðóêòóðíûé ôàêòîð ìîæíî ñâÿçàòü ñ çàïàçäûâàþùèì
ïîëÿðèçàöèîííûì îïåðàòîðîì

F (EF , EF + ω,x,y) =
1

πω
=ΠR (ω,x− y) ,

Ýòè äâà âûðàæåíèÿ óäîáíû òåì, ÷òî äëÿ èçó÷åíèÿ èõ ñòàòèñòèêè îòíîñèòåëü-
íî áåñïîðÿäêà ìîæíî èñïîëüçîâàòü âñþ ìîùü êðåñòîâîé òåõíèêè, ÷åì ìû äàëåå è
çàéìåìñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè áû ìû õîòåëè âû÷èñëèòü ñðåäíèé C2 â ãðÿçíîì ñëó÷àå, íàì
íàäî áûëî áû óñðåäíÿòü ïåòëþ, ïîäîáíóþ èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 2. Îñíîâíîé

Ðèñ. 2: Ïåòëÿ äëÿ ñðåäíåãî C2. Ðèñ. 3: Äèôôóçèîííàÿ ëåñòíèöà.

âêëàä â òàêîå óñðåäíåíèå äàþò äèàãðàììû ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ ïðèìåñíûìè ëèíè-
ÿìè, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ C2 ñëåäóåò àíàëèçèðîâàòü âûðàæåíèå äëÿ
äèôôóçèîííîé ëåñòíèöû, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 3.

Íàñ æå áóäåò èíòåðåñîâàòü äèñïåðñèÿ C2 � åé ñîîòâåòñòâóþò äèàãðàììû ñ äâó-
ìÿ ïîäîáíûìè ïåòëÿìè (ñì. ðèñóíîê 4), ïðè÷åì äâå ïåòëè äîëæíû áûòü ñîåäèíåíû
ìåæäó ñîáîé õîòÿ áû îäíîé ïðèìåñíîé ëèíèåé.

2.1 Âû÷èñëåíèå äèñïåðñèè C2 â áàëëèñòè÷åñêîì ïðåäåëå λF �
L� l

Â óêàçàííîì ïðåäåëå ñòîëêíîâåíèÿ ñ ïðèìåñÿìè êðàéíå ðåäêè, òàê ÷òî îñíîâíîé
âêëàä äàåò äèàãðàììà, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñóíêå 5, ñ îäíîé åäèíñòâåííîé ïðèìåñíîé
ëèíèåé, ñîåäèíÿþùåé äâå ïåòëè.

2.1.1 Âû÷èñëåíèå áàëëèñòè÷åñêîé äèàãðàììû

Ìû âèäèì, ÷òî íà ýòîé äèàãðàììå åñòü äâå îäèíàêîâûå ÷àñòè (âíåøíÿÿ ïåòëÿ è
âíóòðåííÿÿ ïåòëÿ). Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Γ (ω,R) =
1

2π2

∑
R(A)

(−1)R(A)

∫
x∈A, y∈A

ddxddyGR(A) (EF + ω,x,R)×

×GR(A) (EF + ω,R,y)=GR (EF ,y,x) ,
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Ðèñ. 4: Äèàãðàììà ñ äâóìÿ ïåòëÿìè.

Ðèñ. 5: Äèàãðàììà äëÿ áàëëèñòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ.

òîãäà

VarC2 =
1

2πντ

∫
ddR

∞∫
0

ωdω

∞∫
0

ΩdΩΓ (ω,R) Γ (Ω,R) .

Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå äëÿ Γ ñëåäóþùèì îáðàçîì

Γ (ω,R) =
1

2π2

∑
R(A)

(−1)R(A)

∫
A

ddxddyGR(A) (EF + ω,x,R)×

×GR(A) (EF + ω,R,y)=GR (EF ,y,x) =

=
1

2π2

∑
R(A)

(−1)R(A)

∫
A

ddxddy

∫
(dk1) (dk2) (dk3)GR(A) (EF + ω,k1)×

×GR(A) (EF + ω,k2)=GR (EF ,k3) eik1(R−x)+ik2(y−R)+ik3(x−y) =

=
1

2π2

∑
R(A)

(−1)R(A)

∫
(dk1) (dk2) (dk3)GR(A) (EF + ω,k1)×

×GR(A) (EF + ω,k2)=GR (EF ,k3) eiR(k1−k2)JL (k3 − k1)JL (k2 − k3) .

Ãäå JL (q) =
∫
x<L, y<L

ddxeiqx = (2π)d/2Ld

(qL)d/2
Jd/2 (qL).

Îñíîâíîé âêëàä äàåòñÿ k3 ∼ kF , ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë âîçüìåì ïî
ξ è ñäåëàåì çàìåíû k1 − k3 = q è k2 − k3 = Q. Â ïðåäåëå τ → ∞ ýòîò ïåðåõîä
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ñòàíîâèòñÿ àáñîëþòíî òî÷íûì, òàê êàê =GR (EF ,k3) = −πδ (EF − ξk3). Ïîëó÷àåì

Γ (ω,R) = −ν 1

2π

∑
R(A)

(−1)R(A)

∫
dξ (dq) (dQ)×

×
〈

eiR(q−Q)JL (q)JL (Q)

(EF + ω − ξ − vFq ± i0) (EF + ω − ξ − vFQ± i0)

〉
vF

δ (EF − ξ) ,

ãäå óñðåäíåíèå èäåò ïî ñôåðå Ôåðìè. Ïîñëå âçÿòèÿ èíòåãðàëà ïî ξ

Γ (ω,R) = −ν 1

2π

∑
R(A)

(−1)R(A)

∫
(dq) (dQ)

〈
eiR(q−Q)JL (q)JL (Q)

(ω − vFq ± i0) (ω − vFQ± i0)

〉
vF

.

Çàìåòèì, ÷òî∑
R(A)

(−1)R(A) 1

(ω − vFq ± i0) (ω − vFQ± i0)
= 2= 1

(ω − vFq + i0) (ω − vFQ+ i0)
,

÷òî ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ñîõîöêîãî, è ñðàçó ïðîèíòåãðèðîâàòü
ïî ÷àñòîòàì2

∞∫
0

ωdωΓ (ω,R) = −ν
π

∞∫
0

ωdω

∫
(dq) (dQ)×

×=
〈

JL (q)JL (Q)

(ω − vFq + i0) (ω − vFQ+ i0)

〉
vF

eiR(q−Q) =

= ν

∫
(dq) (dQ)

〈
vFqθ (vFq)− vFQθ (vFQ)

vF (q −Q)

〉
vF

eiR(q−Q)JL (q)JL (Q) .

Ñðåäíåå ïî ôåðìè ñôåðå îêàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííûì âíå çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðíîñòè.
Ïîêàæåì ýòî.

×òîáû åãî (ñðåäíåå) âû÷èñëèòü çàìåòèì, ÷òî ñôåðó (ìíîãîìåðíóþ), ïî êîòîðîé
âåäåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå, ìîæíî ðàçáèòü íà 4 îáëàñòè:

1. îáå θ ðàâíû åäèíèöå;

2. ïåðâàÿ θ ðàâíà åäèíèöå, à âòîðàÿ � íóëþ;

3. ïåðâàÿ θ ðàâíà íóëþ, à âòîðàÿ � åäèíèöå;

4. îáå θ ðàâíû íóëþ.

Çàìåòèì, ÷òî âòîðàÿ è òðåòüÿ îáëàñòè ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà, åñëè óìíîæèòü ñîîò-
âåòñòâóþùèé âåêòîð íà −1.

Â ïåðâîé îáëàñòè óñðåäíÿåìîå âûðàæåíèå

vFq − vFQ
vF (q −Q)

= 1.

Â ÷åòâåðòîé îáëàñòè âûðàæåíèå ðàâíî íóëþ.

2Çäåñü θ-ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì: θ (x) =

{
1, x > 0
0, x ≤ 0

.
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Èíòåãðèðîâàíèå ïî âòîðîé è òðåòüåé îáëàñòè îáúåäèíèì, îñòàâèâ èíòåãðèðîâàíèå
ïî âòîðîé îáëàñòè è çàìåíèâ âî âòîðîì ñëàãàåìîì vF íà −vF . Ïîäûíòåãðàëüíîå
âûðàæåíèå èìååò âèä

vFq

vF (q −Q)
− (−vF )Q

(−vF ) (q −Q)
=

vFq

vF (q −Q)
− vFQ

vF (q −Q)
= 1.

Â èòîãå ìû èíòåãðèðóåì 1 ïî îáúåäèíåíèþ ïåðâîé è âòîðîé îáëàñòåé. Îñòàëîñü
çàìåòèòü, ÷òî ýòî îáúåäèíåíèå � ïîëîâèíà âñåé ñôåðû, à çíà÷èò〈

vFQθ (vFQ)− vFqθ (vFq)

vF (q −Q)

〉
vF

=
1

2
,

âíå çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðíîñòè.
Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì äëÿ èíòåãðàëà îò Γ (ω,R) ïî ÷àñòîòàì

ν

2

∫
(dq) (dQ) eiR(q−Q)JL (q)JL (Q) =

ν0

2

∫
(dk) eiRkJL (k) ,

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì ñâîéñòâîì ôóíêöèé JL, ÷òî∫
(dq)JL (q + k)JL (q) =

∫
(dq)

∫
L

dxeix(q+k)

∫
L

dyeiy(q) =

∫
L

dxeixk = JL (k) .

Èñõîäíîå âûðàæåíèå äëÿ äèñïåðñèè C2 ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé ïðîñòîé âèä

VarC2 =
1

2πντ

ν2

4

∫
ddReiR(k+k′)

∫
(dk)JL (k)

∫
(dk′)JL (k′) ,

ãäå èíòåãðàë ïî R äàåò äåëüòà-ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ñíèìàåò îäíî èç èíòåãðèðîâàíèé
ïî èìïóëüñàì

VarC2 =
νvF
8πl

∫
(dk)JL (k)JL (−k) =

ν0vF
8πl

∫
(dk)J 2

L (k)

Èç ýòîé ôîðìóëû, ó÷èòûâàÿ èçâåñòíûå âûðàæåíèÿ äëÿ èíòåãðàëîâ îò ôóíêöèé
Áåññåëÿ, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíûé îòâåò

VarC2 =
νvF
8πl

∫
(dk)

(2π)d L2d

(kL)d
J2
d/2 (kL) =

=
νvF
8πl

Ld
∫
ddx

xd
J2
d/2 (x) =

νvF
8πl

Ldd
πd/2

Γ (1 + d/2)

∞∫
0

dx
J2
d/2 (x)

x
=

=
νvF
8πl

Ld
πd/2

Γ (1 + d/2)
=
kd−1
F Ld

l

d

π2d+3Γ2 (1 + d/2)
. (2)

Â ÷àñòíîñòè, ïðè d = 1 íàõîäèì

VarC2 =
2L

8π2l
.

2.1.2 Àíàëèç ðåçóëüòàòà

Âèäèì, ÷òî â áàëëèñòè÷åñêîé îáëàñòè äèñïåðñèÿ C2 ðàñòåò ïðîïîðöèîíàëüíî îáúåìó
ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî âñå óêàçàííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ
ñïðàâåäëèâû òîãäà, êîãäà ðàçìåð îáúåìëþùåé ñèñòåìû ìíîãî áîëüøå äëèíû ñâîáîä-
íîãî ïðîáåãà l.

9



2.2 Âû÷èñëåíèå äèñïåðñèè C2 â äèôôóçíîì ïðåäåëå l� L

Â äèôôóçíîì ðåæèìå (l � L) ñëåäóåò îòäåëüíî ðàññìîòðåòü áàëëèñòè÷åñêèé è
äèôôóçèîííûé âêëàäû. Ïåðâûé îïðåäåëÿåòñÿ ìàñøòàáàìè, ìàëûìè ïî ñðàâíåíèþ
ñ äëèíîé ñâîáîäíîãî ïðîáåãà, à âòîðîé � áîëüøèìè ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé ñâîáîäíî-
ãî ïðîáåãà. Áàëëèñòè÷åñêèé âêëàä âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ äèàãðàìì, àíàëîãè÷íûõ
ïðåäûäóùåé, à äèôôóçèîííûé âêëàä äîëæíà îïèñûâàòü äèàãðàììà ñ äâóìÿ äèôôó-
çîíàìè, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñóíêå 6.

Ðèñ. 6: Äèàãðàììà ñ äâóìÿ äèôôóçîíàìè.

2.2.1 Âû÷èñëåíèå áàëëèñòè÷åñêîãî âêëàäà

Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì äèàãðàììó, èçîáðàæåííóþ íà ðèñóíêå 5.
Íà ýòîò ðàç çàïèøåì =GR (EF ,k3) êàê 1

2

∑
p pG

p (EF ,k3), ãäå p ïðèíèìàåò çíà÷å-
íèÿ R èëè A â èíäåêñàõ è, ñîîòâåòñòâåííî, ±1 â êà÷åñòâå ìíîæèòåëÿ

Γ (ω,R) =
1

4π2

∑
p1,p2

p1p2

∫
(dk1) (dk2) (dk3)Gp1 (EF + ω,k1)×

×Gp1 (EF + ω,k2)Gp2 (EF ,k3) eiR(k1−k2)JL (k3 − k1)JL (k2 − k3) .

Îïÿòü âîçüìåì èíòåãðàë ïî èìïóëüñàì k3 ïî ξ è ñäåëàåì çàìåíû k1 − k3 = q è
k2 − k3 = Q. Ïîëó÷àåì

Γ (ω,R) = ν
1

4π2

∑
p1,p2

p1p2

∫
dξ (dq) (dQ)×

×

〈
eiR(q−Q)JL (q)JL (Q)(

EF + ω − ξ − vFq + p1
i

2τ

) (
EF + ω − ξ − vFQ+ p1

i
2τ

)〉
vF

1

EF − ξ + p2
i

2τ

,

ãäå óñðåäíåíèå èäåò ïî ñôåðå Ôåðìè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èíòåãðàë ïî ξ íå áûë ðàâåí
íóëþ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïîëþñà ôóíêöèé Ãðèíà íàõîäèëèñü ïî ðàçíûå ñòîðîíû
äåéñòâèòåëüíîé îñè, èíûìè ñëîâàìè p1p2 = −1. Îòêóäà ïîëó÷àåì

Γ (ω,R) = ν
1

2π

∑
p

p

∫
(dq) (dQ)

〈
eiR(q−Q)JL (q)JL (Q)(

ω − vFq − p iτ
) (
ω − vFQ− p iτ

)〉
vF

.
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Çàìåòèì, ÷òî∑
p

p
1(

ω − vFq − p iτ
) (
ω − vFQ− p iτ

) = 2= 1(
ω − vFq − i

τ

) (
ω − vFQ− i

τ

) =

=
2

τ

2ω − vF (q +Q)(
(ω − vFq)2 + 1

τ2

) (
(ω − vFQ)2 + 1

τ2

) ,
÷òî ñëåäóåò ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ÷àñòîòàì

∞∫
0

ωdωΓ (ω,R) =
ν

2π

∞∫
0

ωdω

∫
(dq) (dQ)×

×

〈
2

τ

2ω − vF (q +Q)(
(ω − vFq)2 + 1

τ2

) (
(ω − vFQ)2 + 1

τ2

)〉
vF

JL (q)JL (Q) eiR(q−Q) =

=
ν

2π

∫ 〈
πτvF (q −Q) + 2τ (vFq arctan τvFq − vFQ arctan τvFQ)

τvF (q −Q)
+

+
log
(
1 + (τvFQ)2)− log

(
1 + (τvFq)2)

τvF (q −Q)

〉
vF

×

× (dq) (dQ) eiR(q−Q)JL (q)JL (Q) .

Äëÿ áàëëèñòè÷åñêèõ èìïóëüñîâ ql� 1 è Ql� 1 ïîëó÷àåì òàêîå æå ñðåäíåå〈
vFQθ (vFQ)− vFqθ (vFq)

vF (q −Q)

〉
vF

=
1

2
,

êàê è â áàëëèñòè÷åñêîì ïðåäåëå. Òî åñòü îñíîâíàÿ îñîáåííîñòü äàííîãî âû÷èñëåíèÿ
â òîì, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî áîëüøèì èìïóëüñàì q,Q� l−1

(VarC2)b.cont ∼
νvF
8πl

∫
k>l−1

(dk)
(2π)d L2d

(kL)d
J2
d/2 (kL) .

Òàêèì îáðàçîì íèæíÿÿ îáðåçêà ó èíòåãðàëà ïî k ìåíÿåòñÿ ñ L−1, îáóñëîâëåííîé
ïîâåäåíèåì ôóíêöèé Áåññåëÿ, íà l−1.

Èòîãî èìååì

(VarC2)b.cont ∼
kd−1
F

l
Ld−1

∫
l−1

ddk

kd
1

k
∼ (kFL)d−1 . (3)

Âèäèì, ÷òî ñòåïåíü äëèíû èçìåíèëàñü íà åäèíèöó ïî ñðàâíåíèþ ñ áàëëèñòè÷åñêèì
ñëó÷àåì.

2.2.2 Âû÷èñëåíèå äèôôóçèîííîãî âêëàäà

×òîáû ó÷åñòü âñå âîçìîæíûå ïàðû èç GR è GA â äèàãðàììå ñ ðèñóíêà 6 ââåäåì
èíäåêñû pi òàêèì æå îáðàçîì, êàê è â ïðåäûäóùåé ÷àñòè. Òîãäà äëÿ èññëåäóåìîé
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äèàãðàììû ìû ìîæåì çàïèñàòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

(VarC2)d.cont =
∑

p1,p2,p′1,p
′
2

p1p2p
′
1p
′
2

∫
G(p1) (EF , r1,R)×

×G(p2) (EF − Ω,R, r2)G(p′2)
(
EF , r2, R̃

)
G(p′1)

(
EF − ω, R̃, r1

)
×

×G(p1) (EF ,R
′, r′1)G(p2) (EF − Ω, r′2,R

′)×

×G(p′2)
(
EF , R̃

′, r′2

)
G(p′1)

(
EF − ω, r′1, R̃′

)
dRdR′dR̃dR̃′×

×
∫
VL

dr1dr2

∫
V̄L

dr′1dr
′
2

∫ ∞
0

D
(p1p2)
Ω (R,R′)D

(p′2p′1)
ω

(
R̃, R̃′

)
ωΩdωdΩ,

ãäå D
(p1p2)
Ω (R,R′) � ñóììà äèàãðàìì, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñóíêå 7.

Ðèñ. 7: Äèôôóçîí.

Â ñëó÷àå, åñëè p1p2 = −1, îíà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ñóììîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåñ-
ñèè ( 1

2πντ
+ B

(2πντ)2
+ B2

(2πντ)3
+ . . .), ãäå B � îäíà �ñòóïåíü� ëåñòíè÷íîãî ðÿäà, è ðàâíà

â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè

1

2πντ 2

1

−p1iω +Dk2
.

Â ñëó÷àå æå, åñëè p1p2 = 1, ïîëþñà ôóíêöèé Ãðèíà îêàçûâàþòñÿ â îäíîé ïîëóïëîñ-
êîñòè è âûðàæåíèå ïîëó÷àåòñÿ êîíñòàíòíûì, ÷òî íàñ íå èíòåðåñóåò.

Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì ðàçìåðíîñòü d = 1.3

Ôóíêöèè Ãðèíà â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè èìåþò âèä

G(p) (EF + ω, r) = −p2πiν · exp

(
pi

(
pF +

ω

vF

)
r − r

2l

)
.

Ìîæíî âèäåòü, ÷òî åñëè ìû ïðåíåáðåæåì çàâèñèìîñòüþ îò ÷àñòîò â ïîêàçàòåëÿõ
ýêñïîíåíò, òî â îáëàñòè, â êîòîðîé âåðøèíû ïåòåëü íàõîäÿòñÿ ìåæäó ãðàíèö äèô-
ôóçîíîâ, îñöèëëèðóþùàÿ ÷àñòü ýêñïîíåíòû ïîëíîñòüþ ñîêðàòèòñÿ (ñì. ðèñóíîê 8).
Ýòà îáëàñòü è äàñò îñíîâíîé âêëàä â èíòåãðàëû.

Òàêèì îáðàçîì, ó íàñ ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà èíäåêñû ñóììèðîâàíèÿ
p1p2 = −1
p′1p
′
2 = −1

p1p
′
1 = 1

p2p
′
2 = 1

,

êîòîðûå äîïóñêàþò âñåãî äâà ðàçëè÷íûõ ñëàãàåìûõ.

3Êàê èçâåñòíî, â îäíîìåðèè äëèíà ëîêàëèçàöèè ξ ' l, òàê ÷òî äèôôóçíîé îáëàñòè êàê òàêî-

âîé íåò. Îäíàêî ôîðìàëüíîå ðàññìîòðåíèå d = 1 óäîáíî â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ìàòåìàòè÷åñêîé

ñòðóêòóðû ïîëó÷àþùèõñÿ âûðàæåíèé.
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Ðèñ. 8: Èíòåðåñóþùàÿ îáëàñòü.

Âïðåäü áóäåì îïóñêàòü ÷èñëåííûå êîýôôèöèåíòû. Â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè
ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

(VarC2)d.cont ∼ ν8
∑
p

∫
e−
|r1−R|

2l e−
|r2−R|

2l e−
|r2−R̃|

2l e−
|r1−R̃|

2l ×

× e−
|r′1−R′|

2l e−
|r′2−R′|

2l e−
|r′2−R̃′|

2l ×

× e−
|r′1−R̃′|

2l dRdR′dR̃dR̃′×

×
∫
VL

dr1dr2

∫
V̄L

dr′1dr
′
2×

×
∫ ∞

0

D
(p)
Ω (R,R′)D(−p)

ω

(
R̃, R̃′

)
ωΩdωdΩ,

ãäå D
(p)
Ω (R,R′) = 1

2πντ2

∫
(dk) e−ik(R−R′)

Dk2−piΩ .
Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ 

R = r1 + u1

R̃ = r1 + u2

R′ = r1 + v1

R̃′ = r1 + v2

,

êîòîðàÿ ïðèâîäèò âûðàæåíèå ê âèäó

(VarC2)d.cont ∼ ν8

∫
e−
|u1|
2l e−

|r1+u1−r2|
2l e−

|r1+u2−r2|
2l e−

|u2|
2l ×

× e−
|v1|
2l e−

|r′1+v1−r′2|
2l e−

|r′1+v2−r′2|
2l e−

|v2|
2l ×

× du1du2dv1dv2

∫
VL

dr1dr2

∫
V̄L

dr′1dr
′
2×

× F (r1 − r′1 + v1 − u1)F (r1 − r′1 + v2 − u2) ,

ãäå F (x) =
∫∞

0
ΩdΩD

(±)
Ω (x,0) = ] 1

ντ2
D
x3
.

Ìû âèäèì, ÷òî èíòåãðàëû ïî íîâûì ïåðåìåííûì ýêñïîíåíöèàëüíî ïàäàþò íà
äëèíå ñâîáîäíîãî ïðîáåãà l, òàê ÷òî â äèôôóçíîì ïðåäåëå L � l îñòàåòñÿ òîëü-
êî äâå íå ñâÿçàííûõ ýêñïîíåíòàìè ãðóïïû ïåðåìåííûõ, îñòàëüíûå èíòåãðèðîâàíèÿ
äàþò âêëàäû l6. Ïðè ýòîì íîâûìè ïåðåìåííûìè â àðãóìåíòàõ äèôôóçîíîâ ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü, òàê îíè ïîðÿäêà l, à èíòåãðàë íàáèðàåòñÿ íà |r1 − r2| & l. Ïîëó÷àåì

(VarC2)d.cont ∼ ν8l6
(
D

ντ 2

)2 ∫
VL

dr1

∫
V̄L

dr′1
1

|r1 − r′1|
6 ∼

∼ ν8l6
(
D

ντ 2

)2 ∫
l

rdr

r6
∼ ν8l6

(
D

ντ 2

)2
1

l4
∼ ν8l6

(vF
l

)2 1

l4
∼ const,

13



íå çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðîâ âêëàä â äèñïåðñèþ C2.
Òåïåðü ðàññìîòðèì ðàçìåðíîñòè d > 1.
Çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ âêëàäà â äèñïåðñèþ, ïðåíåáðåãàÿ ðàçëè÷èÿìè ìåæäó R

è r1 è äðóãèìè ïàðàìè ýêñïîíåíöèàëüíî ñâÿçàííûõ âåëè÷èí â àðãóìåíòàõ äèôôóçî-
íîâ è îòëè÷èåì ÷àñòîò îò íóëÿ â àðãóìåíòàõ ôóíêöèé Ãðèíà

(VarC2)d.cont ∼
∑
p,,p′

p2p′2
∫
G(p) (EF , r1,R)G(−p) (EF ,R, r2)×

×G(−p′)
(
EF , r2, R̃

)
G(p′)

(
EF , R̃, r1

)
×

×G(p) (EF ,R
′, r′1)G(−p) (EF , r

′
2,R

′)G(−p′)
(
EF , R̃

′, r′2

)
×

×G(p′)
(
EF , r

′
1, R̃

′
)
dRdR′dR̃dR̃′×

×
∫
VL

dr1dr2

∫
V̄L

dr′1dr
′
2F

2 (r1 − r′1) ,

òåïåðü, ñäâèíóâ íàäëåæàùèì îáðàçîì èíòåãðèðîâàíèå ïî ãðàíèöàì äèôôóçîíîâ,
ìîæíî ïîëó÷èòü

A2

∫
VL

dr1

∫
V̄L

dr′1F
2 (r1 − r′1) ,

ãäå, ïîñëå çàìåíû r1 − r2 → ρ,

A =

∫
dρ

[∫
dRG(p) (ρ−R)G(−p) (R)

]2

.

Ýòîò êîýôôèöèåíò ìîæíî ëåãêî ïîñ÷èòàòü, çàìåòèâ, ÷òî Ôóðüå-îáðàç ñâåðòêè åñòü
ïðîèçâåäåíèå Ôóðüå-îáðàçîâ ôóíêöèé, à èíòåãðàë êâàäðàòà ôóíêöèè ïî ïðîñòðàí-
ñòâó åñòü èíòåãðàë êâàäðàòà Ôóðüå-îáðàçà ïî ïðîñòðàíñòâó èìïóëüñîâ. Òî åñòü

A =

∫
(dk)

[
1

−ξk + p i
2τ

· 1

−ξk − p i
2τ

]2

=

∫
(dk)(

ξ2
k +

(
1
2τ

)2
)2 ∼ ντ 3.

Â ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè ïîëó÷àåì äëÿ èíòåãðàëîâ îò äèôôóçîíîâ F (x) ∼
1
ντ2

D
xd+2 . Èòîãî äèôôóçèîííûé âêëàä

τ 2

∫
VL

dr1

∫
V̄L

dr′1F
2 (r1 − r′1) ,

ãäå èíòåãðàë íàáèðàåòñÿ âáëèçè ãðàíèöû îáëàñòè, òàê ÷òî åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü
�ïëîñêîé�

(VarC2)d.cont ∼ (τD)2

∫
VL

dr1

∫
V̄L

dr′1F
2 (r1 − r′1) ∼ l4

∫
VL

dr1

∫
V̄L

dr′1
1

|r1 − r′1|
2d+4

∼

∼ l4Ld−1

∫ ∞
l

xdx

∫ ∞
0

rd−2dr
1

(x2 + r2)d+2
∼ l4Ld−1

∫
l

xdx
1

xd+5
∼

∼ l4Ld−1 1

ld+3
∼
(
L

l

)d−1

. (4)

Çäåñü ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èíòåãðàëû ñàäÿòñÿ íà èìïóëüñû ïîðÿäêà 1
l
, à íå 1

L
,

êàê ìîæíî áûëî áû íàèâíî îæèäàòü.

14



2.2.3 Àíàëèç ðåçóëüòàòà

Îáúåäèíÿÿ ôîðìóëû 3 è 4, ïîëó÷àåì

VarC2 = c1 (kFL)d−1 + c2

(
L

l

)d−1

.

Âèäèì, ÷òî â äèôôóçíîì ñëó÷àå ïðè d > 1 îñíîâíûì ÿâëÿåòñÿ áàëëèñòè÷åñêèé âêëàä
â äèñïåðñèþ, è âêëàä ýòîò (kFL)d−1, äèôôóçèîííûé æå âêëàä õîòü è èìååò òó æå
çàâèñèìîñòü îò ðàçìåðîâ ñèñòåìû, ïàðàìåòðè÷åñêè ìàë ñîãëàñíî óñëîâèþ kF l� 1.

Â îäíîìåðíîì æå ñëó÷àå, îáà âêëàäà ïîëó÷àþòñÿ êîíñòàíòíûìè è íå çàâèñÿò îò
ïàðàìåòðîâ.

3 ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå

Äëÿ ïðîâåðêè àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ áûëî ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå.
Â êà÷åñòâå ñèñòåìû ðàññìàòðèâàëàñü ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü Àíäåðñîíà íà êâàäðàòíîé
ðåøåòêå ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.

3.1 Îïèñàíèå ðàññ÷åòà

Áîëåå ïîäðîáíî, ðàññìàòðèâàåòñÿ ãàìèëüòîíèàí

H =
∑
〈ij〉

εia
†
iai − a

†
iaj − a

†
jai,

ãäå εi � ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå íà îòðåçêå [−W, W ] íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âå-
ëè÷èíû, ai � ôåðìèîííûå ïåðåìåííûå, à ñóììèðîâàíèå èäåò ïî âñåì óïîðÿäî÷åííûì
ïàðàì ñìåæíûõ âåðøèí ñ ó÷åòîì ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

3.1.1 Èññëåäóåìûå âåëè÷èíû

Íàñ èíòåðåñóåò ñòàòèñòèêà ÷èñëà ÷àñòèö â êàêîé-òî îáëàñòè A ñèñòåìû (îòðåçîê,
êâàäðàò) ðàçìåðà L < Lmax (ãäå Lmax � ðàçìåð âñåé ñèñòåìû) ïðè ðàçëè÷íîì êîëè÷å-
ñòâå ôåðìèîíîâ â ñèñòåìå è íóëåâîé òåìïåðàòóðå. Â ÷àñòíîñòè, èíòåðåñíà ñòàòèñòèêà
(â ñìûñëå áåñïîðÿäêà) êóìóëÿíòîâ ÷èñëà ÷àñòèö â îáëàñòè, íàïðèìåð

C2 =
〈
n2
〉
− 〈n〉2 ,

C4 =
〈
(n− 〈n〉)4〉− 3C2

2 ,

ãäå n =
∑

i∈A a
†
iai � îïåðàòîð ÷èñëà ÷àñòèö â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè. Åùå îäíîé

èíòåðåñíîé âåëè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ýíòðîïèÿ çàïóòàííîñòè äëÿ êàæäîé
êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèè áåñïîðÿäêà

S = −Tr (ρA log ρA) ,

ãäå ρA � ìàòðèöà ïëîòíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè, è ñòàòèñòèêà ýòîé ýíòðîïèè.
Îêàçûâàåòñÿ, óêàçàííûå âåëè÷èíû óäîáíî âû÷èñëÿòü ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû êîð-

ðåëÿòîðîâ Gij =
〈
a†iaj

〉
ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè. Åñëè λi � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàò-

ðèöû G, òî

C2 =
∑
i

λi (1− λi) ,
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C4 =
∑
i

λ3
i (1− λi) + λi (1− λi)3 − 4λ2

i (1− λi)2 ,

S = −
∑
i

(1− λi) log (1− λi) + λi log λi.

3.1.2 Ïðîöåññ âû÷èñëåíèé

Àëãîðèòì âû÷èñëåíèé âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. ñ ïîìîùüþ ãåíåðàòîðà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë âûáèðàþòñÿ çíà÷åíèÿ εi èç íóæíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ;

2. ñîñòàâëÿåòñÿ è äèàãîíàëèçóåòñÿ ìàòðèöà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îäíî÷àñòè÷íîìó ãà-
ìèëüòîíèàíó ñèñòåìû;

3. ñ ïîìîùüþ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ãàìèëüòîíèàíà ñ÷èòàåòñÿ ìàòðèöà êîððåëÿ-
òîðîâ G âñåé ñèñòåìû öåëèêîì;

4. äàëåå èäåò ïåðåáîð âñåõ èíòåðåñóþùèõ íàñ ðàçìåðîâ îáëàñòåé A è âñåõ ðàñïî-
ëîæåíèé îáëàñòè ôèêñèðîâàííîãî ðàçìåðà;

5. ìàòðèöà G ñóæàåòñÿ íà êàæäóþ ïîëó÷èâøóþñÿ îáëàñòü è äèàãîíàëèçóåòñÿ;

6. èç åå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λi ðàññ÷èòûâàþòñÿ èññëåäóåìûå âåëè÷èíû.

Äàííàÿ ïðîöåäóðà ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäóò äîñòèãíóòû íåîáõîäèìûå
ðàçìåðû âûáîðîê.

3.1.3 Âàæíîñòü âûáîðà ïàðàìåòðîâ

×òîáû ìîäåëü Àíäåðñîíà ñîîòâåòñòâîâàëà íàøåé àíàëèòè÷åñêîé ìîäåëè ðàññåÿíèÿ íà
ñëó÷àéíîì ïîòåíöèàëå, â ìîäåëèðóåìîé ñèñòåìå äîëæíî ïðîèñõîäèòü ìíîãî �ñòîëê-
íîâåíèé�. Ýòî íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèÿ íà Lmax, à èìåííî íåîáõîäèìî, ÷òîáû Lmax �
l. Ïðè ýòîì óñëîâèå kF l � 1 ïðè òèïè÷íîé äëÿ íàñ êîíöåíòðàöèè ôåðìèîíîâ 1

2
ñâî-

äèòñÿ ê l� 1. Èòîãî èìååì 1� l� Lmax.
Â îäíîìåðèè äàííûå óñëîâèÿ ìîãóò áûòü âûïîëíåíû ñ äîñòàòî÷íî õîðîøåé òî÷-

íîñòüþ. Äëÿ òèïè÷íûõ èññëåäóåìûõ çíà÷åíèé áåñïîðÿäêà äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà
èìååò ïîðÿäîê l ∼ 10, à ðàçìåð ñèñòåìû Lmax ∼ 800.

Â äâóìåðèè æå èç-çà ìíîãîêðàòíî âîçðàñòàþùåé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè óäà-
ëîñü äîñòèãíóòü ëèøü l ∼ 5 è Lmax ∼ 40.

3.2 Ñðåäíèé C2 â îäíîìåðèè

Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ñðåäíåãî âòîðîãî êóìóëÿíòà ïðè êîíöåíòðàöèè ôåðìèîíîâ 1
2
.

Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñðåäíåãî ïî áåñïîðÿäêó C2 îò äëèíû ðàññìàòðèâàåìîãî îò-
ðåçêà èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 9 â ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå, â êîòîðîì õîðîøî âèäíî
íà÷àëüíûé ëèíåéíûé îòðåçîê è îòêëîíåíèå îò íåãî ïðè L ∼ l. Êà÷åñòâåííîå ïîâåäå-
íèå êðèâûõ íà ãðàôèêå ïîäòâåðæäàåò èçâåñòíûå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû.

Íà ãðàôèêå òàê æå âèäíû îñöèëëÿöèè ñ ïåðèîäîì â äâà øàãà (÷òî ñîîòâåòñòâó-
åò ïðîñòðàíñòâåííîé ÷àñòîòå â 2kF ), êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ îñöèëëÿöèÿì â ÷èñòîì

ñëó÷àå δ 〈C2〉 = 1
π2

cos(2kFL)

(2L sin kF )2
. Äëÿ òîãî, ÷òîáû â ýòîì óáåäèòüñÿ, ìîæíî ïîñìîòðåòü

íà ãðàôèê 10, íà êîòîðîì èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòü îñöèëëèðóþùåé ÷àñòè ñðåäíåãî
C2 îò L. Êàê âèäíî, îñöèëëèðóþùàÿ ÷àñòü ñïàäàåò ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ êâàäðà-

16



●

●

●
●

●
● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ●

■

■

■

■
■

■
■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■

◆

◆

◆

◆

◆
◆

◆
◆

◆
◆ ◆ ◆

◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆

▲

▲

▲

▲

▲
▲

▲
▲

▲
▲

▲ ▲ ▲ ▲ ▲ ▲ ▲ ▲ ▲ ▲ ▲ ▲ ▲ ▲ ▲ ▲▲▲▲▲▲
▲▲▲▲▲▲▲

▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲
▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲

▼

▼

▼

▼

▼
▼

▼
▼

▼
▼

▼ ▼ ▼ ▼ ▼ ▼ ▼ ▼ ▼ ▼ ▼ ▼ ▼ ▼ ▼ ▼▼▼▼▼▼
▼▼▼▼▼▼

▼▼▼▼▼▼▼▼▼
▼▼▼▼▼▼▼▼▼▼▼▼▼▼▼

▼▼▼▼▼▼▼▼▼

○

○

○

○

○

○
○

○
○

○
○

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○○○○○○○○○○
○○○○○

○○○○○○
○○○○○○○○

○○○○○○○○○○○
○○○○○○○○○○

□

□

□

□

□

□
□

□
□

□
□

□
□ □ □ □ □ □ □ □ □ □ □ □ □ □□□□

□□□□
□□□□□

□□□□□□
□□□□□□□

□□□□□□□□□
□□□□□□□□□□

◇

◇

◇

◇

◇

◇

◇
◇

◇
◇

◇
◇

◇
◇ ◇

◇ ◇
◇

◇
◇ ◇

◇ ◇
◇ ◇

◇ ◇ ◇ ◇ ◇ ◇ ◇ ◇ ◇

△

△

△

△

△

△

△
△

△
△

△
△

△
△ △

△ △
△

△
△

△
△ △

△
△

△
△ △

△
△ △ △ △ △

● W=2.0

■ W=1.6

◆ W=1.0

▲ W=0.9

▼ W=0.8

○ W=0.7

□ W=0.6

◇ W=0.4

△ W=0.2

1 5 10 50

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

Mean С2 vs L

Ðèñ. 9: Çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî C2 îò L.

òè÷íî, ïðè÷åì, åñëè èñêàòü êîýôôèöèåíò ïðè L−2, ðåçóëüòàò òàêæå ñîãëàñóåòñÿ ñ
òåîðåòè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ äëÿ ÷èñòîãî ñëó÷àÿ.

Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî ìîäåëü Àíäåðñîíà ñïîñîáíà íå òîëüêî êà÷åñòâåí-
íî âîñïðîèçâîäèòü òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, íî è ñëóæèòü äëÿ îöåíêè êîíêðåòíûõ
÷èñëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ.

3.3 Äèñïåðñèÿ C2 â îäíîìåðèè

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå äèñïåðñèè C2 ïðè òîé æå êîíöåíòðàöèè � íàèáîëåå
èíòåðåñóþùàÿ íàñ âåëè÷èíà.

Ãðàôèê çàâèñèìîñòè äèñïåðñèè âòîðîãî êóìóëÿíòà îò äëèíû ðàññìàòðèâàåìîãî
îòðåçêà èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 11, ãäå øòðèõàìè îòìå÷åíû äëèíû ñâîáîäíîãî ïðîáå-
ãà. Âèäíî, ÷òî êðèâûå ñîãëàñóþòñÿ ñ òåîðåòè÷åñêîé îöåíêîé L

8π2l
ïðè L� l è ïîòîì

âûõîäÿò íà êîíñòàíòó, ÷òî è îæèäàëîñü, èñõîäÿ èç ïîëó÷åííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðå-
çóëüòàòîâ.

Êîëè÷åñòâåííóþ îöåíêó ðåçóëüòàòó ìîæíî äàòü, åñëè èñïîëüçîâàòü èçâåñòíóþ
ôîðìóëó, ñâÿçûâàþùóþ äëèíó ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ñ âåëè÷èíîé áåñïîðÿäêà W â äàí-
íîé ñèñòåìå[4]

l ≈ 26

W 2
,

è ñðàâíèòü ïîëó÷åííûå ñ åå ïîìîùüþ äëèíû ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ñ äëèíàìè, îöåíåí-
íûìè ñ ïîìîùüþ íàêëîíà ëèíåéíîãî ó÷àñòêà çàâèñèìîñòè. Ïîëó÷àåòñÿ äîñòàòî÷íî
õîðîøåå ñîãëàñèå.

3.4 C2 â 2d

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå ïðè êîíöåíòðàöèè 1
2
ïîëó÷àåòñÿ ãðàôèê 12, îòðàæàþùèé òåîðå-

òè÷åñêèå îæèäàíèÿ: â áàëëèñòè÷åñêîé îáëàñòè çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî C2 îò ðàçìåðà
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Ðèñ. 10: Çàâèñèìîñòü îñöèëëèðóþùåé ÷àñòè 〈C2〉 îò L.

îáëàñòè èìååò âèä C2 ∼ kFL log kFL, â òî âðåìÿ êàê â äèôôóçíîé îáëàñòè ëîãàðèô-
ìè÷åñêèé ðîñò ïðåêðàùàåòñÿ, è çàâèñèìîñòü ïðèîáðåòàåò âèä C2 ∼ kFL.

Èíòåðåñóþùèé æå íàñ ãðàôèê íà ðèñóíêå 13, äåìîíñòðèðóåò ëèíåéíîå ïîâåäåíèå
äèñïåðñèè ïðè L� l è íåáîëüøîé êâàäðàòè÷íûé îòðåçîê îêîëî íóëÿ ïðè L� l äëÿ
äâóõ êðèâûõ ñ ìåíüøèì áåñïîðÿäêîì, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ïîëó÷åííîé àíàëèòè÷åñêîé
îöåíêîé.

3.5 Ñðàâíåíèå ðàñïðåäåëåíèé S è C2

Íà ðèñóíêàõ 14 (îäíîìåðèå) è 15 (äâóìåðèå) ìîæíî óâèäåòü, êàê ñîîòíîñÿòñÿ ôóíê-
öèè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ S è C2 (ïðèâåäåííûå ê îäíîìó ìàñøòàáó ñîãëàñíî
óðàâíåíèþ 1). Â îäíîìåðèè õîðîøî âèäíî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ âñå áî-
ëåå ïîõîæèìè äðóã íà äðóãà ïðè óâåëè÷åíèè L, ÷òî îò÷àñòè ïîäòâåðæäàåò ãèïîòåçó
î òîì, ÷òî ñòàòèñòèêà SA â ãðÿçíîì ïðåäåëå îïðåäåëÿåòñÿ, â îñíîâíîì, âòîðûì êó-
ìóëÿíòîì. Â äâóìåðèè ïàðàìåòðû ýêñïåðèìåíòà íå ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü íàñòîëüêî
æå õîðîøåå ñîãëàñèå, îäíàêî âñå åùå ìîæíî âèäåòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ ìåíÿþòñÿ ñ
óâåëè÷åíèåì L êà÷åñòâåííî îäèíàêîâûì îáðàçîì.

4 Âûâîäû

Íà îñíîâàíèè ïðîäåëàííîãî àíàëèçà, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî â ðàçìåðíîñòÿõ
d > 1 ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå C2 ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ ñàìîé âåëè÷èíîé C2, òàê
êàê äèñïåðñèÿ C2 ïðîïîðöèîíàëüíà (kFL)d−1 â äèôôóçíîì ïðåäåëå, â òî âðåìÿ, êàê
ñðåäíåå çíà÷åíèå çàâèñèò îò L êàê log kF l(kFL)d−1. Èíûìè ñëîâàìè

VarC2

C2
2 ∼ (kFL)d−1[

(kFL)d−1 log kF l
]2 ∼

1

(kFL)d−1 log2 kF l
,
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Ðèñ. 11: Çàâèñèìîñòü äèñïåðñèè C2 îò L.

÷òî óìåíüøàåòñÿ êàê ñ ðîñòîì ðàçìåðà ïîäñèñòåìû, òàê è ñ ðîñòîì äëèíû ñâîáîäíîãî
ïðîáåãà ïðè ôèêñèðîâàííûõ ïðî÷èõ ïàðàìåòðàõ.

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ñòàòèñòèêà C2 âåäåò ñåáÿ ïî÷òè òåðìîäèíàìè÷åñêè, ëèøü ëîãà-
ðèôìè÷åñêè îòêëîíÿÿñü îò ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîâåäåíèÿ.

Íà îñíîâàíèè ÷èñëåííîãî àíàëèçà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå
ýíòðîïèè çàïóòàííîñòè SA âåäåò ñåáÿ òàê æå, êàê ðàñïðåäåëåíèå âòîðîãî êóìóëÿíòà,
ïðè èçìåíåíèÿ ðàçìåðà îáëàñòè L. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî îæèäàòü, ÷òî äèñïåðñèÿ
SA èìååò òàêóþ æå ôóíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü îò L, êàê è âû÷èñëåííàÿ â ðàáîòå
äèñïåðñèÿ C2.
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Ðèñ. 12: Çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî C2, äåëåííîãî íà L, îò L â äâóìåðíîì ñëó÷àå.
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Ðèñ. 13: Çàâèñèìîñòü VarC2/L îò L.
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Ðèñ. 14: Ðàñïðåäåëåíèÿ â îäíîìåðèè.
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Ðèñ. 15: Ðàñïðåäåëåíèÿ â äâóìåðèè.
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