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Ãëàâà 1

Ââåäåíèå

1.1 Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ïî èçó÷åíèþ ãðÿç-

íûõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ

Ñòàíäàðòíîé êàðòèíîé ïîâåäåíèÿ ÷èñòûõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ ñ òðèâèàëüíûì
ñïàðèâàíèåì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé (èíòåðåñóþùèé íàñ) íàáîð êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ
[1]:

• íàëè÷èå òåìïåðàòóðû ïåðåõîäà Tc, õàðàêòåðèçóþùåé ïðîïàäàíèå ýëåêòðè-
÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ïðè T < Tc; ñîîòâåòñòâóþùåå ñîñòîÿíèå íàçûâàåò-
ñÿ ñâåðõïðîâîäÿùèì;

• ïðè òåìïåðàòóðàõ ãîðàçäî íèæå òåìïåðàòóðû ïåðåõîäà T � Tc îòñóòñòâó-
åò ïîãëîùåíèå èçëó÷åíèå íà ÷àñòîòàõ íèæå íåêîòîðîé ýíåðãèè 2∆

~ ∼ 4Tc~ ,
äåìîíñòðèðóþùåå íàëè÷èå ùåëè â ñïåêòðå âîçáóæäåíèé ñâåðõïðîâîäíèêà.

• Ìàñøòàá ýíåðãèé ∆ òàêæå çàäà¼ò ùåëü â ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé,
îáíàðóæèâàåìóþ ñðåäñòâàìè òóííåëüíîé ìèêðîñêîïèè.

Äàëåå, òåîðåòè÷åñêè [2] è ýêñïåðèìåíòàëüíî [3] óñòàíîâëåíî, ÷òî íåáîëüøîå ïî
ïàðàìåòðó (kF l)

−1 (ãäå l � äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà) êîëè÷åñòâî íåìàãíèò-
íûõ ïðèìåñåé â ñâåðõïðîâîäíèêå íå âëèÿåò íà âûøåóïîìÿíóòûå ñâîéñòâà. Çà-
ãðÿçíåíèå ïðèâîäèò ëèøü ê ïåðåíîðìèðîâêå íåêîòîðûõ íåòåðìîäèíàìè÷åñêèõ
âåëè÷èí.

Îäíàêî, êàê ñâèäåòåëüñòâóþò ìíîãî÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå
(ñì., íàïðèìåð, [3], [4] è [5]), ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè áåñïîðÿäêà êàðòèíà
êà÷åñòâåííî ìåíÿåòñÿ:

• òåìïåðàòóðà ïåðåõîäà íà÷èíàåò ñèëüíî çàâèñåòü îò êîíöåíòðàöèè ïðèìå-
ñåé íåìîíîòîííûì îáðàçîì,

• â îáëàñòè ÷àñòîò íèæå ñâåðõïðîâîäÿùåé ùåëè, âñ¼ òàêæå óñòàíàâëèâàåìîé
ñðåäñòâàìè òóííåëüíîé ìèêðîñêîïèè, ïîÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîå ïîãëîùå-
íèå.
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Ðèñ. 1.1: Äåìîíñòðàöèÿ âëèÿíèÿ ñèëüíîãî áåñïîðÿäêà íà êëþ÷åâûå ñâîéñòâà
ñâåðõïðîâîäèìîñòè íà ïðèìåðå ïë¼íîê NbN. Ñëåâà, ÷¼ðíûå ñèìâîëû: çàâèñè-
ìîñòü òåìïåðàòóðû ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïåðåõîäà îò ñòåïåíè çàãðÿçíåíèÿ ìåòàë-
ëà, èçìåðÿåìîé áåçðàçìåðíûì ïàðàìåòðîì kF l, ãäå kF � èìïóëüñ Ôåðìè, à l
� äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà. Ïàðàìåòð kF l îïðåäåëÿëñÿ ïî ñîïðîòèâëåíèþ ïðè
êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå. Äàííûå âçÿòû èç ðàáîòû [3]. Ñïðàâà, êðàñíûå ñèìâî-
ëû: çàâèñèìîñòü äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè ïðîâîäèìîñòè ìåòàëëà îò ÷àñòîòû âíåø-
íåãî èçëó÷åíèÿ. Çåë¼íîé ëèíèåé îòìå÷åíî ïîëîæåíèå ñâåðõïðîâîäÿùåé ùåëè,
íàéäåííîå ñðåäñòâàìè òóííåëüíîé ìèêðîñêîïèè. Äàííûå òàêæå âçÿòû èç ðàáî-
òû [3].

Âûáîðêà èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, áîëåå äåòàëüíî äåìîíñòðèðóþùèõ îá-
ñóæäàåìûå ýôôåêòû íà ïðèìåðå ïë¼íîê NbN, ïðèâåäåíà íà Ðèñ. 1.1. Ñóùå-
ñòâåííî, ÷òî îáñóæäàåìûå ýôôåêòû ïðîèñõîäÿò â ìàêðîñêîïè÷åñêè îäíîðîäíûõ
îáðàçöàõ, ãäå õàðàêòåðíûå ìàñøòàáû íåîäíîðîäíîñòåé ñóùåñòâåííî ìèêðîñêî-
ïè÷åñêèå. Â ÷àñòíîñòè, áåñïîðÿäîê â ïë¼íêàõ NbN ñîçäà¼òñÿ çà ñ÷¼ò âàêàíñèé
Nb â êðèñòàëëè÷åñêîé ðåø¼òêå [3]. Ñõîæèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàþò òàêæå è ðÿä
äðóãèõ îáðàçöîâ:

• ïë¼íêè InO, â êîòîðûõ òàêæå íàáëþäàëèñü îïèñûâàåìûå ÿâëåíèÿ [4], è
áåñïîðÿäîê â êîòîðûõ èìååò ñòåõèîìåòðè÷åñêóþ ïðèðîäó, ò. å. çàäà¼òñÿ
àìîðôíîé ñòðóêòóðîé âåùåñòâà;

• ïë¼íêè èç íàíîãðàíóë Al [5], â êîòîðûõ ìèêðîñêîïè÷åñêèå íåîäíîðîäíîñòè
çàäàþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ñòðóêòóðîé èç ãðàíóë àëþìèíèÿ ðàçìåðàìè ∼
2nm, ðàçäåë¼ííûõ îêñèäíîé ïë¼íêîé. Â ýòîì ñëó÷àå ìèêðîñêîïè÷íîñòü
íåîäíîðîäíîñòåé ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî îòäåëüíî âçÿòàÿ ãðàíóëà â ñèëó
ñâîèõ ìàëûõ ðàçìåðîâ íå îáëàäàåò äîñòàòî÷íûìè ÷èñëîì ñîñòîÿíèé äëÿ
ðàçâèòèÿ ñâåðõïðîâîäÿùèõ ýôôåêòîâ.

Ýôôåêò èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû ïåðåõîäà Tc â ìàêðîñêîïè÷åñêè îäíîðîä-
íûõ çàãðÿçí¼ííûõ îáðàçöàõ óæå ïîëó÷èë òåîðåòè÷åñêîå îïèñàíèå [6], è êà÷å-
ñòâåííî îáúÿñíÿåòñÿ âëèÿíèåì ýôôåêòîâ Àíäåðñîíîâñêîé ëîêàëèçàöèè è ïðå-
ôîðìèðîâàíèÿ Êóïåðîâñêèõ ïàð (íåñêîëüêî ïîäðîáíåå ýòà ýôôåêòû ìû ðàçáå-
ð¼ì äàëåå). Îäíàêî ýòîãî íåëüçÿ ñêàçàòü î ôàêòå íàëè÷èÿ íèçêîýíåðãåòè÷åñêèõ
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âîçáóæäåíèé: ñóùåñòâóåò ëèøü ðÿä ýìïèðè÷åñêèõ òåîðèé, íå äàþùèõ îáúÿñ-
íåíèÿ ïðèðîäå íàáëþäàåìîãî ÿâëåíèÿ (ñì., îïÿòü æå, [3], [4]). Â äàííîé ðàáî-
òå áóäåò ïðîèçâåäåíà ïîïûòêà ðàçðàáîòàòü êîëè÷åñòâåííóþ ìèêðîñêîïè÷åñêóþ
ìîäåëü, îïèñûâàþùóþ íèçêîýíåðãåòè÷åñêèå âîçáóæäåíèÿ â ãðÿçíîì ñâåðõïðî-
âîäíèêå. Òåîðåòè÷åñêîå îïèñàíèå áóäåò ñòðîèòüñÿ íà îñíîâå èäåé, ðàçâèòûõ â [6],
à òàêæå â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè áóäåò îïèðàòüñÿ íà èçëîæåííûå â ðàáîòå [7] ãè-
ïîòåçû ïî êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèè óïîìÿíóòîé ìîäåëè.

1.2 Ñõåìà îðãàíèçàöèè ðàáîòû

Äàííàÿ ðàáîòà îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• â ãë. 2, ïîñâÿù¼ííîé íåïîñðåäñòâåííî òåîðåòè÷åñêîìó îïèñàíèþ ÿâëåíèÿ
íèçêîýíåðãåòè÷åñêèõ âîçáóæäåíèé, áóäåò äàíî ïîäðîáíîå îïèñàíèå ìî-
äåëüíîé çàäà÷è, ïðåäïîëîæèòåëüíî ñîäåðæàùåé êëþ÷åâûå ýôôåêòû.

� Ñíà÷àëà ïðåäñòàâëåíî ôåíîìåíîëîãè÷åñêîå ââåäåíèå, ìîòèâèðóþùåå
ïîñëåäóþùèå óïðîùàþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ. Ïî èòîãó áóäåò âûïèñàí
ò. í. ïñåâäîñïèíîâûé ãàìèëüòîíèàí íà K-ðåãóëÿðíîì ãðàôå, èñïîëü-
çóþùèéñÿ äàëåå äëÿ îïèñàíèÿ âñåé ôèçèêè ¾ãðÿçíîé¿ ñâåðõïðîâîäè-
ìîñòè.

� Íà åãî îñíîâå ñ ïîìîùüþ ôîðìàëèçìà ñåìèîííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
Ïîïîâà-Ôåäîòîâà áóäóò âûâåäåíû îñíîâíûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþ-
ùåå ñâåðõïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèå: óðàâíåíèå ñàìîñîãëàñîâàíèÿ è êâàä-
ðàòè÷íàÿ ÷àñòü ôóíêöèîíàëà Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó.

� Íàêîíåö, ïîñòðîåííûé ôîðìàëèçì ïîçâîëèò ïîñòàâèòü çàäà÷ó, íåïî-
ñðåäñòâåííî îïèñûâàþùóþ â ðàìêàõ äàííîé ìîäåëè íèçêîýíåðãåòè-
÷åñêèå âîçáóæäåíèÿ â ñâåðõïðîâîäíèêå.

� Ïîñëåäíèì ïóíêòîì áóäóò èçëîæåíû óïðîùåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå ðå-
øèòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó â òåðìèíàõ ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿ-
íèé íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà íà K-ðåãóëÿðíîì ãðàôå. Áóäóò
òàêæå ïðèâåäåíû èìåþùèåñÿ òåîðåòè÷åñêèå ïðåäñêàçàíèÿ, ñâÿçàí-
íûå ñ ýòîé óïðîù¼ííîé ìîäåëüþ.

• â ãë. 3 áóäåò ïîäðîáíî èçëîæåíà òåîðèÿ ìåòîäà ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêè,
ïðåäîñòàâëÿþùåãî ñïîñîá ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé â êîíöå ãë. 2
óïðîù¼ííîé çàäà÷è.

� Äëÿ íà÷àëà áóäåò ïðèâåäåíî ââåäåíèå â òåîðèþ, ïîçâîëÿþùóþ óñòà-
íîâèòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó çàäà÷àìè íà áîëüøèõ ðåãóëÿðíûõ ãðàôàõ
è íà äðåâåñíûõ ãðàôàõ ñ ïîñòîÿííûì âåòâëåíèåì.

� Äàëåå áóäåò ïðèâåä¼í âûâîä è ïîäðîáíîå îïèñàíèå àëãîðèòìà ïîïó-
ëÿöèîííîé äèíàìèêè âêóïå ñ ïðîäåëàííûìè îïòèìèçàöèÿìè. Áóäåò
òàêæå óñòàíîâëåíà ñâÿçü èçó÷àåìûõ âåëè÷èí ñ çàäà÷åé ëîêàëèçàöèè
Àíäåðñîíà ñ äèàãîíàëüíûì áåñïîðÿäêîì.
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� Çàòåì áóäóò ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå àëãîðèòìà ñ óæå èìåþùèìñÿ ìåòî-
äîì èññëåäîâàíèÿ ñõîæèõ çàäà÷ è ðàçîáðàíû îñíîâíûå îñîáåííîñòè
ïîâåäåíèÿ äàííîé ÷èñëåííîé ïðîöåäóðû.

• ãë. 4 ïðåäñòàâèò ÷èòàòåëþ îáçîð ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ
ìîäåëè, ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ïîëó÷åííûõ ñâåäåíèé è âûâîäà ïî
äàëüíåéøåìó èçó÷åíèþ.

� Áóäóò ïðåäñòàâëåíû ïîäðîáíûå ðåçóëüòàòû, îïèñûâàþùèå âñå âàæ-
íûå àñïåêòû ñòàòèñòèêè ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé óïîìÿíóòî-
ãî îïåðàòîðà.

� Äëÿ îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê ñòàòèñòèêè áóäåò ïðèâåäåíû èìåþùè-
åñÿ ÷èñëåííûå äàííûå, îïèñûâàþùèå çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà K.

� Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû áóäóò èíòåðïðåòèðîâàíû ñ ïîçèöèè óæå èç-
âåñòíîé òåîðèè çàäà÷è Àíäåðñîíà. Áóäåò ïðåäñòàâëåí àíàëèç ñäåëàí-
íûõ ðàíåå êà÷åñòâåííûõ è êîëè÷åñòâåííûõ ïðåäñêàçàíèé êàñàòåëüíî
ýòîé ìîäåëè.

� Íàêîíåö, áóäåò ïðåäñòàâëåíà èíòåðïðåòàöèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòà-
òîâ â òåðìèíàõ èñõîäíîé çàäà÷è îïèñàíèÿ íèçêîýíåðãåòè÷åñêèõ âîç-
áóæäåíèé ñâåðõïðîâîäíèêà è íàìå÷åí ïëàí äàëüíåéøèõ èññëåäîâà-
íèé.

• Â ôèíàëüíîé ãë. 5 ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé îáçîð ïðîäåëàííîé ðàáîòû è ðå-
çþìèðóþòñÿ ñäåëàííûå â ïðîöåññå âûâîäû.
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Ãëàâà 2

Òåîðåòè÷åñêîå îïèñàíèå

2.1 Òåîðåòè÷åñêèé ïîäõîä è ôåíîìåíîëîãèÿ íåóïî-

ðÿäî÷åííûõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ

Ïðè ìèêðîñêîïè÷åñêîì îïèñàíèè ñâåðõïðîâîäÿùåãî ñîñòîÿíèÿ òðàäèöèîí-
íûì ïîäõîäîì ÿâëÿåòñÿ ÁÊØ-ïîäîáíûå ãàìèëüòîíèàíû íà îñíîâå òî÷íûõ ñî-
ñòîÿíèé íåâçàèìîäåéñòâóþùåé ñèñòåìû ýëåêòðîíîâ:

HBCS =
∑
jσ

ξja
†
jσajσ −

λ

ν0

∑
ijkl

Vijkla
†
i↑a
†
j↓ak↓al↑ (2.1)

ãäå èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

• i � èíäåêñ îäíî÷àñòè÷íîãî ñîáñòâåííîãî ñîñòîÿíèÿ íåâçàèìîäåéñòâóþùåé
ñèñòåìû c ýíåðãèåé ξj,

• a†jσ, ajσ � ôåðìèîííûå îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ óíè÷òîæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî ñîñòîÿíèÿ, σ � ñïèíîâûé èíäåêñ,

• ν0 � ïëîòíîñòü îäíî÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû,

• êîíñòàíòà λ õàðàêòåðèçóåò ïðèòÿãèâàþùåå Êóïåðîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå,
îáðåçàåìîå íà íåêîòîðîì ýíåðãåòè÷åñêîì ìàñøòàáå ε0; ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî çàâèñèìîñòüþ ïðèòÿãèâàþùåãî âçàèìîäåéñòâèÿ îò èìïóëüñà ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü, ò. å. ñ÷èòàòü åãî òî÷å÷íûì;

• Vijkl ñîäåðæèò â ñåáå èíôîðìàöèþ î ïåðåêðûòèè óðîâíåé è àìïëèòóäå
òóííåëèðîâàíèÿ ìåæäó ýòèìè ñîñòîÿíèÿìè

Äëÿ âîçìîæíîñòè òåîðåòè÷åñêîãî ðàññìîòðåíèÿ çàäà÷è íåîáõîäèìî ñäåëàòü
äàëüíåéøèå óïðîùåíèÿ, êàñàþùèåñÿ äåòàëåé óñòðîéñòâà îäíî÷àñòè÷íûõ ñîñòî-
ÿíèé è èõ ïåðåêðûòèé. Ê ñîæàëåíèþ, äî ñèõ ïîð íå ïîñòðîåíî ïîñëåäîâàòåëüíîé
òåîðèè, ïîçâîëÿþùåé ýòè óïðîùåíèÿ îáîñíîâàòü è âûÿñíèòü êðèòåðèè èõ ïðè-
ìåíèìîñòè, ïîýòîìó èçëîæåííûå íèæå ïðåäïîëîæåíèÿ â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè
áóäóò îáîñíîâàíû èñêëþ÷èòåëüíî êà÷åñòâåííî çà ñ÷¼ò ôåíîìåíîëîãèè è ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå ìîäåëè (2.1) è ïîñòóëèðóåìûõ
äàëåå ïðèáëèæåíèé ìîæíî òàêæå íàéòè â [6].
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2.1.1 Ïðåôîðìèðîâàíèå ýëåêòðîííûõ ïàð

Äëÿ óïðîùåíèÿ ìîäåëè òðåáóåòñÿ óòî÷íèòü ñòðóêòóðó ñàìèõ ìàòðè÷íûõ
ýëåìåíòîâ Vijkl, äëÿ ÷åãî ìû ïðèâëå÷¼ì ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàåìîå ÿâëå-
íèå íàëè÷èÿ ò. í. ïñåâäîùåëè. Ñóòü äàííîé êîíöåïöèè çàêëþ÷àåòñÿ â âèäèìîì
ïðèñóòñòâèè ïàðíûõ ýëåêòðîííûõ îáðàçîâàíèé äàæå ïðè îòñóòñòâèè êîëëåê-
òèâíûõ ñâåðõïðîâîäÿùèõ ýôôåêòîâ. Ýòî ÿâëåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíî îáíàðóæè-
âàåòñÿ ïî ðàçëè÷èþ ñïåêòðîâ îäíî÷àñòè÷íûõ è äâóõ÷àñòè÷íûõ âîçáóæäåíèé,
âûÿâëåííûõ ìåòîäàìè òóííåëüíîé àíäðååâñêîé ñïåêòðîñêîïèè [8], à òàêæå ïî
äàííûì èçìåðåíèÿ ïðîâîäèìîñòè â íåêîòîðûõ èçîëÿòîðàõ âáëèçè ñâåðõïðîâî-
äÿùåãî ïåðåõîäà, äåìîíñòðèðóþùèõ òåðìîàêòèâàöèîííîå ïîâåäåíèå ñîïðîòèâ-
ëåíèÿ [9]. Âàæíûå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé íàìè ìîäåëè ôåíîìåíîëîãè÷åñêèå àñ-
ïåêòû è âûâîäû èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ äëÿ ýòîãî ÿâëåíèÿ òàêîâû:

• Âøèðîêîì äèàïàçîíå òåìïåðàòóð, âêëþ÷àþùåì â ñåáÿ òåìïåðàòóðó ñâåðõ-
ïðîâîäÿùåãî ïåðåõîäà Tc, ýëåêòðîíû â ñèñòåìå ïðåäñòàâëåíû ñâÿçàííû-
ìè ïàðàìè ñ ñóììàðíûì íóëåâûì ñïèíîì, ïðè÷¼ì êàæäàÿ ïàðà çàíèìàåò
íåêîòîðîå îäíî÷àñòè÷íîå ñîñòîÿíèå.

� Ïðè÷èíà ïðèòÿæåíèÿ, îáóñëàâëèâàþùåãî òàêîå ïîâåäåíèå, ÿâëÿåòñÿ
ïðåäìåòîì îáñóæäåíèÿ. Õîðîøèì êàíäèäàòîì âûãëÿäèò íåïîñðåä-
ñòâåííî ñàìî Êóïåðîâñêîå ïðèòÿæåíèå, ïîñêîëüêó ëîêàëèçàöèîííûé
îáú¼ì îäíîãî ñîñòîÿíèÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé äëÿ ðàçâèòèÿ ýòîãî ýô-
ôåêòà. Ýòî êîíòðîëèðóåòñÿ ïàðàìåòðîì ν0Vlocε0 � 1, ãäå ε0 � ýíåðãå-
òè÷åñêàÿ îáðåçêà Êóïåðîâñêîãî ïðèòÿæåíèÿ â ãàìèëüòîíèàíå (2.1).

• Ýíåðãèÿ ðàçðûâà ýòèõ ïàð ∆P çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò âñå ñâåðõïðîâîäÿ-
ùèå ìàñøòàáû ýíåðãèé, âðîäå àìïëèòóäû ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ∆ è òåìïå-
ðàòóð ïåðåõîäà Tc.

� Ïî ñóùåñòâó ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ýëåêòðîíû ïî ñèñòåìå ïåðåìåùàþòñÿ
â îñíîâíîì ïàðàìè, ÷òî òàêæå îçíà÷àåò ÿðêî âûðàæåííûå ýôôåê-
òû ÷¼òíîñòè. Ïîñêîëüêó íàøåé èñõîäíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå
íèçêîýíåðãåòè÷åñêîé ôèçèêè ñèñòåìû, òî ëîãè÷íûì ïðåäïîëîæåíè-
åì áóäåò èñêëþ÷åíèå îäíî÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé èç ðàññìîòðåíèÿ, è
ó÷¼ò ëèøü äèíàìèêè ñîñòîÿíèé ýëåêòðîííûõ ïàð.

Èñõîäÿ èç ýòèõ ôàêòîâ, íàøó ìîäåëü ìîæíî äîïîëíèòü ñëåäóþùèìè ïðèáëè-
æåíèÿìè, óïðîùàþùèìè ñòðóêòóðó ÷ëåíà ñî âçàèìîäåéñòâèåì â ãàìèëüòîíèàíå
(2.1).

• Â äèíàìèêå ñèñòåìû ó÷àñòâóþò òîëüêî ñîñòîÿíèÿ ñ ÷èñëàìè çàïîëíåíèÿ
ni = 0 èëè 2, ïîñêîëüêó ñîñòîÿíèå ñ ni = 1 îòäåëåíî áîëüøîé ùåëüþ.

• Ñîîòâåòñòâåííî, ìû ìîæåì äîïóñòèòü, ÷òî îñíîâíóþ ðîëü èãðàþò ïðî-
öåññû ïðûæêîâ ýëåêòðîííûõ ïàð ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè, òàê ÷òî èç âñåõ
ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ â ãàìèëüòîíèàíå (2.1) ìû îñòàâèì òîëüêî ïîëóäèà-
ãîíàëüíûå âèäà Viijj.
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• Äèàãîíàëüíûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû Viiii, îïèñûâàþùèå ñàìîâçàèìîäåé-
ñòâèå, ìû òàêæå ñ÷èòàåì íóëåâûìè (ñ÷èòàåì, ÷òî èõ ýôôåêò ñâîäèòñÿ ê
ïåðåíîðìèðîâêå ýíåðãèè óçëà).

2.1.2 Îäíî÷àñòè÷íàÿ ëîêàëèçàöèÿ òî÷íûõ ñîñòîÿíèé

Ïîñêîëüêó îáðàçöû, â êîòîðûõ íàáëþäàåòñÿ èññëåäóåìûé íàìè ôåíîìåí íà-
ëè÷èÿ íèçêîýíåðãåòè÷åñêèõ âîçáóæäåíèé, ïðè òåìïåðàòóðàõ âûøå òåìïåðàòó-
ðû ïåðåõîäà äåìîíñòðèðóþò ñâîéñòâà èçîëÿòîðà, òî ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î ïðî-
ÿâëåíèè â ýòèõ îáðàçöàõ ýôôåêòîâ îäíî÷àñòè÷íîé ëîêàëèçàöèè Àíäåðñîíà. Ôå-
íîìåíîëîãèÿ ýòîãî ýôôåêòà óæå õîðîøî èçó÷åíà, îáçîð îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ
ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [10]. Êà÷åñòâåííî âàæíûå äëÿ íàñ ñâîéñòâà Àíäåð-
ñîíîâñêîé ëîêàëèçàöèè ìîæíî ðåçþìèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• ïðè äîñòèæåíèè ñèëû áåñïîðÿäêà (íàïðèìåð, êîíöåíòðàöèè ïðèìåñåé)
íåêîòîðîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ îäíî÷àñòè÷íûå âîëíîâûå ôóíêöèè ýëåê-
òðîíîâ ïåðåñòàþò áûòü äåëîêàëèçîâàííûìè ïî âñåìó îáðàçöó (êàê ýòî
áûëî áû â ñëó÷àå Áëîõîâñêèõ âîëíîâûõ ôóíêöèé), è îáðåòàþò íåêîòîðûé
êîíå÷íûé ëîêàëèçàöèîííûé îáú¼ì, çà ïðåäåëàìè êîòîðîãî èõ àìïëèòóäà
ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà.

• Â øèðîêîì äèàïàçîíå çíà÷åíèÿ ñèëû áåñïîðÿäêà (â ò. ÷. íèæå êðèòè÷å-
ñêîãî) âîëíîâûå ôóíêöèè õàðàêòåðèçóþòñÿ òàê íàçûâàåìîé ôðàêòàëüíîé
ñòðóêòóðîé, êîòîðàÿ êîëè÷åñòâåííî îïèñûâàåòñÿ ñòåïåííîé çàâèñèìîñòüþ
îò çàíèìàåìîãî îáú¼ìà ðàçëè÷íûõ ìîìåíòîâ àìïëèòóäû âîëíîâîé ôóíê-
öèè ñ íåòðèâèàëüíûì ïîêàçàòåëåì:

P (q) := 〈|ψi(r)|q〉 ∼ V
dq
loc

ãäå óñðåäíåíèå âåä¼òñÿ ïî êîîðäèíàòå r, ïðîáåãàþùåé âåñü îáú¼ì îáðàç-
öà. Êà÷åñòâåííî ýòî ïîâåäåíèå îçíà÷àåò, ÷òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñëîæíûì
(ñàìîïîáîäîáíûì) îáðàçîì õîðîøî âûðàæåíà ëèøü â ÷àñòè çàíèìàåìîãî
åé îáú¼ìà.

• Ïåðåêðûòèÿ ñîñòîÿíèé òàêæå ïðèîáðåòàþò ôðàêòàëüíóþ ñòàòèñòèêó, õà-
ðàêòåðèçóåìóþ ñòåïåííîé çàâèñèìîñòüþ ïåðåêðûòèé îò ðàçíîñòè ýíåðãèé
ξi ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîñòîÿíèé:

Cij :=
〈
ψi(r)ψ

∗
j (r)

〉
∼ |ξi − ξj|doverlap

Ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå ýòèõ ýôôåêòîâ òàêæå èìååòñÿ â [6]. Ê ñîæàëåíèþ, ñòðî-
ãèé ó÷¼ò ýòèõ ýôôåêòîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà òðóäî¼ìêîé ïðîöåäóðîé, íå ïîç-
âîëÿþùåé äî ñèõ ïîð âûäåëèòü êëþ÷åâûå ôåíîìåíîëîãè÷åñêèå àñïåêòû. Ïîýòî-
ìó ïðåäëàãàåòñÿ ñäåëàòü êà÷åñòâåííûå óïðîùåíèÿ, êîòîðûå ñîõðàíÿþò ïðåäïî-
ëîæèòåëüíî ñóùåñòâåííóþ ôåíîìåíîëîãèþ:
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• áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìà íàõîäèòñÿ íåãëóáîêî â ôàçå èçîëÿòîðà, ò. å. â
òàêèõ óñëîâèÿõ, êîãäà ëîêàëèçàöèîííûé îáú¼ì Vloc óæå íå ÿâëÿåòñÿ ìàê-
ðîñêîïè÷åñêîé âåëè÷èíîé ïîðÿäêà ðàçìåðîâ ðåàëüíûõ ñèñòåì, îäíàêî îí
âñå åù¼ ñîäåðæèò â ñåáå áîëüøîå êîëè÷åñòâî îäíî÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé,
ïîçâîëÿÿ ðàçâèâàòüñÿ ìåõàíèçìàì Êóïåðîâñêîãî ïðèòÿæåíèÿ, ÷òî êîíòðî-
ëèðóåòñÿ ïàðàìåòðîì νVlocε0 � 1.

• Àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ïåðåêðûòèÿ ñîñòîÿíèé âîñïðîèçâîäèòñÿ äîâîëüíî
ãðóáî: â ðàìêàõ íàøåé ìîäåëè ïåðåêðûòèå èëè èìååòñÿ ñ íåêîòîðîé ïî-
ñòîÿííîé àìïëèòóäîé, íå çàâèñÿùåé îò âûáðàííîé ïàðû óçëîâ, èëè íå
èìååòñÿ âîâñå. Ìû çàìåíÿåì, âîîáùå ãîâîðÿ, íåòðèâèàëüíîå è êîððåëè-
ðîâàííîå ìåæäó ðàçëè÷íûìè ïàðàìè óçëîâ ðàñïðåäåëåíèå ñîâîêóïíîñòè
ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ Viijj â ãàìèëüòîíèàíå (2.1) íà åãî ñèëüíî óïðîù¼í-
íûé âàðèàíò, äåëÿùèé âñå ïàðû ñîñòîÿíèé íà ñâÿçàííûå è íåñâÿçàííûå.
Ïðè ýòîì õàðàêòåðíûì çíà÷åíèåì, îïðåäåëÿþùåå ýòî ðàçäåëåíèå, åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì áóäåò ÿâëÿòüñÿ ýíåðãèÿ Êóïåðîâñêîãî ïðèòÿæåíèÿ.

• Ó÷¼ò ôðàêòàëüíîé ñòðóêòóðû âîëíîâûõ ôóíêöèè âíóòðè ëîêàëèçàöèîí-
íîãî îáú¼ìà ìû òàêæå ïðîâåä¼ì î÷åíü êà÷åñòâåííî: áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ó êàæäîãî óçëà èìååòñÿ íåêîòîðîå áîëüøîå ïîñòîÿííîå ÷èñëî K + 1 �
1 íåíóëåâûõ ïåðåêðûòèé ñëó÷àéíî âûáðàííûì ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé.
Ðàçóìååòñÿ, ïîñëåäíåå ïðåäïîëîæåíèå íàðóøàåò ëîêàëüíûå ñâîéñòâà ìî-
äåëè, ïîòåíöèàëüíî ðàçðåøàÿ ïåðåêðûòèÿ ìåæäó äâóìÿ î÷åíü äàë¼êèìè â
ðåàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèÿìè, îäíàêî çäåñü ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
íè ôëóêòóàöèè ðåàëüíîãî ÷èñëà ïåðåêðûòèé îò óçëà ê óçëó, íè ïðûæêè
íà áîëüøèå ðàññòîÿíèÿ íå îïðåäåëÿþò ðåàëüíóþ ôèçèêó ïðîèñõîäÿùåãî
ïðîöåññà.

• Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé íåâçàèìîäåéñòâóþùåé ñèñòåìû ìû áóäåì ìîäåëèðî-
âàòü ïðîñòûì ðàñïðåäåëåíèåì øèðèíû W ∼ EF ñ íåíóëåâîé ïëîòíîñòüþ
ñîñòîÿíèé â öåíòðå çîíû. Äàííîå ïðèáëèæåíèå îáîñíîâàíî ïîñòîëüêó, ïî-
ñêîëüêó ïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíûì ìàñøòàáîì èçìåíåíèÿ ïëîòíîñòè
ñîñòîÿíèé (ýòîò ìàñøòàá êàê ðàç ∼ EF ) âñå ïðî÷èå ýíåðãåòè÷åñêèå âåëè-
÷èíû, íå ïðåâûøàþùèå îáìåííîé ýíåðãèè Êóïåðîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
ε0 � EF ïðåíåáðåæèìî ìàëû, òàê ÷òî èçìåíåíèåì ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé
ìîæíî íå ó÷èòûâàòü.

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ïðèáëèæåíèÿ, ìîäåëèðóþùèå ñòàòèñòèêó ïåðåêðûòèé ñîñòîÿ-
íèé, ÿâëÿþòñÿ î÷åíü êà÷åñòâåííûìè, òàê êàê ëþáûå óòî÷íåíèå â ñòîðîíó áîëåå
òî÷íîé êàðòèíû íà äàííûé ìîìåíò íå ïîçâîëÿþò äîáèòüñÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøàå-
ìîé ìîäåëè. Ìû íàäååìñÿ, ÷òî îñíîâíàÿ ôèçèêà ÿâëåíèÿ äîñòàâëÿåòñÿ ëèøü òåì
ôàêòîì, ÷òî êàæäûé óçåë ñâÿçàí ñ áîëüøèì ÷èñëîì ïðî÷èõ óçëîâ ñ áëèçêèìè
ìåæäó ñîáîé çíà÷åíèÿìè òóííåëüíûõ àìïëèòóä, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïîðÿäêà
ýíåðãèè Êóïåðîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ε0, à ðåäêî âñòðå÷àþùèåñÿ ôëóêòóàöèè
(èõ ðåäêîñòü, âîîáùå ãîâîðÿ, òîæå âåñüìà óñëîâíà) íå ÿâëÿþòñÿ îïðåäåëÿþùè-
ìè.
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2.1.3 Èòîãîâàÿ ìîäåëü

Ïåðåä îêîí÷àòåëüíîé ôîðìóëèðîâêîé ìîäåëè äàäèì åù¼ îäèí íåáîëüøîé
êîììåíòàðèé: ãàìèëüòîíèàí (2.1) íå ó÷èòûâàåò Êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå
ýëåêòðîíîâ. Êîëè÷åñòâåííàÿ ñòåïåíü îáîñíîâàííîñòè ýòîãî ïðåíåáðåæåíèÿ äî
ñèõ ïîð ïîíÿòà î÷åíü ïëîõî, è îñíîâíûå àðãóìåíòû â ïîëüçó òàêîãî ïðèáëè-
æåíèÿ àïåëëèðóþò ê ýêñïåðèìåíòàëüíûì ôàêòàì, îñíîâíûì èç êîòîðûõ ÿâ-
ëÿåòñÿ íåçàâèñèìîñòü ïîâåäåíèÿ ïñåâäîùåëè è èñòèííîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà
ïðè ñâåðõïðîâîäÿùåì ïåðåõîäå, â òî âðåìÿ êàê Êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå
äîëæíî ïîäàâëÿòü îáà ÿâëåíèÿ îäèíàêîâûì îáðàçîì. Ñ èìåþùèìèñÿ òî÷êàìè
çðåíèÿ à òàêæå îñíîâíûìè àðãóìåíòàìè â ïîëüçó ïðåíåáðåæåíèÿ Êóëîíîâñêèì
âçàèìîäåéñòâèÿ ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â [6].

Ðåçþìèðóÿ âñå ðàññóæäåíèÿ âûøå, ìîæåì ïåðå÷èñëèòü èòîãîâûå ïðåäïîëî-
æåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé â ýòîé ðàáîòå ìîäåëè:

1 Ýëåêòðîíû âî âñ¼ì ñóùåñòâåííîì äëÿ çàäà÷è äèàïàçîíå òåìïåðàòóð îáðà-
çóþò ïàðû ñ íóëåâûì ñóììàðíûì ñïèíîì, êàæäàÿ èç êîòîðûõ çàíèìàåò
íåêîòîðîå îäíî÷àñòè÷íîå ñîñòîÿíèå è ôèçè÷åñêè ëîêàëèçîâàíà â êîíå÷íîì
îáú¼ìå.

2 Ðàçðûâîì ýòèõ ïàð â çàäà÷å ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

3 Êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå òàêæå ìîæíî íå ó÷èòûâàòü.

4 Ïåðåìåùåíèÿ ýëåêòðîíîâ îïèñûâàþòñÿ ïðûæêàìè ïàð ìåæäó ñîñòîÿíèÿ-
ìè.

5 Êàæäîå ñîñòîÿíèå èìååò ïîñòîÿííîå ïåðåêðûòèå ñ áîëüøèì ïîñòîÿííûì

÷èñëîì ñîñåäåé Z = K + 1� 1.

6 Ñîñåäñòâóþùèå ìåæäó ñîáîé óçëû âûáèðàþòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì, áåç
êàêîé-ëèáî ðåãóëÿðíîé ñòðóêòóðû.

7 Ýíåðãèè ïàðíûõ ñîñòîÿíèé ìîæíî ñ÷èòàòü íåêîððåëèðîâàííûìè ñëó÷àé-
íûìè âåëè÷èíàìè, ïîä÷èíÿþùèìèñÿ íåêîòîðîìó ðàñïðåäåëåíèþ êîíå÷-
íîé áîëüøîé øèðèíû W ∼ EF .

8 Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ íèçêîòåìïåðàòóðíûì ïîâåäåíèåì
ìîäåëè

Äàííûå óòâåðæäåíèÿ ïîçâîëÿþò çàïèñàòü ïðàêòè÷åñêè îêîí÷àòåëüíóþ ôîðìó
ãàìèëüòîíèàíà:

Hmodel =
∑
jσ

ξja
†
jσajσ −

g

K

∑
(ij)

a†i↑a
†
i↓aj↓aj↑ (2.2)

ãäå
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• i, j � óçëû íåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî K-ðåãóëÿðíîãî ãðàôà (ò. å. òàêîãî
ãðàôà, ó êîòîðîãî ÷èñëî ñîñåäåé êàæäîé âåðøèíû ïîñòîÿííî è ðàâíî
Z = K + 1) ñ òåðìîäèíàìè÷åñêèì áîëüøèì ÷èñëîì óçëîâ M , à ñóììà
â ÷ëåíå ñî âçàèìîäåéñòâèåì ïðîèñõîäèò ïî ð¼áðàì ýòîãî ãðàôà;

• ξi � ýíåðãèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîñòîÿíèé, ïðåäñòàâëÿåìûå íåçàâèñèìûìè
îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ñ ïëîòíîñòüþ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ P (ξ) = 1

2W θ(W − |ξ|); çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà W òàêæå îïðå-
äåëÿåò ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé â íåâçàèìîäåéñòâóþùåé ñèñòåìå: ν0 ·2W = 1;

• Ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êîíñòàíòîé g, âáèðàþùåé â ñåáÿ õà-
ðàêòåðèñòèêè ñèëû Êóïåðîâñêîãî ñïàðèâàíèÿ è ïåðåêðûòèÿ ñîñòîÿíèé.
Ëèøíèé ìíîæèòåëü 1/K âî âçàèìîäåéñòâèè ïðèçâàí êîððåêòíî âîñïðîèç-
âîäèòü ïðåäåë ÷èñòîãî ñâåðõïðîâîäíèêà (ïî ñóùåñòâó, îí òàêæå ÿâëÿåòñÿ
÷àñòüþ âåëè÷èíû ïåðåêðûòèÿ ñîñòîÿíèé).

Äàëåå ÿâëÿþòñÿ óäîáíûìè ñëåäóþùèå óïðîùåíèÿ:

• ïåðåõîä íà íîâûå ýíåðãåòè÷åñêèå åäèíèöû W , ÷òî èçáàâëÿåò îò ëèøíåé
êîíñòàíòû, è ïîòîìó ìîæíî ïîëîæèòü

P (ξ) =
1

2
θ(1− |ξ|)

• ââåäåíèå òàê íàçûâàåìûõ ïñåâäîñïèíîâûõ îïåðàòîðîâ, îñóùåñòâëÿþùèõ
îòîáðàæåíèå íà çàäà÷ó ñèñòåìû âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñïèíîâ s = 1/2 íà
ñëó÷àéíîì ãðàôå:

2szj =
∑
σ

a†jσajσ − 1 s+
j = a†j↓a

†
j↑ s−j = aj↓aj↑ (2.3)

Â ðåçóëüòàòå ýòèõ óïðîùåíèé, îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå èìååò õîðîøî èçâåñò-
íûé âèä ò. í. ïñåâäîñïèíîâîãî ãàìèëüòîíèàíà [11]:

HPS =
∑
j

2ξjs
z
j −

g

K

∑
(ij)

(s+
i s
−
j + h.c) ≡

∑
j

2ξjs
z
j −

2g

K

∑
(ij)

(sxi s
x
j + syi s

y
j) (2.4)

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòàâëåíà çàäà÷à îá èçó÷åíèè óñòðîéñòâà îñíîâíîãî ñîñòîÿíèé
è ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé ãàìèëüòîíèàíà (2.4).

Â çàêëþ÷åíèå ñäåëàåì âàæíîå ôèçè÷åñêîå çàìå÷àíèå: ãàìèëüòîíèàí (2.4)
ïîëíîñòüþ èñêëþ÷àåò èç çàäà÷è äåòàëè óñòðîéñòâà îäíî÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé
â ðåàëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîýòîìó ïîëó÷åííûå â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè îòâåòû,
äîëæíû èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ, ñòðîãî ãîâîðÿ, òîëüêî â ñî÷åòàíèè ñî çíàíèåì ñòà-
òèñòèêè âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ îäíî÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé â ðåàëüíîì ïðî-
ñòðàíñòâå.
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2.2 Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ òåîðèè ñâåðõïðîâîäè-

ìîñòè

2.2.1 Ïðåäñòàâëåíèå ñåìèîíîâ Ïîïîâà-Ôåäîòîâà

Îòïðàâíîé òî÷êîé ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà äëÿ ïñåâäîñïè-
íîâîãî ãàìèëüòîíèàíà (2.4) áóäåò ÿâëÿòüñÿ õîðîøî èçâåñòíîå ñåìèîííîå ïðåä-
ñòàâëåíèå Ïîïîâà-Ôåäîòîâà [12]. Ýòà òåõíèêà ïîëó÷èëà îáîáùåíèå íà ñëó÷àé
ïðîèçâîëüíîãî ñïèíà s (ñ íåêîòîðûìè îãîâîðêàìè), ñ ïðèìåðîì å¼ ïðèìåíåíèÿ
â îáùåì âèäå ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ, íàïðèìåð, â [13]. Â ýòîé ðàáîòå æå áóäóò
äàíû òîëüêî íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî âûâîäà ñâåäåíèÿ.

Îïðåäåëåíèÿ

Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå ñïèíîâîé àëãåáðû su2 ñî ñïèíîì s =
1/2.

• Ñïèíîâûå îïåðàòîðû áóäåì îáîçíà÷àòü ìàëåíüêèìè áóêâàìè: sx, sy, sz.
Ýòè îïåðàòîðû âåñüìà î÷åâèäíûì îáðàçîì ñâÿçàíû ñ ìàòðèöàìè Ïàóëè.
Ýëåìåíòû àëãåáðû ìû áóäåì äàëåå îòîæäåñòâëÿòü ñ èõ êàíîíè÷íûì ïðåä-
ñòàâëåíèåì.

• Ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé, íà êîòîðîì ñòðîèòñÿ ïðåäñòàâëåíèå, îáîçíà÷èì
V S. Â êà÷åñòâå áàçèñà âîçüì¼ì ñîáñòâåííûå âåêòîðà îïåðàòîðà z-ïðîåêöèè
ñïèíà: {|s,m〉 : m ∈ [−s, s]}. Ïîëíàÿ ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, î÷åâèäíî,
ðàâíà dimV S = 2s+ 1.

• Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ â àëãåáðå ñòàíäàðòíû:
[
si, sj

]
− = iεijksk.

Ââåä¼ì òàêæå àëãåáðó f îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ôåðìèîíîâ, êî-
òîðûå ìîãóò íàõîäèòüñÿ â îäíîì èç 2s+ 1 = 2 ñîñòîÿíèé.

• Îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ôåðìèîíà â ñîîòâåòñòâóþùåì ñî-

ñòîÿíèè áóäåì íóìåðîâàòü íèæíèì èíäåêñîì:
{
ck, c

†
k : k ∈ [−s, s]

}
• Ïîëíîå Ôîêîâñêîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé, îáîçíà÷èì êàê V F . Áàçèñíû-
ìè âåêòîðàìè â ýòîì ïðîñòðàíñòâå áóäóò ñîáñòâåííûå âåêòîðà îïåðàòîðà
÷èñëà ÷àñòèö â êîíêðåòíîì ñîñòîÿíèè: {|n1, ...n2s+1〉 : nk ∈ {0, 1}}. Ïîëíàÿ
ðàçìåðíîñòü åñòü dimV F = 22s+1 = 4

• Ôåðìèîííûå îïåðàòîðû îáëàäàþò ñòàíäàðòíûìè ïðàâèëàìè êîììóòàöèè

ñ îáû÷íûìè àíòèêîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè
{
ci, c

†
j

}
+

= δij, ãäå

{a, b}+ =: ab+ ba � àíòèêîììóòàòîð.
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• Çäåñü íàì òàêæå ïîíàäîáÿòñÿ èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðà
ïîëíîãî ÷èñëà ÷àñòèö

N =
s∑

k=−s

c†kck ≡
s∑

k=−s

Nk

. Ïîäïðîñòðàíñòâî ñ ïîëíûì ÷èñëî ÷àñòèö n ìû áóäåì îáîçíà÷àòü çà V F
n , à

áàçèñíûå âåêòîðà ýòî ïîäïðîñòðàíñòâà, ÿâëÿþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâîì ïîë-
íîãî íàáîðà áàçèñíûõ âåêòîðîâ, ìû ïåðåîáîçíà÷èì òàê, ÷òî áóäåì óêàçû-
âàòü òàì ìíîæåñòâî çàíÿòûõ ñîñòîÿíèé:{

|B〉 : B ⊂ {1, n}, |B| = n,Nk |B〉 =

{
1, k ∈ B
0, k /∈ B

}
Î÷åâèäíî, ðàçìåðíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîäïðîñòðàíñòâà dimV F

n = Cn
2s+1.

Êîíêðåòíî â ñëó÷àå s = 1/2 èìååì òðè ïîäïðîñòðàíñòâà dimV F
0 = 1,

dimV F
1 = 2, dimV F

2 = 1.

Çàïèñü ïðåäñòàâëåíèÿ

Ïðåäñòàâëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îðàçîì: êàæäîìó îïåðàòîðó a ∈
su2 ñîïîñòàâëÿåòñÿ îïåðàòîð A ∈ f ïî ôîðìóëå

A =
s∑

m,n=−s
c†m 〈m |a|n〉 cn (2.5)

Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âûïîëíåíû ñëåäóþùèå âàæíûå ñâîéñòâà:

• íà ïîäïðîñòðàíñòâå V F
1 ôåðìèíîííîãî ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé îñóùåñòâ-

ëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçì ïðåäñòàâëåíèÿ ñïèíîâîé àëãåáðû â ïðåäñòàâëåíèå
ôåðìèîííîé Èíûìè ñëîâàìè, íà V F

1 ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ îïåðàòîðîâ îäèíàêîâûå:

〈m |A|n〉 = 〈m |a|n〉
Ýòî î÷åâèäíî èç ïîñòðîåíèÿ.

• Äëÿ s = 1/2 âåðíî äîïîëíèòåëüíî ñëåäóþùåå: íà îðòîãîíàëüíîì äîïîë-

íåíèè ê ôèçè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó ñîñòîÿíèé
(
V F

1

)⊥
âñå îïåðàòîðû âèäà

(2.5) òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ:

A |1, 1〉 = A |0, 0〉 = 0

Ýòî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî ôàêòà, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû su2 �
áåññëåäîâîå: Tr si = 0.

• Íàêîíåö, åñëè òåïåðü ðàññìîòðåòü òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå àëãåáð, ñîîò-
âåòñòâóþùåé, ñêàæåì, ëîêàëüíûì îïåðàòîðàì íà óçëàõ ãðàôà, òî î÷åâèä-
íûì ÿâëÿåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèå âûøåóêàçàííûõ óòâåðæäåíèé è íà ýòîò
ñëó÷àé. Èíûìè ñëîâàìè, ýòî ïðåäñòàâëåíèå áåç èçìåíåíèé ïðèìåíèìî è
äëÿ ñèñòåìû ñïèíîâ.
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Âîñïðîèçâåäåíèå ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ

Ïîëó÷åííîå ïðåäñòàâëåíèå äà¼ò âîçìîæíîñòü âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðà-
çèòü çàäà÷ó èññëåäîâàíèÿ ðàâíîâåñíîé òåðìîäèíàìèêè ïñåâäîñïèíîâîãî ãàìèëü-
òîíèàíà (2.4) íà îíóþ äëÿ âçàèìîäåéñòâóþùåé ñèñòåìû ôåðìèîíîâ ñ òåì æå
ïàðíûì âçàèìîäåéñòâèåì. Ôîðìàëüíî ýòî âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1 Ïóñòü èìååòñÿ ïðîèçâîëüíûé ñïèíîâûé ãàìèëüòîíèàí HS, äåéñòâóþùèé
íà ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ñïèíîâ s = 1/2. Ñîïî-
ñòàâèì åìó ôåðìèîííûé ãàìèëüòîíèàí HF , ïîëó÷àåìûé èç HS ôîðìàëü-
íîé çàìåíîé âñåõ ñïèíîâûõ îïåðàòîðîâ íà ôåðìèîííûå ïî ôîðìóëå (2.5)
(íó èëè æå ìîæíî ïðèìåíèòü ôîðìóëó (2.5) ñðàçó êî âñåìó ãàìèëüòîíè-
àíó HS, ðàññìàòðèâàÿ ïðè ýòîì òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðåäñòàâëåíèé
àëãåáðû íà óçëå). Òîãäà ñòàòèñòè÷åñêèå ñóììû äëÿ ñïèíîâîãî ãàìèëüòî-
íèàíà îòëè÷àåòñÿ ëèøü ôàçîâûì ìíîæèòåëåì îò ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû
ôåðìèîííîãî ãàìèëüòîíèàí ñ ìíèìûì õèì. ïîòåíöèàëîì µ0 = iπ

2β :

ZS(β) := Tr exp
{
−βHS

}
= iM Tr exp

{
−βHF + βµ0N

}
=: iMZF (β, µ0)

ãäåM � ïîëíîå ÷èñëî óçëîâ â ñèñòåìå, à β ≡ 1
T � îáðàòíàÿ òåìïåðàòóðû.

Îáðàòèì åù¼ ðàç âíèìàíèå, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ñëåä áåð¼òñÿ ïî
ñïèíîâîìó ïðîñòðàíñòâó ñîñòîÿíèé, à â ïðàâîì � ïî ïîëíîìó Ôîêîâñêîìó
ïðîñòðàíñòâó ôåðìèîíîâ.

2 Íåìåäëåííûì ñëåäñòâèåì ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âàæíîå äëÿ
ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèå óòâåðæäåíèå î ñîâïàäåíèè ñðåäíèõ: ñðåäíåå
ëþáîãî îïåðàòîðà x íà ñèñòåìå ñïèíîâ (áóäü òî îäíîãî îïåðàòîðà ñïèíà,
èëè ëþáîãî èõ ïðîèçâåäåíèÿ) ñîâïàäàåò ñî ñðåäíèì äëÿ îïåðàòîðà X, ïî-
ëó÷àåìîãî èç x ôîðìàëüíîé çàìåíîé ñïèíîâûõ îïåðàòîðîâ ïî ôîðìóëå
(2.5), ñ òàêèì æå îáðàçîì ïîëó÷åííûì ôåðìèîííûì ãàìèëüòîíèàíîì ñ
ìíèìûì õèì. ïîòåíöèàëîì:

〈x〉 :=
Tr
[
x exp

{
−βHS

}]
ZS

=
Tr
[
X exp

{
−βHF + βµ0N

}]
ZF

=: 〈X〉 (2.6)

Ýòî ëåãêî óâèäåòü, ðàññìîòðåâ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ñðåäíèõ, êîòîðàÿ
òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñòàò. ñóììîé íåêîòîðîãî ãàìèëüòîíèàíà.

Ôîðìóëèðîâêà èñõîäíîé çàäà÷è â òåðìèíàõ ñåìèîíîâ

Ðåçþìèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò êîíêðåòíî äëÿ èíòåðåñóþùåãî íàñ ñëó-
÷àÿ: âìåñòî èñõîäíîé ñèñòåìû (2.4) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ðàâíîâåñíóþ òåðìî-
äèíàìèêó ñëåäóþùåãî ôåðìèîííîãî ãàìèëüòîíèàíà

HF
PS =

∑
j

ξjσ
z
αβc
†
jαcjβ︸ ︷︷ ︸

HF
0

−2g

K

∑
(ij)

1

4

(
σxαβσ

x
ρη + σyαβσ

y
ρη

)
c†iαciβc

†
jρcjη︸ ︷︷ ︸

HF
int

(2.7)

Ïîÿñíåíèÿ:
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• c†jα, cjα � îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ôåðìèîíà íà óçëå j â ñî-
ñòîÿíèè α. Òàêèì îáðàçîì, ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî íà êàæäîì óçëå èìååòñÿ
2s+ 1 = 2 âíóòðåííèõ ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðûõ ìîæåò íàõîäèòüñÿ ôåðìèîí.

• σiαβ � ìàòðèöû Ïàóëè, âîñïðîèçâîäÿùèå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ñïèíîâûõ îïåðàòîðîâ â êàíîíè÷íîì áàçèñå ñîáñòâåííûõ ñîñòî-
ÿíèé z-ïðîåêöèè ñïèíà. Âî âñåé çàïèñè ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ ãðå÷åñêèì èí-
äåêñàì ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ñè-
ñòåìó ôåðìèîíîâ ñ ïàðíûì ëîêàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì.

• Â ôîðìóëå òàêæå ÿâíî îòðàæ¼í ôàêò ðàçäåëåíèÿ íà ãîëûé ãàìèëüòîíèàí
ôåðìèîíîâ HF

0 è ÷ëåí âçàèìîäåéñòâèÿ HF
int.

• Áîëåå îáùî, ëþáîìó îïåðàòîðó èñõîäíîé çàäà÷è ñ ïñåâäîñïèíîâûì ãà-
ìèëüòîíèàíîì (2.4) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå åãî ñåìèîííîå ïðåäñòàâëåíèå
ïîñðåäñòâîì çàìåíû êàæäîãî ñïèíîâîãî îïåðàòîðà ïî ïðàâèëó (2.5).

• Ïðè ýòîì â ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììå õèì. ïîòåíöèàë ïðèíèìàåò ÷èñòî ìíè-
ìîå çíà÷åíèå µ0 = iπ

2β .

2.2.2 Ôóíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë äëÿ ïñåâäîñïèíîâîãî ãà-

ìèëüòîíèàíà

Áëàãîäàðÿ ïîñòðîåííîìó ñåìèîííîìó ïðåäñòàâëåíèþ, ê çàäà÷å òåïåðü ìîæ-
íî ïðèìåíÿòü ìåòîäû ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Ôóíêöèîíàëüíûé èí-
òåãðàë ïî ôåðìèîííûì ïåðåìåííûì äëÿ ìíîãî÷àñòè÷íîé çàäà÷è ñòðîèòñÿ ñòàí-
äàðòíûì îáðàçîì [14].

1 Ââåä¼ì íàáîð Ãðàññìàíîâûõ àíòèêîììóòèðóþùèõ ïåðåìåííûõ, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ îïåðàòîðàì ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è{

ψiα, ψiα : α ∈ [−s, s], i ∈ 1,M
}

∀i, j, α, β ↪→ {ψiα, ψjβ}+ =
{
ψiα, ψjβ

}
+

=
{
ψiα, ψjβ

}
+

= 0
(2.8)

2 Îïðåäåëèì ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà îò ýòèõ ïåðåìåííûõ, êîòîðàÿ ïîëó÷àåò-
ñÿ ôîðìàëüíîé ïîäñòàíîâêîé c†iα 7→ ψiα, ciα 7→ ψiα â íîðìàëüíî óïîðÿäî-

÷åííûé ôåðìèîííûé ãàìèëüòîíèàí (2.7). Ê ñ÷àñòüþ, áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî
â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå óçåë íå âçàèìîäåéñòâóåò íåïîñðåäñòâåííî ñàì
ñ ñîáîé (âî âçàèìîäåéñòâèè íåò ñëàãàåìûõ ñ i = j), çà ñ÷¼ò íîðìàëüíîãî
óïîðÿäî÷åíèÿ íîâûõ ÷ëåíîâ íå ïîÿâèòñÿ, òàê ÷òî óïîìÿíóòàÿ ôóíêöèÿ
áóäåò èìåòü âèä

HG
(
ψ, ψ

)
=
∑
j

ξjτ
z
αβψjαψjβ︸ ︷︷ ︸
HG

0

−2g

K

∑
(ij)

1

4
(σxαβσ

x
ρη + σyαβσ

y
ρη)ψiαψiβψjρψjη︸ ︷︷ ︸

HG
int

(2.9)
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ãäå ñíîâà ÿâíî îòðàæåíî ðàçäåëåíèå ÷ëåíîâ, àíàëîãè÷íîå (2.7). Òðåáóåòñÿ
òàêæå ââåñòè ôóíêöèþ ÷èñëà ÷àñòèö

NG
(
ψ, ψ

)
=
∑
j

ψjαψjα (2.10)

3 Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà îòðåçîê [0, β] ìíèìîãî Ìà-
öóáàðîâñêîãî âðåìåíè ðàçáèâàåòñÿ íà N0 → ∞ îäèíàêîâûõ êóñêîâ, è ïî-

ëÿ ψiα, ψiα èìåþò íà ó÷àñòêå
[
(n− 1) β

N0
, n β

N0

]
çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâåííî

ψiα[n], ψiα[n]. Ãðàññìàíîâû ïîëÿ ïî÷èíÿþòñÿ óñëîâèþ àíòèïåðèîäè÷íîñòè

ψiα(τ = 0) ≡ ψiα[n = 0] = −ψiα[n = N0] ≡ −ψiα(τ = β), (2.11)

è àíàëîãè÷íî äëÿ ñîïðÿæ¼ííîãî ïîëÿ ψiα.

4 Ââîäèòñÿ ìåðà ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ

D
(
ψ, ψ

)
=

N0−1∏
n=0

M∏
i=1

2∏
α=1

dψiα[n]dψiα[n]

è äåéñòâèå (âåñ ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ)

A
[
ψ, ψ

]
=

β

N0

N0−1∑
k=0

[
ψiα[n]− ψiα[n+ 1]

β/N0
ψiα[n]−

−HG
(
ψ[n+ 1], ψ[n]

)
+ µ0N

G
(
ψ[n+ 1], ψ[n]

)] (2.12)

5 Íàêîíåö, ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà ïîñðåäñòâîì èñïîëüçîâàíèÿ àïïàðàòà êî-
ãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé [14] âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë:

ZF = lim
N0→∞

∫
R

D
(
ψ, ψ

)
exp

{
−A

[
ψ, ψ

]}
(2.13)

Ýòî âûðàæåíèå òàêæå ïðèíÿòî çàïèñûâàòü â âèäå íåïðåðûâíîãî ïåðåõîäà:

ZF =

∫
ψ(0) = −ψ(β)
ψ(0) = −ψ(β)

D
(
ψ, ψ

)
exp

{
−A

[
ψ, ψ

]}
(2.14)

A
[
ψ, ψ

]
=

β∫
0

dτ

[∑
i

∂ψiα
∂τ

ψiα −HG
(
ψ, ψ

)
+ µ0N

G
(
ψ, ψ

)]
(2.15)

Â òàêîé çàïèñè íàäî èìåòü â âèäó, ÷òî ïîëÿ ψ áåðóòñÿ èíôèíèòåçèìàëüíî
ïîçæå ïîëåé ψ. Ýòî áóäåò âàæíî ïðè âû÷èñëåíèé ñðåäíèõ.
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6 Äëÿ ïîëíîãî îïèñàíèÿ ðàâíîâåñíîé òåðìîäèíàìèêè èñõîäíîé ñèñòåìû (2.4)
íåîáõîäèìî óìåòü ñ÷èòàòü Ìàöóáàðîâñêèå ðàçíîâðåìåííûå êîððåëÿòîðû
âèäà

Cj1j2...jn
i1i2...in

(τ1, τ2, ...τn) :=
〈
Tτ

{
sj1i1 (τ1)s

j2
i2

(τ2)...s
jn
in

(τn)
}〉

(2.16)

ãäå èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå

sji (τ) = exp {τHPS} sji {−τHPS}

îïåðàòîðà j-îé ïðîåêöèè ñïèíà íà i-îì óçëå â ïðåäñòàâëåíèè Ìàöóáà-
ðû, à Tτ � îïåðàòîð óïîðÿäî÷åíèÿ ïî âðåìåíè, ðàññòàâëÿþùèé îïåðàòîðû
â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ âðåìåíè τ ñëåâà íàïðàâî. Èñïîëüçóÿ ñîîòâåòñòâèå
(2.6) è àïïàðàò êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé óñòàíàâëèâàåòñÿ ôîðìóëà (ïðåäå-
ëû ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ è àðãóìåíòû äåéñòâèÿ A îïóùåíû
äëÿ êðàòêîñòè):

Cj1j2...jn
i1i2...in

=
1

ZF

∫
D
(
ψ, ψ

){
Sj1i1 (τ1)S

j2
i2

(τ2)...S
jn
in

(τn)
}

exp {−A} (2.17)

Sji (τ) =
1

2
ψiα(τ + 0)σjαβψiβ(τ) (2.18)

Ñíîâà îáðàùàåì âíèìàíèå, ÷òî â ïîñëåäíåì îïðåäåëåíèè ÿâíî âûäåëåíî,
÷òî ïîëå ψ áåð¼òñÿ èíôèíèòåçèìàëüíî ïîçæå ïîëÿ ψ.

7 Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî ïóò¼ì ôîðìàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ýêñïîíåíòû
â (2.14) ïî ñòåïåíÿì ÷ëåíà âçàèìîäåéñòâèÿ è ïîñëåäóþùåãî èñïîëüçîâà-
íèÿ òåîðåìû Âèêà ìîæíî ïîëó÷èòü ïðàâèëà ñòàíäàðòíîé Ìàöóáàðîâñêîé
äèàãðàììíîé òåõíèêè, êîòîðûå áóäóò îïèñàíû íèæå.

2.2.3 Ââåäåíèå ïîëÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà

×òîáû êîððåêòíî îòðàçèòü ýôôåêòû êà÷åñòâåííîé ïåðåñòðîéêè îñíîâíî-
ãî ñîñòîÿíèÿ, ïðîèñõîäÿùèå ïðè ñâåðõïðîâîäÿùåì ïåðåõîäå, â çàäà÷ó ñëåäóåò
ââåñòè ïîëå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Ýòà ïðîöåäóðà ïðîèçâîäèòñÿ îáû÷íîì îáðà-
çîì [14], êîòîðûé äàëåå áóäåò êðàòêî èçëîæåí. Îáùèé ôèçè÷åñêèé ñìûñë ââå-
äåíèÿ ïàðàìåòðà ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ýôôåêòèâíîé äëèííîâîëíîâîé òåîðèè
ïîëÿ äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è.

Ââåäåíèå áîçîííîãî ïîëÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà

Ïðîäåëàåì ïðåîáðàçîâàíèå Õàááàðäà-Ñòðàòàíîâè÷à íàä ôóíêöèîíàëüíûì
èíòåãðàëîì äëÿ ÷ëåíà ñî âçàèìîäåéñòâèåì. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì íà êàæäîì
óçëå i âåêòîðíîå ïîëå ∆k

i ñ äâóìÿ êîìïîíåíòàìè k = x, y. Çàìåòèì, ÷òî ó áîçîí-
íîãî ïîëÿ ∆ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïî ìíèìîìó âðåìåíè ñîîòâåòñòâóþò ïåðèîäè-
÷åñêèì, â îòëè÷èå îò ôåðìèîííîãî ñëó÷àÿ (2.11), ÷òî ÿâíî îòðàæåíî â ïðåäåëàõ
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èíòåãðèðîâàíèÿ íîâîãî ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà.

exp
{
−A

[
ψ, ψ

]}
=

∫
∆k

i (0)=∆k
i (β)

D(∆) exp
{
−A0

[
ψ, ψ,∆

]
−Aint

[
ψ, ψ,∆

]}
(2.19)

A0 =

β∫
0

dτ

[
1

2

(
K

2g

)
4
∑
ij

∑
k

∆k
i J
−1
ij ∆k

j +
∑
i

∂ψiα
∂τ

ψiα −HG
0 + µ0N

G

]
(2.20)

Aint = −
β∫

0

dτ

[
−
∑
i

∑
k

∆k
iψiασ

k
αβψiβ

]
(2.21)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå J−1
ij îáðàùåíèÿ ìàòðèöû ñìåæíîñòè ãðàôà. Â îáùåì

ñëó÷àå ýòà ìàòðèöà ìîæåò áûòü íåîáðàòèìîé, ÷òî, îäíàêî, èñïðàâëÿåòñÿ ïî-
ñðåäñòâîì ââåäåíèÿ ïîñòîÿííîé ñäâèæêè, ê êîòîðîé ôèíàëüíûå îòâåòû áóäóò
íå÷óâñòâèòåëüíû, òàê ÷òî äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü ýòó ìàòðèöó âñåãäà îáðàòèìîé.
Ïîñêîëüêó ìåðà ìàòðèö Jij ñ íàëè÷èåì ñòðîãî íóëåâîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà ðàâ-
íà 0 (ýòî ìîæíî ïîêàçàòü, íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ Ëåììó Ñàðäà det J êàê ôóíêöèè
ñâîèõ àðãóìåíòîâ), òî äàííàÿ ïðîöåäóðà ðåãóëÿðèçàöèè íå èñïîðòèò èññëåäóå-
ìûé àíñàìáëü.

Òàêèì îáðàçîì, îñóùåñòâë¼í ïåðåõîä ê ñèñòåìå èç ôåðìèîííîãî è áîçîííîãî
ïîëåé, âçàèìîäåéñòâóþùèõ êîíòàêòíûì (ëèøü íà ñîâïàäàþùèõ óçëàõ) ïîòåí-
öèàëîì. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ââåä¼ííîé âåëè÷èíû ñîñòîèò â îïèñàíèè àíîìàëüíî-
ãî ñðåäíåãî, âîçíèêàþùåãî â ñâåðõïðîâîäíèêå, è õàðàêòåðèçóþùåãî íàðóøåíèå
U(1)-ñèììåòðèè.

Èçáàâëåíèå îò ôåðìèîííûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû

Ñëåäóþùèì øàãîì ñëåäóåò ïåðåéòè ê îïèñàíèþ äèíàìèêè ÷èñòî áîçîííûõ
ïîëåé. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ÿâíî âçÿòü ôóíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë ïî ôåðìèîííûì
ñòåïåíÿì ñâîáîäû, ÷òî âîçìîæíî áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ïîëíîå äåéñòâèå A0 +
Aint ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì ïî Ãðàññìàíîâûì ïîëÿì ψ. Âçÿòèå Ãðàññìàíîâîãî
èíòåãðàëà òîãäà ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó:

ZF =

∫
D(∆) exp

−
β∫

0

dτ

[
2

(
K

2g

)∑
ij

∑
k

∆k
i J
−1
ij ∆k

j

] detLiα,jβ [∆] (2.22)

Liα,jβ [∆] := δij

[
(∂τ + µ0) δαβ − ξiσzαβ +

∑
k

∆k
i σ

k
αβ

]
(2.23)

ãäå ïîä îïðåäåëèòåëåì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà L ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå
âñåõ åãî ñîáñòâåííûõ ÷èñåë. Ôàêò ôîðìàëüíîé ðàñõîäèìîñòè ýòîãî îïðåäåëèòå-
ëÿ óñòðàíÿåòñÿ âûáîðîì íîðìèðîâêè ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà.
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Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî îñóùåñòâèòü ïåðåõîä ê îïèñàíèþ çàäà÷è â òåðìèíàõ
ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà äëÿ ÷èñòî áîçîííîãî ïîëÿ ñ äåéñòâèåì

Ab [∆] =

β∫
0

dτ

[
2

(
K

2g

)∑
ij

∑
k

∆k
i J
−1
ij ∆k

j

]
− ln detLiα,jβ [∆] (2.24)

Â ýòîì äåéñòâèè âòîðîå ñëàãàåìîå ÿâíûì îáðàçîì îñóùåñòâëÿåò, âîîáùå ãîâîðÿ,
ìíîãî÷àñòè÷íîå âçàèìîäåéñòâèå ïîëåé. Ëîãàðèôì ýòîãî îïðåäåëèòåëÿ ìîæåò
áûòü òàêæå ïðåäñòàâëåí êàê ñëåä îò ëîãàðèôìà ýòîãî îïåðàòîðà:

ln detL ≡ Tr lnL

.
Íàêîíåö, ïîñëå ââåäåíèÿ áîçîííîãî ïîëÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ïî àíàëîãèè ñ

ôîðìóëîé (2.17) ââîäÿòñÿ êîððåëÿòîðû áîçîííûõ ïîëåé (îíè òàêæå ìîãóò áûòü
âûðàæåíû ÷åðåç ôóíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë):

Bk1k2...kn
i1i2...in

(τ1, τ2, ...τn) :=
〈
Tτ

{
∆k1
i1

(τ1)∆
k2
i2

(τ2)...∆
kn
in

(τn)
}〉

=

=
1

ZF

∫
D(∆)

{
∆k1
i1

(τ1)∆
k2
i2

(τ2)...∆
kn
in

(τn)
}

exp {−Ab}
(2.25)

2.2.4 Ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà

Ïðåæäå ÷åì èñêàòü ñåäëîâîþ òî÷êó ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà (2.22), èñ-
ñëåäóåì åù¼ îäíî ïîëåçíîå ñîîòâåòñòâèå: íà ñåé ðàç ìåæäó áîçîííîé è ñïèíîâîé
çàäà÷àìè.

Ñâÿçü ëèíåéíîãî îïåðàòîðà L ñ èñõîäíîé ñïèíîâîé çàäà÷åé

Îïðåäåëèòåëü îïåðàòîðà (2.23) ìîæåò ïðîèíòåðïðåòèðîâàí â òåðìèíàõ èñ-
õîäíîé ñèñòåìû ñïèíîâ. ×òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ýòîò ôàêò, ðàññìîòðèì íà-
áîðîâ ñïèíîâ s = 1/2 â íåïîñòîÿííîì ìàãíèòíîì ïîëå, èìåþùåì íà êàæäîì
óçëå ñâî¼ íåçàâèñèìîå çíà÷åíèå hji (τ), ò. å. ñ ãàìèëüòîíèàíîì:

HS
ext[h](τ) = −

∑
i

∑
k

hki (τ)ski (2.26)

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî çäåñü ïîëÿ h ÿâëÿþòñÿ âíåøíèìè ïî îòíîøåíèþ ê çàäà÷å, òàê
÷òî âñå âåëè÷èíû âðîäå ñðåäíèõ áóäóò ÿâëÿòüñÿ ôóíêöèîíàëàìè îò ýòèõ ïîëåé.

Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ñïèíîâûå êîððåëÿòîðû â äàííîé çàäà÷å (â îáî-
çíà÷åíèè ìû ÿâíî âûäåëÿåì èõ çàâèñèìîñòü îò êîíôèãóðàöèè è äèíàìèêè ïîëåé
h)

Cj1j2...jni1i2...in
[h] (τ1, τ2, ...τn) :=

〈
Tτ

{
sj1i1 (τ1)s

j2
i2

(τ2)...s
jn
in

(τn)
}〉

(2.27)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïî ôèçè÷åñêîìó ñìûñëó ðàññìàòðèâàåìûå êîððåëÿòîðû
îòëè÷àþòñÿ îò ââåä¼ííûõ ðàíåå â (2.16) � ó íèõ ïîïðîñòó äðóãîé ãàìèëüòîíèàí,
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ïîýòîìó ìû è îáîçíà÷àåì èõ äðóãèì ñèìâîëîì C, âìåñòî C. Ìåæäó íèìè, îäíàêî
ñóùåñòâóåò ñâÿçü, êîòîðóþ ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì ïîçæå.

Äàëåå, ââåä¼ì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ âñåâîçìîæíûõ êîððåëÿòîðîâ ïî ñëå-
äóþùåìó îïðåäåëåíèþ (èç êîòîðîãî â âèäå ðÿäà âîññòàíàâëèâàåòñÿ âûðàæåíèå
äëÿ ñàìîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè):

Cj1j2...jni1i2...in
(τ1, τ2, ...τn) =

1

Z[h]

δnZ[h]

δhi1j1(τ1)...δh
in
jn

(τ2)
(2.28)

à δ/δH i
j(τ) îçíà÷àåò âàðèàöèîííóþ ïðîèçâîäíóþ ïî çíà÷åíèþ ïîëÿ â íåêîòîðûé

ìîìåíò âðåìåíè:
δF [f ]

δf(τ0)
:= lim

α→0

∂F [f(τ) + αδ(τ − τ0)]

∂α

Èçâåñòíî, ÷òî îïðåäåë¼ííàÿ òàêèì îáðàçîì ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ýòîé
çàäà÷è âûðàæàåòñÿ ÷åðåç τ -óïîðÿäî÷åíèå:

Z[h] = TrTτ

[
exp

{
−
∫ β

0

HS
ext(τ)dτ

}]
Ïðîâîäÿ òåïåðü âûøåîïèñàííóþ ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ ñåìèîííîãî ôóíêöèî-
íàëüíîãî èíòåãðàëà ê ýòîé çàäà÷å, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî å¼ ðåçóëüòàòîì áóäåò
ñîîòíîøåíèå

Z[h] = detLiα,jβ[h]

Îòñþäà ñëåäóåò î÷åâèäíûé âûâîä î òîì, ÷òî ýòî îïðåäåëèòåëü ÿâëÿåòñÿ ïðîèç-
âîäÿùåé ôóíêöèåé ñðåäíèõ â äàííîé çàäà÷å, à èìåííî:

Cj1j2...jni1i2...in
(τ1, τ2, ...τn) [h] =

δn detLiα,jβ[h]

δhi1j1(τ1)...δh
in
jn

(τ2)
(2.29)

Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â îáùåì âèäå ýòîò îïðåäåëèòåëü íå ìîæåò áûòü
âû÷èñëåí.

Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó áîçîííûìè è ñïèíîâûìè êîððåëÿòîðàìè

Âíîâü âåðí¼ìñÿ ê òåìå âû÷èñëåíèÿ Ìàöóáàðîâñêèõ ðàçíîâðåìåííûõ êîððå-
ëÿòîðîâ. Èñïîëüçóåì ôîðìóëó äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ñïèíîâûõ êîððåëÿ-
òîðîâ (2.29) ñ äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèåì j1, j2, ...jn ∈ x, y (ò. å. íå ðàññìàò-
ðèâàÿ äèíàìèêó z-ïðîåêöèè ñïèíà). Â ýòîé ôîðìóëå ðîëü âíåøíèõ ìàãíèòíûõ
ïîëåé áóäóò èãðàòü, î÷åâèäíî, êîìïîíåíòû ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, à òàêæå ýíåðãèÿ
ñîñòîÿíèÿ íà óçëå:

hxi = 2∆x
i , h

y
i = 2∆y

i , h
z
i = −2ξi

Äàëåå äëÿ ðàñêðûòèÿ âàðèàöèè îïðåäåëèòåëÿ â (2.29) èñïîëüçóåì òîæäåñòâî

lim
α→0

∂

∂α
ln det (L0 + αδL) = (ln detL0) Tr

[
L−1

0 δL
]
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è ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ñâÿçè Ìàöóáàðîâñêèõ êîððåëÿòîðîâ ñ
êîððåëÿòîðàìè ïîëåé ïàðàìåòðà ïîðÿäêà:

Ck1k2...kn
i1i2...in

=
∑
j1,..jn

[
J−1
i1j1
...J−1

injn

]
Bk1k2...kn
j1j2...jn

(2.30)

È åù¼ ðàç îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ýòîé ôîðìóëå óæå ôèãóðèðóþò ïîëíûå

òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñðåäíèå äëÿ èñõîäíîé ñïèíîâîé çàäà÷è ñ ãàìèëüòîíèàíîì
(2.4).

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà, â ÷àñòíîñòè, ïðîÿñíÿåò ôèçè÷åñêèé ñìûñë ââåä¼í-
íûõ ïîëåé ∆: îíè ëèíåéíûì îáðàçîì ñâÿçàíû ñ ïîâåäåíèåì òåðìîäèíàìè÷åñêèõ
ñðåäíèõ x, y-ïðîåêöèé ñïèíà íà óçëàõ. Òàêæå ýòî íåñêîëüêî ïðîÿñíÿåò ðîëü ïà-
ðàìåòðà ïîðÿäêà êàê ýôôåêòèâíîãî âíåøíåãî ïîòåíöèàëà, äåéñòâóþùåãî íà
èñõîäíûå ýëåêòðîíû (ñì. òàêæå [1]).

Ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà è óðàâíåíèå ñàìîñîãëà-

ñîâàíèÿ

Ïîñëå ïåðåõîäà ê ôóíêöèîíàëüíîìó èíòåãðàëó äëÿ áîçîííîãî ïîëÿ ïàðàìåò-
ðà ïîðÿäêà ìîæíî ïðèìåíÿòü ê íåìó ìåòîä ñòàöèîíàðíîé ôàçû, ñóòü êîòîðîãî
ñîñòîèò â ïðèáëèæåíèè ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû (2.22) çíà÷åíèåì äåéñòâèÿ â åãî
ñòàöèîíàðíîé òî÷êå (èëè ò. í. ñåäëîâîì ðåøåíèè):

ZF ≈ exp
{
−Ab

[
∆̃
]}

(2.31)

Ñåäëîâîå ðåøåíèå ∆̃(τ) áîçîííîãî äåéñòâèÿ (2.24) çàäà¼òñÿ íóë¼ì ïåðâîé âàðè-
àöèè:

δAb
δ∆k

j (τ0)
= 0

Ïðÿìîëèíåéíîå âû÷èñëåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû (2.29) äà¼ò ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò:

4
K

2g

∑
j

J−1
ij ∆k

j (τ) = 2Cki [∆](τ) (2.32)

ãäå, íàïîìèíàåì, C åñòü ñïèíîâûå êîððåëÿòîðû (2.27).
×òîáû âû÷èñëèòü ïðàâóþ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ íà ñåäëîâóþ òî÷-

êó, íåîáõîäèìî âûäâèíóòü äîïîëíèòåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ñåäëîâîå
ðåøåíèå íå çàâèñèò îò ìíèìîãî âðåìåíè τ . Â òàêîì ñëó÷àå ïðàâàÿ ÷àñòü ÿâëÿåò-
ñÿ îáû÷íûì òåðìîäèíàìè÷åñêèì ñðåäíèì äëÿ ñïèíà â ïîñòîÿííîì ìàãíèòíîì
ïîëå, êîòîðîå ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ. Ýòî ïðèâîäèò íàñ ê óðàâíåíèþ ñàìîñîãëàñî-

âàíèÿ íà ïàðàìåòð ïîðÿäêà:

∆k
i =

1

2

2g

K

∑
j

JijCkj [∆] ≡ 2g

K

∑
j

Jij
∆k
j√

|∆j|2 + ξ2
j

tanh β
√
|∆j|2 + ξ2

j

2
(2.33)
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ãäå |∆j|2 :=
∑

k ∆k
j∆

k
j .

Â ÷àñòíîñòè, ïðåäåëó K → ∞ ñîîòâåòñòâóåò ïðåäåë áåñêîíå÷íîãî êîððå-
ëÿöèîííîãî îáú¼ìà. Ðàññìàòðèâàÿ ýòîò ïðåäåë â óðàâíåíèè (2.33) è ïðèìåíÿÿ
öåíòðàëüíóþ ïðåäåëüíóþ òåîðåìó ê ïðàâîé ÷àñòè, ïðèõîäèì ê ñòàíäàðòíîìó
îäíîðîäíîìó ïî âñåé ñèñòåìå ïàðàìåòðó ïîðÿäêà ñ δ-ôóíêöèîíàëüíûì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì (ò. å. èìåþùèì îäíî è òîæå çíà÷åíèå íåçàâèñèìî îò ðåàëèçàöèè
áåñïîðÿäêà), â ïîëíîì ñîãëàñèè ñ òåîðèåé ÁÊØ äëÿ ÷èñòîãî ñâåðõïðîâîäíè-
êà [1]:

lim
K→∞

∆k
i (K) ≡ g

〈
∆k
j√

|∆j|2 + ξ2
j

tanh β
√
|∆j|2 + ξ2

j

2

〉
ξ

≡

≡ ∆k(∞)g

1∫
0

dξ
tanh β

√
|∆|2 + ξ2

j√
|∆|2 + ξ2

j

(2.34)

Îäíîðîäíîñòü ïàðàìåòðà ïîðÿäêà âîçíèêàåò êàê î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå íåçàâèñè-
ìîñòè ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ îò óçëà, êðîìå êàê ÷åðåç ñàì ïàðàìåòð ïîðÿäêà.
Íàïðèìåð, â ïðåäåëå íèçêèõ òåìïåðàòóð T � |∆| è ìàëîé êîíñòàíòû ñâÿçè
g � 1 èìååì áóêâàëüíî îòâåò òåîðèè ÁÊØ:

∆ = 2 exp

{
−1

g

}
(2.35)

Â îáùåì ñëó÷àå, ïîâåäåíèå ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ è ñëåäóþùàÿ èç íå¼
ôàçîâàÿ äèàãðàììà äëÿ ïåðåõîäà ¾ñâåðõïðîâîäíèê-èçîëÿòîð¿ óæå íå ðàç èñ-
ñëåäîâàëèñü ðàíåå, íàïðèìåð, â ðàáîòå [15].

Òåîðèÿ ñðåäíåãî ïîëÿ

Óðàâíåíèå íà ñåäëîâóþ òî÷êó ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûì
ñïîñîáîì ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìîãî ìåòîäà ñðåäíåãî ïîëÿ. Ïî ñóùåñòâó, îí
ñîñòîèò â çàìåíå ïîòåíöèàëà ïàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö íà ýôôåêòèâíûé
âíåøíèé ïîòåíöèàë, ïîâåäåíèå êîòîðîãî ñàìîñîãëàñîâàííî çàäà¼òñÿ êîëëåêòèâ-
íûì ñîñòîÿíèåì âñåé ñèñòåìû. Ñòåïåíü åãî ïðèìåíèìîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ñèëîé
âçàèìîäåéñòâèÿ è òåì âûøå, ÷åì áîëåå ñèëüíî êîððåëèðîâàííîé ÿâëÿåòñÿ ñèñòå-
ìà. Â íàøåì ñëó÷àå ýòîò ìåòîä âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: ââåä¼ì âíåøíåå
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ïîëåm è â ÷ëåíå ñî âçàèìîäåéñòâèåì ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó skj → mk
j +(mk

j−mk
j ):

HF
PS =

∑
j

(
ξjσ

z
αβ +

1

2

∑
k

[
2g

K

∑
j

Jijm
k
j

]
σkαβ

)
c†jαcjβ︸ ︷︷ ︸

HF
0

−

−2g

K

∑
(ij)

[∑
k

1

4

(
σkαβ −mk

i δαβ
) (
σkρη −mk

j δρη
)]
c†iαciβc

†
jρcjη︸ ︷︷ ︸

HF
int

+

+
1

2

2g

K

∑
ij

∑
k

mk
im

k
j︸ ︷︷ ︸

EF
0

(2.36)

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îòêëîíåíèÿ îò ñðåäíåïîëåâîãî ðåøåíèÿ ìàëû (ñìûñë ýòîé
ìàëîñòè íóæíî âûÿñíÿòü îòäåëüíî), ïðåíåáðåæ¼ì ãàìèëüòîíèàíîì âçàèìîäåé-
ñòâèÿ è ïîòðåáóåì ìèíèìàëüíîñòè ñâîáîäíîé ýíåðãèè ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ïî
ââåä¼ííîìó ïîëþ m. Ðåçóëüòàòîì áóäåò óæå çíàêîìîå íàì óðàâíåíèå

mk
j = Ckj

ò. å. òðåáîâàíèå ðàâåíñòâà ââåä¼ííîãî ïîëÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîìó ñðåäíåìó ñîîò-
âåòñòâóùåãî îïåðàòîðà ñïèíà. Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ïîäõîä ïî ñóùåñòâó ÿâëÿåòñÿ
ýêâèâàëåíòíûì àïïðîêñèìàöèè ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû (2.22) çíà÷åíèåì ïîäûí-
òåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â ñåäëîâîé òî÷êå, ò. å. ôîðìóëå (2.31).

Ïîäðîáíóþ èíôîðìàöèþ î ñðåäíåïîëåâîì ôîðìàëèçìå è åãî îáîáùåíèè, èç-
âåñòíîì â êîíòåêñòå ñâåðõïðîâîäèìîñòè òàêæå êàê ìåòîä ñàìîñîãëàñîâàííîãî
ïîëÿ Áîãîëþáîâà, ìîæíî íàéòè â [1].

2.2.5 Âàðèàíòû äèàãðàììíîé òåõíèêè

Â äàííîé ñåêöèè ìû îïèøåì ñïîñîáû ãðàôè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ òåîðèè
âîçìóùåíèé íàä îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì â äàííîé çàäà÷å. Ðàññìîòðåíèå, êàê è
ðàíüøå, ïðîèñõîäèò ïðè çàäàííîé ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî K-ðåãóëÿðíîãî ãðà-
ôà è ñëó÷àéíûõ ýíåðãèé ξi ñîñòîÿíèé íà óçëàõ. Èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ âñåãî
àíñàìáëÿ ÿâëÿåòñÿ îòäåëüíîé òðóäíîé çàäà÷åé, êîòîðóþ ìû îáñóäèì ïîçäíåå.

Ìàöóáàðîâñêàÿ äèàãðàììíàÿ òåõíèêà äëÿ ñåìèîíîâ

Çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ ðàâíîâåñíîé òåðìîäèíàìèêè ãàìèëüòîíèàíà (2.7) ìî-
æåò áûòü îïèñàíà íåïîñðåäñòâåííî ÷åðåç ñòàíäàðòíóþ Ìàöóáàðîâñêóþ äèà-
ãðàììíóþ òåõíèêó [16] ñî ñëåäóþùèìè ïðàâèëàìè:
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Ðèñ. 2.1: Ãðàôè÷åñêèå èçîáðàæåíèÿ äëÿ ñåìèîííîé äèàãðàììíîé òåõíèêè.

• âûðàæåíèè äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ñåìèîíîâ

Giα,jβ(iωn) :=
〈
Tτ

{
ciαc

†
jβ

}〉
≡ δij

(
iωn − ξiσzαβ + µ0

)−1
=

= δij
iωn + µ0 + ξiσ

z
αβ

(iωn + µ0)
2 − ξ2

i

(2.37)

Òðàäèöèîííî, ìíîãî÷àñòè÷íûå ôóíêöèè Ãðèíà ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷å-
ðåç äâóõ÷àñòè÷íóþ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Âèêà.

• Âûðàæåíèå äëÿ âåðøèíû âçàèìîäåéñòâèÿ

Viα,mβ|jρ,nη(iωn) = −2g

K
· δimδjnJij

1

4
(σxαβσ

x
ρη + σyαβσ

y
ρη) · θ (ε0 − |ωn|) (2.38)

ãäå Jik � ìàòðèöà ñìåæíîñòè K-ðåãóëÿðíîãî ãðàôà, íà êîòîðîì îïðåäå-
ëåíà çàäà÷à. Çàâèñèìîñòü îò ÷àñòîòû äèêòóåòñÿ Êóïåðîâñêîé ïðèðîäîé
âçàèìîäåéñòâèÿ è îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî õàðàêòåðíûå ïåðåäà÷è ýíåðãèè
íå ïðåâûøàþò ε0, ÷òî è îòðàæàåò íàëè÷èå θ-ôóíêöèè Õåâèñàéäà.

• Â êàæäîé òî÷êå âñòðå÷è ëèíèé ïî âñåì èíäåêñàì ïðîèçâîäèòñÿ ñâ¼ðòêà:
ñóììèðîâàíèå ëàòèíñêèõ èíäåêñîâ ïî âñåì óçëàì è ñâ¼ðòêà ïî ñïèíîâûì
ãðå÷åñêèì èíäåêñàì.

• Â òî÷êàõ ñîåäèíåíèÿ ëèíèÿ âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ Ìàöóáàðîâ-
ñêèõ ÷àñòîò: ñóììà âñåõ èñõîäÿùèõ ðàâíà ñóììå âñåõ âõîäÿùèõ. Ïî íåçà-
ôèêñèðîâàííûì çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ è íå îòíîñÿùèìñÿ êî âíåøíèì ëè-
íèÿì äèàãðàììû ÷àñòîòàì ïðîèñõîäèò ñóììèðîâàíèå.

• Âû÷èñëåíèå ðàçíîâðåìåííûõ êîððåëÿòîðîâ ðàçëè÷íûõ îïåðàòîðîâ ïðîèç-
âîäèòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì � âûðàæåíèåì ýòèõ êîððåëÿòîðîâ ÷åðåç
ìíîãî÷àñòè÷íûå ôóíêöèè Ãðèíà è ïîäñ÷¼òîì ñîîòâåòñòâóþùåé äèàãðàì-
ìû.

Ãðàôè÷åñêèå îáîçíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ òåõíèêè ïðåäñòàâëåíû íà Ðèñ. 2.1.
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Ó÷¼ò ïàðàìåòðà ïîðÿäêà â ñåìèîííîé äèàãðàììíîé òåõíèêå

Ó Ìàöóáàðîâñêîé òåõíèêè â èñõîäíîé ðåäàêöèè åñòü ñóùåñòâåííûé íåäî-
ñòàòîê: îíà ïëîõî îòðàæàåò êà÷åñòâåííóþ ïåðåñòðîéêó îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ,
ïðîèñõîäÿùóþ ïðè ñâåðõïðîâîäÿùåì ïåðåõîäå. Îäíàêî, ñèòóàöèþ ìîæíî èñ-
ïðàâèòü, âîñïîëüçîâàâøèñü èäååé â äóõå ñðåäíåãî ïîëÿ. Èìåííî, ðàññìîòðèì
ñòàíäàðòíóþ äèàãðàììíóþ òåõíèêó Ìàöóáàðû äëÿ ãàìèëüòîíèàíà (2.36), íî
òåîðèþ âîçìóùåíèé áóäåì ñòðîèòü ïî íîâîìó ãàìèëüòîíèàíó âçàèìîäåéñòâèÿ
HF
int. Â òàêîì ñëó÷àå, âûðàæåíèÿ (2.37) è (2.38) èçìåíÿòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

Giα,jβ(iωn) = δij

(
iωn − ξiσzαβ −

∑
k

∆̃k
i σ

k
αβ + µ0

)−1

=

= δij
iωn + µ0 + ξiσ

z
αβ −

∑
k ∆̃k

i σ
k
αβ

(iωn + µ0)
2 − ξ2

i −
∣∣∣∆̃i

∣∣∣2
(2.39)

Viα,mβ|jρ,nη(iωn) = −2g

K
· δimδjnJij ·

∑
k

1

4

(
σkαβ − Cki δαβ

) (
σkρη − Ckj δρη

)
(2.40)

ãäå ∆̃ � ïàðàìåòð ïîðÿäêà, îïðåäåëÿåìûé èç óðàâíåíèÿ ñàìîñîãëàñîâàíèÿ (2.33),
à C � âñå òî æå òåðìîäèíàìè÷åñêîå ñðåäíåå äëÿ çàäà÷è ñïèíà â ïîñòîÿííîì ìàã-
íèòíîì ïîëå, îïðåäåëÿåìîì çíà÷åíèåì ∆̃. Ïîñòîÿííîå ñëàãàåìîå EF

0 ÿâëÿåòñÿ
òåìïåðàòóðíî-çàâèñèìîé ñäâèæêîé ýíåðãèè, òàê ÷òî åãî íàëè÷èå âëèÿåò àääè-
òèâíûì îáðàçîì ëèøü íà ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ è å¼ òåìïåðàòóðíûå ïðîèçâîäíûå.
Êðîìå ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ìîäèôèêàöèé, ïðàâèëà òåõíèêè íå èçìåíÿþòñÿ.

Ýòà òåõíèêà ðàáîòàåò ïî ïàðàìåòðó 1/K, è ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì ñïî-
ñîáîì âûÿñíÿòü ñòåïåíü ïðèìåíèìîñòè ñåäëîâîãî ïðèáëèæåíèÿ.

Äèàãðàììíàÿ òåõíèêà äëÿ ïîëÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà

Äðóãèì ñïîñîáîì èññëåäîâàòü çàäà÷ó ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå äèàãðàììíîãî
ðÿäà òåîðèè âîçìóùåíèé íåïîñðåäñòâåííî äëÿ ïðîïàãàòîðà ôëóêòóàöèé ïàðà-
ìåòðà ïîðÿäêà. Èçëîæåíèå ýòîé òåõíèêè â ôîðìàëèçìå äèàãðàììíîé òåõíèêè
Êåëäûøà èìååòñÿ â [17].

1 Îïðåäåëèì ôëóêòóàöèþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

rki (τ) := ∆k
i (τ)− ∆̃k

i (2.41)

ãäå ∆̃ � ïàðàìåòð ïîðÿäêà, îïðåäåëÿåìûé èç óðàâíåíèÿ (2.33).

2 Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó

ln det (L0 + δL) = ln detL0 + ln det
(
1 + L−1

0 δL
)
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áîçîííîå äåéñòâèå (2.24) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

Ab [∆] = Ab
[
∆̃
]

+

β∫
0

dτ

[
2

(
K

2g

)∑
ij

∑
k

rki J
−1
ij r

k
j

]
− ln det (1 +GδL)

δL = −
∑
i

∑
k

σkαβr
k
i

ãäå îïåðàòîð L−1
0 åñòü ôóíêöèÿ Ãðèíà ñåìèîííîé çàäà÷è ñ ó÷¼òîì ïàðà-

ìåòðà ïîðÿäêà (2.39).

3 Äàëåå, èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî

ln det(1 + A) = Tr ln(1 + A) ≡
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
Tr [An]

ïåðåïèøåì r-çàâèñèìóþ ÷àñòü äåéñòâèÿ â ôîðìå

Ab[r] =

β∫
0

dτ

[
2

(
K

2g

)∑
ij

∑
k

rki J
−1
ij r

k
j

]
−
∞∑
n=1

1

2n
Tr
[
−
(
L−1

0 δL
)n]

ãäå ó÷òåíî, ÷òî âñå íå÷¼òíûå ïîðÿäêè ñòàðøå ïåðâîãî â ñóììå îáíóëÿòñÿ
ïîñëå âçÿòèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà â ñèëó íå÷¼òíîñòè ïî ïîëÿì r.
Îáðàùåíèå â íóëü ïåðâîãî ïîðÿäêà ýòîãî ðÿäà ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ
óðàâíåíèÿ ñàìîñîãëàñîâàíèÿ (2.33) ïî îïðåäåëåíèþ.

4 Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ñóììû èìååò î÷åâèäíóþ èí-
òåðïðåòàöèþ â òåðìèíàõ Ìàöóáàðîâñêîé äèàãðàììíîé òåõíèêè ñ ó÷¼òîì
ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, îïèñàííîé âûøå: äèàãðàììà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âûðà-

æåíèþ Fn[r] := Tr
[
−
(
L−1

0 δL
)2n
]
, ïîêàçàíà íà Ðèñ. 2.2. Îíà ïðåäñòàâëÿåò

èç ñåáÿ îòêëèê n-ãî ïîðÿäêà íà ïåðåìåííîå âíåøíåå ïîëå. Îïðåäåëèì òàê-
æå ÿäðî ýòîãî îòêëèêà R[n]mnij (τ1, ...τ2n), äàâàåìîå äèàãðàììîé íà Ðèñ. 2.2,
íî ñ óñå÷¼ííûìè áîçîííûìè êîíöàìè (ò. å. ïðîñòî ôåðìèîííîé ïåòë¼é ñ
2n âåðøèíàìè â âèäå îïåðàòîðîâ ñïèíà). Î÷åâèäíî, R[n] çàâèñèò ëèøü îò
ðàçíîñòåé âðåì¼í, ò. å. îò 2n− 1 ïåðåìåííûõ.

5 Òàêèì îáðàçîì, ïîêà ÷òî ïîëó÷åííàÿ äèàãðàììíàÿ òåõíèêà ïðåäñòàâëÿåò
èç ñåáÿ çàäà÷ó èçó÷åíèÿ áîçîííîãî ïîëÿ ñ ìíîãî÷àñòè÷íûì âçàèìîäåé-
ñòâèåì. Ïðè ýòîì ñëåäóåò ÿâíî îòùåïèòü ñëàãàåìîå ñ n = 1, êîòîðîå äà-
¼ò âêëàä íåïîñðåäñòâåííî â ïðîïàãàòîð ïîëÿ ôëóêòóàöèé r. Ïîñêîëüêó
êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü äåéñòâèÿ â ôóíêöèîíàëüíîì èíòåãðàëå îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ îáðàòíîé ôóíêöèè Ãðèíà íåâîçìóùåííîé çàäà÷è, òî èìååì
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Ðèñ. 2.2: Äèàãðàììíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ñëàãàåìîãî n-ãî ïîðÿäêà â äåéñòâèè,
îáîçíà÷åííîãî â òåêñòå êàê Fn[r]. Íà ðèñóíêå n = 2.

òîãäà äëÿ ïðîïàãàòîðà:

Dmn
ij (τ) :=

〈
Tτ
{
δki (τ0)δ

k
i (τ0 + τ)

}〉
=

=

[
2× K

2g
J−1
ij δ

mn − 2× 1

2
R[1]mnij (τ)

]−1 (2.42)

6 Èòîãîâàÿ äèàãðàììíàÿ òåõíèêà ôîðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ ýëåìåíòîâ D
è R[n]: k-ûé ïîðÿäîê òåîðèè âîçìóùåíèè ñîîòâåòñòâóåò ñóììå âñåâîçìîæ-
íûõ äèàãðàìì, ñîñòàâëåííûõ èç ñåìèîííûõ ïåòëåé ñ ðàçëè÷íûì ÷¼òíûì
÷èñëîì âåðøèí 2k è ôëóêòóàöèîííûõ ïðîïàãàòîðîâ (2.42), ñîîòâåòñòâó-
þùèõ âîëíèñòîé ëèíèè â èñõîäíîé Ìàöóáàðîâñêîé äèàãðàììíîé òåõíèêå
äëÿ ñåìèîíîâ. Êàæäàÿ ñåìèîííàÿ ïåòëÿ ïîðÿäêà 2k ïðè ýòîì èìååò äî-
ïîëíèòåëüíûé êîýôôèöèåíò 1/2k.

Îòìåòèì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî îáðåçàíèå òåîðèè âîçìóùåíèé íà 4-îì ïîðÿäêå,
÷òî îçíà÷àåò ó÷¼ò åäèíñòâåííîé äèàãðàììû ñ âåðøèíîé 1

4R[2], ñîîòâåòñòâóåò
ôîðìàëèçìó òåîðèè Ãèíçáóðãà Ëàíäàó. Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà ïåòåëü R[n]
íà íóëåâîé ïåðåäàííîé ÷àñòîòå çàäà¼ò êîýôôèöèåíòû ôóíêöèîíàëà Ãèíçáóðãà-
Ëàíäàó. Ïðè ýòîì, êàê è ðàíüøå, òåíçîðíàÿ èíâàðèàíòíîñòü, êîòîðîé ïî ïî-
ñòðîåíèþ îáëàäàþò âñå äèàãðàììû, íàïðÿìóþ ñâÿçàíà ñ êàëèáðîâî÷íîé U(1)-
èíâàðèàíòíîñòüþ çàäà÷è ñâåðõïðîâîäèìîñòè.

2.2.6 Íåêîòîðûå çàêëþ÷èòåëüíûå ôèçè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ

Âàæíûì ôèçè÷åñêèì ïðèìå÷àíèåì áóäåò ñîîòâåòñòâèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëü-
òàòîâ îáùåïðèíÿòîé êàðòèíå îïèñàíèÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòè êàê íàðóøåíèÿ çà-
ðÿäîâîé U(1)-ñèììåòðèè: êîìïîíåíòû ââåä¼ííîãî áîçîííîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ
ñîîòâåòñòâóþò äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòè êîìïëåêñíîãî ïàðàìåòðà ïîðÿä-
êà, ðàññìàòðèâàåìîãî â òåîðèè ñâåðõïðîâîäèìîñòè. Â ÷àñòíîñòè, òàêàÿ êàðòèíà
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õîðîøî ñîîòíîñèòñÿ ñ î÷åâèäíîé âðàùàòåëüíîé èíâàðèàíòíîñòüþ ïîëó÷åííîãî
óðàâíåíèÿ ñàìîñîãëàñîâàíèÿ (2.33). Íàïðèìåð, â äàííóþ òåîðèþ ëåãêî ââåñòè
âíåøíåå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ìåòîäîì ìèíèìàëüíîãî ñïàðèâàíèÿ. Êðàòêîå
îáñóæäåíèå ñîîòâåòñòâèÿ ñèììåòðèéíûõ àñïåêòîâ òåîðèè èìååòñÿ â ðàáîòå [18].

Ñëåäóþùèì âàæíûì ôèçè÷åñêèì êîììåíòàðèåì áóäåò âîïðîñ î êðèòåðèè
ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà ñòàöèîíàðíîé ôàçû, ôîðìàëèçìà ñðåäíåãî ïîëÿ è ïðî-
÷èõ ðîäñòâåííûõ âåùåé. Ñòðîãî ãîâîðÿ, âñå ýòè ìåòîäû ðàáîòàþò ïî ïàðàìåòðó
1/K, è â îáùåì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ñëåäèòü çà âçàèìîäåéñòâèÿìè ýôôåêòîâ
îäíîãî ïîðÿäêà ïðè ïîïûòêàõ âûÿñíÿòü ïîïðàâêè ê ñðåäíåïîëåâûì îòâåòàì.
Êà÷åñòâåííî, îòêëîíåíèÿ îò ñðåäíåïîëåâîé êàðòèíû ïîÿâëÿþòñÿ çà ñ÷¼ò äâóõ
ýôôåêòîâ:

• Ôëóêòóàöèé ïàðàìåòðà ïîðÿäêà âîêðóã ñâîèõ ñðåäíèõ, îïðåäåëÿåìûå êî-
íå÷íûì ÷èñëîì ñîñåäåé. Ýòè ÿâëåíèÿ ìû îïèøåì äàëåå.

• Ýôôåêòû íåîäíîðîäíîñòåé, âíîñèìûå ðàñïðåäåëåíèåì ýíåðãèé ξi íà óçëå,
êîòîðûå òàêæå óìåíüøàþòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ñîñåäåé. Âëèÿíèå ýòèõ
íåîäíîðîäíîñòåé ñêàçûâàåòñÿ íà ýòàïå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñàìîñîãëàñîâà-
íèÿ, è ïîòîìó èõ ó÷¼ò ÿâëÿåòñÿ îòäåëüíîé ñëîæíîé çàäà÷åé.

Ïðåäåë K → ∞, êàê ïîêàçàíî â óðàâíåíèè (2.34), ñîîòâåòñòâóåò ñòàíäàðòíîé
ìîäåëè ÁÊØ, â ðàìêàõ êîòîðîé â ñèñòåìå ðàçâèâàåòñÿ îäíîðîäíûé ïàðàìåòð
ïîðÿäêà, à âñå òåðìîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû, ñîãëàñíî òåîðåìå
Àíäåðñîíà, èñïûòûâàþò âëèÿíèå áåñïîðÿäêà èñêëþ÷èòåëüíî çà ñ÷¼ò èçìåíåíèÿ
îäíî÷àñòè÷íîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé.

Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü òàêæå âîñïðî-
èçâåäåíû ñ ïîìîùüþ ôîðìàëèçìà àíîìàëüíûõ ñðåäíèõ Íàìáó-Ãîðüêîâà, èçëî-
æåííîãî, íàïðèìåð, â [16]. Ìåæäó ýòèì è ïðèâåä¼ííûì â äàííîé ðàáîòå ôîð-
ìàëèçìîì èìååòñÿ ïðîñòîå ñîîòâåòñòâèå: ñðåäíèå îïåðàòîðîâ sx,y íà óçëå ñî-
îòâåòñòâóþò Ãîðüêîâñêèõ àíîìàëüíûì ñðåäíèì âèäà

〈
a†a†

〉
â èñõîäíîé çàäà÷å

âçàèìîäåéñòâóþùèõ ýëåêòðîíîâ, â òî âðåìÿ êàê îïåðàòîð sz íåñ¼ò èíôîðìàöèþ
î äèàãîíàëüíîé ÷àñòè ôóíêöèè Ãðèíà è, ñîîòâåòñòâåííî, ñðåäíèõ âèäà

〈
a†a
〉
.

2.3 Èçó÷åíèå ñâîéñòâ íèçêîýíåðãåòè÷åñêèõ ìîä

Íàøåé çàäà÷åé áóäåò èçó÷åíèå íèçêîýíåðãåòè÷åñêèõ âîçáóæäåíèé íàä îñ-
íîâíûì ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû ïðè íèçêîé òåìïåðàòóðå T << Tc. Ïðè ýòîì ìû
ñ÷èòàåì, ÷òî ýòèõ âîçáóæäåíèé ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ î÷åíü ìàëî, à ïîòî-
ìó èõ âçàèìîäåéñòâèåì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàññìîòðåíèþ â
ôóíêöèîíàëüíîì èíòåãðàëå òîëüêî êâàäðàòè÷íîé ïî ôëóêòóàöèÿìè ÷àñòè áî-
çîííîãî äåéñòâèÿ. Â òàêîì ñëó÷àå, âîçáóæäåíèÿ îïèñûâàþòñÿ ñâîèì ïðîïàãàòî-
ðîì (2.42), êîòîðûé î÷åâèäíûì îáðàçîì ñîäåðæèò âñå îäíî÷àñòè÷íûå ñâîéñòâà
ýòèõ âîçáóæäåíèé.
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2.3.1 Ñâÿçü ñâîéñòâ ôëóêòóàöèé ñ èõ ôóíêöèåé Ãðèíà

Ëîêàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé

Â ïåðâóþ î÷åðåäü, íàñ èíòåðåñóåò ñòàòèñòèêà ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòî-
ÿíèé íà óçëå ρi(ω) ýòèõ âîçáóæäåíèé ïðè íèçêèõ ÷àñòîòàõ. Îïðåäåëåíèå ýòîé
âåëè÷èíû è åå ñâÿçü ñ ôóíêöèåé Ãðèíà ñëåäóþùèå:

ρi(ω) := lim
M→∞

∑
i

∑
α

|ψαi |
2 δ(ω − εα) = lim

γ→+0
lim
M→∞

1

π
ImDii(ω + iγ) (2.43)

ãäå εα � ýíåðãèÿ âîçáóæäåíèÿ ñ âîëíîâîé ôóíêöèåé ψα, à òàêæå ââåäåíî èí-
ôèíèòåçèìàëüíîå óøèðåíèå óðîâíåé γ, îòâå÷àþùåå çà êîððåêòíûé ïåðåõîä ê
òåðìîäèíàìè÷åñêîìó ïðåäåëó M → ∞ èëè, ýêâèâàëåíòíî, çà ðåãóëÿðèçàöèþ
âõîäÿùåé â îïðåäåëåíèå ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé δ-ôóíêöèè îò ýíåð-
ãèè.

Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ, ρi ïîêàçûâàåò âåðîÿòíîñòü íàëè÷èÿ íà äàííîì
óçëå ñîñòîÿíèÿ ñ çàäàííîé ýíåðãèåé ω. Â ÷àñòíîñòè, èìåííî ýòà âåëè÷èíà áó-
äåò îïðåäåëÿòü èñõîä ýêñïåðèìåíòà ïî òóííåëüíîé ìèêðîñêîïèè (à òî÷íåå, å¼
ñðåäíåå íà ìàñøòàáå ïîðÿäêà ðàçìåðà èãëû). Î÷åâèäíî, ÷òî â ìåòàëëè÷åñêîé
ñèñòåìå ýòà âåëè÷èíà ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíîé ïëîòíîñòüþ ñîñòîÿíèé, êîòîðàÿ
â íàøåé ìîäåëè çàäà¼òñÿ áåñïîðÿäêîì è ðàâíà 1/2.

Âàæíî, îäíàêî, îòìåòèòü, ÷òî ñ èíòåðïðåòàöèåé ýòîé âåëè÷èíû êàê áóê-
âàëüíî ëîêàëüíîé â ðåàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ñëåäóåò áûòü
îñòîðîæíûì, ïîñêîëüêó îïðåäåë¼ííàÿ â (2.43) âåëè÷èíà ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ
ñîñòîÿíèé íà îäíîì óçëå ãðàôà, êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, ñîîòâåòñòâóåò îä-
íîýëåêòðîííîìó ëîêàëèçîâàííîìó ñîñòîÿíèþ, çàíèìàþùåìó íåêîòîðûé êîíå÷-
íûé êîððåëÿöèîííûé îáú¼ì. Ïðè ýòîì âçàèìíîå ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïîëîæå-
íèå ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé, ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçëè÷íûì óçëàì ãðàôà, ÿâëÿåòñÿ
îòäåëüíîé çàäà÷åé, ïîýòîìó ôèçè÷åñêèé ñìûñë ýòà âåëè÷èíà èìååò ëèøü êàê
ñðåäíåå ïî ìàñøòàáó ìåíüøå èëè ïîðÿäêà ëîêàëèçàöèîííîãî îáú¼ìà Vloc.

Inverse Participation Ratio

Åù¼ îäíîé õàðàêòåðèñòèêîé âîçáóæäåíèé, ñòàòèñòèêà êîòîðîé íàñ áóäåò
èíòåðåñîâàòü, ÿâëÿåòñÿ ò. í. Inverse Participation Ratio (äàëåå IPR), õàðàêòå-
ðèçóþùàÿ îáú¼ì, êîòîðûé çàíèìàåò ñîîòâåòñòâóþùàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ. Å¼
ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå è ñâÿçü ñî ñâîéñòâàìè ôóíêöèè Ãðèíà âûãëÿäÿò ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

L(ω) := lim
M→∞

∑
i

∑
α

|ψαi |
4 δ(ω − εα) = lim

γ→+0
lim
M→∞

γ

π
|Dii(ω + iγ)|2 (2.44)

Êàê áóêâàëüíî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ, ýòà âåëè÷èíà ñîäåðæèò â ñåáå èíôîð-
ìàöèþ î âòîðîì ìîìåíòå àìïëèòóäû âîëíîâîé ôóíêöèè, óñðåäí¼ííîì ïî âñåì
óçëàì ñèñòåìû i è âñåì ñîñòîÿíèÿì α ñ çàäàííîé ýíåðãèåé ω.
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Îñíîâíûì ñâîéñòâîì IPR ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå
m → 0 îíà ðàâíà 0, åñëè ñîñòîÿíèÿ äåëîêàëèçîâàíû, è íåêîòîðîìó êîíå÷íîìó
÷èñëó ∼ V −1

loc , åñëè ó ñîñòîÿíèé èìååòñÿ êîíå÷íûé ëîêàëèçàöèîííûé îáú¼ì Vloc.
Çäåñü òàêæå ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íóæíî ñ îñòîðîæíîñòüþ èíòåðïðåòèðî-

âàòü ýòó âåëè÷èíó êàê õàðàêòåðèñòèêó ñòðóêòóðû âîçáóæäåíèé â ðåàëüíîì ïðî-
ñòðàíñòâå èç-çà ñëîæíîãî âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ îäíî÷àñòè÷íûõ ýëåêòðîí-
íûõ ñîñòîÿíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì óçëàì ãðàôà. Îäíàêî, ó ýòîé âå-
ëè÷èíû, òåì íå ìåíåå, èìååòñÿ êîíêðåòíûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë: ïîñêîëüêó ëî-
êàëèçàöèÿ â ïðîñòðàíñòâå óçëîâ ïî ïîñòðîåíèþ ìîäåëè îçíà÷àåò ëîêàëèçàöèþ
â ðåàëüíîì ïðîñòðàíñòâå â êîíå÷íîì îáú¼ìå ∼ Vloc, òî âîçáóæäåíèÿ ñ òàêèì
ñâîéñòâîì íå áóäóò íåïîñðåäñòâåííî ïðèâîäèòü ê äèññèïàöèè ýíåðãèè.

2.3.2 Âûðàæåíèå äëÿ ïðîïàãàòîðà ôëóêòóàöèé ïàðàìåò-

ðà ïîðÿäêà

Äëÿ íà÷àëà óñòàíîâèì ÿâíûé âèä ïðîïàãàòîðà ôëóêòóàöèé. Ñõîæèå âû÷èñ-
ëåíèÿ â ôîðìàëèçìå äèàãðàììíîé òåõíèêè Êåëäûøà ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [18].
ßâíûé âèä ôåðìèîííîé ïåòëè R[1]:

R[1]mkij (iωn) = −T
∑
εn

[
Giα,jβ(iωn + iεn)

1

2
σmβρGjρ,iη(iεn)

1

2
σmηα

]
=

= −1

2
δij

tanh(βh)

2h

[
− h2δmk

h2 + ω2
n

4

+
ωnh

sεsmk + 2hmhk − h2δmk

h2 + ω2
n

4

]
ãäå

hxi = ∆̃x
i , h

y
i = ∆̃y

i , h
z
i = −ξi, h2 =

∣∣∣∆̃i

∣∣∣2 + ξ2
i

Îáðàùàåì âíèìàíèå, ÷òî ÷àñòîòíûé àðãóìåíò ïåòëè è ïðîïàãàòîðà ωn ïðåä-
ñòàâëÿåò èç ñåáÿ áîçîííîé Ìàöóáàðîâñêóþ ÷àñòîòó, à âíóòðåííÿÿ ÷àñòîòà ïåòëè
εn � ôåðìèîííóþ. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (2.41), âûïèøåì ÿâíûé âèä îáðàòíîãî
ïðîïàãàòîðà:

[
Dmk
ij (iωn)

]−1
= 2

[
K

2g
J−1
ij δ

mk − 1

2
R[1]mkij (iωn)

]
=

=
K

g
J−1
ij δ

mk + δij
tanh(βh)

h

[
hmhk − h2δmk

h2 + ω2
n

4

+
ωn

2 h
sεsmk

h2 + ω2
n

4

] (2.45)

Ñèììåòðè÷íàÿ ïî m, k ÷àñòü ýòîãî âûðàæåíèÿ ñîäåðæèò â ñåáå èíôîðìàöèþ î
ôóíêöèè Ãðèíà äâóõ ìîä ôëóêòóàöèé: ïîïåðå÷íîé è ïðîäîëüíîé, ñîîòâåòñòâåí-
íî òîìó, êàê íàïðàâëåíèÿ êîëåáàíèé ñîîòíîñÿòñÿ ñ íàïðàâëåíèåì ïàðàìåòðà
ïîðÿäêà. Â òåðìèíàõ êîìïëåêñíîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ýòî ñîîòâåòñòâóåò ôà-
çîâîé ìîäå Ãîëäñòîóíà è àìïëèòóäíîé ìîäå Õèããñà. Íåäèàãîíàëüíûé æå ÷ëåí
íåñ¼ò â ñåáå èíôîðìàöèþ î ñìåøèâàíèè äâóõ ìîä ìåæäó ñîáîé.
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Çàìåòèì, ÷òî âñåãäà èìååòñÿ õîòÿ áû îäíî ïîïåðå÷íîå âîçáóæäåíèå ñ ω = 0,
ïîñêîëüêó îíî ÿâëÿåòñÿ ñëåäîì íàðóøåííîé U(1)-ñèììåòðèè: óðàâíåíèå ñàìî-
ñîãëàñîâàíèÿ (2.33) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ýòîé ñèììåòðèè, è â ÷àñòíîñòè,
îòíîñèòåëüíî èíôèíèòåçèìàëüíî ìàëûõ ïîâîðîòîâ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà íà íåêî-
òîðûé óãîë áåç èçìåíåíèÿ ìîäóëÿ, ÷òî è ñîîòâåòñòâóåò îïèñàííîìó âîçáóæäå-
íèþ.

2.3.3 Èòîãîâàÿ çàäà÷à èçó÷åíèÿ íèçêîýíåðãåòè÷åñêèõ ïî-

ïåðå÷íûõ ìîä

×òîáû ñäåëàòü çàäà÷ó áîëåå êîíêðåòíîé, ïðèìåì ðÿä äàëüíåéøèõ óïðîùå-
íèé:

1 Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóþò íèçêîýíåðãåòè÷åñêèå ìîäû, òî äàëåå áóäåì ñ÷è-
òàòü ωn � |∆|. Êàê ñëåäñòâèå, âçàèìîäåéñòâèåì ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé
ìîä ìîæåì ïðåíåáðå÷ü

2 Â ðàìêàõ òåîðèè ñâåðõïðîâîäèìîñòè äëÿ ÷èñòîãî ìåòàëëà, Õèããñîâñêàÿ
ìîäà äîëæíà áûòü ìàññèâíîé, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò íàëè÷èþ ùåëè â íèç-
êîýíåðãåòè÷åñêîì ñïåêòðå ïðîäîëüíûõ âîçáóæäåíèé. Íåêîòîðûå ðàñ÷¼òû,
êà÷åñòâåííî îáîñíîâûâàþùèå äàííîå ïðèáëèæåíèå, èìåþòñÿ â ðàáîòå [19].
Ïîýòîìó ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òàêàÿ êàðòèíà ñîõðàíÿåòñÿ è äàëåå, òàê
÷òî â äàëüíåéøåì áóäåì èçó÷àòü òîëüêî ïîïåðå÷íóþ ìîäó.

3 Òàêæå ñäåëàåì îäíî óïðîùåíèå, êàñàþùååñÿ ñòàòèñòèêè ïîëÿ ïàðàìåòðà
ïîðÿäêà ∆̃. Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàñ÷¼òîâ ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî åãî çíà÷åíèå
íà êàæäîì óçëå ðàâíî ñâîåìó çíà÷åíèþ â ïðåäåëå òåîðèè ÁÊØ (2.35).
Ìîòèâàöèÿ ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

à. ðàíåå äëÿ ýòîé çàäà÷è óæå áûëè ïðîâåäåíû îöåíêè òèïè÷íûõ çíà÷å-
íèé K, ïðè êîòîðûõ áóäåò ïðîèñõîäèòü îñíîâíàÿ ôèçèêà [7]. Ìû åù¼
âåðí¼ìñÿ ê ýòèì îöåíêàì.

á. Ýòè îöåíêè, ïî äàííûì [15], ëåæàò â îáëàñòè, ãäå ïàðàìåòð ïîðÿäêà
ôëóêòóèðóåò äîâîëüíî ñëàáî.

Òàêèì îáðàçîì, ðîëü áåñïîðÿäêà â ýòîì ïðèáëèæåíèè ñâîäèòñÿ òîëüêî
ê íåïîñðåäñòâåííîìó âëèÿíèþ âåëè÷èí ξi, ÿâíûì îáðàçîì âõîäÿùåãî â
âûðàæåíèå ïåòëèR[1], îïðåäåëÿþùåé ôëóêòóàöèîííûé ïðîïàãàòîð (2.45).
Ñäåëàåì ïàðó âàæíûõ çàìå÷àíèé:

à. ñòðîãî ãîâîðÿ, ýòî ïðèáëèæåíèå íå âïîëíå îáîñíîâàííî, òàê êàê ëè-
äèðóþùèé ïîðÿäîê èçó÷àåìûõ ýôôåêòîâ åñòü 1/K, ðàâíî êàê è ïî-
ðÿäîê ôëóêòóàöèé ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Îäíàêî ìû íàäååìñÿ, ÷òî êà-
÷åñòâåííàÿ êàðòèíà îò ýòîãî íå èçìåíèòñÿ. Â äàëüíåéøåì ýòî ïðè-
áëèæåíèå áóäåò ÿâíî ïðîâåðåíî.
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á. Âàæíûì çàìå÷àíèåì ÿâëÿåòñÿ òàêæå è òî, ÷òî èãíîðèðîâàíèå èñòèí-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ïðèâîäèò ê ïîòåðå ñèììåò-
ðèéíîé ïîïåðå÷íîé ìîäû ñ ω = 0, îïèñàííîé ðàíåå.

Òåïåðü ìîæíî äàòü îêîí÷àòåëüíóþ ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è, êîòîðóþ ìû ñî-
áèðàåìñÿ äàëåå ðåøàòü, è êîòîðàÿ äîëæíà îïèñûâàòü ïîÿâëåíèå â ñâåðõïðîâîä-
íèêå íèçêîýíåðãåòè÷åñêèõ âîçáóæäåíèé. À èìåííî, ìû õîòèì âûÿñíèòü ñòàòè-
ñòèêó ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé (2.43) è IPR (2.44) ñîáñòâåííûõ ìîä íà

íóëåâîé ýíåðãèè äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

Aij(ω) =
K

g
J−1
ij − δijηi(ω) (2.46)

ãäå âåëè÷èíà ηi îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

ηi(ω) =

√
|∆i|2 + ξ2

i

|∆i|2 + ξ2
i − ω2

4

(2.47)

à âåëè÷èíû ∆i âñå ÿâëÿþòñÿ îäèíàêîâûìè è çàäàþòñÿ êàê ïàðàìåòð ìîäå-
ëè ôîðìóëîé (2.35). Ïîÿñíèì, ÷òî íàñ èíòåðåñóåò èìåííî íóëåâîå ñîáñòâåí-
íîå çíà÷åíèå, òàê êàê, ñîãëàñíî ôîðìóëàì (2.43)-(2.44), âñÿ èíôîðìàöèÿ ñî-
äåðæèòñÿ áóêâàëüíî â îïåðàòîðå A−1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò åãî ôóíêöèè Ãðèíà
G(E) = (E −A)−1 èìåííî ïðè E = 0. Ðåàëüíàÿ ôèçè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âîçáóæäå-
íèé âõîäèò â çàäà÷ó êàê ïàðàìåòð ω.

2.3.4 Îñíîâíûå èçó÷àåìûå õàðàêòåðèñòèêè àíñàìáëÿ

Íàïîìíèì, ÷òî â êîíå÷íîì èòîãå ìû èíòåðåñóåìñÿ ñòàòèñòè÷åñêèìè ñâîé-
ñòâàìè àíñàìáëÿ, çàäàâàåìîãî ïðèñóòñòâóþùèìè â îïðåäåëåíèè (2.46) ñëó÷àé-
íîñòÿìè. Äëÿ ýòîãî óäîáíî ââåñòè äâå âåëè÷èíû, â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè õà-
ðàêòåðèçóþùèå ðàñïðåäåëåíèå � ñðåäíåå è òèïè÷íîå çíà÷åíèå:

xmean := 〈x〉

xtyp := exp〈lnx〉
ãäå 〈·〉 îçíà÷àåò óñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþ. Ýòè âåëè÷èíû îáëàäàþò ñëåäóþùèìè
êà÷åñòâåííûìè ñâîéñòâàìè:

• ñðåäíåå çíà÷åíèå, êàê èçâåñòíî áëàãîäàðÿ öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðå-
ìå, õàðàêòåðèçóåò òî, êàê óñòðîåíû ñàìîóñðåäíÿþùèåñÿ â ðåàëüíîì îá-
ðàçöå àääèòèâíûå âåëè÷èíû.

• Â òîæå âðåìÿ òèïè÷íîå çíà÷åíèå õàðàêòåðèçóåò òå âåùè, êîòîðûå ÿâëÿþò-
ñÿ ñóùåñòâåííî ëîêàëüíûìè, è ïîòîìó ÷óâñòâèòåëüíû ê êîíêðåòíîé ðåà-
ëèçàöèè. Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî âûðàæàåòñÿ â òîì, ÷òî, ïîñêîëüêó ëîãàðèôì
� ìåäëåííàÿ ôóíêöèÿ, òî òèïè÷íîå çíà÷åíèå, ñîãëàñíî ñâîåìó íàçâàíèþ,
áóäåò áëèçêî ê ïîëîæåíèþ ìàêñèìóìà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ò. å. ê
çíà÷åíèþ, êîòîðîå áóäåò ðåàëèçîâûâàòüñÿ ÷àùå âñåãî.
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2.3.5 Ñâÿçü ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ñ ëîêàëüíûìè ñâîéñòâà-

ìè

Ê ñîæàëåíèþ, ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à îá èññëåäîâàíèè ôóíêöèè Ãðèíà îïåðà-
òîðà (2.46) îáëàäàåò òåì íåäîñòàòêîì, ÷òî îíà íåëîêàëüíà ïî óçëàì: â îáùåì
ñëó÷àå ìàòðèöà J−1 èìååò áîëüøîå ÷èñëî íåíóëåâûõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ, òàê
÷òî êàæäûé óçåë èñõîäíîãî ãðàôà ñâÿçàí ñ áîëüøèì ÷èñëî äðóãèõ óçëîâ, â òîì
÷èñëå íàõîäÿùèõñÿ îò íåãî íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè ïî ãðàôó. Îäíàêî, åñëè
èíòåðåñîâàòüñÿ ëèøü ôàêòîì íàëè÷èÿ êîíå÷íîé â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå
ïëîòíîñòè âîçáóæäåíèé, òî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàäà÷ó ìîæíî ñâåñòè ê ëîêàëüíîé.
Äåëàåòñÿ ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1 Îáîçíà÷èì
η̂ij = δijηi, R̂ij =

g

K
Jij

Òàêæå ââåä¼ì îïåðàòîð
Ĉ =

√
η̂R̂
√
η̂ (2.48)

è åãî ôóíêöèþ Ãðèíà íà ñîáñòâåííîì çíà÷åíèè 1 ñ íåêîòîðûì óøèðåíèåì
óðîâíåé:

Ĝ(γ) =
(

[1 + iγ]− Ĉ
)−1

(2.49)

Ïîä ÷èñëàìè çäåñü ïîäðàçóìåâàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ñêàëÿðíûå ìàòðè-
öû, ïðîïîðöèîíàëüíûå åäèíè÷íîé. Äàëåå áóäåò ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî
èíòåðåñóþùàÿ íàñ çàäà÷à ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê èññëåäîâàíèþ ëîêàëüíîãî

îïåðàòîðà Ĉ è åãî ôóíêöèè Ãðèíà Ĝ

2 Ïðîäåëàåì ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ íàä ôëóêòóàöèîííûì ïðîïàãàòî-
ðîì D:

D(γ → +0) ≡
(
Â+ i0

)−1 (2.46)
=
(
R̂−1 − η̂ + i0

)−1

≡

≡
√
η̂R̂
(√

η̂R̂
√
η̂ −

√
η̂R̂ [η̂ − i0] R̂

√
η̂
)−1

R̂
√
η̂ =

= Ĉη̂−1/2
(
Ĉ − Ĉ

[
1− i0η̂−1

]
Ĉ
)−1

η̂−1/2Ĉ =

= Ĉη̂−1/2
([

1− i0η̂−1
]−1 − Ĉ

)−1︸ ︷︷ ︸
Ĝ(+0)

[
1− i0η̂−1

]−1
Ĉ−1η̂−1/2Ĉ =

=
/
η̂−1 > 0

/
= Ĉη̂−1/2Ĉ−1ĈĜ(+0)Ĉ−1η̂−1/2Ĉ =

=
/
Ĉ = 1 + i0− Ĝ(+0)−1

/
=

= Ĉη̂−1/2Ĉ−1
(
Ĝ(+0)− 1

)
Ĉ−1η̂−1/2Ĉ

(2.50)

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ èñïîëüçîâàëîñü óñëîâèå η̂ > 0, îçíà÷àþùåå ïîëî-
æèòåëüíóþ îïðåäåë¼ííîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû. Òàêæå îïåðàòîðû

34



R̂, η̂ ñ÷èòàëèñü îáðàòèìûìè: ìàòðèöà η̂ è âñå å¼ íåíóëåâûå ñòåïåíè îáðàòè-
ìû èç-çà ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåë¼ííîñòè, à îáðàòèìîñòü ìàòðèöû R̂ ∝ J
óæå îáñóæäàëàñü ðàíåå.

3 Â òàêîì ñëó÷àå, äëÿ ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé âîçáóæäåíèé âåðíî
ñëåäóþùåå:

ρi ≡
1

π
Im 〈i|D |i〉 =

1

π
Im 〈i| Ĉη̂−1/2Ĉ−1

(
Ĝ(+0)− 1

)
Ĉ−1η̂−1/2Ĉ |i〉 =

=
/
Ĉij, η̂ij ∈ R

/
= 〈i| Ĉη̂−1/2Ĉ−1

[
1

π
Im Ĝ(+0)

]
Ĉ−1η̂−1/2Ĉ |i〉 =

=

/
C−1

[
Im (λ+ i0− C)−1

]
C−1 =

1

λ2

[
Im (λ+ i0− C)−1

]/
=

= 〈i| Ĉη̂−1/2

[
1

π
Im Ĝ(+0)

]
η̂−1/2Ĉ |i〉 ≡

≡ 1

ηi
〈i|R

[
1

π
Im Ĝ(+0)

]
R |i〉

(2.51)

Ïîñêîëüêó îïåðàòîðû R ïðåäïîëàãàþòñÿ îáðàòèìûìè, òî èç ýòîé ôîðìó-
ëû ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé âûâîä: ó èñõîäíîãî îïåðàòîðà (2.46) ñóùå-
ñòâóåò ëîêàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ñóùåñòâóåò íåíóëåâàÿ ïëîòíîñòü ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé îïåðàòîðà C
ñ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì 1.

4 Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ñâÿçü ìåæäó IPR äëÿ äâóõ çàäà÷. Ïîñêîëüêó íàñ èí-
òåðåñóåò IPR â ñëó÷àå ñ êîíå÷íîé ïëîòíîñòüþ ñîñòîÿíèé, òî ÷òîáû ïðåäåë
γ → 0 â îïðåäåëåíèè IPR (2.44) áûë îòëè÷åí îí íóëÿ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû
ìàëîñòü γ êîìïåíñèðîâàëà âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ôóíêöèè Ãðèíà:

L > 0⇒ lim
γ→0

lim
M→∞

|ReDii| =∞ (2.52)

Â òàêîì ñëó÷àå, âåðíî ñëåäóþùåå: ñâîéñòâî ëîêàëèçàöèè ñîáñòâåííûõ

ìîä èíòåðåñóþùåãî íàñ îïåðàòîðà (2.46) èìååòñÿ òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà ýòî ñâîéñòâî íàëè÷åñòâóåò ó ñîáñòâåííûõ ìîä ëîêàëüíîãî

îïåðàòîðà (2.48) ñ åäèíè÷íûì ñîáñòâåííûì ÷èñëîì.

Èòîãîì ýòèõ ðàññóæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå âàæíîå ñëåäñòâèå: êà÷åñòâåííûå
õàðàêòåðèñòèêè, òàêèå êàê íàëè÷èå êîíå÷íîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé è ëîêàëèçà-
öèÿ íèçêîýíåðãåòè÷åñêèõ âîçáóæäåíèé, çàäàâàåìûõ îïåðàòîðîì (2.46), ìîæíî
èçó÷àòü ïî àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâàì ëîêàëüíîãî îïåðàòîðà (2.48). À ïîòîìó èñ-
ñëåäîâàíèå ìîæåò áûòü ïåðåâåäåíî â ïëîñêîñòü èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè Ãðèíà
ëîêàëüíîãî îïåðàòîðà (2.49) íà åäèíè÷íîì ñîáñòâåííîì ÷èñëå. Ïîä÷åðêí¼ì, îä-
íàêî, ÷òî ïîëó÷åííîå ñîïîñòàâëåíèå íå ñîõðàíÿåò ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ, à ïî-
òîìó, ñòðîãî ãîâîðÿ, ìîæåò ïîòåíöèàëüíî âíîñèòü íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå
ïàðàìåòðè÷åñêèå çàâèñèìîñòè â ïîëó÷àåìûå îòâåòû.
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2.3.6 Êà÷åñòâåííûå ïðåäñêàçàíèÿ î ïîâåäåíèè ëîêàëüíîé

ìîäåëè

Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê èññëåäîâàíèþ íîâîé ëîêàëüíîé çàäà÷è, íåîáõî-
äèìî óïîìÿíóòü, ÷òî çàäà÷à èçó÷åíèÿ ëîêàëüíîãî îïåðàòîðà (2.48) â èíòåðåñó-
þùåé íàñ ñâÿçè áûëà ñôîðìóëèðîâàíà â ðàáîòå [7], è òàì æå áûë ñäåëàí ðÿä
êà÷åñòâåííûõ è êîëè÷åñòâåííûõ ïðåäñêàçàíèé êàñàòåëüíî ïîâåäåíèÿ ýòîé ìîäå-
ëè, êîòîðûå ìû ñåé÷àñ êðàòêî èçëîæèì. Îñíîâíûé èõ ñìûñë ñîñòîèò â íàëè÷èè
äâóõ õàðàêòåðíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà K ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1 Òî÷êà

K2 =
g

4
exp

{
1

g

}
(2.53)

õàðàêòåðèçóåò çíà÷åíèå K, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî (ïðè äâèæåíèè èç áåñ-
êîíå÷íûõ K) â ñèñòåìå ïîÿâëÿþòñÿ íèçêîýíåðãåòè÷åñêèå ìîäû ñî ñêîëü
óãîäíî íèçêîé ýíåðãèåé.

2 Òî÷êà

K1 = g exp

{
1

2g

}
(2.54)

õàðàêòåðèçóþùàÿ ìîìåíò, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî (ïðè äâèæåíèè èç áåñêî-
íå÷íûõ K) âîçáóæäåíèÿ ñî ñêîëü óãîäíî íèçêîé ýíåðãèåé ñòàíîâÿòñÿ äå-
ëîêàëèçîâàííûìè.

3 Â ðàáîòå òàêæå èññëåäîâàíà àñèìïòîòèêà ïîëîæåíèÿ ýòèõ òî÷åê íà ìàëûõ
÷àñòîòàõ ω � ∆. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî îíà ìîæåò áûòü îïèñàíà êàê

K1(ω) = K1(0)

(
1 +

1√
6g

ω

2∆

)

K2(ω) = K2(0)

(
1 +

1

2

ω2

4∆2

)
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñ ó÷¼òîì ðåçóëüòàòîâ ïî èññëåäîâàíèþ ïîâåäåíèÿ óðàâíå-
íèÿ ñàìîñîãëàñîâàíèÿ (2.33) âáëèçè Tc, ïðîâåä¼ííîãî â ðàáîòå [15], ïðåäñêàçû-
âàåòñÿ ñëåäóþùàÿ êàðòèíà ïðè óìåíüøåíèè K:

• ïðè äîñòèæåíèè K = K2 � 1 (ñàìûé áîëüøîé ìàñøòàá äëÿ K â çàäà÷å)
ïîÿâëÿþòñÿ íèçêîýíåðãåòè÷åñêèå âîçáóæäåíèÿ. Íî íà ìîìåíò ïîÿâëåíèÿ
îíè åù¼ ëîêàëèçîâàíû, è ïîýòîìó íå ïðèâîäÿò ê äèññèïàöèè.

• Ïðè äîñòèæåíèè 1� K = K1 � K2 íèçêîýíåðãåòè÷åñêèå ìîäû äåëîêàëè-
çóþòñÿ. Îäíîâðåìåííî ñ ýòèì, áåñïîðÿäîê âíîñèò ñèëüíóþ íåîäíîðîäíîñòü
â ïîëå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, äåëàÿ îäíîóçåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû ∆
ïî óçëàì êðàéíå øèðîêèì, òàê ÷òî â ýòîé îáëàñòè ïðèáëèæåíèå ∆ = const
ïåðåñòà¼ò áûòü ïðèìåíèìûì.
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• Íàêîíåö, ïðè äîñòèæåíèè íåêîòîðîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ 1 � K =
Kc � K1 áåñïîðÿäîê âíîñèò êðèòè÷åñêóþ íåîäíîðîäíîñòü â ðàñïðåäåëå-
íèå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, ÷òî ðàçðóøàåò ñâåðõïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèå.

Òàêèì îáðàçîì, èíòåðåñóþùàÿ íàñ îáëàñòüK ≥ K1, êîòîðóþ äîëæíà îïèñûâàòü
èññëåäóåìàÿ íàìè ìîäåëü, ñîãëàñíî ýòèì ïðåäñêàçàíèÿì, ïðàâèëüíî îïèñûâàåò
íàáëþäàåìóþ ýêñïåðèìåíòàëüíî êà÷åñòâåííóþ êàðòèíó. Äàëüíåéøåå èññëåäî-
âàíèå, ïðîäåëàííîå â äàííîé ðàáîòå, â ïåðâóþ î÷åðåäü ïðîâåðÿåò ñäåëàííûå
âûøå óòâåðæäåíèÿ.
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Ãëàâà 3

Àëãîðèòì ÷èñëåííîãî
èññëåäîâàíèÿ óïðîù¼ííîé
ìîäåëè

Ê ñîæàëåíèþ, àâòîðàìè íå ïðèäóìàíî àíàëèòè÷åñêîãî ñïîñîáà ðåøåíèÿ ïî-
ñòàâëåííîé çàäà÷è â òåðìèíàõ îïåðàòîðîâ (2.46) èëè äàæå (2.48). Îäíàêî ñòðåì-
ëåíèå èññëåäîâàòü ëîêàëüíóþ çàäà÷ó äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà (2.49) îñíîâàíî íà
òîì, ÷òî äëÿ íå¼ ñóùåñòâóåò ìîùíûé ìåòîä ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèé âîïðîñà,
êîòîðûé ìû äàëåå îïèøåì. Òàêæå ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ñòàòèñòèêó
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñàìîñîãëàñîâàíèÿ, ÷òî íàìè òàêæå áóäåò ïðîäåëàíî.

3.1 Òåîðèÿ àëãîðèòìà ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêè

Â äàííîé ñåêöèè áóäåò äàíî êðàòêîå òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå è ôîðìóëè-
ðîâêà ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà äëÿ èññëåäîâàíèÿ ëîêàëüíûõ çàäà÷ íà ðåãóëÿðíûõ
ãðàôàõ.

3.1.1 Ñâÿçü ñâîéñòâ áîëüøîãî K-ðåãóëÿðíîãî ñî ñâîéñòâà-

ìè äåðåâüåâ ñ ïîñòîÿííûìè ÷èñëîì âåòâëåíèÿ

ÁîëüøèåK-ðåãóëÿðíûå ãðàôû îáëàäàþò ñëåäóþùèì íàáîðîì ïîëåçíûõ ñâîéñòâ,
êîòîðûå ïîçâîëÿþò èõ íà ôèçè÷åñêîì óðîâíå ñòðîãîñòè ñ÷èòàòü íå ñîäåðæàùè-
ìè öèêëîâ. Áîëåå äåòàëüíî, ðàññóæäåíèå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• Ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãèì ôàêòîì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: ñðåä-
íåå ÷èñëî öèêëîâ â áîëüøîì ðåãóëÿðíîì ãðàôå ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé êîí-
ñòàíòîé è íå çàâèñèò îò åãî ðàçìåðà â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå M →
∞. Ôîðìàëüíî, íà óðîâíå òåîðåìû, ýòî âûãëÿäèò òàê: ðàññìîòðèì ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü àíñàìáëåéR(M) ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ ðàçìåðàM ñ çàäàííûì
÷èñëîì âåòâëåíèÿ K. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 〈·〉M ñðåäíåå îò íåêîòîðîé âåëè÷è-
íû ïî àíñàìáëþ R(M), à ÷åðåç ck îáîçíà÷èì ÷èñëî öèêëîâ äëèíû k â
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çàäàííîì ãðàôå. Òîãäà

∀k > 0 ↪→ 〈ck〉M =
Kk

2k
(1 + o(1)) ,M →∞ (3.1)

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî âîññòàíîâèòü ïî [20].

• Ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ýòîé òåîðåìû ñîñòîèò â òîì, ÷òî âåðîÿòíîñòü ó
ñëó÷àéíî âûáðàííîãî óçëà ïðèíàäëåæàòü öèêëó çàäàííîé äëèíû â òåðìî-
äèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå ðàâíà íóëþ: äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëî óçëîâ, ëåæàùèõ
â êàêîì-íèáóäü öèêëå äëèíû k â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå ÿâëÿåòñÿ
ïîñòîÿííûì ÷èñëîì Kk/2, òàê ÷òî äîëÿ òàêèõ óçëîâ âî âñå ñèñòåìå èñ÷å-
çàþùå ìàëà.

• Î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì áóäåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïðî íåêîòîðîå ïîä-
ìíîæåñòâî óçëîâ íåáîëüøîãî ðàäèóñà: âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âíóòðè ýòîãî
ïîäìíîæåñòâà ñîäåðæèòñÿ êàêîé-ëèáî öèêë, òàêæå ðàâíà íóëþ â òåðìîäè-
íàìè÷åñêîì ïðåäåëå. Ýòî ñâîéñòâî íîñèò íàçâàíèå ëîêàëüíî äðåâîâèäíîé
ñòðóêòóðû.

• Âàæíîå ôèçè÷åñêîå ïðîÿâëåíèå óêàçàííîãî ñâîéñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òî
âñå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû, îáëàäàþùèå êîíå÷íîé õàðàêòåðíîé äëèíîé, íå
áóäóò ðàçëè÷àòü äîñòàòî÷íî áîëüøîé K-ðåãóëÿðíûé ãðàô è äåðåâî ñ ïî-
ñòîÿííûì ÷èñëîì âåòâëåíèÿ K. Òàêèìè âåëè÷èíàìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð,
ñâîéñòâà âîëíîâûõ ôóíêöèé â ëîêàëèçîâàííîé ôàçå, âñå õàðàêòåðèñòè-
êè êîíå÷íûõ ñèñòåì, à òàêæå âñå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû íà êîíå÷íîé
÷àñòîòå [21].

Äàëåå ìû áóäåì àêòèâíî ïîëüçîâàòüñÿ ýòèìè ðàññóæäåíèÿìè, à èìåííî, ìû
ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ãðàôå íåòó öèêëîâ, ò. å. îí ÿâëÿåòñÿ
äåðåâîì. Çäåñü íåîáõîäèìî ñäåëàòü íåêîòîðûå ôèçè÷åñêèå êîììåíòàðèè:

• Ðàçóìååòñÿ, ðîëü öèêëîâ â íåëîêàëüíûõ ñâîéñòâàõ âåñüìà ñóùåñòâåííà.
Íàïðèìåð, èññëåäîâàíèå çàäà÷ áóêâàëüíî íà äåðåâüÿõ òðåáóåò î÷åíü àê-
êóðàòíîãî îáðàùåíèÿ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, ïîñêîëüêó íà äåðåâå ãðà-
íèöà äà¼ò äîìèíèðóþùèé âêëàä â îáùèé îáú¼ì ñèñòåìû, â òî âðåìÿ êàê
íà áîëüøèõ ðåãóëÿðíûõ ãðàôàõ âûïîëíåíèå ïðàâèëüíûõ ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèé ñàìîñîãëàñîâàííî îáåñïå÷èâàåòñÿ èìåííî öèêëàìè ðàçìåðàìè ïîðÿäêà
äèàìåòðà ñèñòåìû. Â ÷àñòíîñòè, èçâåñòíî [21], ÷òî ó ñòàòèñòèêè ñâîéñòâ
ñîñòîÿíèé è óðîâíåé ýíåðãèè â äåëîêàëèçîâàííîé ôàçå íàáëþäàþòñÿ ñó-
ùåñòâåííûå êà÷åñòâåííûå ðàçëè÷èå â ñëó÷àå äåðåâà è ðåãóëÿðíîãî ãðàôà.
Ïîýòîìó â èññëåäóåìûõ íàìè ñèñòåìàõ íåîáõîäèìî îçàáîòèòüñÿ ìåõàíèç-
ìàìè, ãàðàíòèðóþùèõ ïðàâèëüíîå ïîâåäåíèå ïîäîáíûõ âåëè÷èí.

• Òàêæå çàìåòèì, ÷òî çàìåíà ñëó÷àéíîãî ðåãóëÿðíîãî ãðàôà íà äåðåâî ïî
ñóòè ÿâëÿåòñÿ ñïîñîáîì èçáàâèòüñÿ îò áåñïîðÿäêà, âíîñèìîãî ðàñïðåäåëå-
íèåì àíñàìáëÿ K-ðåãóëÿðíûõ ãðàôîâ.
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• Çàìåíà áîëüøîãî ðåãóëÿðíîãî ãðàôà íà äåðåâî ñ ïîñòîÿííûì ÷èñëîì âåòâ-
ëåíèÿ ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè ñàìîñîãëàñîâàíèÿ òàêæå ìîæåò áûòü
ðàññìîòðåíà â òåðìèíàõ ðåïëè÷íî-ñèììåòðè÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ è ñîîò-
âåòñòâóþùåé ñåäëîâîé òî÷êè íåêîòîðîãî ôóíêöèîíàëüíüíîãî èíòåãðàëà,
÷òî ïðîäåëàíî â ðàáîòå [22].

3.1.2 Âûâîä óðàâíåíèé ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêè

Èòàê, ïåðåä íàìè ñòîèò çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ñòàòèñòèêè äèàãîíàëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ ôóíêöèè Ãðèíà (2.49) äëÿ îïåðàòîðà C, æèâóùåãî òåïåðü óæå íà äåðåâå.
Äëÿ ñòàòèñòèêè áóêâàëüíî â ýòîé çàäà÷å ñóùåñòâóåò ìîùíàÿ ÷èñëåííàÿ ïðî-
öåäóðà, íàçûâàåìàÿ ìåòîäîì ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêè. Îíà óæå íåîäíîêðàòíî
èñïîëüçîâàëàñü äëÿ èçó÷åíèÿ çàäà÷ îäíî÷àñòè÷íîé Àíäåðñîíîâñêîé ëîêàëèçà-
öèè [23] è ïîêàçàëà ñåáÿ êðàéíå ýôôåêòèâíî. Äàëåå ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì îáîñ-
íîâàíèå è íåêîòîðûå ïîëåçíûå ñâîéñòâà ýòîãî ìåòîäà íà îñíîâàíèè ðàáîòû [24].

Îáîçíà÷åíèÿ

Ïðèìåì ðÿä îáîçíà÷åíèé äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ (áîëüøèíñòâî èç íèõ
íóæíû ëèøü äëÿ çàïèñè âûâîäà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ è íå ïîòðåáóþòñÿ äëÿ
èñïîëüçîâàíèÿ è îáñóæäåíèÿ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ):

1 Äàëåå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü îäèíàêîâî ãðàô, ìíîæåñòâî åãî óçëîâ, ð¼áåð
è ïðî÷èå õàðàêòåðèñòèêè � èç êîíòåêñòà âñåãäà áóäåò ïîíÿòíî, î ÷åì èä¼ò
ðå÷ü.

2 Êðîìå ñàìîãî ãðàôà T èñõîäíîé ñèñòåìû íàì òàêæå ïîíàäîáèòñÿ ãðàô
T [j], ïîëó÷àåìû èç èñõîäíîãî óäàëåíèåì âåðøèíû j (è, ñîîòâåòñòâåííî,
âñåõ ñìåæíûõ åé ð¼áåð).

3 Äëÿ íàñ ñóùåñòâåíåí ñëåäóþùèé ôàêò: åñëè ãðàô T áûë äåðåâîì, òî âñå
ãðàôû T [j] áóäóò íàáîðîì íåñâÿçàííûõ äåðåâüåâ, êàæäîå èç êîòîðûõ ìîæ-
íî áûòü îäíîçíà÷íî çàäàíî ñâîèì êîðíåì k ∈ ∂j, ÿâëÿþùèìñÿ îäíèì èç
íåïîñðåäñòâåííûõ óäàë¼ííîãî óçëà j â èñõîäíîì äåðåâå. Ýòè íîâûå ïîä-
äåðåâüÿ ìû îáîçíà÷èì êàê T [j]{k}

4 Äàëåå ìû áóäåì âû÷èñëÿòü íåêîòîðûå ôóíêöèè f äëÿ çàäàííîãî ãðàôà
T . Åñëè ýòî äåëàåòñÿ äëÿ ãðàôîâ T [j] èëè T [j]{k}, òî ìû áóäåì òàêèå
õàðàêòåðèñòèêè îáîçíà÷àòü, ñîîòâåòñòâåííî, êàê f [j], f [j]{k}.

5 Â ÷àñòíîñòè, äëÿ íåêîòîðîãî óçëà i ∈ T ãðàôà ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ìíî-
æåñòâî åãî ñîñåäåé êàê

{k : 〈ik〉 ∈ T} ≡ ∂i

Åñëè ðå÷ü áóäåò èäòè î ãðàôàõ T [j], T [j]{k}, òî ãðàíèöó ìû áóäåì îáî-
çíà÷àòü ñîîòâåòñòâåííî ∂[j]i, ∂[j]{k}i
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Îïðåäåëåíèå ëîêàëüíûõ ïîëåé

Èòàê, ïóñòü ó íàñ èìååòñÿ íåêîòîðîå äåðåâî èëè ñèñòåìà äåðåâüåâ T , è íàñ
èíòåðåñóþò äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ôóíêöèè Ãðèíà âèäà

G(µ = 1 + i0)ii :=
(
µ− Ĉ

)−1

ii

ãäå ìàòðèöà Ĉ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìàòðèöó ñìåæíîñòè ãðàôà T ïîñðåäñòâîì
îïðåäåëåíèÿ (2.48). Äëÿ íàñ ñóùåñòâåííî, ÷òî ó ìàòðèöû C ìíîæåñòâî èíäåêñîâ
íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà òàêèõ èíäåêñîâ äëÿ
ìàòðèöû ñìåæíîñòè ãðàôà T . Äàëåå äàäèì ñëåäóþùè ðÿä îïðåäåëåíèé:

• Ââåä¼ì íà êàæäîì óçëå i ãðàôà íåêîòîðîå âåùåñòâåííîå ïîëå φi ∈ R è
ðàññìîòðèì àíñàìáëü çíà÷åíèé ýòèõ ïîëåé, çàäàâàåìûõ ñëåäóþùèì âåñîì:

P{φ} := exp

 i

2

µ∑
i∈T

φ2
i −

∑
i,j∈T

φiCijφj

 (3.2)

• Îïðåäåëèì òàêæå ñòàò. ñóììó ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Z :=

∫ (∏
k∈T

dφk

)
P{φ} (3.3)

• Ñðåäíåå îò íåêîòîðîé ôóíêöèè çíà÷åíèÿ ïîëåé f ({φ}) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

〈f〉 =
1

Z

∫ (∏
k∈T

dφk

)
f ({φ})P{φ} (3.4)

Ïîñêîëüêó ó µ èìååòñÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ìíèìàÿ ÷àñòü, òî âñå èíòåãðàëû
ÿâëÿþòñÿ ñõîäÿùèìèñÿ.

• Ýëåìåíòû ôóíêöèè Ãðèíà G ìîãóò áûòü âûðàæåíû êàê

Gij = i 〈φiφj〉 (3.5)

• Òàêæå íàì ïîíàäîáÿòñÿ ôóíêöèè îäíîóçåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ââåä¼ííûõ
ïîëåé, îïðåäåëÿåìûå êàê

pi(x) := 〈δ(φi − x)〉 (3.6)

• Î÷åâèäíûì ñâîéñòâîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îäíîóçåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñî-
äåðæàò âñþ èíòåðåñóþùóþ íàñ èíôîðìàöèþ î äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòàõ
ôóíêöèè Ãðèíà:

Gii =

∫
pi(y)dy (3.7)
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• Êàê óêàçàíî â íà÷àëå, âñå ýòè îïðåäåëåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ âàëèäíû òàêæå
äëÿ T [j], T [j]{k}.

Îòìåòèì, ÷òî ïîäõîä ïðîèçâîäÿùåãî ôóíêöèîíàëà òàêæå ìîæåò áûòü èñïîëü-
çîâàí äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ íåêîòîðîãî êëàññà çàäà÷à íà ãðàôàõ
ìåòîäîì ðåïëèê, ÷òî ïðîäåëàíî, íàïðèìåð, â [25].

Ðåêóððåíòíûå óðàâíåíèÿ íà îäíîóçåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè p[j]i(x) â ñèñòåìå ñ âûêèíóòûì óçëîì j. Ïðåæäå âñåãî,
çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ïîääåðåâüÿ {T [j]{i} : i ∈ ∂j} íå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé
ð¼áðàìè, òî èç îïðåäåëåíèÿ p òðèâèàëüíî ñëåäóåò ðàâåíñòâî îäíîóçåëüíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé äëÿ óçëîâ íîâûõ ïîääåðåâüåâ, åñëè ýòè ðàñïðåäåëåíèå âû÷èñëÿòü
âî âñåé ñèñòåìå T [j] è â îòäåëüíîì ïîääåðåâå T [j]{k}:

i ∈ T [j]{k} ⇒ p[j]i(x) ≡ p[j]{k}i(x)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îïðåäåëåíèå p[j] ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé íàä âåñîì óñðåä-
íåíèÿ (3.2) ïîçâîëÿåò ïîêàçàòü ñëåäóþùåå òîæåñòâî äëÿ îäíîóçåëüíûõ ðàñïðå-
äåëåíèé â êîðíÿõ äåðåâüåâ T [j]{k}:

p[j]{k}k(x) =
exp

{
i
2µx

2
}

Z[j]{k}
∏

s∈∂[j]k

[
Z[k]{s}

∫
p[k]{s}s(y) exp {−ixysk} dy

]
(3.8)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó ñèñòåìîé T è T [j]

pj(x) =
exp

{
i
2µx

2
}

Z

∏
k∈∂j

[
Z[k]

∫
p[j]k(k) exp {−ixyjk} dy

]
(3.9)

Ðåêóððåíòíûå óðàâíåíèÿ íà äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ôóíêöèè Ãðèíà

Ñëåäóþùèì øàãîì áóäåò çàìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèÿ (3.8)-(3.9) äîïóñêàþò ñëå-
äóþùèé àíçàòö:

p...(x) = A... exp

{
− x2

2v...

}
, v... ∈ C (3.10)

ãäå ... - èíäåêñû, çàäàþùèå ãðàô è óçåë. Äàííûé àíçàòö ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì
óðàâíåíèÿì íà âåëè÷èíû v:

v[j]k =

 ∑
s∈∂[j]k

C2
ksv[k]s − iµ

−1

(3.11)

vj =

∑
k∈∂j

C2
jkv[j]k − iµ

−1

(3.12)
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Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó Imµ > 0, òî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äàííûå ðåêóððåíò-
íûå óðàâíåíèÿ ñîõðàíÿþò ñâîéñòâî Re v > 0, òàê ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå
èíòåãðàëû ÿâëÿþòñÿ Ãàóññîâûì îáðàçîì ñõîäÿùèìèñÿ.

Íàêîíåö, âàæíûì íàáëþäåíèåì áóäåò òî, ÷òî ãàóññîâ àíçàòö (3.10) íàïðÿ-
ìóþ ñâÿçàí ñ æåëàåìûìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè ôóíêöèè Ãðèíà ïîñðåä-
ñòâîì óðàâíåíèÿ (3.7):

Gjj ≡ ivj

Ââåä¼ì îáùåïðèíÿòûå äëÿ ïîëó÷åííîãî ìåòîäà îáîçíà÷åíèÿ:

v[j]k =: Gj→k

ivj =: Gj ≡ Gjj

Òîãäà ìåòîä ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêè ôîðìóëèðóåòñÿ êàê ñëåäóþùèé íàáîð
ðåêóððåíòíûõ óðàâíåíèé:

Gj→k =

 ∑
s∈∂[j]k

C2
ksGk→s − iµ

−1

Gj = i

∑
k∈∂j

C2
jkGj→k − iµ

−1 (3.13)

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.13) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ñïîñîáîì îïðå-
äåëèòü çíà÷åíèå äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ôóíêöèè Ãðèíà (2.49) íà çàäàííîì
äðåâåñíîì ãðàôå.

Êîììåíòàðèè ïî èñïîëüçîâàíèþ ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé

Íà ïîëó÷åííûå ðåêóððåíòíûå óðàâíåíèÿ ìîæåò ñìîòðåòü äâóìÿ ñïîñîáàìè:

• âî-ïåðâûõ, êàê íà ñïîñîá íàéòè äèàãîíàëüíóþ ôóíêöèþ Ãðèíà íà ëþáîì
óçëå ãðàôà â çàäàííîé ðåàëèçàöèè áåñïîðÿäêà è áåç ÿâíîé äèàãîíàëèçàöèè
ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû. Çäåñü âàæíî äâà àñïåêòà:

� Âî-ïåðâûõ, òàêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ÿâíûì îáðàçîì óêàçûâàåò íà ðàç-
íèöó ìåæäó äåðåâîì è ðåãóëÿðíûì ãðàôîì: â ïåðâîì ñëó÷àå óêàçàí-
íûå óðàâíåíèÿ ñîïðîâîæäàþòñÿ óêàçàíèåì ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿ, â òî
âðåìÿ êàê âî âòîðîì òðåáóåòñÿ óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ íà âñåõ öèêëàõ
ñèñòåìû.

� Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé òðåáóåò äâóõ ïðîöåäóð ðåêóðñèè îò
êðà¼â äåðåâà ê öåíòðó è îáðàòíî, ïðè÷¼ì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî àë-
ãîðèòì èìååò ñëîæíîñòü è çàòðàòû ïàìÿòè O(M), ãäå M � ÷èñëî
óçëîâ. Ýòî äà¼ò îãðîìíûé âûèãðûø ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäàìè äèàãî-
íàëèçàöèè ðàçðåæåííûõ ìàòðèö, êîòîðûå â ëó÷øåì ñëó÷àå òðåáóþò
O(M 2) âðåìåíè è ïàìÿòè.
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• Âî-âòîðûõ, ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ýòè ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ êàê
óðàâíåíèÿ íà ðàñïðåäåëåíèÿ ïî àíñàìáëþ áåñïîðÿäêà. Áîëåå êîíêðåòíî,
ñèñòåìà (3.13) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â çàìêíóòîå èíòåãðàëüíîå óðàâíå-
íèå íà ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èí P (Gj→k), P (Gi) ïðè èçâåñòíîì ðàñïðåäåëå-
íèè âåëè÷èí ξi, îðãàíèçóþùèì â ñèñòåìå áåñïîðÿäîê. Çäåñü òîæå ñäåëàåì
äâà âàæíûõ ôèçè÷åñêèõ çàìå÷àíèÿ

� Ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûå óðàâíåíèÿ â òàêîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ íè÷åì
èíûì, êàê ñïîñîáîì èòåðàòèâíîãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîãî
èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì çàìåòèì òàêæå, ÷òî âîçíè-
êàþùåå òàêèì îáðàçîì óðàâíåíèå íà ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó ðåêóðñèè
â ðåàëüíîé ñèñòåìå íà ãðàôå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óïîìÿíóòûõ óðàâ-
íåíèÿ ñàìîñîãëàñîâàíèÿ, âîçíèêàþùèõ â ðåçóëüòàòå ïðèñóòñòâèÿ â
ñèñòåìå öèêëîâ ðàçìåðîì ïîðÿäêà äèàìåòðà ãðàôà.

� Òàêîé ïîäõîä ê ýòèì óðàâíåíèÿìè ïðèâîäèò ê èçâåñòíûì ðåçóëüòàòàì
ïî îïèñàíèþ ëîêàëèçàöèè Àíäåðñîíà [26]. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ýòî
âîçìîæíî òîëüêî áëàãîäàðÿ ëîêàëüíî äðåâîâèäíîé ñòðóêòóðå ãðàôà.

Íàêîíåö, êàê óæå îòìå÷åíî â íà÷àëå ýòîé ãëàâû, íàì íóæíî ãàðàíòèðîâàòü,
÷òî ïîëó÷àåìûå íàìè, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëîêàëüíûå ñâîéñòâà, âðîäå ïëîòíîñòè
ñîñòîÿíèé íà óçëå è IPR áóäóò îòíîñèòüñÿ èìåííî ê K-ðåãóëÿðíîìó ãðàôó. Â
îáùåì ñëó÷àå (ò. å. åñëè àïðèîðè íåèçâåñòíî, ÿâëÿåòñÿ ëè ôàçà ëîêàëèçîâàííîé)
ýòî äîñòèãàåòñÿ ïðàâèëüíûì ïîðÿäêîì ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïî èìåþùèìñÿ ïà-
ðàìåòðàì: ÷èñëó èòåðàöèé ðåêóðñèè N , ðàçìåðó ñèñòåìû M è óøèðåíèþ óðîâ-
íåé γ. Ïðàâèëüíûé ïîðÿäîê ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïîëó÷àåòñÿ, åñëè âñïîìíèòü,
÷òî îòâåòû äëÿ äåðåâüåâ è ãðàôîâ íå îòëè÷àþòñÿ äëÿ âåëè÷èí ñ íåêîòîðûì
êîíå÷íûì ìàñøòàáîì äëèíû. Ïðè êîíå÷íîì çíà÷åíèè ðåãóëÿðèçàöèè γ òàêîé
õàðàêòåðíîé âåëè÷èíîé áóäåò äëèíà Lchar ∝ ln γ−1, êîòîðóþ ñïîñîáíà ïðîëåòåòü
÷àñòèöà áåç äèññèïàöèè [21]. À çíà÷èò, ïðàâèëüíûé ïîðÿäîê òàêîâ:

• ñíà÷àëà íåîáõîäèìî íàéòè ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó óðàâíåíèé ðåêóðñèé, îáåñ-
ïå÷èâ òåì ñàìûì âûïîëíåíèå ñàìîñîãëàñîâàíèÿ çà ñ÷¼ò áîëüøèõ öèêëîâ,

• çàòåì òðåáóåòñÿ ïåðåéòè ê òåðìîäèíàìè÷åñêîìó ïðåäåëó áåñêîíå÷íîé ñè-
ñòåìû M →∞,

• è, íàêîíåö, âçÿòü ïðåäåë γ → 0.

Ôèçè÷åñêè âçÿòèå ýòèõ ïðåäåëîâ ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî:

• ×èñëî èòåðàöèé ìåòîäà äîëæíî áûòü ìíîãî áîëüøå äèàìåòðà ñèñòåìû,
÷òîáû ãàðàíòèðîâàíî îáîéòè âñå öèêëû:

N � d ∼ lnM

lnK
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• ðàçìåð ñèñòåìû M äîëæåí ìíîãî ïðåâûøàòü îáú¼ì, ñîäåðæàùèé óêàçàí-
íóþ õàðàêòåðíóþ äëèíó:

M � KLchar ∼ exp

{
] lnK ln

1

γ

}
• Îöåíêó äëÿ õàðàêòåðíîãî ìàñøòàáà γ ïðîâåñòè èç òàêèõ êà÷åñòâåííûõ
ðàññóæäåíèé íåëüçÿ, îäíàêî ñóùåñòâîâàíèå äàííîãî ïðåäåëà îïðåäåëÿåòñÿ
âíóòðåííèìè ìàñøòàáàìè óðàâíåíèé ñàìîñîãëàñîâàíèÿ, âîçíèêàþùèõ íà
öèêëàõ.

Ýêâèâàëåíòíîñòü çàäà÷å ëîêàëèçàöèè Àíäåðñîíà ñ äèàãîíàëüíûì áåñ-

ïîðÿäêîì íà äåðåâå

Ïðè êîíêðåòíîì âèäå (2.48) ìàòðèöû C â óðàâíåíèÿõ ïîïóëÿöèîííîé äèíà-
ìèêè (3.13) ìîæíî ïðîâåñòè ñëåäóþùóþ çàìåíó:

Gj→k 7−→
Gj→k
g
Kηk

(3.14)

ïîñëå êîòîðîé óðàâíåíèÿ ïðèîáðåòóò âèä

Gj→k =

 g
K

∑
s∈∂[j]k

Gk→s −
iµ

η

K

g

−1

Gj = i

 g
K
η
∑
k∈∂j

Gj→k − iµ

−1 (3.15)

Ýòà çàìåíà èìååò î÷åíü áîëüøîå çíà÷åíèå, ïîñêîëüêó òåïåðü ïåðâîå óðàâíåíèå
èäåíòè÷íî òîìó, ÷òî âîçíèêàåò ïðè èçó÷åíèè ñòàíäàðòíîé çàäà÷è ëîêàëèçàöèè
Àíäåðñîíà ñ äèàãîíàëüíûì áåñïîðÿäêîì â öåíòðå çîíû [23]. Ýòî ïîçâîëÿåò â
äàëüíåéøåì ïðèìåíÿòü ê íàøåé ìîäåëè ìíîãî÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû òåîðåòè-
÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è Àíäåðñîíà, ïîëó÷åííûå, íàïðèìåð, â [26].

3.1.3 Ôîðìóëèðîâêà èòîãîâîé ÷èñëåííîé ïðîöåäóðû

Ïðèâåä¼ì ïîäðîáíóþ ôîðìóëèðîâêó ÷èñëåííîé ïðîöåäóðû ìåòîäà ïîïóëÿ-
öèîííîé äèíàìèêè ïðèìåíèòåëüíî ê íàøåé çàäà÷å.

Àëãîðèòì ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêè

Ñôîðìóëèðóåì êîíêðåòíóþ ïðîöåäóðó, êîòîðàÿ äàëåå àâòîðàìè äàííîé ðà-
áîòû ðåàëèçîâàíà íà Ñ++ è Wolfram Mathematica.
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1 Èíèöèàëèçàöèÿ: çàâîäèòñÿ äâà îäèíàêîâî áîëüøèõ (ðàçìåðîì M ∼ 107÷
109) ìàññèâà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë Gi→j, ïåðâûé èç íèõ èíèöèàëèçèðóåòñÿ
ñëó÷àéíûìè êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè ñ ReGi→j > 0. Ïåðâûé ìàññèâ ïîìå-
÷àåòñÿ ìåòêîé òåêóùåãî cur à âòîðîé � ìåòêîé îáíîâëÿåìîãî upd.

2 Îäèí øàã ìåòîäà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

• â ìàññèâå upd çàôèêñèðîâàòü îäèí ýëåìåíò (åãî èíäåêñ)

• Âûáðàòü ñëó÷àéíûì îáðàçîì ìàññèâà cur K ýëåìåíòîâ

• Ñãåíåðèðîâàòü ñëó÷àéíûì îáðàçîì âåëè÷èíó η, ñîãëàñíî å¼ îïðåäå-
ëåíèþ (2.47) ÷åðåç ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ

• Âû÷èñëèòü íîâîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû Gi→j ïî ôîðìóëå (3.15) è çàïè-
ñàòü åãî â âûáðàííûé ýëåìåíò ìàññèâà upd

• ñìåíèòü èíäåêñ çàôèêñèðîâàííîãî ýëåìåíòà ìàññèâà upd

3 Îäíà èòåðàöèÿ ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ýòîò ñàìûé îäèí øàã ìå-
òîäà ïîâòîðÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà âñå ýëåìåíòû â ìàññèâå upd íå áóäóò
îáíîâëåíû, ò. å. M ðàç, ïîñëå ÷åãî ìåòêè upd è cur ïåðåñòàâëÿþòñÿ (ò. å.
òåêóùèé è îáíîâëÿåìûé ìàññèâ ìåíÿþòñÿ ðîëÿìè).

4 Îäíà èòåðàöèÿ ìåòîäà ïîâòîðÿåòñÿ íåêîòîðîå áîëüøîå ÷èñëî ðàç N , äî
òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò äîñòèãíóòà ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ, çà-
äàâàåìîãî ïåðâûì èç óðàâíåíèé (3.15).

5 Íàêîíåö, èäåíòè÷íûìè îáðàçîì ïðèìåíÿåòñÿ â îäíîé èòåðàöèè àëãîðèò-
ìà âòîðîå èç óðàâíåíèé (3.15) âìåñòî ïåðâîãî, ïîñëå ÷åãî àëãîðèòì çà-
âåðøàåòñÿ. Ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ìàññèâ upd, ñîäåðæàùèé ñòà-

òèñòè÷åñêóþ âûáîðêó èç ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí Gj. Îíà ïðåäúÿâëÿåòñÿ
êàê ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ íà ýòî ñàìîå ðàñïðåäåëåíèå.

Íàãëÿäíàÿ ñõåìà ðàáîòû îäíîãî øàãà àëãîðèòìà ïîêàçàíà íà Ðèñ. 3.1.

Âîïðîñû ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà

Ó àëãîðèòìà åñòü äâà íàáîðà ïàðàìåòðîâ:

1 âíåøíèå ïàðàìåòðû (ôèçè÷åñêèå): ∆, g, K

2 Âíóòðåííèå ïàðàìåòðû àëãîðèòìà: ðàçìåðû ìàññèâîâM , ÷èñëî èòåðàöèé
N , çíà÷åíèå ïàðàìåòðà óøèðåíèÿ óðîâíåé γ.

Êàê óæå îáñóæäàëîñü ðàíåå â òåîðåòè÷åñêîì îïèñàíèè àëãîðèòìà, ôèçè÷åñêàÿ
ñèòóàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò âçÿòèþ ïðåäåëîâ â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå:

lim
γ→+0

lim
M→∞

lim
N→∞
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Ðèñ. 3.1: Ïðèíöèïèàëüíàÿ ñõåìà îäíîãî øàãà àëãîðèòìà ïîïóëÿöèîííîé äèíà-
ìèêè.

òàê ÷òî âåëè÷èíà M èìåþò ðîëü ñõîæóþ ñ òåì, êîòîðóþ â èñõîäíîé çàäà÷å
âûïîëíÿëî ÷èñëî óçëîâ ãðàôà. Îäíàêî, íà ïðàêòèêå âçÿòèå ýòèõ ïðåäåëîâ ñâî-
äèòñÿ ê íàäåæäå, ÷òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà ïîëó÷àåìûå ðàñïðåäåëåíèÿ
ïåðåñòàþò âèäèìûì îáðàçîì çàâèñåòü îò ýòèõ âíóòðåííèõ ïàðàìåòðîâ. Èíûìè
ñëîâàìè, ýòè ïðåäåëû áåðóòñÿ òîëüêî ÷èñëåííî, òàê ÷òî ïîëíàÿ ïðîöåäóðà ñâî-
äèòñÿ ê ñëåäóþùåìó

1 Ïðè ôèêñèðîâàííûõ γ,M ïðîâåñòè äîñòàòî÷íîå áîëüøîå ÷èñëî èòåðà-
öèé àëãîðèòì N ∗, ÷òîáû ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå P [γ,M,N ](Gi→j)
ïåðåñòàëî âèäèìûì îáðàçîì èçìåíÿòüñÿ. Ýòî ìîæíî ôèêñèðîâàòü, íà-
ïðèìåð, ïî äèíàìèêå ìîìåíòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ (êîòîðûå ëåãêî ïîääåðæè-
âàòü), à òàêæå ðàçëè÷íûìè ñòàòèñòè÷åñêèìè êðèòåðèÿìè, âðîäå Êðèòå-
ðèÿ Êîëìîãîðîâà-Ñìèðíîâà. Îöåíêà íà ìèíèìàëüíîå ÷èñëî íåîáõîäèìûõ
èòåðàöèé èìååò âèä N ∗ & lnM

lnK .

2 Äàëåå, ïðè çàäàííîì γ ðîâíî òåì æå ñïîñîáîì íàõîäèòñÿ çíà÷åíèå M ∗,
ïîñëå êîòîðîãî ðàñïðåäåëåíèå P [γ,M,N∗(γ,M)] ïåðåñòà¼ò èçìåíÿòüñÿ.
Òðóäíîñòè ñîñòîÿò â òîì, ÷òî îöåíêà íà íåîáõîäèìóþ âåëè÷èíó ðàçìåðà
âûáîðêè â ñëó÷àå äåëîêàëèçîâàííîé ôàçû ÿâëÿåòñÿ î÷åíü áûñòðî ðàñòó-
ùåé ñ óìåíüøåíèåì γ: lnM ∗ & lnK ln 1

γ . Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ îöåíêà
ïîëó÷àåòñÿ î÷åíü áûñòðî ðàñòóùåé ñ γ, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå óñëîæíÿåò èí-
òåðïðåòàöèþ ðåçóëüòàòîâ, òðåáóÿ òùàòåëüíîãî àíàëèçà äàííûõ íà ïðåä-
ìåò íàñûùåíèÿ ïî äàííûì ïðåäåëàì.

3 Íàêîíåö, òî÷íî òàêæå ïîäáèðàåòñÿ ïàðàìåòð γ∗, õàðàêòåðèçóþùèé ñõîäè-
ìîñòü ÷èñëåííîãî ïðèáëèæåíèÿ ê èñòèííîìó ðàñïðåäåëåíèþ

P [γ∗,M∗(γ∗), N∗ (γ∗,M∗(γ∗))]
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. Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ âåëè÷èí çàâèñèìîñòü îò ðåãóëÿ-
ðèçàöèè γ áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü íà ëþáûõ ìàñøòàáàõ. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ
òðåáóåòñÿ èçó÷àòü ôàêò âûõîäà ýòèõ çàâèñèìîñòåé íà èõ àñèìïòîòè÷å-
ñêóþ ôîðìó. Ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà IPR (2.44): â çàâèñèìîñòè îò
óñòðîéñòâà ñîñòîÿíèé îíà áóäåò âåñòè ñåáÿ èëè êàê L ∝ γ (äåëîêàëèçî-
âàííàÿ ôàçà) èëè âûõîäèòü íà íåêîòîðîå ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå (ñîîòâåò-
ñòâóåò ëîêàëèçàöèè). Ðàçóìååòñÿ, òðóäíîñòü ïðåäñòàâëÿåò óñòàíîâëåíèÿ
òîãî èëè èíîãî ïîâåäåíèÿ ïðè àíàëèçå äàííûõ ÷èñëåííîãî ñ÷¼òà. Äàëåå
ìû ïðîèëëþñòðèðóåì ïðàêòè÷åñêèé êðèòåðèé, ïî êîòîðîìó áóäåì îïðå-
äåëÿòü íàñûùåíèå ïî äàííîìó ïàðàìåòðó.

Äåòàëè è òîíêîñòè ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ýòîé ñõîäèìîñòè ìû ïðîèëëþñòðè-
ðóåì äàëåå.

3.1.4 Îïòèìèçàöèÿ

Àâòîðîì äàííîé ðàáîòû òàêæå ïðåäëàãàåòñÿ îïòèìèçàöèÿ îïèñàííîãî àëãî-
ðèòìà, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â òîì, ÷òîáû íå ðàçëè÷àòü îáíîâëÿåìûå è òåêóùèé ìàñ-
ñèâû. Èíûìè ñëîâàìè, â ïàìÿòè äåðæèòñÿ òîëüêî îäèí ìàññèâ, êîòîðûé ñëóæèò
è èñòî÷íèêîì äëÿ ñëó÷àéíîãî âûáîð ýëåìåíòîâ, è ìåñòîì çàïèñè ðåçóëüòàòà âû-
÷èñëåíèé ïî óðàâíåíèÿì ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêè (3.15). Íàãëÿäíûì îáðàçîì
ýòà ìîäèôèêàöèÿ ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñõåìû íà Ðèñ. 3.2.

Ðèñ. 3.2: Ïðèíöèïèàëüíàÿ ñõåìà îäíîãî øàãà îïòèìèçèðîâàííîãî àëãîðèòìà
ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêè. Ñëåäóåò ñðàâíèâàòü ñ Ðèñ. 3.1: ðàçíèöà ñîñòîèò â
îáúåäèíåíèè ðîëåé ìàññèâîâ cur è upd

Öåëÿìè ýòîé îïòèìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ

• î÷åâèäíàÿ ýêîíîìèÿ ïàìÿòè, êîòîðàÿ íåîáõîäèìà äëÿ äîñòèæåíèÿ óïîìÿ-
íóòîé ñõîäèìîñòè ïî ðàçìåðó âûáîðêè M , òàê êàê õàðàêòåðíûå çíà÷åíèÿ
M ∼ 108 ëåæàò íà ãðàíèöå äîñòóïíûõ äëÿ âû÷èñëåíèé ðåñóðñîâ
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• Ãîðàçäî ìåíåå î÷åâèäíàÿ îïòèìèçàöèÿ ïî êîëè÷åñòâó íåîáõîäèìîãî äëÿ
ñõîäèìîñòè êîëè÷åñòâà èòåðàöèé N . Ñòðîãèõ äîâîäîâ î òîì, ïî÷åìó îïòè-
ìèçèðîâàííûé âàðèàíò àëãîðèòìà äîëæåí ðàáîòàòü áûñòðåå, íåòó, îäíà-
êî êà÷åñòâåííî ïîëó÷àåìîå íà ïðàêòèêå óñêîðåíèå ìîæíî îáúÿñíèòü òåì,
÷òî ïðè ïîäõîäå ê êîíöó ìàññèâà â ðàìêàõ îäíîé èòåðàöèè ìàññèâ óæå
ýôôåêòèâíî ñîäåðæèò îáíîâë¼ííóþ âûáîðêó, ïîýòîìó ïðè ãåíåðàöèè íî-
âîãî çíà÷åíèÿ ýëåìåíòû èç êîíöà ìàññèâà áóäóò ñ áîëüøåé âåðîÿòíîñòüþ
âîñïðîèçâîäèòü ðåçóëüòàò ðàáîòû íà áîëüøåì êîëè÷åñòâå èòåðàöèé. Òåì
ñàìûì, çà îäíó èòåðàöèþ ýòîò àëãîðèòì ýôôåêòèâíî ñîâåðøàåò íåñêîëüêî
èòåðàöèé êëàññè÷åñêîãî âàðèàíòà.

Îòìåòèì, òåì íå ìåíåå, ÷òî ñòðîãî ãîâîðÿ, ñóùåñòâóåò âîïðîñ î ñòåïåíè ïðà-
âèëüíîñòè ïîëó÷àåìûé âûáîðêè, ïîñêîëüêó, êàê îòìå÷åíî âûøå, êîíåö ìàññèâà
ýôôåêòèâíî ïðåòåðïåë áîëüøåå ÷èñëî èòåðàöèé, íåæåëè åãî íà÷àëî. Îäíàêî,
ïîñêîëüêó ìû çàíèìàåìñÿ ïîèñêîì ñòàöèîíàðíîé òî÷êè îòîáðàæåíèÿ (3.15), òî
íà ïîçäíèõ ýòàïàõ ðàñïðåäåëåíèå ýôôåêòèâíî ¾çàáûâàåò¿ êîëè÷åñòâî ñäåëàí-
íûõ èòåðàöèé, à ïîòîìó ðåçóëüòàòû ðàáîòû îáîèõ àëãîðèòìîâ (êëàññè÷åñêîãî
è îïòèìèçèðîâàííîãî) èäåíòè÷íû. Ðàçóìååòñÿ, äàííûå ðàññóæäåíèÿ ÿâëÿþò-
ñÿ ñóãóáî êà÷åñòâåííûìè, è ñåðü¼çíûì àðãóìåíòîì áóäåò ëèøü ïðàêòè÷åñêàÿ
ïðîâåðêà ñòåïåíè ñõîæåñòè îòâåòîâ äëÿ äâóõ âåðñèé àëãîðèòìà.

3.2 Òåñòèðîâàíèå è èíòåðïðåòàöèÿ îñîáåííîñòåé

ðàáîòû àëãîðèòìà

Â ýòîì ðàçäåëå áóäóò îáñóæäåíû îñíîâíûå ïðàêòè÷åñêèå àñïåêòû ïðèìå-
íåíèÿ îïèñàííîãî âûøå àëãîðèòìà ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêè. Ïðè îáñóæäåíèè
ðàññìàòðèâàòüñÿ áóäåò òîëüêî ïîâåäåíèå ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé, êàê
áîëåå íàãëÿäíîé âåëè÷èíû äëÿ äåìîíñòðàöèè êëþ÷åâûõ îñîáåííîñòåé.

3.2.1 Ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàííûõ îïòèìèçàöèé

Ïðåæäå âñåãî, ïðîâåðèì, ÿâëÿåòñÿ ëè ïðåäëîæåííàÿ îïòèìèçèðîâàííàÿ âåð-
ñèÿ àëãîðèòìà ðàáî÷åé. Êðèòåðèåì èäåíòè÷íîñòè àëãîðèòìîâ ñëóæèò èäåíòè÷-
íîñòü ðàñïðåäåëåíèé ïëîòíîñòè ïîñëå âûõîäà â ñòàöèîíàðíûé ðåæèì. Äåòàëè
ïðîâåðêè ñëåäóþùèå:

• íà êàæäîé èòåðàöèè çàïèñûâàëàñü ïîëíàÿ âûáîðêà, èç êîòîðîé ïîòîì âû-
÷èñëÿëèñü âñå íóæíûå õàðàêòåðèñòèêè ðàñïðåäåëåíèÿ.

• Ïàðàìåòðû ñèìóëÿöèé âûáèðàëèñü òàê, ÷òîáû íàáëþäàëîñü íàèáîëåå øè-
ðîêîå ðàñïðåäåëåíèå ρ, ÷òî äà¼ò áîëüøå âîçìîæíîñòåé äëÿ ÿâëåíèÿ ïî-
òåíöèàëüíûõ ðàçëè÷èé â àëãîðèòìàõ. ×èñëåííûå çíà÷åíèÿ ñëåäóþùèå:

� Âíåøíèå ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû: K = 2, g = 0.15,∆ = 2 exp
{
−1
g

}
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� Ïîñòîÿííûå ïàðàìåòðû àëãîðèòìà: γ = 10−7,M = 222 ≈ 4.2 · 106

� Ïîëíîå ÷èñëî èòåðàöèé N = 256.

• Ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå îöåíèâàëîñü óñðåäíåíèåì ïî áîëüøîìó ÷èñëó èòå-
ðàöèé â îáëàñòè âèäèìîãî ïîñòîÿíñòâà çíà÷åíèÿ. Â äàííîì ñëó÷àå, ýòî
äèàïàçîí N ∈ [60, 256].

Ñðàâíåíèå ïîëó÷àþùèõñÿ ðàñïðåäåëåíèé ïðèâåäåíî íà Ðèñ. 3.3, à äåìîíñòðàöèÿ
ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè íà ïðèìåðå ïåðâûõ ìîìåíòîâ ïðèâåäåíà íà Ðèñ. 3.4.

Ðèñ. 3.3: Ñòàöèîíàðíîå (N = 128) ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè äëÿ
îáåèõ âåðñèé, ïðè÷¼ì äàííûå äëÿ íàãëÿäíîñòè ñäâèíóòû ïîñòîÿííûì ìíîæè-
òåëåì 10, òàê êàê ïðè íàëîæåíèè îíè ñîâïàäàþò (î÷åâèäíî, ïîñòîÿííûé ìíî-
æèòåëü ïîðòèò òîëüêî íîðìèðîâàííîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ, íî íå åãî ôîðìó). Ïî-
äðîáíûå òåõíè÷åñêèå äàííûå ñèìóëÿöèè ñì. â òåêñòå.

Îáçîð ñïåöèôèêè ôîðìû ðàñïðåäåëåíèÿ ñì. â ãë. 4, à íà äàííûé ìîìåíò
îñíîâíûå âûâîäû ïî äàííûì ñëåäóþùèå:

• êàê íàãëÿäíî âèäíî èç Ðèñ. 3.3, àëãîðèòìû äàþò àáñîëþòíî èäåíòè÷íûå
ðåçóëüòàòû, òàê êàê ôîðìû ãðàôèêîâ ïîëíîñòüþ îäèíàêîâûå, à ïðè íà-
ëîæåíèè îíè òîæäåñòâåííî ñîâïàäàþò.

• Êàê ïîêàçûâàþò äàííûå äëÿ çàâèñèìîñòè òèïè÷íîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé
îò ÷èñëà èòåðàöèé íà Ðèñ. 3.4 ñëåâà, îïòèìèçèðîâàííàÿ âåðñèÿ ðàáîòàåò
ïðèìåðíî â äâà ðàçà áûñòðåå, ÷òî äëÿ íåèãðóøå÷íûõ ñèìóëÿöèé ñýêîíî-
ìèëî àâòîðó ðàáîòû íåäåëè êîìïüþòåðíîãî âðåìåíè.
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Ðèñ. 3.4: Ñëåâà: çàâèñèìîñòü ñðåäíåé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé 〈ρ〉 îò ÷èñëà èòåðàöèé
äëÿ îáåèõ âåðñèé. Ñïðàâà: çàâèñèìîñòü òèïè÷íîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé exp 〈ln ρ〉
îò ÷èñëà èòåðàöèé äëÿ îáåèõ âåðñèé. Ïîäðîáíûå òåõíè÷åñêèå äàííûå ñèìóëÿöèè
ñì. â òåêñòå.

• Äàííûå ïî ñðåäíåé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé íà Ðèñ. 3.4 ñïðàâà ãîâîðÿò î
òîì, ÷òî îáà ìåòîäà â îäèíàêîâîé ñòåïåíè ÷óâñòâèòåëüíû ê ñòàòèñòè÷å-
ñêèì ôëóêòóàöèÿì, îáóñëîâëåííûì êîíå÷íûì ðàçìåðîì âûáîðêè (îá ýòîì
ïîäðîáíåå ñì. äàëåå).

Êàê èòîã, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî îïòèìèçàöèÿ ÿâíî èìååò îùóòèìûé ñìûñë.

3.2.2 Ñðàâíåíèå ñ òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèåé

Äëÿ ïðîâåðêè îáùåé âàëèäíîñòè ïðèìåíÿåìîãî ìåòîäà ïðåäëàãàåòñÿ ñðàâ-
íèòü åãî ñ ïðîöåäóðîé òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè, ãàðàíòèðîâàííî âîñïðîèçâîäÿ-
ùåé ïðàâèëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé äëÿ êîíå÷íûõ ñèñòåìû.
Ñóòü ýòîé ïðîöåäóðû êðàòêî îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1 ãåíåðèðóåòñÿ ñëó÷àéíûé K-ðåãóëÿðíûé ãðàô íåêîòîðîãî ðàçìåðà M ∼
103.

2 Ãåíåðèðóåòñÿ ñëó÷àéíûé íàáîð ïîëåé ηi, è ïî îïðåäåëåíèþ (2.48) ñîñòàâ-
ëÿåòñÿ ìàòðèöà C.

3 Ïðèìåíÿåòñÿ ÷èñëåííûé àëãîðèòì ¾FEAST¿ ïîèñêà âñåõ ñîáñòâåííûõ âåê-
òîðîâ ìàòðèöû ñ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì, ëåæàùèì â êîíå÷íîé ìàëîé îêðåñò-
íîñòè δE òðåáóåìîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà (1 â íàøåì ñëó÷àå).

4 Ëîêàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé íà êàæäîì óçëå îöåíèâàåòñÿ ïî ôîðìóëå

ρi =
1

δE

∑
k

|〈ψk|i〉|2

ãäå ψk � íàéäåííûå âåêòîðà, i � íîìåð óçëà.

51



5 Ïî çíà÷åíèÿì íàéäåííûõ ïëîòíîñòåé â íåñêîëüêèõ ðåàëèçàöèÿõ áåñïîðÿä-
êà ñîñòàâëÿåòñÿ âûáîðêà.

Ðèñ. 3.5: Ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé, ïîëó÷åííîå ìåòî-
äîì òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ ðàçìåðîâ ìàòðèö: 16 ðåàëèçà-
öèé ñèñòåìû ñ 214 = 16348 óçëàìè è 20 ðåàëèçàöèé ñèñòåìû ñ 212 = 4096 óçëàìè.
Øèðèíà îêíà ïî ýíåðãèè δE ïîäñòðàèâàëàñü òàê, ÷òîáû ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé
îöåíèâàëàñü ïî ïðèìåðíî îäíîìó è òîìó æå êîëè÷åñòâó íàéäåííûõ ñîñòîÿíèé
íåçàâèñèìî îò ðàçìåðà ñèñòåìû. Ñåðûì âûäåëåíà îáëàñòü, â êîòîðîé çàìåòíû
ñóùåñòâåííûå ðàçëè÷èÿ ìåæäó äàííûìè èç-çà ýôôåêòîâ êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ.

Îñîáåííîñòè ðåàëèçàöèè è äåòàëè ïîëó÷åíèÿ ôèçè÷åñêè ïðàâèëüíûõ ðåçóëü-
òàòîâ ýòîé ïðîöåäóðîé ìû çäåñü îáñóæäàòü íå áóäåì. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ëèøü
òîò ôàêò, ÷òî ïîëó÷åííàÿ âûáîðêà, êàê è îæèäàåòñÿ îò òàêîé ýòîãî ìåòîäà,
ñèëüíî ÷óâñòâèòåëüíà ê ðàçìåðó ñèñòåìû: äàííûå äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ ðàçìå-
ðîâ ìàòðèö ïîêàçàíû íà Ðèñ. 3.5. Êàê âèäíî èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ, ÷òîáû àê-
êóðàòíî èññëåäîâàòü òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïðåäåë, íåîáõîäèìû ãîðàçäî áîëüøèå
ðàçìåðû ìàòðèö, îäíàêî ñëîæíîñòü O(M 2) è òàêàÿ æå àñèìïòîòèêà äëÿ îáú¼ìà
çàíèìàåìîé ïàìÿòè äåëàþò ýòîò ìåòîä ìàëîïðèãîäíûì äëÿ íàøèõ öåëåé.

Ñðàâíèì äàííûé ¾ýòàëîííûé¿ ìåòîä ñ ìåòîäîì ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêè.
Ðåçóëüòàòû ñèìóëÿöèè ïîêàçàíû íà Ðèñ. 3.6. Çíà÷åíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ

ñëåäóþùèå: K = 10, g = 0.15,∆ = 2 exp
{
−1
g

}
. Çíà÷åíèÿ âíóòðåííèõ ïàðàìåò-

ðîâ îáîèõ àëãîðèòìîâ òàêæå óêàçàíû íà Ðèñ. 3.6
Êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ, íàø ìåòîä ïîêàçûâàåò ñåáÿ ïîëíîñòüþ ñîñòîÿ-

òåëüíûì, à òàêæå ñïîñîáíûì ðàçðåøèòü ìåíüøèå çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿ-
íèé, ðåàëèçóåìûå òîëüêî â î÷åíü áîëüøèõ ñèñòåìàõ, íåäîñòóïíûõ äëÿ ìåòîäà
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Ðèñ. 3.6: Ñðàâíåíèå ýìïèðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé, ïîëó-
÷åííûõ ìåòîäàìè ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêè è òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè. Çíà÷å-
íèÿ âíóòðåííèõ ïàðàìåòðîâ êàæäîãî èç àëãîðèòìîâ ïîäïèñàíû íà ðèñóíêå.
Ñåðûì îòìå÷åíà îáëàñòü, íå ÿâëÿþùàÿñÿ äîñòîâåðíîé äëÿ àëãîðèòìà òî÷íîé
äèàãîíàëèçàöèè èç-çà ýôôåêòîâ êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ.

òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî àâòîðàìè áûëî ïðîâåäåíî èññëå-
äîâàíèå ïîâåäåíèÿ IPR, òàêæå èäåíòè÷íîå â îáîèõ ìåòîäàõ.

3.2.3 Îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ ÷èñëåííîé ïðîöåäóðû ïðè

ðàçëè÷íûõ âíóòðåííèõ ïàðàìåòðàõ àëãîðèòìà

Â äàííîì ðàçäåëå ìû îïèøåì âëèÿíèå âíóòðåííèõ ïàðàìåòðîâ àëãîðèòìà
ïîïóëÿöèîííîé äèíàìêè íà ðåçóëüòàò åãî ðàáîòû, ïðîêîììåíòèðóåì âîçìîæíûå
íåôèçè÷åñêèå ñèòóàöèè, è îïèøåì îáùèå èäåè èíòåðïðåòàöèè äàííûõ, ïîëó÷à-
åìûõ îïèñàííîé ÷èñëåííîé ïðîöåäóðîé. Ñóùåñòâåííî, ðå÷ü äàëåå áóäåò èäòè
î ñâîéñòâàõ äåëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé, òàê êàê âñå èìåþùèåñÿ â ðàñïîðÿ-
æåíèè àâòîðà äàííûå äåìîíñòðèðóþò òîëüêî òàêîå ïîâåäåíèå. Ïåðå÷èñëåííûå
íèæå îñîáåííîñòè íå ÿâëÿþòñÿ ÷åì-òî íîâûì, îäíàêî èõ íàäî äåðæàòü â óìå
ïðè èíòåðïðåòàöèè äàííûõ. Èõ îñíîâíîé ñïèñîê ñëåäóþùèé:

• Äèíàìè÷åñêèå îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ ïðè èòåðèðîâàíèè àëãîðèòìà:

� õîðîøî îïðåäåë¼ííîå ÷èñëî èòåðàöèé N ∗, íåîáõîäèìîå äëÿ óñòàíîâ-
ëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ;

� çàâèñèìîñòüN ∗ îò îñòàëüíûõ âíóòðåííèõ ïàðàìåòðîâ àëãîðèòìàM,γ;
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� ñèëüíûå ôëóêòóàöèè ïåðâûõ ìîìåíòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ îò èòåðàöèè ê
èòåðàöèè äàæå â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå;

� õîðîøî îïðåäåë¼ííîå, ñëàáî ôëóêòóèðóþùåå çíà÷åíèå òèïè÷íîãî.

• Îñîáåííîñòè ñòàöèîíàðíîãî ïîâåäåíèÿ:

� ïëîõàÿ ñòàòèñòèêà íà âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèöàõ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè
ìàëûõ ðàçìåðàõ âûáîðêè;

� ðåçêàÿ îòñå÷êà, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ γ, íà íèæíåé ãðàíèöå ïðè íåäî-
ñòàòî÷íî ìàëûõ γ.

� Â ðåæèìå íàñûùåíèÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ïî γ âåëè÷èíà IPR ïðàê-
òè÷åñêè ëèíåéíî çàâèñèò îò γ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ôèçè÷åñêîìó ïîâå-
äåíèþ limγ→+0 = 0 è, ñîîòâåòñòâåííî, äåëîêàëèçîâàííîé ôàçå.

Äàëåå ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì íàèáîëåå èíôîðìàòèâíûå èç óêàçàííûõ îñî-
áåííîñòåé. Ñ ó÷¼òîì âûøåñêàçàííîãî, èòîãîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé
äëÿ êîððåêòíîãî ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà ñëåäóþùàÿ:

• ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà íåîáõîäèìî îòñëåäèòü íåñêîëüêî çíà÷åíèé òè-
ïè÷íîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ïðè ðàçëè÷íîì ÷èñëå èòåðàöèé è óáåäèòüñÿ,
÷òî îíè ñîâïàäàþò;

• äàëåå, íåîáõîäèìî óäîñòîâåðèòüñÿ â íåçàâèñèìîñòè ïîëó÷àåìûõ îòâåòîâ îò
âåëè÷èí γ, ðàññìîòðåâ çàâèñèìîñòü òèïè÷íîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé è IPR
îò γ ïðè íåñêîëüêèõ ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ M : îäíà èç ýòèõ âåëè÷èí äîëæíà
íàñûùàòüñÿ íåêîòîðûì çíà÷åíèåì, à âòîðàÿ � äåìîíñòðèðîâàòü óâåðåííîå
ñòåïåííîå ïîâåäåíèå, è â çàâèñèìîñòè îò ðåçóëüòàòà äåëàåòñÿ çàêëþ÷åíèå
î ñòðóêòóðå ñîñòîÿíèé (ëîêàëèçàöèÿ / äåëîêàëèçàöèÿ) [26].

Âëèÿíèå âíóòðåííèõ ïàðàìåòðîâ M,γ íà ñõîäèìîñòü ïî ÷èñëó èòåðà-
öèé N

Ïðåæäå âñåãî, ïðîäåìîíñòðèðóåì, êàê çàâèñÿò ñðåäíÿÿ è òèïè÷íàÿ ïëîò-
íîñòü ñîñòîÿíèé îò ÷èñëà èòåðàöèé àëãîðèòìà, è êàê íà õàðàêòåðèñòèêè ñõîäè-
ìîñòè âëèÿþò îñòàâøèåñÿ äâà âíóòðåííèõ ïàðàìåòðà àëãîðèòìàM,γ. Â íàøåì
àíàëèçå ìû íå áóäåì ïîäðîáíî îñòàíàâëèâàòüñÿ íà IPR, ïîñêîëüêó åãî ïîâå-
äåíèå âî âñ¼ì èññëåäîâàííîì äèàïàçîíå ïàðàìåòðîâ îäèíàêîâî è èìååò âèä
ëèíåéíîãî ïî γ ïîâåäåíèÿ, ñëàáî ÷óâñòâèòåëüíîãî ê ïðî÷èì ïàðàìåòðàì. Íà
Ðèñ. 3.7 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè ñðåäíåé 〈ρ〉 è òèïè÷íîé exp〈ln ρ〉 ïëîòíîñòè
ñîñòîÿíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ γ, à íà Ðèñ. 3.8 � äàííûå òîëüêî äëÿ ñðåäíåãî ñ
ðàçëè÷íûìè íåáîëüøèìè ðàçìåðàìè âûáîðêè M (âèä çàâèñèìîñòè äëÿ òèïè÷-
íîãî íåäåìîíñòðàòèâåí). Ôèêñèðîâàííûå ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñëåäóþùèå:

K = 2, g = 0.15,∆ = 2 exp
{
−1
g

}
.

Êëþ÷åâûå îñîáåííîñòè ïðèâåä¼ííûõ çàâèñèìîñòåé ñëåäóþùèå:
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Ðèñ. 3.7: Çàâèñèìîñòü ñðåäíåé 〈ρ〉 (ñâåðõó) è òèïè÷íîé exp〈ln ρ〉 (ñíèçó) ïëîò-
íîñòè ñîñòîÿíèé îò ÷èñëà èòåðàöèé àëãîðèòìà ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ γ.
Ðàçìåð âûáîðêè M = 226 ≈ 6.7 · 108. Ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñèìóëÿöèé ñì. â
òåêñòå.
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• èìååòñÿ õàðàêòåðíîå âðåìÿ óñòàíîâëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà êàê äëÿ
ñðåäíåãî, òàê è äëÿ òèïè÷íîãî. Ýòîò ðåæèì â íåèçìåííîì âèäå íàáëþ-
äàåòñÿ ñêîëü óãîäíî äîëãî (â ñåðèè ñèìóëÿöèé íà Ðèñ. 3.7 ìàêñèìàëüíîå
÷èñëî èòåðàöèé ñîñòàâëÿåò N = 1000).

• Ôàêò ñîâïàäåíèÿ âðåì¼í óñòàíîâëåíèÿ ñðåäíåãî è òèïè÷íîãî êîñâåííî ñâè-
äåòåëüñòâóåò â ïîëüçó òîãî, ÷òî äàííîå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðíûì äëÿ
óñòàíîâëåíèÿ âñåãî ðàñïðåäåëåíèÿ. ×èñëåííûå îïûòû ñ ìåíüøèì ðàçìå-
ðîì âûáîðêè (çäåñü íå ïðèâåäåíû) ïîäòâåðæäàþò ýòî ïðåäïîëîæåíèå.

• Âðåìÿ óñòàíîâëåíèÿ çàâèñèò îò γ, ïðè÷¼ì çàâèñèìîñòü íà êà÷åñòâåííîì
óðîâíå èìååò ñòåïåííîé õàðàêòåð. Ïîäðîáíûå èññëåäîâàíèÿ ýòîé çàâèñè-
ìîñòè íå ïðîâîäèëèñü.

• Â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå ñðåäíåå èñïûòûâàåò ñèëüíûå ôëóêòóàöèè (â íåñêîëü-
êî ïîðÿäêîâ), àìïëèòóäà êîòîðûõ âîçðàñòàåò ñ óìåíüøåíèåì γ. Íà ïðàê-
òèêå ýòè ôëóêòóàöèè îçíà÷àþò, ÷òî ñðåäíåå â ýòîì àëãîðèòìå ÿâëÿåò-
ñÿ ïëîõî îïðåäåë¼ííîé âåëè÷èíîé, ïîýòîìó äëÿ îöåíêè ïåðâîãî ìîìåí-
òà ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ óñðåäíÿòü ñðåäíþþ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé
exp ln〈ρ〉 ïî èòåðàöèÿì.

• Çíà÷åíèå ñðåäíåãî, îêîëî êîòîðîãî ïðîèñõîäÿò ôëóêòóàöèè, è ðàçìàõ ôëóê-
òóàöèé òàêæå ñèëüíî ÷óâñòâèòåëüíî ê ðàçìåðó âûáîðêè M . Áîëåå òîãî,
ïðè ìàëûõ ðàçìåðàõ âûáîðêè ñòàöèîíàðíàÿ äèíàìèêà äåìîíñòðèðóåò íà-
ëè÷èå ðåçêèõ ïèêîâ ñðåäíåãî, êîòîðûå äëÿòñÿ ðîâíî îäíó èòåðàöèþ. Êà÷å-
ñòâåííûå êîììåíòàðèè, îáúÿñíÿþùèå ýòî ïîâåäåíèå, ìû äàäèì ÷óòü ïîç-
æå, êîãäà ðàçáåð¼ìñÿ ñ âëèÿíèåì ïàðàìåòðîâ γ,M íà âñ¼ ñòàöèîíàðíîå
ðàñïðåäåëåíèå.

• Íàïðîòèâ, òèïè÷íîå çíà÷åíèå ïðàêòè÷åñêè íå èñïûòûâàåò ôëóêòóàöèé è
ñëàáî ÷óâñòâèòåëüíî ê ðàçìåðó âûáîðêè, à ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ õîðîøî îïðå-
äåë¼ííîé õàðàêòåðèñòèêîé âñåãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Â êóïå ñ óæå ñêàçàííûì,
ýòî ñèëüíî îáëåã÷àåò çàäà÷ó ïî âûÿñíåíèþ ñòåïåíè ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà
ïî ÷èñëó èòåðàöèé � äîñòàòî÷íî ïðîñòî ñëåäèòü çà óñòàíîâëåíèåì òèïè÷-
íîãî (âìåñòî òîãî, ÷òîáû õðàíèòü íà êàæäîé èòåðàöèè âñ¼ ðàñïðåäåëåíèå
èç ∼ 108 çíà÷åíèé).

• Òàêæå âàæíî çàìåòèòü, ÷òî ñðåäíåå è òèïè÷íîå ÿâëÿþòñÿ ñèëüíî çàâèñÿ-
ùèìè îò γ. Ýòî õàðàêòåðíûé ïðèçíàê îòñóòñòâèÿ íàñûùåíèÿ ïî γ. Ïîýòî-
ìó â äàëüíåéøåì ïðè ïðåäúÿâëåíèè ðàçëè÷íîãî ðîäà çàâèñèìîñòåé áóäóò
ïðèâîäèòüñÿ âåðñèè ýòîé çàâèñèìîñòè ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ γ, ÷òîáû
ìîæíî áûëî ñóäèòü î ñòåïåíè íàñûùåíèÿ.

Âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ M,γ íà ôîðìó ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Íà Ðèñ. 3.9 ïðèâåäåíû ôîðìû ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ äâóõ ðàç-
ëè÷íûõ çíà÷åíèé γ, à íà Ðèñ. 3.10 � äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ðàçìåðà âûáîð-
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êè M . Ïîñòîÿííûå ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû âñ¼ òå æå: K = 2, g = 0.15,∆ =

2 exp
{
−1
g

}
.

Äàííûå çàâèñèìîñòè äåìîíñòðèðóþò ñëåäóþùèå êà÷åñòâåííûå äåòàëè âëè-
ÿíèå ïàðàìåòðîâ M,γ íà ðàñïðåäåëåíèå:

• Ïðè íåäîñòàòî÷íî ìàëîì γ ýòîò ïàðàìåòð ñîçäà¼ò ðåçêóþ îòñå÷êó ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ íà íåêîòîðîì çíà÷åíèè, ëèíåéíî çàâèñÿùåì îò γ. Ýòî ëåãêî
ïîíÿòü, ïîñìîòðåâ íåïîñðåäñòâåííî íà ôîðìóëû ïîïóëÿöèîííîé äèíàìè-
êè (3.15) è ñäåëàâ îöåíêè äëÿ êîíêðåòíûõ ÷èñåë:

� çíà÷åíèé, áîëüøèõ ïî ìîäóëþ, ÷åì

g

Kγ∆
∼ 3 · 108

âîçíèêíóòü íå ìîæåò â ïðèíöèïå (ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñòðîãî íóëåâîé
äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè è ìèíèìàëüíî âîçìîæíîìó çíà÷åíèþ ìíèìîé
÷àñòè çíàìåíàòåëÿ).

� Â òàêîì ñëó÷àå íà ñëåäóþùåé èòåðàöèè çíà÷åíèå ìîäóëÿ íå ìîæåò
áûòü ìåíüøå [

g

Kγ∆
K

]−1

=
γ∆

g
∼ 2 · 10−2γ

÷òî ìû è íàáëþäàåì íà ïðàêòèêå ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà.

Ýòè ðàññóæäåíèÿ òàêæå ïîêàçûâàþò, ÷òî ñðåäè ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé
â âûáîðêå áóäåò íàáëþäàòüñÿ íåáîëüøîå ÷åðåäîâàíèå ïî íîìåðó èòåðàöèé
ìåæäó áîëüøèìè è ìàëûìè çíà÷åíèÿìè.

• Ìàëûé ðàçìåð âûáîðêè, êàê è ñëåäóåò îæèäàòü, îêàçûâàåò îáåäíÿþùåå
âîçäåéñòâèå êà÷åñòâî ñòàòèñòèêè íà î÷åíü áîëüøèõ è î÷åíü ìàëûõ çíà-
÷åíèÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé. Êàê ìû âèäåëè âûøå, ñòàòèñòèêà áîëüøèõ
è ìàëûõ çíà÷åíèé â ðàìêàõ ýòîãî àëãîðèòìà ÿâëÿþòñÿ ñâÿçàííûìè: åñëè
ðàçìåð âûáîðêè íåäîñòàòî÷åí äëÿ âîñïðîèçâåäåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷è-
ìûõ îáðàçöîâ îäíîé îáëàñòè � òîæå ñàìîå ïðîèçîéä¼ò ñ äðóãîé.

• Çàìåòèì, ÷òî ïîâåäåíèå ôîðìû ðàñïðåäåëåíèÿ îáúÿñíÿåò õàðàêòåð ïîâå-
äåíèÿ ñðåäíåãî è òèïè÷íîãî ïî îòíîøåíèþ ê ðàçëè÷íûì γ,M :

� êàê ïîäñêàçûâàåò ñòåïåííàÿ â øèðîêèõ ïðåäåëàõ ôîðìà ðàñïðåäåëå-
íèÿ (íà íåé ìû åù¼ îñòàíîâèìñÿ äàëåå), â âåëè÷èíó ñðåäíåãî äàþò
äîìèíèðóþùèé âêëàä ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ â âûáîðêå, à ïîòîìó
ïëîõîå âîñïðîèçâåäåíèå î÷åíü áîëüøèõ çíà÷åíèé ïëîòíîñòè � áóäü
òî ïî íåäîñòàòî÷íî ìàëîãî γ èëè íåáîëüøîãîM � ïðèâîäèò ê íåïðà-
âèëüíîìó çíà÷åíèþ ñðåäíåãî. Òàêæå îïèñàííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ
î ÷åðåäîâàíèè ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé î÷åâèäíûì îáðàçîì îáúÿñ-
íÿþò íàëè÷èå â ñòàöèîíàðíîé äèíàìèêå ïèêîâ äëèííîé â îäíó èòå-
ðàöèþ.
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� òèïè÷íîå çíà÷åíèå, â îòëè÷èå îò ñðåäíåãî, íå÷óâñòâèòåëüíî ê ¾âû-
áðîñàì¿ ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé, ÷òî îáúÿñíÿåò ñëàáóþ ÷óâñòâè-
òåëüíîñòü òèïè÷íîãî ê ðàçìåðàì âûáîðêè. Îäíàêî, ïîñêîëüêó íåäî-
ñòàòî÷íî ìàëàÿ γ îäèíàêîâî ñèëüíî îáðåçàåò îáà ìàñøòàáà, òî ïðî-
ñòîé îöåíêîé âèäà:

ρtyp ∼ exp


xlarge=]γ

−1∫
xsmall=]γ

dx

xn
lnx

 ∼ γ exp
{
]x1−n

small + ]x1−n
large

}

ëåãêî îáúÿñíÿòü, ïî÷åìó òèïè÷íîå òàêæå ÷óâñòâèòåëüíî ê ðåãóëÿðè-
çàöèè γ.
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Ðèñ. 3.8: Çàâèñèìîñòü ñðåäíåé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé 〈ρ〉 îò ÷èñëà èòåðàöèé àë-
ãîðèòìà ïðè äâóõ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ M (óêàçàíû íà ðèñóíêå). Çíà÷åíèå
ðåãóëÿðèçàöèè γ = 10−7. Äëÿ ñðàâíåíèÿ íà ðèñóíêå ïðèâåäåíû òàêæå îöåíêè
äëÿ èòåðàöèîííîãî ñðåäíåãî âèäà 〈ρ〉. Ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñèìóëÿöèé ñì. â
òåêñòå.

Ðèñ. 3.9: Ôîðìà ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè äâóõ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíè-
ÿõ ïàðàìåòðà γ (óêàçàíû íà ðèñóíêå). Ðàçìåð âûáîðêè M = 225 ≈ 3.4 · 108.
Çíà÷åíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñì. â òåêñòå
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Ðèñ. 3.10: Ôîðìà ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè äâóõ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðà M (óêàçàíû íà ðèñóíêå). Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè γ =
10−7. Çíà÷åíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñì. â òåêñòå
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Ãëàâà 4

Êëþ÷åâûå ðåçóëüòàòû è èõ
îáñóæäåíèå

Â ýòîé ãëàâå ìû èçëîæèì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è ñîá-
ñòâåííûõ ìîä ëîêàëüíîãî îïåðàòîðà (2.48) ñ åäèíè÷íûì ñîáñòâåííûì ÷èñëîì.
Èññëåäîâàíèå ïðîâîäèëîñü ñ ïîìîùüþ ïîäõîäà, ðàçâèòîãî â ãë. 3. Â êîíöå ìû
äàäèì èíòåðïðåòàöèþ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ â òåðìèíàõ èçíà÷àëüíî èññëåäó-
åìîé íàìè çàäà÷è íèçêîýíåðãåòè÷åñêèõ âîçáóæäåíèé. Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü
ñëåäóþùèå âîïðîñû:

• ëîêàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ρ: ôîðìà ðàñïðåäåëåíèÿ P (ρ), çàâèñè-
ìîñòü ñðåäíåãî 〈ρ〉 è òèïè÷íîãî exp〈ln ρ〉 îò ïàðàìåòðà K çàäà÷è.

• ñâîéñòâà ëîêàëèçàöèè ñîñòîÿíèé: çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî IPR îò ïàðàìåòðà
K çàäà÷è.

Íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î ïàðàìåòðàõ ñèìóëÿöèé:

• ïîñòîÿííûå ïàðàìåòðû g = 0.15,∆ = 2 exp
{
−1
g

}
≈ 2.55 · 10−3

• ×èñëåííûå çíà÷åíèÿ ïîëîæåíèÿ õàðàêòåðíûõ òî÷åê, ñîãëàñíî ôîðìóëàì
(2.54)-(2.53):

� òî÷êà ïîÿâëåíèÿ ñîñòîÿíèé: K1 ≈ 2,

� òî÷êà äåëîêàëèçàöèè ñîñòîÿíèé: K2 ≈ 30

• Äèàïàçîí äîñòóïíûõ äëÿ èçó÷åíèÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà K ñîñòàâèë K ∈
[2, 200]. Ïðè ýòîì äîñòîâåðíûå ðåçóëüòàòû (â îáñóæä¼ííîì ðàíåå â ãë. 3
ñìûñëå) ïîëó÷åíû äëÿ K ∈ [6, 130].

4.1 Ñâîéñòâà ëîêàëèçàöèè ñîñòîÿíèé

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ïðè âñåõ äîñòóïíûõ

çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà K ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿþòñÿ äåëîêàëèçîâàííûìè. Áîëåå ïî-
äðîáíî, ðåçóëüòàòû òàêîâû:
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• ïðîâåðÿëèñü çíà÷åíèÿ K ∈ [2, 200].

• ôàêò äåëîêàëèçàöèè óñòàíàâëèâàëñÿ ïî çàâèñèìîñòè IPR (2.44) îò ðåãóëÿ-
ðèçóþùåãî ïàðàìåòðà γ. Ïðèìåð òàêîé çàâèñèìîñòè ïðåäñòàâëåí íà Ðèñ.
4.1 Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî îïèñàííûì â ãë. 3 ïîäðîáíîñòÿì, íåîáõîäèìî ñëå-
äèòü çà ñòàöèîíàðíîñòüþ çàâèñèìîñòè ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé,
òàê ÷òî ïðèìåð ïîñëåäíåé òàêæå ïðåäñòàâëåíà íà Ðèñ. 4.1.

• Ïîëó÷åííûå äàííûå íàïîäîáèå óïîìÿíóòûõ ïîçâîëÿþò óòâåðæäàòü, ÷òî
â äèàïàçîíå K ∈ [4, 130] ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿþòñÿ äåëîêàëèçîâàííûìè. Áîëåå
êîíêðåòíî, ÷èñëåííûå ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî IPR(γ) ∝ γ âî âñ¼ì
äèàïàçîíå ïàðàìåòðîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ïîäîáíûå Ðèñ. 4.1 çàâèñèìîñòè
äëÿ IPR íå ïðèâîäÿòñÿ � îíè âñå âûãëÿäÿò èäåíòè÷íî.

• Ïîáî÷íûì íàáëþäåíèåì, ïîäòâåðæäàþùèì ëîêàëèçàöèþ, ÿâëÿåòñÿ ôàêò
íàñûùåíèÿ çàâèñèìîñòè òèïè÷íîãî çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé îò γ,
òàêæå ñâèäåòåëüñòâóþùèé î äåëîêàëèçàöèè [26].

• Äàííûå ÿâíûì îáðàçîì ïðîòèâîðå÷àò ïðåäñêàçàíèÿì ñòàòüè [7]. Ïðè÷èíû
ýòèõ ðàñõîæäåíèé ìû ðàçáåð¼ì äàëåå.

Ðèñ. 4.1: Çàâèñèìîñòü ñðåäíåé IPR (ñëåâà) è òèïè÷íîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé
(ñïðàâà) îò ðåãóëÿðèçóþùåãî ïàðàìåòðà γ. Íà îáîèõ çàâèñèìîñòÿõ ïóíêòèðíîé
ëèíèåé îòìå÷åíî çíà÷åíèå γ íàñûùåíèÿ òèïè÷íîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé. Çàâè-
ñèìîñòü ñðåäíåé IPR îò γ ñîïðîâîæäàåòñÿ òàêæå ãðàôèêîâ ëèíåéíîé àïïðîêñè-
ìàöèè â çîíå íàñûùåíèÿ. Ïàðàìåòðû ñèìóëÿöèè: K = 30,M = 225 ≈ 3.4 · 108.

4.2 Ðàñïðåäåëåíèå ìíèìîé ÷àñòè ìîäåëüíîé ôóíê-

öèè Ãðèíà

Ðàññìîòðèì äàëåå óæå íå ðàç óïîìèíàâøóþñÿ ôîðìó ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíî-
ñòè ñîñòîÿíèé. Ê îáñóæäåíèþ ïðåäëàãàåòñÿ ïðèìåð íà Ðèñ. 4.2 ñî ñëåäóþùèìè
ïàðàìåòðàìè:
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• ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû K = 15, g = 0.15,∆ = 2 exp
{
−1
g

}
;

• ïàðàìåòðû àëãîðèòìà M = 225 ≈ 3.4 · 108, γ = 10−10.

Îòìåòèì, ÷òî â öåëîì áîëüøèõ ðàçëè÷èé â êà÷åñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèêàõ ýòîé
ôîðìû ïðè ðàçëè÷íûõ K çàìå÷åíî íå áûëî, ïîýòîìó âñå âàæíûå îñîáåííîñòè
ìîãóò áûòü ïðîäåìîíñòðèðîâàíû íà ïðèâåä¼ííîì Ðèñ. 4.2. Òàêæå ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî ïîêàçàòåëüíûì ÿâëÿþòñÿ çàâèñèìîñòè ÷èñëåííûõ õàðàêòåðèñòèê ýòîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðûå áóäóò àêòèâíî îáñóæäàòüñÿ äàëåå.

Ðèñ. 4.2: Ðàñïðåäåëåíèå ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé. Ïàðàìåòðû ñì. â òåê-
ñòå. Íà ãðàôèêå òàêæå èçîáðàæåíà ñòåïåííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ñåêöèè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ, îãðàíè÷åííàÿ êðàñíûìè ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè. Âèä çàâèñèìîñòè äëÿ
àïïðîêñèìàöèè òàêæå óêàçàí íà ãðàôèêå. ×¼ðíûìè ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè ïî-
êàçàíû õàðàêòåðèñòèêè ðàñïðåäåëåíèÿ � ñðåäíÿÿ è òèïè÷íàÿ ïëîòíîñòü ñîñòî-
ÿíèé ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ÷èñëåííûìè çíà÷åíèÿìè.

Çàôèêñèðóåì íàáëþäàåìûå îñîáåííîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ è ñëåäñòâèÿ èç íèõ.
Åù¼ ðàç ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ýòè îñîáåííîñòè íàáëþäàþòñÿ âî âñ¼ì äèàïàçîíå çíà-

÷åíèé ïàðàìåòðà K:

1 ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî â øèðîêèõ ïðåäåëàõ ïîâåäåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ ñòåïåííûì, ïðè÷¼ì àïïðîêñèìàöèÿ ïîêàçûâàåò çíà÷åíèå ïîêàçà-
òåëÿ, áëèçêîå ê 3/2, ò. å. ðàñïðåäåëåíèå èìååò ¾äëèííûé õâîñò¿.

• Âàæíî çàìåòèòü åù¼ îäíî îáñòîÿòåëüñòâî, ñâÿçàííîå ñ óæå óïîìÿíó-
òûì ñîîòíîøåíèåì ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ñ çàäà÷åé Àíäåðñîíà ñ
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äèàãîíàëüíûì áåñïîðÿäêîì: íàáëþäàåìûé ïîêàçàòåëü ñòåïåíè î÷åíü
áëèçîê ê êðèòè÷åñêîìó ïîêàçàòåëþ, íàáëþäàåìûì ðîâíî íà ïîðîãå
ëîêàëèçàöèè [26]. Êàê ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì íåñêîëüêî ïîçæå, äàí-
íîå ñîâïàäåíèå íå ñëó÷àéíî.

2 Ñòåïåííîå ïîâåäåíèå ðåàëèçóåòñÿ â î÷åíü øèðîêèõ ïðåäåëàõ: äèàïàçîí
ñîñòàâëÿåò ìèíèìóì 6 ïîðÿäêîâ.

3 Ñðåäíåå 〈ρ〉 ≈ 2.5 · 10−2 è òèïè÷íîå exp〈ln ρ〉 ≈ 2.5 · 10−2 äëÿ äàííîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ îòëè÷àþòñÿ íà òðè ïîðÿäêà. Äàííîå ïîâåäåíèå ëåãêî ïîíÿòü
íà îñíîâå óæå óïîìÿíóòîãî ñòåïåííîãî ïîâåäåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ:

• ñàìî ðàñïðåäåëåíèå â øèðîêèõ ïðåäåëàõ ρmin � ρ � ρmax èìååò
ñòåïåííîé âèä, èç ÷åãî ìîæíî îöåíèòü åãî íîðìèðîâêó:

P (x) ∼ Ax−3/2 ⇒ A ∼

 ρmax∫
ρmin

dx

x3/2

−1

∼ 1

2

√
ρmin

Ýòà íîðìèðîâêà âûõîäèò ÷óâñòâèòåëüíîé ê íèæíåé îòñå÷êå ðàñïðå-
äåëåíèÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ÷àñòî âûïàäàþùåé. Ïî ïîðÿä-
êó ïîëó÷åííàÿ îöåíêà õîðîøî îïèñûâàåò íàáëþäàåìîå ïîâåäåíèå:
1
2

√
ρmin ∼ 2 · 10−3, ÷òî íåïëîõî ñîîòíîñèòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè àïïðîê-

ñèìàöèè.

• Â òàêîì ðàñïðåäåëåíèè ñðåäíåå çíà÷åíèå îöåíèâàåòñÿ êàê

〈ρ〉 ∼
ρmax∫
ρmin

Adx

x1/2
∼ 2A

√
ρmax ∼

√
ρmaxρmin

Ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî ñðåäíåå íàáèðàåòñÿ íà ýêñòðåìàëüíûõ çíà-
÷åíèÿõ ðàñïðåäåëåíèÿ: ÷àñòîòà âûïàäåíèÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé äîâîëü-
íî ìàëà, è òåì íå ìåíåå, èõ îáðåçêà ÿâíî âõîäèò â îòâåò. Äàííàÿ
ôîðìóëà íàõîäèò îòðàæåíèå íà 4.2: â ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå
ñðåäíåå íàõîäèòñÿ ïðèìåðíî ïîñðåäèíå ìåæäó ãðàíèöàìè ñòåïåííîé
çàâèñèìîñòè, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëó÷åííîé îöåíêîé.

� Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà îáúÿñíÿåò óæå îòìå÷åííûå ðàíåå â ãë. 3 äå-
òàëè ïîâåäåíèÿ ýòîé âåëè÷èíû â ðàìêàõ ÷èñëåííîãî ñ÷¼òà: ïðè
ïëîõîì âûáîðå γ,M îáðåçêè äèêòóþòñÿ íå ñâîéñòâàìè ñèñòåìû,
à ýòèìè ïàðàìåòðàìè âíóòðåííèìè ïàðàìåòðàìè. Ïðè ýòîì íèæ-
íÿÿ ãðàíèöà ôèêñèðîâàííà âåëè÷èíîé γ, à âåðõíÿÿ ñèëüíî ôëóê-
òóèðóåò èç-çà ìàëîãî ðàçìåðà âûáîðêè, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîÿâëå-
íèþ â äèíàìèêå àëãîðèòìà óæå îïèñàííûõ ¾âûáðîñîâ¿.
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• Äëÿ òèïè÷íîãî ïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê óæå àíîíñèðîâàí-
íîìó ðàíåå ðåçóëüòàòó

ρtyp ∼ exp


ρmax∫
ρmin

Adx

x3/2
lnx

 ∼ exp

{
2A (2 + ln ρmin)

1
√
ρmin

}
∼ ρmin

Òàêèå îöåíêè äåìîíñòðèðóþò, ÷òî â îòëè÷èå îò ñðåäíåãî, òèïè÷íîå,
êàê è íîðìèðîâêà ðàñïðåäåëåíèÿ, íàáèðàåòñÿ íà ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ρ,
÷òî ìîæíî óñìîòðåòü è íà Ðèñ. 4.2: òèïè÷íîå ïî çíà÷åíèþ áëèçêî ê
ãðàíèöå ñòåïåííîãî ïîâåäåíèÿ.

• Ìîæíî îöåíèòü ðàçëè÷èå ñðåäíåãî è òèïè÷íîãî:

〈ρ〉
ρtyp
∼
√
ρmax
ρmin

Äëÿ âèäèìîãî îòíîøåíèÿ îáðåçîê ∼ 106 ïîëó÷àåì íàáëþäàåìîå îò-
íîøåíèå ñðåäíåãî è òèïè÷íîãî ∼ 103.

4.3 Çàâèñèìîñòü ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí îò ïàðà-

ìåòðà K

Íàêîíåö, ìû ïîäîøëè ê ãëàâíîìó êîëè÷åñòâåííîìó ðåçóëüòàòó íàøåé ðà-
áîòû: â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèâåä¼ì çàâèñèìîñòè ñðåäíåé è òèïè÷íîé ïëîòíîñòè
ñîñòîÿíèé îò K, è íà îñíîâàíèè ýòèõ çàâèñèìîñòåé ïîñòðîèì ôàçîâóþ äèàãðàì-
ìó äëÿ èññëåäóåìîé ìîäåëè. Íåèçìåííûå ïàðàìåòðû âñ¼ òå æå: g = 0.15,∆ =

2 exp
{
−1
g

}
.

4.3.1 Çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà K

Íà Ðèñ. 4.3 è 4.4 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè ñîîòâåòñòâåííî ñðåäíåé è òè-
ïè÷íîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé îò ÷èñëà âåòâëåíèÿ K. Äàäèì ðÿä ïîÿñíåíèé ê
èíòåðïðåòàöèè ãðàôèêîâ:

• Ïîñêîëüêó ñðåäíåå çíà÷åíèå, êàê ìû óæå îòìå÷àëè ðàíåå â ãë. 3, ÿâëÿåòñÿ
ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñèëüíî ôëóêòóèðóþùåé âåëè÷èíîé,
òî â ýòèõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçîâàëèñü äàííûå ñòàöèîíàðíûõ èòåðàöèé àëãî-
ðèòìà ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêè: ñðåäíåå è åãî ïîãðåøíîñòü îöåíèâàëèñü
êàê, ñîîòâåòñòâåííî, ñðåäíåå è äèñïåðñèÿ âîçíèêàþùåãî âðåìåííîãî ðÿ-
äà. Âèäèìîå îòñóòñòâèå ïîãðåøíîñòåé îçíà÷àåò, ÷òî îíè ìåíüøå ðàçìåðà
òî÷êè.

• Çàâèñèìîñòè åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàçäåëåíû íà äâå àñèìïòîòè÷åñêèå
îáëàñòè: ìàëûå K < 35 è áîëüøèå K > 35. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî

65



Ðèñ. 4.3: Çàâèñèìîñòü ñðåäíåé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé 〈ρ〉 îò ÷èñëà âåòâëåíèÿ K.
Äàííûå ðàçäåëåíû íà äâå ÷àñòè, îòîáðàæàåìûå â ðàçíûõ ìàñøòàáàõ: ìàëûå
K < 35 ïîñòðîåíû â ìàñøòàáå LogX,LogY , à áîëüøèå K > 35 � LinX,LogY .
Íà ðèñóíêå ïðåäñòàâëåíû âåðñèè çàâèñèìîñòåé äëÿ òð¼õ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé
ïàðàìåòðà γ. Íàëè÷èå íåñêîëüêèõ òî÷åê ïðè äàííîì çíà÷åíèè K, γ ñîîòâåò-
ñòâóåò ðàçíûì ðàçìåðàì âûáîðêè M . Îáëàñòü ìàëûõ çíà÷åíèé K < 35 òàêæå
îñíàùåíà ñòåïåííîé àïïðîêñèìàöèåé äàííûõ.

Ðèñ. 4.4: Çàâèñèìîñòü òèïè÷íîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé exp〈ln ρ〉 îò ÷èñëà âåòâ-
ëåíèÿ K. Äàííûå ðàçäåëåíû íà äâå ÷àñòè, îòîáðàæàåìûå â ðàçíûõ ìàñøòà-
áàõ: ìàëûå K < 35 ïîñòðîåíû â ìàñøòàáå LogX,LinY , à áîëüøèå K > 35
� LinX,LogY . Íà ðèñóíêå ïðåäñòàâëåíû âåðñèè çàâèñèìîñòåé äëÿ òð¼õ ðàç-
ëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà γ. Íàëè÷èå íåñêîëüêèõ òî÷åê ïðè äàííîì çíà÷å-
íèè K, γ ñîîòâåòñòâóåò ðàçíûì ðàçìåðàì âûáîðêèM . Îáëàñòü ìàëûõ çíà÷åíèé
K < 35 òàêæå îñíàùåíà ëîãàðèôìè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèåé ÷àñòè äàííûõ.

â ðàçíûõ îáëàñòÿõ âûáðàí ðàçíûé ìàñøòàá îñåé äëÿ èëëþñòðàöèè ñîîò-
âåòñòâóþùåé àñèìïòîòèêè (ñì. ïîäïèñè ê ðèñóíêàì). Äëÿ ìàëûõ K ýòè
àñèìïòîòèêè ÿâíî ïðîäåìîíñòðèðîâàíû àïïðîêñèìàöèÿìè. Ïðè áîëüøèõ
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K äàííûõ äëÿ äîñòîâåðíûõ óòâåðæäåíèé íåäîñòàòî÷íî.

• Íà âñåõ êàðòèíêàõ ïðåäñòàâëåíû âåðñèè çàâèñèìîñòåé äëÿ ðàçíûõ çíà÷å-
íèé ïàðàìåòðà γ, ÷òî ïîçâîëÿåò ñóäèòü î ñòåïåíè äîñòîâåðíîñòè äàííûõ.
Îòñóòñòâèå òî÷åê ñîîòâåòñòâóþùåãî öâåòà îçíà÷àåò ñîâïàäåíèå çíà÷åíèé.

• Íàëè÷èå íåñêîëüêèõ òî÷åê ñ îäèíàêîâûìè çíà÷åíèÿìè K, γ îòîáðàæàåò
ðàçëè÷íûå ðàçìåðû âûáîðêè M (÷òî, êàê ìû ïðîèëëþñòðèðîâàëè â ãë. 3,
âëèÿåò íà ïîãðåøíîñòü è çíà÷åíèå ñðåäíåé ïëîòíîñòè). Ýòè äàííûå òàêæå
ïðèçâàíû áîëåå ïîëíî îòîáðàçèòü ñòåïåíü îäíîçíà÷íîñòè èíòåðïðåòàöèè
äàííûõ.

• Äàííûå äëÿ K ≤ 6 è K ≥ 160 íå ïðèâîäÿòñÿ, ïîñêîëüêó ÿâëÿþòñÿ íåäî-
ñòîâåðíûìè â óêàçàííîì âûøå ñìûñëå.

Îñíîâíûå íàáëþäåíèÿ êàñàòåëüíî ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóþùèå:

1 âî-ïåðâûõ, êðàéíå ëþáîïûòíûì âûãëÿäèò ïîÿâèâøàÿñÿ õàðàêòåðíàÿ òî÷-
êà K = 35, ðàçäåëÿþùàÿ íàáîð äàííûõ íà äâå ÷àñòè ñ àáñîëþòíî ðàçíûì
ïîâåäåíèåì. Ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ó ýòîé òî÷êè íà äàííûé ìîìåíò
íåò. Ïîòåíöèàëüíûì êàíäèäàòîì âûãëÿäèò áëèçêî ðàñïîëîæåííàÿ òî÷êà
K2 ≈ 30, îäíàêî, ñîãëàñíî å¼ îïðåäåëåíèþ, îíà èìååò äðóãîé ôèçè÷åñêèé
ñìûñë. ×òîáû ïðîâåðèòü ïðàâäèâîñòü ýòîé ãèïîòåçû, íåîáõîäèìî èññëå-
äîâàòü äàííûå ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ êîíñòàíò g, è åñëè ýòà òî÷êà áóäåò
ÿðêî âûðàæåíà � èçó÷èòü çàâèñèìîñòü å¼ ïîëîæåíèÿ îò g è ñðàâíèòü ñ
ôîðìóëîé (2.53). Ê ñîæàëåíèþ, î÷åâèäíûé êîëîññàëüíûé îáú¼ì äëÿ âû-
ïîëíåíèÿ ýòîé ïðîãðàììû íå âûãëÿäèò âûïîëíèìûì çà ðàçóìíîå âðåìÿ.

2 Îáðàòèìñÿ ê ÷àñòè äàííûõ ñ ìàëûìèK < 35. Çäåñü ìû ìîæåì íàáëþäàòü
ñëåäóþùèå âåùè:

• Â öåëîì çäåñü ìû íàáëþäàåì ñðàâíèòåëüíî ñëàáûå â ñìûñëå ìàñ-
øòàáà îòíîñèòåëüíûõ èçìåíåíèé çàâèñèìîñòè. Îäíàêî, îíè èìåþò
õîðîøî âûðàæåííûé âèä, ÷òî îòðàæåíî ñîîòâåòñòâóþùèìè àïïðîê-
ñèìàöèÿìè.

• Òî÷êà K = 35 õàðàêòåðèçóåò äëÿ îáîèõ çàâèñèìîñòüþ òî÷êó îêîí-
÷àíèÿ àñèìïòîòèêè: ãðàôèê äëÿ ñðåäíåãî èìååò â ýòîì ìåñòå òî÷êó
ïåðåãèáà, à ãðàôè òèïè÷íîãî � òî÷êó ìàêñèìóìà.

• Îòäåëüíî îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî âèä çàâèñèìîñòè äëÿ òèïè÷íîãî
óêàçûâàåò íà ïðèáëèæåíèå ê êðàþ ñïåêòðà, ò. å. ê îáëàñòè ïàðàìåò-
ðîâ, ãäå ôèçè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ íå ïðèñóòñòâóþò. Ê ñîæàëåíèþ, ýòó
ãèïîòåçó ïðèíöèïèàëüíî ïðîâåðèòü ñëîæíî, òàê êàê ïðè ôèçè÷åñêîì
îòñóòñòâèè ñîñòîÿíèé àëãîðèòì ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêè áóäåò äå-
ìîíñòðèðîâàòü ïîâåäåíèå âèäà ρ ∝ γ, ÷òî íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèÿ
íà åãî ðåàëüíóþ ðàçðåøàþùóþ ñïîñîáíîñòü.
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• Â êà÷åñòâå äîïîëíåíèÿ, íå îòðàæ¼ííîãî íà ïðèâåä¼ííûõ äàííûõ, îò-
ìåòèì, ÷òî äàííûå äëÿ K ≤ 6 ïîêàçûâàþò íàëè÷èå ñèëüíîé ÷óâ-
ñòâèòåëüíûõ ê çíà÷åíèþ γ,M . Ïðè ýòîì óæå òåïåðü íå íàâåðíÿêà
èìåþùåå êîíêðåòíûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë ¾ñðåäíåå¿ ïðîäîëæàåò ðàñ-
òè, à òèïè÷íîå � óìåíüøàòüñÿ. Çàòåì ïðè K = 4 õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ
ðåçêî ìåíÿåòñÿ, è óæå îáå õàðàêòåðèñòèêè ïåðåñòàþò äåìîíñòðèðî-
âàòü êàêèå-ëèáî ïðèçíàêè íàñûùåíèÿ ïî γ, ïðîäîëæàÿ óáûâàòü ïî
íèì, êîñâåííî óêàçûâàÿ íà îòñóòñòâèå ôèçè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé è ïåðå-
ñå÷åíèå êðàÿ ñïåêòðà.

3 Áîëüøèå çíà÷åíèÿK äîáàâëÿþò ê óæå ñêàçàííîìó ëèøü íàáîð êà÷åñòâåí-
íûõ, ìåñòàìè ãèïîòåòè÷åñêèõ ñâåäåíèé:

• Ó îáåèõ õàðàêòåðèñòèê çàâèñèìîñòè îò K ÿâëÿþòñÿ ýêñïîíåíöèàëü-
íûì, íàñêîëüêî ïîçâîëÿþò ñóäèòü äàííûå. Ê ñîæàëåíèþ, ïî èìåþ-
ùèìñÿ òð¼ì äîñòîâåðíûì òî÷êàì óñòàíîâèòü ýòî äîâîëüíî ïðîáëåìà-
òè÷íî.

• Âàæíûì íàáëþäåíèåì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îöåíêà (2.53) íà òî÷êó îêîí-
÷àíèÿ ôèçè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé K2 çàíèæåíà íå ìåíåå ÷åì 4 ðàçà.

• Ïðè K > 130 ó äàííûõ ïîÿâëÿåòñÿ âèäèìàÿ çàâèñèìîñòü îò γ è âîç-
ðàñòàþùàÿ ïîãðåøíîñòü, ñâèäåòåëüñòâóþùàÿ î ñêîðîì ïðîïàäàíèè
íàñûùåíèÿ òàêæå è ïî ðàçìåðó âûáîðêè M . Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî
çäåñü òîæå ïðîèñõîäèò ïðèáëèæåíèå ê êðàþ ñïåêòðà. Íî çäåñü ðàç-
ðåøèòü åãî ïðîáëåìàòè÷íî åù¼ è ïî ïðè÷èíå òîãî, ÷òî âðåìÿ ðàáîòû
àëãîðèòìà ëèíåéíûì îáðàçîì çàâèñèò îò ïàðàìåòðà K.

4.3.2 Ýìïèðè÷åñêàÿ ôàçîâàÿ äèàãðàììà

×òîáû êðàòêî ðåçþìèðîâàòü êà÷åñòâåííûå ñâåäåíèÿ, ïîëó÷åííûå èç ðåçóëü-
òàòîâ ÷èñëåííîãî ñ÷¼òà, ïðåäëàãàåòñÿ ôàçîâàÿ äèàãðàììà, èçîáðàæ¼ííàÿ íà
Ðèñ. 4.5. Äëÿ ñðàâíåíèÿ òàêæå ïðèâåäåíà äèàãðàììà, ïðåäñêàçàííàÿ â [7]. Ãëàâ-
íûì âûâîäîì, î÷åâèäíûì èñõîäÿ èç ýòîé äèàãðàììû, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ýòè ïðåä-
ñêàçàíèÿ ñîâåðøåííî íå ïîäòâåðäèëèñü. Äàëåå ìû ðàçáåð¼ìñÿ â ïðè÷èíàõ ýòèõ
ðàñõîæäåíèé.

4.4 Îñíîâíûå âûâîäû èç ðåçóëüòàòîâ

Ïîäâåä¼ì èòîãè óâèäåííîãî â äàííûõ ÷èñëåííîãî ñ÷¼òà: ïîïðîáóåì îáúÿñ-
íèòü ðàñõîæäåíèÿ ñ òåîðåòè÷åñêèìè ïðåäñêàçàíèÿìè è äàäèì èíòåðïðåòàöèþ
ðåçóëüòàòà â òåðìèíàõ èñõîäíîé çàäà÷è ïîèñêà íèçêîýíåðãåòè÷åñêèõ âîçáóæäå-
íèé.
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Ðèñ. 4.5: Ôàçîâàÿ äèàãðàììà íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ñ÷¼òà. Äëÿ
ñðàâíåíèÿ íàä íåé òàêæå ïðèâåäåíà îæèäàåìàÿ ôàçîâàÿ äèàãðàììà ïî ñòà-
òüå [7]. Íà äèàãðàììå ðàçíûì öâåòîì êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûå äèàïàçîíû çíà÷å-
íèé ïàðàìåòðîâ. Ãðàäèåíòíîé çàëèâêîé îáîçíà÷åíû íåòî÷íîñòè â ãðàíèöàõ çîí,
âûçâàííûå êîíå÷íîé ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòüþ ÷èñëåííîãî ñ÷¼òà. Íà ðèñóíêå
òàêæå îòìå÷åíû âñå õàðàêòåðíûå òî÷êè.

4.4.1 Âçãëÿä ñ òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷è Àíäåðñîíà

Ïðåæäå âñåãî, äàäèì òåîðåòè÷åñêèå ïîÿñíåíèÿ ðàçëè÷èé ìåæäó ðåàëüíîé
êàðòèíîé è ïðåäñêàçàíèÿìè ñòàòüÿ [7]. Îáúÿñíåíèå ìîæíî èçâëå÷ü èç ðàíåå
óïîìÿíóòîãî â ãë. 3 ñîâïàäåíèÿ óðàâíåíèé ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêè (3.15) c
òàêîâûìè äëÿ çàäà÷è ëîêàëèçàöèè Àíäåðñîíà íà ðåø¼òêå Áåòå ñ äèàãîíàëüíûì
áåñïîðÿäêîì K

g η
−1 íà óçëå â öåíòðå çîíû (äàëåå, ïðîñòî ¾çàäà÷è Àíäåðñîíà¿).

Àâòîðàìè ñòàòüè [7] òàêæå íåÿâíî áûëî èñïîëüçîâàíî ýòî ñîîòâåòñòâèå, íî òîëü-
êî â ïðèáëèæ¼ííîé ðåäàêöèè ò. í. Anderson's Upper Limit Condition [26], ÷òî è
ïðèâîäèò ê ðàñõîæäåíèÿ ñ ÷èñëåííûìè äàííûìè. Áîëåå äåòàëüíûå ðàññóæäå-
íèÿ ñëåäóþùèå:

• Ïîëîæåíèå òî÷êè ëîêàëèçàöèè K1 â ðàáîòå [7] íàõîäèëîñü èç ñëåäóþùåãî
óñëîâèÿ, ýêâèâàëåíòíîãî îöåíêå Anderson's Upper Limit:

exp {f(x)} ≡ K

1∫
0

dξ
[ g
K
η (ω|ξ)−1

]2x

= 1,
∂f

∂x
= 0 (4.1)

Ñ òî÷êè çðåíèÿ áóêâàëüíî çàäà÷è Àíäåðñîíà, ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ
ýêâèâàëåíòíî íàëè÷èþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ñî ñòåïåííûì
ïîâåäåíèåì ñ ïîêàçàòåëåì x + 1. Ïðèáëèæåíèå æå ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ïðè âûâîäå ïðîèñõîäèò ïðåíåáðåæåíèè ñòàòèñòèêîé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè
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ôóíêöèè Ãðèíà. Îäíàêî, áîëåå àêêóðàòíûé àíàëèç òî÷íîãî èíòåãðàëüíî-
ãî óðàâíåíèÿ, âîçíèêàþùåãî íà ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè, ïîçâîëÿåò ïî-
êàçàòü [26], ÷òî ñòðîãî â òî÷êå ïåðåõîäà âåëè÷èíà x âñåãäà ðàâíà êðè-

òè÷åñêîìó çíà÷åíèþ xc = 1/2. Ñ ó÷¼òîì ýòîé ïîïðàâêè, óðàâíåíèå äà¼ò
ïðàâèëüíûé îòâåò â ëèäèðóþùåì ïîðÿäêå ïî 1/K. Îäíàêî, ñ ýòîé òî÷-
íîñòüþ ïðè ïîäñòàíîâêå ïðàâèëüíîãî çíà÷åíèÿ x = 1/2 ñàì ïàðàìåòð K
èç óðàâíåíèÿ ïîëíîñòüþ èñ÷åçàåò, ÷òî îçíà÷àåò îòñóòñòâèå êàêîãî-ëèáî
ïåðåõîäà ïî ïàðàìåòðó K c òî÷íîñòüþ 1/K. Çàìåòèì, ÷òî îïèñàííàÿ ñî-
ãëàñíî [26] êàðòèíà ïîëíîñòüþ ïîäòâåðæäàåòñÿ ÷èñëåííûì ñ÷¼òîì, â òîì
÷èñëå êîëè÷åñòâåííî:

� ñîñòîÿíèÿ äåëîêàëèçîâàíû ïðè âñåõ K, ïðè êîòîðûõ îíè âîîáùå íà-
áëþäàþòñÿ.

� Îäíàêî, åñëè ïîäñòàâèòü â óðàâíåíèå (4.1) ïðàâèëüíîå çíà÷åíèå x =
1/2, òî ïðè ω = 0 ìû ïîëó÷èì áóêâàëüíî óðàâíåíèå ñàìîñîãëàñîâà-

íèÿ òåîðèè ÁÊØ (2.34), êîòîðîå â íàøåé ìîäåëè âñåãäà âûïîëíå-
íî. Ñëåäîâàòåëüíî, íàøà ìîäåëü âñåãäà íàõîäèòñÿ áëèçêî ê ïîðîãó
ëîêàëèçàöèè. Ýòî ïðåêðàñíî ñîãëàñóåòñÿ ñ íàáëþäàåìîé êàðòèíîé:
ìû âñåãäà íàáëþäàåì êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè ó
ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé è çíà÷èòåëüíîå îòëè÷èå ìåæäó
ñðåäíèì è òèïè÷íûì.

� Â ñâÿçè ñ ýòèì ôàêòîì òàêæå ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòü, ÷òî â îáëà-
ñòÿõ, êîòîðûå íå óäàëîñü ðàçðåøèòü ÷èñëåííûì ñ÷¼òîì, ñîñòîÿíèÿ
ëîêàëèçóþòñÿ ïåðåä òåì, êàê èñ÷åçíóòü. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå íå ëè-
øåíî ñìûñëà, òàê êàê ïðè íåíóëåâîì áåñïîðÿäêå â ñòàíäàðòíîé çàäà-
÷å Àíäåðñîíà íà äåðåâå ìåæäó êðàåì ñïåêòðà è òî÷êîé ëîêàëèçàöèè
åñòü îáëàñòü êîíå÷íîãî ðàçìåðà ïî ýíåðãèè ñ ëîêàëèçîâàííûìè ñî-
ñòîÿíèÿìè [23].

• Çíà÷åíèå òî÷êè èñ÷åçíîâåíèÿ ñîñòîÿíèé K2 ðàíåå íàõîäèëîñü ñ ïîìîùüþ
òîãî æå ïðèáëèæåííîãî óðàâíåíèÿ (4.1) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñîñòîÿíèÿ
ëîêàëèçîâàíû ïåðåä òåì, êàê ïðîïàäóò. Îäíàêî, êàê ìû óáåäèëèñü, ýòè
ïðåäïîñûëêè èçíà÷àëüíî íåâåðíû, à ïîòîìó ïîëîæåíèå êðàÿ ñïåêòðà äëÿ
äàííîé ìîäåëè òàêæå íàéäåíî íåâåðíî.

Ðàçâèòàÿ íà äàííûé ìîìåíò òåîðèÿ çàäà÷è Àíäåðñîíà ïîçâîëÿåò ñäåëàòü
åù¼ ðÿä êà÷åñòâåííûõ è êîëè÷åñòâåííûõ çàêëþ÷åíèé, âàæíûõ äëÿ ïîíèìàíèÿ
ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Äàëåå ìû áóäåì àêòèâíî îïèðàòüñÿ íà ñòàòüþ [23].

• Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðîãîñòüþ ìîæíî íàéòè òî÷íîå çíà÷åíèå êðàÿ íåïðå-
ðûâíîãî ñïåêòðà (òîãî, ÷òî äà¼ò êîíå÷íûé âêëàä â ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé â
òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå). Äàëåå ìû ïðèâåä¼ì ðàññóæäåíèÿ ôèçè÷å-
ñêîãî óðîâíÿ ñòðîãîñòè, êîòîðûå ìîãóò áûòü àêêóðàòíî äîêàçàíû. Êðàé
ñïåêòðà çàäà÷è Àíäåðñîíà îïðåäåëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ñëó÷àÿìè ¾ðå-
çîíàíñíîãî¿ ïîâåäåíèÿ áåñïîðÿäêà, êîãäà â îáðàçöå îáðàçóåòñÿ áîëüøàÿ
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îáëàñòü ñ îäèíàêîâûì çíà÷åíèåì ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, çàäàþùèõ áåñïîðÿ-
äîê. Òàêîé îáëàñòè ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå ýíåðãèè

E∗ = 2
√
K − K

g

1

ηmin
= 2
√
K − ∆K

g
(4.2)

ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå � ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííî çíà÷åíèå íåïðåðûâíîãî
ñïåêòðà îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ðåø¼òêå Áåòå, à âòîðîå ñëàãàåìîå � ìàêñè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå áåñïîðÿäêà. Íàñ èíòåðåñóåò ñîáñòâåííîå ÷èñëî E = 0, à
ïîòîìó êðàé ñïåêòðà îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì E∗ = 0, îòêóäà ïîëó÷àåì:

K∗ =

(
2g

∆

)2

= g2 exp

{
2

g

}
(4.3)

• Îäíàêî, ïðè èñïîëüçîâàííûõ â ÷èñëåííûõ ñèìóëÿöèÿõ çíà÷åíèÿõ g êðàé
ñïåêòðà íàõîäèòñÿ â òî÷êå K∗ ≈ 1.4 · 104. Âîçíèêàåò ðåçîííûé âîïðîñ:
ïî÷åìó æå ïîëó÷åííàÿ íàìè îöåíêà íà ïîëîæåíèå êðàÿ ñïåêòðà K ∼ 160
äàæå ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû íåâåðíà? Íà ñåé ðàç, ñòðîãîãî îòâåòà ó àâòîðà
äàííîé ðàáîòû íå èìååòñÿ, íî âîçìîæíî äàòü óáåäèòåëüíîå ïîëóêîëè÷å-
ñòâåííîå ðàññóæäåíèå: êàê óæå óïîìèíàëîñü, êðàé ñïåêòðà íàõîäèòñÿ â
òî÷êå (4.3) çà ñ÷¼ò îáëàñòåé, â êîòîðûõ âåëè÷èíû áåñïîðÿäêà âñå ïðèíÿëè
áëèçêèå çíà÷åíèÿ. Âêëàä â ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé, ñîîòâåòñòâóþùóþ òàêèì
îáëàñòÿì, ìîæíî îöåíèòü íà îñíîâå âåðîÿòíîñòè òàêîãî ñîâïàäåíèÿ çíà÷å-
íèé. Ñëåäóÿ ìåòîäèêå, ïðåäëîæåííîé â [23], äëÿ íàøåé ñèñòåìû ïîëó÷àåì,
÷òî çàâèñèìîñòè ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé îò ðàññòîÿíèÿ äî êðàÿ ñïåêòðà ïî
ýíåðãèè δE åñòü

ρ(δE) ∼ exp

{
−K + 1

K
KπK1/4/δE1/2

ln
1√

2∆δE

}
(4.4)

Äàëåå, ïîñêîëüêó â òåðìèíàõ çàäà÷è Àíäåðñîíà ìû èíòåðåñóåìñÿ ïëîòíî-
ñòüþ ñîñòîÿíèé íà ýíåðãèè E = 0, òî δE ≡ E∗ � íåêîòîðàÿ ïëàâíàÿ ôóíê-
öèÿ K. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ôóíêöèÿ (4.4) ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ðåçêîé, òàê ÷òî
ïðè ïðèáëèæåíèè ê êðàþ ñïåêòðà ýòà ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé î÷åíü áûñòðî
ïðèíèìàåò ìèêðîñêîïè÷åñêèå çíà÷åíèÿ. Íà ïðàêòèêå ïîëó÷åííàÿ âåëè-
÷èíà (4.4) ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé ñíèçó, â òî âðåìÿ êàê ðåàëüíàÿ ïëîòíîñòü
ñîñòîÿíèé îáåñïå÷èâàåòñÿ è äðóãèìè ìåõàíèçìàìè êðîìå âûøåîïèñàííîé
ñõåìû ¾ðåçîíàíñîâ¿. Ïîýòîìó â ìîìåíò, êîãäà âñå ïðî÷èå ìåõàíèçìû òå-
ðÿþò ñâîþ ýôôåêòèâíîñòü, ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ïðàêòè÷åñêè ìãíîâåííî
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ, íå îòëè÷èìûå îò íóëÿ íèêàêèìè ïðàêòè÷åñêèìè ìå-
òîäàìè, â òîì ÷èñëå è ÷èñëåííûìè. Èìåííî ýòîò ôàêò è îòðàæàåò íàé-
äåííàÿ íàìè òî÷êà K ∼ 160.

• Íàêîíåö, åù¼ îäíî âàæíîå ñëåäñòâèå ïðèâåä¼ííûõ ðàññóæäåíèé ñîñòîèò â
òîì, åñëè îïèñàííîå ïîâåäåíèå â äóõå óðàâíåíèÿ (4.4) äåéñòâèòåëüíî èìååò
ìåñòî, òî êðàé ñïåêòðà çàäà÷è íå èìååò íèêàêîãî ôèçè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ:
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åñëè èì çàäà¼òñÿ êàêàÿ-òî ðåàëüíàÿ ôèçèêà, òî ñòîëü ìàëàÿ ïëîòíîñòü ñî-
ñòîÿíèé íå îáíàðóæèìà íèêàêèìè äîñòóïíûìè ýêñïåðèìåíòàëüíûìè ìå-
òîäàìè.

4.4.2 Èíòåðïðåòàöèÿ â òåðìèíàõ èñõîäíîé çàäà÷è íèçêî-

ýíåðãåòè÷åñêèõ âîçáóæäåíèé

Íàêîíåö, äàäèì íåêîòîðûå êîììåíòàðèè ïî ïîâîäó çíà÷åíèÿ ïîëó÷åííûõ ðå-
çóëüòàòîâ äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è îïèñàíèÿ íèçêîýíåðãåòè÷åñêèõ âîçáóæäåíèé â
ñâåðõïðîâîäíèêå. Èçíà÷àëüíî îíà ñòàâèëàñü â òåðìèíàõ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ
íåêîòîðîãî, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëîêàëüíîãî îïåðàòîðà (2.46), ïîñëå ÷åãî áûëî ïî-
êàçàíî, ÷òî êîíå÷íàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé è ñâîéñòâà ëîêàëèçàöèè ñîáñòâåííûõ
ìîä â ýòîé çàäà÷å ñâÿçàíû íåêîòîðîé ãëàäêîé íåíóëåâîé ôóíêöèåé ñ òàêîâû-
ìè äëÿ ëîêàëüíîãî îïåðàòîðà (2.48) â ñîáñòâåííîì çíà÷åíèè 1. Íà îñíîâàíèè
ýòèõ ðàññóæäåíèé è ïîëó÷åííûõ íàìè ðåçóëüòàòîâ ìîæíî ñäåëàòü ãëàâíûå íà
äàííûé ìîìåíò âûâîäû ïî ïðîäåëàííîé ðàáîòå:

• ïîñêîëüêó ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ëîêàëüíîãî îïåðàòîðà âáëèçè êðàÿ ñïåê-
òðà âåä¼ò ñåáÿ íåãëàäêè îáðàçîì, òî òàêîãî æå íåàíàëèòè÷åñêîãî ïîâåäå-
íèÿ ñëåäóåò îæèäàòü è îò ïëîòíîñòè âîçáóæäåíèé. À çíà÷èò, è äëÿ èñ-
õîäíîãî îïåðàòîðà (2.46) âîïðîñ êðàÿ ñïåêòðà òàêæå íå èìååò ãëóáîêîãî
ñìûñëà, ïîñêîëüêó òàêàÿ íè÷òîæíàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé íå ìîæåò áûòü
îáíàðóæåíà íèêàêèìè ôèçè÷åñêèìè îïûòàìè.

• Ïîñêîëüêó ñâîéñòâà ëîêàëèçàöèè ó äâóõ çàäà÷ ñîâïàäàþò, à äëÿ ëîêàëü-
íîé çàäà÷è íàøè ðåçóëüòàòû ñîñòîÿò â òîì, ÷òî ìîäû âñ¼ âðåìÿ äåëîêà-
ëèçîâàíû, òî òîæå ñàìîå âåðíî è äëÿ âîçáóæäåíèé â ðàìêàõ èçó÷àåìîé
ìîäåëè. Â ÷àñòíîñòè, ðåçóëüòàòû ïîòåíöèàëüíî îçíà÷àþò äèññèïàòèâíîå
ïîâåäåíèå âî âñåé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, ÷òî óæå ïðÿìî ïðîòèâîðå÷èò ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíîé êàðòèíå.

Ðåçþìèðóÿ, ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü íå îòîáðàæàåò ðåàëüíîé ôèçèêè íèçêîýíåð-

ãåòè÷åñêèõ âîçáóæäåíèé. Óêàæåì íåñêîëüêî âîçìîæíûõ ïðè÷èí è ñëåäóþùèå
èç íèõ ïóòè óëó÷øåíèÿ ïîñòðîåííîé ìîäåëè.

• Ãëàâíîé ïðè÷èíîé àâòîð ðàáîòû ñ÷èòàåò ïðèáëèæåíèå, ñâÿçàííîå ñ èã-
íîðèðîâàíèåì ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ïî óçëàì ñèñòåìû. Êàê
ìû âèäåëè â îáñóæäåíèè ïîëó÷åííûõ çàâèñèìîñòåé, ëîêàëèçàöèÿ â äàííîé
çàäà÷å íå íàñòóïàåò ñ òî÷íîñòüþ 1/K. Åäèíñòâåííûì ýôôåêòîì ïîðÿäêà
1/K, êîòîðûé áûë âûêèíóò ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè, ÿâëÿþòñÿ îòêëîíåíèÿ
ïàðàìåòðà ïîðÿäêà îò ñâîåãî ñðåäíåïîëåâîãî çíà÷åíèÿ (2.35). Íàïîìíèì
òàêæå, ÷òî ýòî ïðèáëèæåíèè ëèøàåò ëîêàëüíûé îïåðàòîð (2.48) ñîáñòâåí-
íîãî ñîñòîÿíèÿ ñ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì 1, ÿâëÿþùåãîñÿ Ãîëäñòîóíîâñêèì
âîçáóæäåíèåì íàðóøåííîé ôàçîâîé U(1)-ñèììåòðèè.
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• Äàëåå, âàæíî óïîìÿíóòü, ÷òî ñòðîãî ãîâîðÿ, â ãë. 2 áûë óñòàíîâëåí ëèøü
ôàêò ñîâïàäåíèÿ ïîëîæåíèÿ õàðàêòåðíûõ òî÷åê îáåèõ ìîäåëåé. Ïðè ýòîì
íèêàêèõ óòâåðæäåíèé êàñàòåëüíî êîëè÷åñòâåííîé ñâÿçè ïëîòíîñòè ñîñòî-
ÿíèé â äâóõ ìîäåëÿõ íå äåëàëîñü. Ïîýòîìó â îáùåì ñëó÷àå íåîáõîäèìî
òàêæå èññëåäîâàòü, êàê ñâÿçàíû êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè äâóõ ìî-
äåëåé.û

4.4.3 Ïëàíû äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé

Êàê ñëåäóåò èç îáñóæäåíèÿ âûøå, äàëüíåéøåå íàïðàâëåíèå ðàçâèòèÿ ïî-
ñòðîåííîé ìîäåëè ñëåäóþùåå:

• èçó÷èòü áîëåå ïîäðîáíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñàìîñîãëàñîâàíèÿ (2.33) â ñëå-
äóþùåì ïîðÿäêå ïî 1/K è, â ÷àñòíîñòè, èññëåäîâàòü âîçíèêàþùåå ñî-
âîêóïíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîëåé ηi, â êîòîðûå âõîäèò çíà÷åíèå ïàðàìåòðà
ïîðÿäêà íà óçëå, òåì ñàìûì äåëàÿ âåëè÷èíû ηi òàêæå êîððåëèðîâàííûìè.

• Ïî èòîãàì èññëåäîâàíèÿ ñòðóêòóðû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñàìîñîãëàñîâà-
íèÿ íåîáõîäèìî ïîñòàâèòü çàäà÷ó, ó÷èòûâàþùóþ íàéäåííûå êîððåëÿöèè
è ïðèãîäíóþ äëÿ ÷èñëåííîãî è/èëè àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ.

• Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âïîëíå âåðîÿòíî, ïîòðåáóåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ ñóùåñòâó-
þùåé ÷èñëåííîé ïðîöåäóðû, ó÷èòûâàþùàÿ êîððåëÿöèè íà óçëàõ. Â ÷àñò-
íîñòè, ìåòîä ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêè â èñõîäíîé ðåäàêöèè íå ïðèñïî-
ñîáëåí ê èññëåäîâàíèþ êîððåëèðîâàííîãî áåñïîðÿäêà.

• Îòäåëüíûì ïóíêòîì ìîæíî óïîìÿíóòü èññëåäîâàíèÿ ñòåïåíè êîëè÷åñòâåí-
íîé ñõîæåñòè ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ äëÿ îïåðàòîðîâ (2.46) è ó÷èòûâàþùåãî
êîððåëÿöèè âàðèàíòà îïåðàòîðà (2.48), òàê êàê íà äàííûé ìîìåíò ïðîäå-
ìîíñòðèðîâàíà ëèøü ñîîòâåòñòâèå èõ êà÷åñòâåííîãî ïîâåäåíèÿ.
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Ãëàâà 5

Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíà îáùàÿ òåîðèÿ îïèñàíèÿ ìèêðîñêîïè÷åñêè íåîä-
íîðîäíûõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ âáëèçè ïåðåõîäà ¾ñâåðõïðîâîäíèê-èçîëÿòîð¿, è íà
îñíîâå ïðåäñòàâëåííîãî ôîðìàëèçìà ïðèâåä¼í ïîäõîä ê îïèñàíèþ íèçêîýíåðãå-
òè÷åñêèõ êîëëåêòèâíûõ âîçáóæäåíèé â ðàññìàòðèâàåìîì êëàññå ñèñòåì.

Ìîòèâàöèåé èññëåäîâàíèÿ âûñòóïèëè ìíîãî÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå
äàííûå îïòè÷åñêîé ñïåêòðîñêîïèè, ñâèäåòåëüñòâóþùèå î íàëè÷èè â ãðÿçíûõ
ñâåðõïðîâîäíèêàõ êîëëåêòèâíûõ âîçáóæäåíèé ñ ýíåðãèåé ìåíüøå øèðèíû ñâåðõ-
ïðîâîäÿùåé ùåëè.

Â ãë. 2 ðàáîòû ïðèâîäèòñÿ ïîäðîáíûé îáçîð óæå èìåþùèõñÿ ôåíîìåíîëî-
ãè÷åñêèõ, ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è òåîðåòè÷åñêèõ ñâåäåíèé, ñóùåñòâåííûõ äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ îáùåé ìîäåëè ñâåðõïðîâîäíèêîâ âáëèçè ïåðåõîäà ¾ñâåðõïðîâîäíèê-
èçîëÿòîð¿. Äàëåå íà îñíîâå ðàçâèòîãî ôîðìàëèçìà ñòðîèòñÿ æåëàåìàÿ ìîäåëü
íèçêîýíåðãåòè÷åñêèõ âîçáóæäåíèé è îáñóæäàþòñÿ àñïåêòû å¼ ïðèìåíèìîñòè.

• Ðîëü öåíòðàëüíîãî îáúåêòà â ýòîì îïèñàíèè èãðàåò ïñåâäîñïèíîâûé ãà-
ìèëüòîíèàí (2.4), îïèñûâàþùèé ìíîãî÷àñòè÷íóþ êâàíòîâóþ ìåõàíèêó ïðå-
ôîðìèðîâàííûõ ýëåêòðîííûõ ïàð. Â ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòè ïðèâîäèòñÿ
ïîëíàÿ ôåíîìåíîëîãè÷åñêàÿ áàçà, ïðèâîäÿùàÿ ê äàííîé ìîäåëè. Êëþ÷å-
âûìè ôåíîìåíàìè, ïîçâîëÿþùèìè ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó òàêè îáðàçîì,
ÿâëÿþòñÿ êîìáèíàöèÿ ýôôåêòîâ ëîêàëèçàöèè îäíî÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé
çà ñ÷¼ò ñèëüíîãî áåñïîðÿäêà è ôåíîìåí ïðåôîðìèðîâàíèÿ ýëåêòðîííûõ
ïàð, ñâîäÿùèé äèíàìèêó ñèñòåìû â ðåëåâàíòíîì äèàïàçîíå ýíåðãèé ê
òóííåëèðîâàíèþ ýëåêòðîííûõ ïàð. Ôîðìóëèðîâêà ìîäåëè òàêæå òðåáóåò
ïðèíÿòü ðÿä ÷èñòî êà÷åñòâåííûõ óïðîùåíèé, ïðèçâàííûõ ìàêñèìàëüíî
óïðîñòèòü âûçâàííóþ ýôôåêòàìè ëîêàëèçàöèè ñëîæíóþ ñòðóêòóðó îäíî-
÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé è èõ ïåðåêðûòèé.

• Ñ ïîìîùüþ ñåìèîííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Ïîïîâà-Ôåäîòîâà è ìåòîäîâ ôóíê-
öèîíàëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïðèâîäèòñÿ âûâîä îñíîâíûõ óðàâíåíèé ñâåðõ-
ïðîâîäèìîñòè � óðàâíåíèÿ ñàìîñîãëàñîâàíèÿ (2.33) è îïåðàòîðà, îïðå-
äåëÿþùåãî êâàäðàòè÷íóþ ÷àñòü ôóíêöèîíàëà Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó (2.45).
Ñóùåñòâåííûì ïëþñîì èñïîëüçóåìîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ èìåþùàÿñÿ âîç-
ìîæíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíî âûÿñíÿòü ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè ñòàíäàðò-
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íîãî ñðåäíåïîëåâîãî ôîðìàëèçìà íà îñíîâå íåñêîëüêèõ âàðèàíòîâ äèà-
ãðàììíîé òåõíèêè.

• Â òåðìèíàõ êâàäðàòè÷íîé ÷àñòè ôóíêöèîíàëà Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó ñôîðìó-
ëèðîâàíà çàäà÷à, îïèñûâàþùàÿ íèçêîýíåðãåòè÷åñêèå âîçáóæäåíèÿ â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé ñèñòåìå.

• Ñäåëàíî êëþ÷åâîå ïðåäïîëîæåíèå î íåðåëåâàíòíîñòè îòêëîíåíèÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà îò ñâîåãî ñðåäíåïîëåâîãî ïðåäåëà, êîòîðîå
ïîçâîëÿåò ñâåñòè çàäà÷ó ê èçó÷åíèþ óñòðîéñòâà ñïåêòðà ëîêàëüíîãî îïå-
ðàòîðà (2.48). Ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî èñïîëüçîâàííîå ïðèáëèæå-
íèå ëèøàåò ñèñòåìó âîçáóæäåíèÿ Ãîëäñòîóíà, ÿâëÿþùåãîñÿ ñëåäñòâèåì
íàðóøåíèÿ U(1)-ñèììåòðèè.

Â ãë. 3 îïèñûâàåòñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêè, ïðèãîäíûé
äëÿ èçó÷åíèÿ øèðîêîãî êëàññà çàäà÷ ëîêàëèçàöèè.

• Îïèñàíû òåîðåòè÷åñêèå àñïåêòû óñòðîéñòâà áîëüøèõ K-ðåãóëÿðíûõ ãðà-
ôîâ, ñâÿçûâàþùèå èõ ëîêàëüíûå ñâîéñòâà ñî ñâîéñòâàìè ýòèõ âåëè÷èí íà
ðåø¼òêå Áåòå.

• Â òåðìèíàõ ïðîèçâîäÿùåãî ôóíêöèîíàëà ïðåäñòàâëåí âûâîä ìåòîäà ïî-
ïóëÿöèîííîé äèíàìèêè. Óñòàíîâëåíî, ÷òî äàííûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ýêâè-
âàëåíòíîì çàìêíóòîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ íà ðàñïðåäåëåíèå äèàãî-
íàëüíûõ ýëåìåíòîâ ôóíêöèè Ãðèíà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà íà ãðàôå.

• Îáñóæä¼í ïðàâèëüíûé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñïåêòðàëü-
íûõ õàðàêòåðèñòèê èìåííî çàäà÷è íà K-ðåãóëÿðíîì ãðàôå. Ïîðÿäîê ïðå-
äåëîâ îïðåäåëÿåòñÿ îòñóòñòâèåì ó ðåãóëÿðíîãî ãðàôà ãðàíèöû è âûòåêà-
þùèìè èç ýòîãî óñëîâèÿìè ñàìîñîãëàñîâàíèÿ.

• Ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî èññëåäóåìàÿ çàäà÷à áëàãîäàðÿ êîíêðåòíîé ñòðóê-
òóðå áåñïîðÿäêà â ðàìêàõ èñïîëüçóåìûõ ïðèáëèæåíèé ýêâèâàëåíòíà õî-
ðîøî èçó÷åííîé çàäà÷å ëîêàëèçàöèè Àíäåðñîíà.

• Â ðàáîòå òàêæå ïîäðîáíî îáñóæäåíû îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ àëãîðèòìà
ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêè ïðèìåíèòåëüíî ê êîíêðåòíîé çàäà÷å. Â ÷àñòíî-
ñòè, îòìå÷åíî âëèÿíèå âíóòðåííèõ ïàðàìåòðîâ àëãîðèòìà, îïðåäåëÿþùåå
ãðàíèöû ÷èñëåííîé ïðèìåíèìîñòè âñåãî ìåòîäà.

Íàêîíåö, â ãë. 4 ïðèâåäåíà ñâîäêà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî èñ-
ñëåäîâàíèÿ çàäà÷è, ïðèâåäåíî ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ è íàìå-
÷åí ïëàí äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.

• Â ðàìêàõ ïðîâåä¼ííîãî èññëåäîâàíèÿ ìîäåëü äåìîíñòðèðóåò íàëè÷èå äå-
ëîêàëèçîâàííûõ âîçáóæäåíèé âî âñ¼ì äèàïàçîíå ïàðàìåòðîâ. Ñóùåñòâåí-
íî, ÷òî ýòîò ôàêò ðàñõîäèòñÿ ñ óòâåðæäåíèÿìè â ðàáîòå [7], ïðåäñêàçû-
âàâøèìè ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷êè ëîêàëèçàöèè ñîñòîÿíèé. Ðàñõîæäåíèÿ îáú-
ÿñíÿþòñÿ ñ ïðèâëå÷åíèåì çàäà÷è Àíäåðñîíà, à èìåííî, íåêîððåêòíî èñ-
ïîëüçîâàííûì ïðèáëèæåíèåì Anderson's Upper Limit.
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• Ïîëó÷åííîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé äåìîíñòðèðóåò ñòåïåííîé
õâîñò â øèðîêèõ ïðåäåëàõ ñ õàðàêòåðíûõ ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè 3/2. Äàí-
íîå ïîâåäåíèå ïðèâîäèò òàêæå ê îòëè÷èþ ñðåäíåé è òèïè÷íîé ïëîòíîñòè
íà òðè ïîðÿäêà. Ðåçóëüòàò íàõîäèòñÿ â ïîëíîì ñîãëàñèè ñ òåîðèè ëîêàëè-
çàöèè Àíäåðñîíà, òàê êàê ïðè óêàçàííîì âûáîðå ïàðàìåòðîâ ìîäåëü âñ¼
âðåìÿ íàõîäèòñÿ âáëèçè òî÷êè ïåðåõîäà c äåëîêàëèçîâàííîé ñòîðîíû.

• Èçó÷åíû çàâèñèìîñòè õàðàêòåðèñòèê ðàñïðåäåëåíèÿ îò ÷èñëà âåòâëåíèÿ
ãðàôàK, íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ ïîñòðîåíà ôàçîâàÿ äèàãðàììà íà Ðèñ.
4.5. Îñíîâíûìè îñîáåííîñòÿìè ÿâëÿåòñÿ âèäèìîå èñ÷åçíîâåíèå ñîñòîÿíèé
ïðè î÷åíü ìàëûõK ≤ 6 è î÷åíü áîëüøèõK & 160 çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà, à
òàêæå ÿâíî ïðèñóòñòâèå òî÷êè ñìåíû àñèìïòîòèê K = 35, ñòåïåíü ôèçè-
÷åñêîé çíà÷èìîñòè êîòîðîé îñòàëîñü íåâûÿñíåííîé. Ïîâåäåíèå ìîäåëè íà
áîëüøèõ K ñíîâà ðàñõîäèòñÿ ñ ïðåäñêàçàíèÿìè ñòàòüè [7]. Ïðè÷èíîé ðàñ-
õîæäåíèé ÿâëÿåòñÿ óæå óïîìÿíóòîå ïðèáëèæåíèå Anderson's Upper Limit,
ïðèâ¼äøåå ê íåâåðíîìó ïðåäïîëîæåíèþ îá óñòðîéñòâå ñîñòîÿíèé ïåðåä
èñ÷åçíîâåíèåì.

• Ïðîâåäåíà ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãàÿ îöåíêà òî÷íîãî ïîëîæåíèÿ êðàÿ ñïåê-
òðà äëÿ äàííîé çàäà÷è. Îäíàêî, ÷èñëåííî çíà÷åíèå îêàçûâàåòñÿ íà äâà ïî-
ðÿäêà ïîëó÷åííîãî ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. Ðàñõîæäåíèå îáúÿñíÿåòñÿ êî-
íå÷íîé ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòüþ è ìåòîäà è, ÷òî áîëåå âàæíî, î÷åíü
ðåçêèì íåàíàëèòè÷åñêèì óáûâàíèåì ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ïðè ïðèáëèæå-
íèè ê êðàþ ñïåêòðà.

• Â òåðìèíàõ èñõîäíîé çàäà÷è íèçêîýíåðãåòè÷åñêèõ âîçáóæäåíèé ïîëó÷åí-
íûå ðåçóëüòàòû îçíà÷àþò íåñîñòîÿòåëüíîñòü èçó÷àåìîé ìîäåëè, à çíà-
÷èò, ñäåëàííûõ ïðè å¼ ïîëó÷åíèè äîïóùåíèé. Êëþ÷åâûì ïðåäïîëîæåíè-
åì, ïðèâîäÿùèì ê íåñîñòîÿòåëüíûì ðåçóëüòàòàì, ïðèçíàíî ïðåíåáðåæå-
íèå ðàñïðåäåëåíèåì è êîððåëÿöèÿìè ïàðàìåòðà ïîðÿäêà íà ðàçëè÷íûõ
óçëàõ.

• Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ äàííûõ ïîñòðîåíû äàëüíåéøèå ïëàíû èññëåäîâà-
íèé. Îñíîâíûì íàïðàâëåíèåì äåÿòåëüíîñòè âûäåëÿåòñÿ áîëåå òùàòåëü-
íîå èçó÷åíèÿ óñòðîéñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà è ñâÿçàííûå
ñ ýòèì ìîäèôèêàöèè ìîäåëè.

Àâòîð äàííîé ðàáîòû âûðàæàåò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü ñâîèì íàó÷íûì
ðóêîâîäèòåëÿì Ìèõàèëó Âèêòîðîâè÷ó Ôåéãåëüìàíó çà ìíîãî÷èñëåííûå è â
âûñøåé ñòåïåíè èíôîðìàòèâíûå îáñóæäåíèÿ äàííîé çàäà÷è è Êîíñòàíòèíó
Ñåðãååâè÷ó Òèõîíîâó çà íåîöåíèìóþ ïîìîùü â îñâîåíèè âñåõ òåõíè÷åñêèõ àñ-
ïåêòîâ òåîðåòè÷åñêîé è ÷èñëåííîé ÷àñòè äàííîãî èññëåäîâàíèÿ.
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