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Аннотация

Рассматриваются краевые состояния электронов в топологиче-
ском изоляторе возмущеные магнитной примесью, которая учитывается
как неизотропное спин-орбитальное взаимодействие. Вычисляется коре-
лятор тока(шум) создаваемый благодаря рассеянью назад на примесях.
Приведины упрощенные выражения для шума при различных предель-
ных случаях. Исходя из вида корелятора определяется время Корринги
(характерное время корреляций).
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1 Введение
Твердые тела, обладающие нетривиальным топологическим поряд-

ком, и конкретно топологические изоляторы стали предметом присталь-
ных исследований в последние годы [1,2].

В данной работе будет рассматриваться двумерный топологический
изолятор, в котором электроны представлены парами бесщелевых Ди-
раковских состояний, локализованных вблизи края образца. Благодаря
сильной спин-орбитальной связи, краевые состояния, распространяющи-
еся вдоль границы в разных направлениях, обладают противополож-
ными проекциями спина на нормаль к плоскости топологического изо-
лятора. Вследстивие связи спина с направлением движения невозмож-
но упругое рассеяние краевых состояний на возмущении, не нарушаю-
щем симметрию обращения времени(например потенциальные), а значит
немагнитные примеси не оказывают существенного влияния на транс-
порт электрического тока вдоль края. Поэтому проводимость топологи-
ческого изолятора должна иметь идеальное баллистическое значение(G =
I/V = e2/h).

Однако, эксперименты, проведенные на образцах с размером больше
одного микрометра, приводят к большим значениям сопротивления [3].
В связи с этим, имеется интерес к исследованию возможных механиз-
мов рассеяния в краевом канале. Одним из типов возмущений, которые
могут приводить к рассеянию краевых состояний с переворотом спина,
являются классические магнитные примеси, которые нарушают симмет-
рию обращения времени (квантовые магнитные примеси не нарушают
симметрию обращения времени, но все равно их влияние оказывается
больше потенциальных).

1.1 Постановка задачи
В этой работе был исследован ток и шум вклада в ток от обратных

рассеяний на магнитных примесях в двумерных топологических изоля-
торах без ограничений на вид матрицы обменного взаимодействия, в от-
личии от [4], [5]. В [6] был исследован ток и шум только на нулевой ча-
стоте, однако подход теории возмущения по вкладу в гамильтониан без
средне-полевого значения оказался подходящим для этой задачи. Таким
образом, в данной работе получены более обобщенные результаты по
шуму в двумерном топологическом изоляторе, по сравнению с научной
литературой [4], [5].

Проделанная работа может быть интересна также тем, что внешнее
поле в некоторых случаях может быть достаточным, чтобы появлялись
резонансы по частоте в шуме, аналогичные парамагнитным резонансам
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при действии магнитным полем. Дело в том, что обратное время Кор-
ринги (время релаксации корреляций), которое будет обсуждено в главе
3.4, в таких резонансах играет роль ширины данных резонансов.

1.2 Модель
Для краевых состояний, взаимодействующих с магнитной примесью, мож-
но написать эффективный гамильтониан [6]:

Hedge = He
edge +He−i

edge, He
edge = −vkyσz, He−i

edge =
1

2ν
JijSiσjδ(y − y0).

(1.1)
Где σx, σy и σz матрицы Паули, k -импульс электрона, ν - плотность

состояния, Si спин примеси, и y0 задает расположение примеси, а сами
гамильтонианы записаны в псевдоспиновом пространстве состояний.

Из-за особенностей краевых состояний электронов ток заряда, проте-
кающий вдоль спирального края, всегда сопровождается спиновой поля-
ризацией края, как видно из (1.1). Это соображение позволяет связать
ток обратного рассеяния со скоростью изменения z-проекции полного
спина электрона на крае. Для этого запишем полную проекцию спина:

Σz =
1

2

∫
dyψ†(y)σyψ(y). (1.2)

Исходя из сказанного выше, рассеиваясь назад электрон меняет Σz

на единицу, поэтому вклад обратного рассеивания в ток выражается [6]
(здесь и далее e = −1,h = 1):

∆I =
dΣz

dt
. (1.3)

Введем также число электронов, которые рассеялись обратно за вре-
мя t(где гамильтониан взят из (1.1)):

∆N(t) = Σz(t)− Σz(0), Σz(t) = eiHtΣze
−iHt. (1.4)

Чтобы вычислить кумулянты ∆N(t), введем производящую функ-
цию G(λ, t) [7]:

〈〈∆Nn(t)〉〉 = 〈〈[Σz(t)− Σz(0)]n〉〉 = (−i)n(∂/∂λ)nG(λ, t) (1.5)

G(λ, t) = lnTr
[
eiλΣz(t)e−iλΣz(0)ρst

]
. (1.6)

Где ρst опредяется по Гиббсу. Это определение производящей функ-
ции можно переписать через ρλ(t):

G(λ, t) = ln ρλ(t). (1.7)
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А для ρλ(t) можно написать уравнение:

dρλ(t)

dt
= −iHλρλ + iρλH−λ, Hλ = ei

λ
2 ΣzHe−i

λ
2 Σz , ρλ(0) = ρst. (1.8)

Можно рассчитать средне-полевое значение гамильтониана при внеш-
нем напряжении V :

Hmf
e−i = 〈He−i〉0 = 〈JijSiŝj(0)/ν〉 = JizV Si/2 (1.9)

Так как 〈sj〉0 = Tre (ρ(0)ŝj(0)) = νV δjz/2.Далее используя теорию
возмущения по тому, что осталось (учитываем, что J � 1):

He−i −Hmf
e−i = JijSi

(
ŝj(0)− 〈sj〉0

)
/ν (1.10)

Получаем следующее уравнение для компонент разложения редуциро-
ванной ρλ(t)Ы для случая спина 1/2 [8]:

dρλk
dt

= Mλ
kpρλp, ρλS(t) = ρλkSk, k = 0, 1, 2, 3. (1.11)

Матрица Mλ
kp записывается так:

Mλ
kp =

(
−πV

8 gT
λ
2 iπV16 χnT

λ
1 tan λ

2

λ

−iπV4 χmT
λ
2 cot λ2 −

πT
2 Γmn − πV

4 QmnT
λ
2

)
(1.12)

Где с помощью безразмерной обменной матрицы Jmn записываются
те обозначения, которые приняты в формуле 1.12:

T λ1 = 2 cos
λ

2

(
coth

V

2T
cos

λ

2
− i sin

λ

2

)
, T λ2 = 2 sin

λ

2

(
coth

V

2T
sin

λ

2
+ i cos

λ

2

)
.

(1.13)

Γkr =
1

πT

(
Tr(η)δkr −

ηkr + ηrk
2

+ V Jizεikr

)
, χr = 2εrijJixJjy, g = Kxx+Kyy.

(1.14)

Qmn = JmxJnx + JmxJnx −
g

2
δmn. (1.15)

K = JJT , ηij =
(
JΠ(0)JT

)
ij
, Π(0) = πT

 V
2T coth V

2T −i V2T 0
i V2T

V
2T coth V

2T 0
0 0 1

 .

(1.16)
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1.3 План работы
1)Необходимо решить уравнение (1.11) теорией возмущения по λ с точ-
ностью до λ2.
2) Исходя из этого найти производящую функцию с точностью до λ2.
3) Воспользоваться формулой, которая связывает шум и производящую
функцию [9,10]:

SII = ω

∫ +∞

0

dt sin(ωt)
d

dt

[
d2G(λ, t)

d(iλ)2

]
λ=0

(1.17)

4)Проанализировать для различных случаев получившийся шум.
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2 Теория возмущения по λ

Так как производящая функция определяется следующим образом:

G(λ, t) = lnTr ρλS(t) (2.1)

Тогда в представлении ρλ в виде вектора можно переписать это опреде-
ление:

G(λ, t) = ln(2
(
1 0 0 0

)
ρλ) (2.2)

А динамика ρλ описывается следующим уравнением:

ρ̇λ = Mλρλ (2.3)

Где Mλ раскладывается по степеням:

Mλ = M0 + λM1 + λ2M2 + ... = M0 + V (2.4)

раскладывая по степеням Mλ получаем:

M0 =

(
0

−→
0

πV
2
−→χ −πT

2 Γ̂

)
(2.5)

M1 = −iπV
8

(
g −1

2 coth
(
V
2T

)−→χ
2 coth

(
V
2T

)−→χ 2Q̂

)
(2.6)

M2 = −πV
16

(
g coth

(
V
2T

)
−1

2
−→χ

8−→χ 2 coth
(
V
2T

)
Q̂

)
(2.7)

Также можно записать уравнение опредляющее стационарное состояние
ρst:

M0ρst =
−→
0 (2.8)

Исходя из вида M0 и из условия G(0, t) = 0 получаем:

ρst =
1

2

(
1

V
T Γ̂−1−→χ

)
(2.9)

Из конкретного вида M0 ясно, что:(
1 0 0 0

)
M0 =

−→
0 (2.10)

Найдем решение для λ = 0, то есть в нулевом порядке по λ:

ρ̇0 = M0ρ0 (2.11)

Тогда решение в нулевом порядке будет выглядеть:

ρ0 = eM0tρst (2.12)
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Поэтому, решая в общем случае, нужно сделать следующую замену:

ρλ = eM0tρ̃λ (2.13)

Тогда можно написать уравнение на ρ̃λ:

˙̃ρλ = e−M0tV eM0tρ̃λ = V (t)ρ̃λ (2.14)

Будем раскладывать возмущение, записанное в представлении Гейзен-
берга, до второй степени:

V (t) = e−M0tV eM0t = λV1(t) + λ2V2(t) + ... (2.15)

И искать решение также с точностью до второй степени:

˙̃ρλ = (λV1 + λ2V2 + ...)ρ̃λ (2.16)

ρ̃λ = ρ̃
(0)
λ + λρ̃

(1)
λ + λ2ρ̃

(2)
λ + ... (2.17)

Мы уже выяснили, каким получается нулевой порядок ρ̃λ, теперь, под-
ставляя (2.17) в (2.16), получаем уравнения на все оставшиеся нужные
нам поправки:

ρ̃
(0)
λ = ρst (2.18)

˙̃ρ
(1)

λ = V1(t)ρst (2.19)

˙̃ρ
(2)

λ = V1(t)ρ̃
(1)
λ + V2(t)ρst (2.20)

так как
(
1 0 0 0

)
M0 =

−→
0 то

(
1 0 0 0

)
eM0t =

(
1 0 0 0

)
), а значит:

G(λ, t) = ln(2
(
1 0 0 0

)
ρλ) = ln(2

(
1 0 0 0

)
ρ̃λ) (2.21)

Выясним, как выражается производящая функция через поправки ρ̃λ:

G(λ, t) = ln(2
(
1 0 0 0

)
ρ̃λ) = ln

[
2
(
1 0 0 0

) (
ρ̃

(0)
λ + λρ̃

(1)
λ + λ2ρ̃

(2)
λ + ...

)]
=

= ln
[
1 + 2λ

(
1 0 0 0

)
ρ̃

(1)
λ + 2λ2

(
1 0 0 0

)
ρ̃

(2)
λ +O

(
λ3
)]

=

= 2λ
(
1 0 0 0

)
ρ̃

(1)
λ + 2λ2

(
1 0 0 0

)
ρ̃

(2)
λ −

− λ2

2

(
2
(
1 0 0 0

)
ρ̃

(1)
λ

)2

+O
(
λ3
)

(2.22)
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2.1 Первый порядок по λ

Первую поправку можно вычислить, зная собственный ρst:(
1 0 0 0

)
˙̃ρ

(1)

λ =
(
1 0 0 0

)
V1(t)ρst =

=
(
1 0 0 0

)
e−M0tM1e

M0tρst =
(
1 0 0 0

)
M1ρst (2.23)

2
(
1 0 0 0

)
˙̃ρ

(1)

λ = −iπV
8

(
g −1

2 coth
(
V
2T

)−→χ )( 1
V
T Γ̂−1−→χ

)
=

= −iπV
8

(
g − V

2T
coth

(
V

2T

)
−→χ Γ̂−1−→χ

)
(2.24)

Уравнение для всех компонент ˙̃ρ
(1)

λ можно упростить за счёт того, что
ρst является собственным для M0:

˙̃ρ
(1)

λ = V1(t)ρst = e−M0tM1e
M0tρst = e−M0tM1ρst (2.25)

2.2 Второй порядок по λ

Запишем уравнения динамики на 2
(
1 0 0 0

)
ρ̃

(2)
λ :

2
(
1 0 0 0

)
˙̃ρ

(2)

λ = 2
(
1 0 0 0

)
M1e

M0t

∫ t

0

e−M0tdtM1ρst+2
(
1 0 0 0

)
M2ρst

(2.26)

И выразим через нее проекцию ρ̃
(2)
λ (вывод приведён в приложении

А) :

2
(
1 0 0 0

)
ρ̃

(2)
λ =

(
−iπV

8

)2(
g − V

2T
coth

(
V

2T

)
−→χ Γ̂−1−→χ

)2
t2

2
+

+

(
−iπV

8

)2(
g − V

2T
coth

(
V

2T

)
−→χ Γ̂−1−→χ

)
V

2T
coth

(
V

2T

)
−→χ D̂Γ̂−1−→χ−

−
(
−iπV

8

)2 [
coth2

(
V

2T

)
−→χ D̂−→χ +

V

T
coth

(
V

2T

)
−→χ D̂Q̂Γ̂−1−→χ

]
−

− πV

16

(
g coth

(
V

2T

)
− V

2T
−→χ Γ̂−1−→χ

)
t (2.27)

Таким образом, производящую функцию с точностью до λ2 можно
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выразить следующим образом:

G(λ, t) = −iπV
8

(
g − V

2T
coth

(
V

2T

)
−→χ Γ̂−1−→χ

)
tλ+

+

(
−iπV

8

)2(
g − V

2T
coth

(
V

2T

)
−→χ Γ̂−1−→χ

)
V

2T
coth

(
V

2T

)
−→χ D̂Γ̂−1−→χ λ2−

−
(
−iπV

8

)2 [
coth2

(
V

2T

)
−→χ D̂−→χ +

V

T
coth

(
V

2T

)
−→χ D̂Q̂Γ̂−1−→χ

]
λ2−

− πV

16

(
g coth

(
V

2T

)
− V

2T
−→χ Γ̂−1−→χ

)
tλ2 +O

(
λ3
)

(2.28)

Где D̂ = 2
πT Γ̂−1t+

(
2
πT

)2
Γ̂−2

(
e−

πT
2 Γ̂t − 1

)
.Исходя из этого, можно най-

ти ток обратного рассеяния:

∆I =
∆N

t
= −i∂G

∂λ
|λ=0 = −πV

8

(
g − V

2T
coth

(
V

2T

)
−→χ Γ̂−1−→χ

)
(2.29)

Полученное выражение совпадает с выражением в [8]. Для дальней-
шего продвижения воспользуемся формулой для конечно-частотного шу-
ма из статьи [9, 10]:

SII(ω) = ω

∫ +∞

0

dt sin(ωt)
d

dt

d2G(λ, t)

d(iλ)2
|λ=0 (2.30)

Окончательно можно записать(подробный вывод в приложении Б):

SII(ω) =
π2V 2

32
−→χ

(
Ê + ω2

(
2

πT

)2

Γ̂−2

)−1

·

· ( 2

πT
Γ̂−1

(
g − V

2T
coth

(
V

2T

)
−→χ Γ̂−1−→χ

)
V

2T
coth

(
V

2T

)
Γ̂−1−→χ−

− coth2

(
V

2T

)
2

πT
Γ̂−1 − 2

πT
Γ̂−1V

T
coth

(
V

2T

)
Q̂Γ̂−1−→χ )+

+
πV

8

(
g coth

(
V

2T

)
− V

2T
−→χ Γ̂−1−→χ

)
(2.31)

Это главный результат данной работы, и дальнейшее рассмотрение бу-
дет касаться того, какие важные физическия следствия следуют из этой
формулы шума. Хоть эта формула и является довольно универсальной
(подходящей для многих случаев), но стоит упоминуть, что в действи-
тельности у этой формулы критерий применимости такой же, как у урав-
нения Линдблада из которого получено уравнение 1.11, то есть необхо-
димо чтобы ω � max(V, T ).
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3 Приближенный расчёт
В главе 2 мы получили точные выражения для шума, в этой главе

мы попробуем упростить это формулу при некоторых условиях. Так в
случае J � V

T оказывается(подробнее в приложении В):(
Γ̂−1
)
kr

= =
2T

V
th
V

2T

JkzJrz
gKzz −K2

zx −K2
zy

(3.1)

Тогда можно рассчитать часть, которая нам часто будет встречаться
в подсчете SII(ω):

V

2T
coth

(
V

2T

)
−→χ Γ̂−1−→χ =

4 det(K)

gKzz −K2
zx −K2

zy

= gBC (3.2)

Здесь использованы обозначения C =
gKzz−K2

zx−K2
zy

gKzz
иB = 4Kzzdet(K)

(gKzz−K2
zx−K2

zy)
2 .

Введем также α которая понадобится нам чуть позже:

α =
2

πT

(
g − V

2T
coth

(
V

2T

)
−→χ Γ̂−1−→χ

)
V

2T
coth

(
V

2T

)
=

=
2

πT

V

2T
coth

(
V

2T

)
g (1−BC) (3.3)

3.1 Высокочастотный предел

Разберем в начале случай
∣∣T
ωΓkr

∣∣ � 1, в приближении, которое мы вы-
брали, это значит ω � V J . Тогда в формуле 2.31 можно приблизить:(

E + ω2

(
2

πT

)2

Γ̂−2

)−1

≈
(
πT

2

)2
Γ̂2

ω2
(3.4)

−→
ξ =

(
αΓ̂−2 + βΓ̂−1 + γΓ̂−1Q̂Γ̂−1

)−→χ (3.5)

где α = 2
πT

(
g − V

2T coth
(
V
2T

)−→χ Γ̂−1−→χ
)

V
2T coth

(
V
2T

)
, β = − 2

πT coth2
(
V
2T

)
и γ = − 2

πT
V
T coth

(
V
2T

)
, в этих обозначениях:

−→χ

(
E + ω2

(
2

πT

)2

Γ̂−2

)−1
−→
ξ ≈

≈
(
πT

2

)2
1

ω2

(
α−→χ−→χ + β−→χ Γ̂−→χ + γ−→χ Γ̂Q̂Γ̂−1−→χ

)
(3.6)
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Докажем что в −→χ Γ̂−→χ антисимметричная часть Γ̂ не дает вклада:

(−→χ )k Jizεikr (−→χ )r = 4εktnεkrmεrijJtxJixJnyJjyJmz =

= 4 (δtrδnm − δtmδnr) εrijJtxJixJnyJjyJmz =

= 4 (εrijJrxJixJnyJjyJnz − εrijJmxJixJryJjyJmz) = 0 (3.7)

Посчитаем теперь вклад в −→χ Γ̂−→χ который дает симметричная часть
Γ̂:

(−→χ )k
(
JPJT

)
kr

(−→χ )r = 4εkijJixJjyJkmPmnJrnεrlqJlxJqy (3.8)

Вычисления упростятся, если заметить, что εkijJixJjyJkm и JrnεrlqJlxJqy
обнуляется приm 6= z и n 6= z соответственно. Поэтому учитывая только
члены суммы когда m=z и n=z получаем:

(−→χ )k
(
JPJT

)
kr

(−→χ )r = 4εkijJixJjyJkzPzzJrzεrlqJlxJqy =

= 4
2T

V
th
V

2T
det
(
K̂
)

(3.9)

−→χ−→χ = 4εrijJixJjyεrkpJkxJpy = 4 (δikδjp − δipδjk) JixJjyJkxJpy =

= 4 (JkxJpyJkxJpy − JpxJkyJkxJpy) = 4KxxKyy − 4K2
yx (3.10)

Собирая всё вместе находим −→χ Γ̂−→χ :

−→χ Γ̂−→χ =
V

2T
coth

V

2T

(
tr
(
JPJT

)−→χ−→χ − (−→χ )k
(
JPJT

)
kr

(−→χ )r
)

=

=
V

2T
coth

V

2T

(
4KxxKyy − 4K2

yx

)
(Kxx +Kyy) +Kzz

(
4KxxKyy − 4K2

yx

)
−

− 4 det
(
K̂
)

(3.11)

Посчитаем −→χ Γ̂Q̂Γ̂−1−→χ :

−→χ Γ̂Q̂Γ̂−1−→χ =
(−→χ Γ̂

)
m

(JmxJnx + JmyJny)
(

Γ̂−1−→χ
)
n
− g

2
−→χ−→χ (3.12)

Считаем
(

Γ̂−1−→χ
)
n
учитывая что εrijJixJjyJrz = det

(
Ĵ
)
:

(
Γ̂−1−→χ

)
n

=
2T

V
th
V

2T

JnzJrz
gKzz −K2

zx −K2
zy

2εrijJixJjy =

=
2T

V
th
V

2T

2Jnz det
(
Ĵ
)

gKzz −K2
zx −K2

zy

(3.13)
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Чтобы посчитать JmxJnx
(

Γ̂−1−→χ
)
n
и JmyJny

(
Γ̂−1−→χ

)
n
, воспользуемся

тем что JnxJnz = Kxz, а JnxJny = Kxy

JmxJnx

(
Γ̂−1−→χ

)
n

=
2T

V
th

V

2T

2JmxKxz det J

gKzz −K2
zx −K2

zy

(3.14)

JmyJny

(
Γ̂−1−→χ

)
n

=
2T

V
th
V

2T

2JmyKyz det J

gKzz −K2
zx −K2

zy

(3.15)

При подсчете
(−→χ Γ̂

)
m
, будем учитывать только самый большой, ан-

тисимметричный член в Γ̂:

(−→χ Γ̂
)
k

= 2εrjmJjxJmy

(
V

πT

)
Jizεirk = 2 (δjkδmi − δjiδmk) JjxJmyJiz

(
V

πT

)
=

= 2 (JkxJiyJiz − JixJkyJiz)
(
V

πT

)
= 2 (KyzJkx −KxzJky)

(
V

πT

)
(3.16)

Используя определение K̂, считаем:(−→χ Γ̂
)
m

(JmxJnx + JmyJny)
(

Γ̂−1−→χ
)
n

=

= 4((KyzJmx −KxzJmy) JmxKxz+

+ (KyzJmx −KxzJmy)JmyKyz)

(
V

πT

)
2T

V
th

V

2T

det J

gKzz −K2
zx −K2

zy

=

= 4((KyzKxx −KxzKxy)Kxz+

+ (KyzKyx −KxzKyy)Kyz)

(
V

πT

)
2T

V
th

V

2T

det J

gKzz −K2
zx −K2

zy

(3.17)

Собирая всё вместе:

−→χ Γ̂Q̂Γ̂−1−→χ =
8

π
((KyzKxx −KxzKxy)Kxz+

+ (KyzKyx −KxzKyy)Kyz) th
V

2T

det J

gKzz −K2
zx −K2

zy

−

− g

2

(
4KxxKyy − 4K2

yx

)
(3.18)

Попробуем оценить каждый из членов, чтобы понять не является ли
один из них пренебрежимо малым по сравнению с другими:

8

π
((KyzKxx −KxzKxy)Kxz+

+ (KyzKyx −KxzKyy)Kyz) th
V

2T

det J

gKzz −K2
zx −K2

zy

∼ J5 th
V

2T
(3.19)
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g

2

(
4KxxKyy − 4K2

yx

)
∼ J6 (3.20)

В случае V � T и при V ∼ T , th V
2T ∼ 1, а J5 � J6, поэтому в

этом случае можно пренебречь вторым членом. В случае J � V
T � 1

первый член ведет себя как J5V
T и это оказывается много больше чем J6.

Поэтому можно считать:

−→χ Γ̂Q̂Γ̂−1−→χ =
8

π
((KyzKxx −KxzKxy)Kxz+

+ (KyzKyx −KxzKyy)Kyz) th
V

2T

det J

gKzz −K2
zx −K2

zy

(3.21)

−→χ Γ̂−→χ =
V

2T
coth

V

2T

(
tr
(
JPJT

)−→χ−→χ − (−→χ )k
(
JPJT

)
kr

(−→χ )r
)

=

=
V

2T
coth

V

2T

(
4KxxKyy − 4K2

yx

)
(Kxx +Kyy) +

+Kzz

(
4KxxKyy − 4K2

yx

)
− 4 det

(
K̂
)

(3.22)

Исходя из 3.1:

−→χ

(
E + ω2

(
2

πT

)2

Γ̂−2

)−1
−→
ξ ≈

≈
(
πT

2

)
1

ω2
(
V

2T
coth

(
V

2T

)
g (1−BC)−→χ−→χ−

− coth2

(
V

2T

)
−→χ Γ̂−→χ − V

T
coth

(
V

2T

)
−→χ Γ̂Q̂Γ̂−1−→χ ) (3.23)

Попробуем оценить каждое из трех слагаемых в 3.23:

V

2T
coth

(
V

2T

)
g (1−BC)−→χ−→χ ∼ V

T
coth

(
V

2T

)
J6 (3.24)

coth2

(
V

2T

)
−→χ Γ̂−→χ ∼ V

T
coth3 V

2T
J6 (3.25)

V

T
coth

(
V

2T

)
−→χ Γ̂Q̂Γ̂−1−→χ ∼ V

T
J5 (3.26)

Проведем анализ по порядку этих трех слагаемых. В случае V � T и
при V ∼ T , первые два члена порядка V

T J
6, а третий член порядка V

T J
5,
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поэтому в этом случае можно пренебречь и первым и вторым членом. В
случае J � V

T � 1 первый член ведет себя как J6, второй член
(
T
V

)2
J6,

а третий член порядка V
T J

5, в этом случае можно пренебречь только
первым. Поэтому в целом можно пренебречь только первым членом:

−→χ

(
E + ω2

(
2

πT

)2

Γ̂−2

)−1
−→
ξ ≈

≈ 1

ω2

(
V coth3

(
V

2T

)
µ+ T coth2

(
V

2T

)
κ− V ϑ

)
(3.27)

Где введены следующие обозначения:

µ = π
(
K2
yx −KxxKyy

)
(3.28)

κ = 2π
(

det
(
K̂
)
−Kzz

(
KxxKyy −K2

yx

))
(3.29)

ϑ = 4((KyzKxx −KxzKxy)Kxz+

+ (KyzKyx −KxzKyy)Kyz)
det J

gKzz −K2
zx −K2

zy

(3.30)

Тогда окончательно найдем шум:

SII(ω) =
π2V 2

32

(
V coth3

(
V
2T

)
gµ+ T coth2

(
V
2T

)
κ− V ϑ

)
ω2

+

+
πV g

8

(
coth

(
V

2T

)
− th

V

2T
BC

)
(3.31)

Заметим что предельный бесконечный шум по этой формуле получается:

SII(+∞) = F (+∞)∆I, F (+∞) = 1 (3.32)

То есть фактор Фано в этом случае равен 1.

3.2 Низкочастотный предел

Теперь разберем случай
∣∣T
ωΓkr

∣∣� 1, в приближении которое мы выбрали,
это значит ω � V J . Тогда можно разложить в ряд:(

E + ω2

(
2

πT

)2

Γ̂−2

)−1

=
+∞∑
n=0

(−1)n
(

2ω

πT

)2n

Γ̂−2n (3.33)
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(
Γ̂−1
)
nk

= =
2T

V
th
V

2T

JkzJnz
gKzz −K2

zx −K2
zy

(3.34)

(
Γ̂−m

)
nk

=

(
2T

V
th
V

2T

Kzz

gKzz −K2
zx −K2

zy

)m
JkzJnz
Kzz

=

=

(
2T

V
th

V

2T

1

Cg

)m
JkzJnz
Kzz

(3.35)

C =
gKzz−K2

zx−K2
zy

gKzz
и B = 4Kzz det(K̂)

(gKzz−K2
zx−K2

zy)
2

−→
ξ =

(
αΓ̂−2 + βΓ̂−1 + γΓ̂−1Q̂Γ̂−1

)−→χ (3.36)

−→χ

(
E + ω2

(
2

πT

)2

Γ̂−2

)−1
−→
ξ =

=
+∞∑
n=0

(−1)n
(

2ω

πT

)2n (
α−→χ Γ̂−2−2n−→χ + β−→χ Γ̂−1−2n−→χ + γ−→χ Γ̂−1−2nQ̂Γ̂−1−→χ

)
(3.37)

Далее воспользуемся тем, что (−→χ )k Jkz = 2 det(Ĵ):

−→χ Γ̂−2n−2−→χ =

(
2T

V
th
V

2T

1

Cg

)2n+2
4 det(K̂)

Kzz
=

(
2T

V
th
V

2T

1

Cg

)2n+2

g2BC2

(3.38)

Аналогично:

−→χ Γ̂−2n−1−→χ =

(
2T

V
th

V

2T

1

Cg

)2n+1

g2BC2 (3.39)

Для подсчета−→χ Γ̂−1−2nQ̂Γ̂−1−→χ , воспользуемся формулами 3.13,3.14,3.15:

(−→χ Γ̂−1−2n
)
m

=

(
2T

V
th
V

2T

1

Cg

)1+2n 2 det
(
Ĵ
)
Jmz

Kzz
(3.40)

−→χ Γ̂−1−2nQ̂Γ̂−1−→χ =

=
(−→χ Γ̂−1−2n

)
m

(JmxJnx + JmyJny)
(

Γ̂−1−→χ
)
n
− g

2
−→χ Γ̂−2−2n−→χ (3.41)
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э (−→χ Γ̂−1−2n
)
m

(JmxJnx + JmyJny)
(

Γ̂−1−→χ
)
n

=

=
2T

V
th
V

2T

(
2T

V
th
V

2T

1

Cg

)1+2n 4 det
(
K̂
)
Jmz

Kzz

(JmxKxz + JmyKyz)

gKzz −K2
zx −K2

zy

=

=
2T

V
th
V

2T

(
2T

V
th
V

2T

1

Cg

)1+2n 4 det
(
K̂
)

Kzz

(
K2
xz +K2

yz

)
gKzz −K2

zx −K2
zy

(3.42)

Перепишем эту формулу через C и B:(
K2
xz +K2

yz

)
= gKzz (1− C) (3.43)

4 det
(
K̂
) g (1− C)

gKzz −K2
zx −K2

zy

= g2BC (1− C) (3.44)

(−→χ Γ̂−1−2n
)
m

(JmxJnx + JmyJny)
(

Γ̂−1−→χ
)
n

=

=
2T

V
th

V

2T

(
2T

V
th

V

2T

1

Cg

)1+2n

g2BC (1− C) (3.45)

Тогда складывая всё:

−→χ Γ̂−1−2nQ̂Γ̂−1−→χ =

(
2T

V
th

V

2T

1

Cg

)2+2n

g3BC2 (1− C)−

− g

2

(
2T

V
th

V

2T

1

Cg

)2n+2

g2BC2 =

(
2T

V
th

V

2T

1

Cg

)2+2n

g3BC2

(
1

2
− C

)
(3.46)
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Теперь суммируя весь ряд:

−→χ

(
E + ω2

(
2

πT

)2

Γ̂−2

)−1
−→
ξ =

=
2

πT

+∞∑
n=0

(−1)n
(

2ω

πT

)2n

((1−BC) g2BC−

− coth2

(
V

2T

)
g2BC2 − g2BC (1− 2C))

(
2T

V
th
V

2T

1

Cg

)2n+1

=

=
4

πV
gBC th

V

2T

(
2−B − coth2

(
V

2T

)) +∞∑
n=0

(−1)n
(

4ω

πV
th
V

2T

1

Cg

)2n

=

=
4

πV
gBC th

V

2T

(
2−B − coth2

(
V

2T

))
1

1 +
(

4ω
πV th

V
2T

1
Cg

)2 (3.47)

Тогда окончательно найдем шум:

SII(ω) =
πgV

8
BC th

V

2T

2−B − coth2
(
V
2T

)
1 + ω2τ 2

K

+

+
πgV

8

(
coth

(
V

2T

)
− th V

2T
BC

)
(3.48)

Заметим, что шум на нулевой частоте(при V � T ) по этой формуле
получается:

SII(0) = F (0)∆I, F (0) = BC (3.49)

То есть фактор Фано в этом случае равен BC.

3.3 Случай малых напряжений
Рассмотрим, наконец, случай V � JT . Тогда можно пренебречь анти-
симметричной частью Γ̂, и считать что P̂ единичная матрица. Диагона-
лизируя, получаем симметричную матрицу, которая постоянна относи-
тельно V и T:

Ĵ = R̂<Λ̂R̂> (3.50)

Λ̂ =

λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

 (3.51)

(
K̂
)
kr

=
(
R̂<Λ̂2R̂−1

<

)
kr

=
(
R̂−1
> Λ̂2R̂>

)
kr

(3.52)

19



(
Γ̂
)
kr

=
(
tr
(
K̂
)
δkr −

(
K̂
)
kr

)
=

=

R̂<

λ2
2 + λ2

3 0 0
0 λ2

1 + λ2
3 0

0 0 λ2
1 + λ2

2

 R̂−1
<


kr

(3.53)

Видно что в
−→
ξ при таких малых напряжениях остаётся только один

член:

−→
ξ = − 2

πT
Γ̂−1

(
2T

V

)2
−→χ = − 2

πT

(
2T

V

)2

R̂<


1

λ22+λ23
0 0

0 1
λ21+λ23

0

0 0 1
λ21+λ22

 R̂−1
<
−→χ

(3.54)

С помощью диагонализации матрицы можно легко выразить часть
шума:

(
E + ω2

(
2

πT

)2

Γ̂−2

)−1

=

= R̂<



1

1+ω2

(
2

πT(λ22+λ
2
3)

)2 0 0

0 1

1+ω2

(
2

πT(λ21+λ
2
3)

)2 0

0 0 1

1+ω2

(
2

πT(λ21+λ
2
2)

)2

 R̂−1
< (3.55)

Тогда найдем компоненту шума:

−→χ

(
E + ω2

(
2

πT

)2

Γ̂−2

)−1
−→
ξ = − 2

πT

(
2T

V

)2
−→χ R̂<Υ̂R̂−1

<
−→χ (3.56)

Υ =



1

λ22+λ
2
3

1+ω2

(
2

πT(λ22+λ
2
3)

)2 0 0

0
1

λ21+λ
2
3

1+ω2

(
2

πT(λ21+λ
2
3)

)2 0

0 0
1

λ21+λ
2
2

1+ω2

(
2

πT(λ21+λ
2
2)

)2


(3.57)

20



Теперь, используя диагонализацию Ĵ , находим −→χ R̂<:

χjJjl = 2 det Jδlz (3.58)

χj(R<)jsλs(R>)sl = 2 det Jδlz (3.59)

χj(R<)js = (2 det J/λs)(R
−1
> )zs (3.60)

Значит можно написать:

−→χ R̂<Υ̂R̂−1
<
−→χ = 4 detK(R−1

> )zs
Υ̂ss

λ2
s

(R>)sz (3.61)

Тогда можно записать всё, зная что detK = λ2
1λ

2
2λ

2
3:

−→χ

(
E + ω2

(
2

πT

)2

Γ̂−2

)−1
−→
ξ =

= − 2

πT

(
2T

V

)2

4


R−1
>



λ2
2λ

2
3

λ2
2+λ

2
3

1

1+ω2

(
2

πT(λ22+λ23)

)2 0 0

0
λ2
1λ

2
3

λ2
1+λ

2
3

1

1+ω2

(
2

πT(λ21+λ23)

)2 0

0 0
λ2
2λ

2
1

λ2
1+λ

2
2

1

1+ω2

(
2

πT(λ21+λ22)

)2


R>


zz

(3.62)

Так как V � JT , то формулу 2.31 можно упростить

SII(ω) =
π2V 2

32
−→χ
(
E + ω2

(
2

πT

)2

Γ̂−2

)−1
−→
ξ +

πT

4
g (3.63)

Теперь перепишем g через R−1
> и R>:

g = (Kxx +Kyy +Kzz)−Kzz =
(
λ2

1 + λ2
2 + λ2

3

)
−
(
R−1
> Λ̂2R>

)
zz

=

=

R−1
>

λ2
2 + λ2

3 0 0
0 λ2

1 + λ2
3 0

0 0 λ2
1 + λ2

2

R>


zz

(3.64)

Подставляя в 3.63 3.62 и 3.64, получаем шум:

SII(ω) =
πT

4

(
R−1
> Φ̂R>

)
zz

(3.65)
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где

Φ̂ =


(λ22−λ23)

2
+( 2ω

πT )
2

(λ22+λ23)
2
+( 2ω

πT )
2 0 0

0
(λ21−λ23)

2
+( 2ω

πT )
2

(λ21+λ23)
2
+( 2ω

πT )
2 0

0 0
(λ21−λ22)

2
+( 2ω

πT )
2

(λ21+λ22)
2
+( 2ω

πT )
2

 (3.66)

3.4 Время Корринги
Если сделать Фурье-преобразование по низковолновой формуле SII(ω),
видно, что получается характерное время релаксации (время Корринги):

τ−1
K =

πCgV

4
coth

V

2T
(3.67)

Этот результат можно сравнить с временем Корринги для матрицы J =(
J⊥ 0 0
0 J⊥ 0
0 0 Jz

)
(на самом деле учитывается возможность слабой недиаго-

нальности матрицы, но для времени Корринги оно оказывается не прин-
ципиальным) посчитанный в [4]:

τ−1
K =

πV J2
⊥

2
coth

V

2T

Что совпадает с нашим результатом для такой матрицы, так как тогда
С = 1, а g = 2J2

⊥. Кроме того в [5] тоже получили время Корринги для
матрицы обменного взаимодействия которая пропорциональна единич-
ной матрице :

τ−1
K =

πV J2

2
coth

V

2T
То же самое можно сделать также и в случае V � JT

τ−1
K =

πT

2
max

(
λ2

1 + λ2
2, λ

2
1 + λ2

3, λ
2
3 + λ2

2

)
(3.68)
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4 Заключение
В ходе дипломной работы был точно рассчитан шум вклада, создан-

ного обратным рассеянием на магнитной примеси, в ток в двумерном то-
пологическом изоляторе. Кроме того, были рассчитаны различные пре-
дельные случаи для шума: для больших и маленьких частот с достаточно
большим напряжением, и для достаточно маленьких напряжений.

Тем самым полученные результаты есть обобщение работ [4], [5], в том
смысле, что в данной работе рассмотрена общая обменная матрица, без
предположений о, например, малости недиагональной части матрицы.

Эти результаты могут быть использованы для дальнейшей работы.
Например, можно расчитать время Корринги не только для малочастот-
ного случая, но и в общем случае. Также можно учесть эффекты конеч-
ности образцов, чтобы учесть это, необходимо понимать, как выглядит
шум на ненулевой частоте. Можно обобщить задачу для других спинов.
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А Приложение к теории возмущения по λ

Запишем M0 в виде:

M0 =

(
0 ~0−→a с̂

)
(А.1)

Используя блочное умножение, вычисляем квадрат:

M 2
0 =

(
0
−→
0

с̂−→a с̂2

)
(А.2)

И любую степень:

Mn
0 =

(
0

−→
0

с̂n−1−→a с̂n

)
(А.3)

Значит вычисление матричной экспоненты можно свести к степеням:

eM0t =
+∞∑
n=0

Mn
0 t

n

n!
=

(
1

−→
0

(eĉt − 1)ĉ−1−→a eĉt

)
=

(
1

−→
0

−V
T

(
e−

πT
2 Γ̂t − 1

)
Γ̂−1−→χ e−

πT
2 Γ̂t

)
(А.4)

Введем I1 =
∫ t

0 e
−M0tdt,чтобы записать компактно динамику второй

поправки:

(1 0 0 0) ˙̃ρ
(2)

λ = (1 0 0 0) e−M0tM1e
M0tρ̃

(1)
λ +(1 0 0 0) e−M0tM2e

M0tρst

= (1 0 0 0)M1e
M0t I1M1ρst + (1 0 0 0)M2ρst (А.5)

Найдем I1:

I1 =

(
t

−→
0

−V
T

[
2
πT Γ̂−1

(
e
πT
2 Γ̂t − 1

)
− t
]

Γ̂−1−→χ 2
πT Γ̂−1

(
e
πT
2 Γ̂t − 1

)) (А.6)

Затем в А.5 нужно умножить eM0t на I1:

eM0tI1 =

(
t
−→
0−→

A Ĥ

)
(А.7)

где
−→
A и Ĥ:

Ĥ =
2

πT
Γ̂−1(1− e−

πT
2 Γ̂t) (А.8)

−→
A = −V

T
(e−

πT
2 Γ̂t−1)Γ̂−1−→χ t− V

T

[
2

πT
Γ̂−1(1− e−

πT
2 Γ̂t)− te−

πT
2 Γ̂t

]
Γ̂−1−→χ =

= −V
T

[
2

πT
Γ̂−1(1− e−

πT
2 Γ̂t)− t

]
Γ̂−1−→χ = −V

T
ĤΓ̂−1−→χ +

V

T
Γ̂−1−→χ t (А.9)
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Другие части А.4 может быть выражены следующим образом:

2M1ρst = −iπV
8

(
g − V

2T coth
(
V
2T

)−→χ Γ̂−1−→χ
4(1

2 coth
(
V
2T

)−→χ + V
2T Q̂Γ̂−1−→χ )

)
(А.10)

(1 0 0 0)M1 = −iπV
8

(
g −1

2 coth
(
V
2T

)−→χ ) (А.11)

(1 0 0 0)M1e
M0tI1 = −iπV

8

(
gt− 1

2 coth
(
V
2T

)−→
A −1

2 coth
(
V
2T

)−→χ Ĥ) =

= −iπV
8

((
g − V

2T coth
(
V
2T

)−→χ Γ̂−1−→χ
)
t+

+ V
2T coth

(
V
2T

)−→χ ĤΓ̂−1−→χ −1
2 coth

(
V
2T

)−→χ Ĥ
)

(А.12)

2 (1 0 0 0)M2ρst = −πV
16

(
g coth

(
V
2T

)
−1

2
−→χ
)( 1

V
T Γ̂−1−→χ

)
=

= −πV
16

(
g coth

(
V

2T

)
− V

2T
−→χ Γ̂−1−→χ

)
(А.13)

И тогда, исходя из А.7-А.13, динамика второй поправки:

2 (1 0 0 0) ˙̃ρ
(2)

λ = 2 (1 0 0 0)M1e
M0tIM1ρst + 2 (1 0 0 0)M2ρst =

=

(
−iπV

8

)2(
g − V

2T
coth

(
V

2T

)
−→χ Γ̂−1−→χ

)2

t+

+

(
−iπV

8

)2(
g − V

2T
coth

(
V

2T

)
−→χ Γ̂−1−→χ

)
V

2T
coth

(
V

2T

)
−→χ ĤΓ̂−1−→χ−

−
(
−iπV

8

)2 [
coth2

(
V

2T

)
−→χ Ĥ−→χ +

V

T
coth

(
V

2T

)
−→χ ĤQ̂Γ̂−1−→χ

]
−

− πV

16

(
g coth

(
V

2T

)
− V

2T
−→χ Γ̂−1−→χ

)
(А.14)

Введем

D̂ =

∫ t

0
Ĥdt =

2

πT
Γ̂−1t+

(
2

πT

)2

Γ̂−2
(
e−

πT
2 Γ̂t − 1

)
(А.15)
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И выразим через нее проекцию ρ̃
(2)
λ :

2 (1 0 0 0) ρ̃
(2)
λ =

(
−iπV

8

)2(
g − V

2T
coth

(
V

2T

)
−→χ Γ̂−1−→χ

)2 t2

2
+

+

(
−iπV

8

)2(
g − V

2T
coth

(
V

2T

)
−→χ Γ̂−1−→χ

)
V

2T
coth

(
V

2T

)
−→χ D̂Γ̂−1−→χ−

−
(
−iπV

8

)2 [
coth2

(
V

2T

)
−→χ D̂−→χ +

V

T
coth

(
V

2T

)
−→χ D̂Q̂Γ̂−1−→χ

]
−

− πV

16

(
g coth

(
V

2T

)
− V

2T
−→χ Γ̂−1−→χ

)
t (А.16)
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Б Подсчет шума
То есть в нашем случае:

d

dt

d2G(λ, t)

d(iλ)2
|λ=0 =

π2V 2

32

(
g − V

2T
coth

(
V

2T

)
−→χ Γ̂−1−→χ

)
V

2T
coth

(
V

2T

)
−→χ d

dt

(
D̂
)

Γ̂−1−→χ−

−π
2V 2

64
coth2

(
V

2T

)
−→χ d

dt

(
D̂
)−→χ−π2V 2

64

V

T
coth

(
V

2T

)
−→χ d

dt

(
D̂
)
Q̂Γ̂−1−→χ+

+
πV

8

(
g coth

(
V

2T

)
− V

2T
−→χ Γ̂−1−→χ

)
(Б.1)

При дифференцировании D̂ получаем:

d

dt

(
D̂
)

=
2

πT
Γ̂−1 − 2

πT
Γ̂−1e−

πT
2 Γ̂t (Б.2)

Возьмём следующий интеграл:

∫ +∞

0
dt e−

πT
2 Γ̂t sinωt =

1

2i

(∫ +∞

0
dt e−

πT
2 Γ̂t+iωtE −

∫ +∞

0
dt e−

πT
2 Γ̂t−iωtE

)
(Б.3)

Где E - единичная матрица. Берём интегралы:∫ +∞

0
dt e−

πT
2 Γ̂t sinωt =

1

2i

((
−πT

2
Γ̂− iωE

)−1

−
(
−πT

2
Γ̂ + iωE

)−1
)

(Б.4)

Так как матрицы −πT
2 Γ̂ + iωE и −πT

2 Γ̂− iωE коммутативны, то ком-
мутативны и их обратные, а значит:∫ +∞

0
dt e−

πT
2 Γ̂t sinωt = ω

((
πT

2

)2

Γ̂2 + ω2E

)−1

(Б.5)

Для постоянной части «I»(t) нужно взять интеграл без экспоненты.
Из |Γ̂| → 0 понятно, что регуляризированный интеграл равен:

ω

∫ +∞

0
dt sinωt = 1 (Б.6)

Значит формула для шума на конечной частоте:

SII(ω) =
π2V 2

32
−→χ
−→
ξ − π2V 2ω2

32
−→χ
((

πT

2

)2

Γ̂2 + ω2E

)−1
−→
ξ +

+
πV

8

(
g coth

(
V

2T

)
− V

2T
−→χ Γ̂−1−→χ

)
(Б.7)
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где

−→
ξ =

2

πT
Γ̂−1

{(
g − V

2T
coth

(
V

2T

)
−→χ Γ̂−1−→χ

)
V

2T
coth

(
V

2T

)
Γ̂−1−

− coth2

(
V

2T

)
E − V

T
coth

(
V

2T

)
Q̂Γ̂−1−→χ (Б.8)
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В Нахождение приближенного значения Γ̂−1

Для этого нужно выразить Γ̂ через известные величины, а для этого
нужно вычислить η, а значит и Π(0):

Π(0) =
πV

2
coth

V

2T

(
1 −i 0
i 1 0
0 0 2T

V th V
2T

)
(В.1)

Так как η = JΠ(0)JT , то симметризуя матрицу получаем:

η + ηT

2
= J

Π(0) + Π(0)T

2
JT =

πV

2
coth

V

2T
J

(
1 0 0
0 1 0
0 0 2T

V th V
2T

)
JT =

=
πV

2
coth

V

2T
JPJT (В.2)

tr η =
πV

2
coth

V

2T
tr
(
JPJT

)
(В.3)

Используя циклическую перестановку в следе, можно свести его к
простой формуле:

tr
(
JPJT

)
= tr

(
PJTJ

)
= tr (PK) = Kxx +Kyy +

2T

V
th
V

2T
Kzz (В.4)

Тогда необходимый нам Γ̂ можно выразить через антисимметричную
часть и симметричную:(

Γ̂
)
kr

=
V

2T
coth

V

2T

(
tr
(
JPJT

)
δkr −

(
JPJT

)
kr

)
+

V

πT
Jizεikr = akr + biεikr

(В.5)
Докажем, что при J � V

T , |bi| � |akr|:
1)для J � V

T � 1, |akr| ∼ J2, а |bi| ∼ V
T J , поэтому |bi| � |akr|

2)для V
T ∼ 1, |akr| ∼ J2, а |bi| ∼ J , поэтому |bi| � |akr|

3)для V
T � 1, |akr| ∼ V

T J
2, а |bi| ∼ V

T J , поэтому |bi| � |akr|
То есть для всех режимов кроме V

T � J получается |bi| � |akr| (в
режиме V

T � J получается |bi| � |akr|). Значит можно использовать
приближенную формулу для обратной матрицы (если ckr = akr + biεikr и
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|bi| � |akr|, то
(
c−1
)
kr

= bkbr
bpapqbq

):

(
Γ̂−1
)
kr

=
2T

V
th
V

2T

JkzJrz
(JT (tr (JPJT )− JPJT ) J)zz

=

=
2T

V
th
V

2T

JkzJrz
tr (JPJT )Kzz − (KPK)zz

=

=
2T

V
th
V

2T

JkzJrz(
Kxx +Kyy + 2T

V th
V
2TKzz

)
Kzz −

(
K2
zx +K2

zy + 2T
V th

V
2TK

2
zz

) =

=
2T

V
th
V

2T

JkzJrz
gKzz −K2

zx −K2
zy

(В.6)
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