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Глава 1

Аннотация

Одноэлектронный транзистор на основе подвешенной углеродной нанотруб-
ки или нанопроволоки может демонстрировать эффекты, связанные с сильной
корреляцией электронных и механических степеней свободы. Один из наиболее
интересных режимов реализуется вблизи Эйлеровской неустойчивости (ЭН),
индуцированной продольной силой, сжимающей нано-трубку. В таком режиме
даже малое изменение сжимающей силы резко меняет вольт-амперные харак-
теристики (ВАХ) транзистора. Одним из интересных свойств такой системы
является существование щели: ток не течёт через транзистор при V < �v и
всех затворных напряжениях, при этом �v имеет острый пик в области ЭН [1].
В этой работе мы исследуем поведение такой системы в присутствии беспоряд-
ка в упругих свойствах трубки. Естественно ожидать, что вблизи ЭН упругие
свойства трубки оказываются особенно чувствительны к такому беспорядку.
Мы развили простой метод расчета, позволяющий явно вычислить функцию
распределения изгиба нанотрубки с учётом электронной и механической степе-
ней свободы. Главные результаты состоят в следующем: получено выражение
для тока через такой одноэлектронный транзистор, позволяющее найти ток без
численного интегрирования; показано, что беспорядок приводит к двум эффек-
там: размытию щели �v и увеличению области ненулевого тока в переменных
Vg; V . Таким образом, вопреки наивным ожиданиям, беспорядок может приво-
дить к усилению тока через систему.
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Ãëàâà 2

Ââåäåíèå

Â ìèðå íàáëþäàåòñÿ ãëîáàëüíûé òðåíä íà óìåíüøåíèå ðàçìåðîâ óñòðîéñòâ
è óìåíüøåíèå èõ ýíåðãîïîòðåáëåíèÿ. Îäíîýëåêòðîííûé òðàíçèñòîð (ÎÝÒ) õî-
ðîøî âïèñûâàåòñÿ â ýòîò òðåíä. Ãëàâíàÿ åãî ÷àñòü - ýòî êâàíòîâàÿ òî÷êà, â
êà÷åñòâå êîòîðîé ìîæåò âûñòóïàòü óãëåðîäíàÿ íàíîòðóáêà. ÎÝÒ îñíîâàí íà
ýôôåêòå êóëîíîâñêîé áëîêàäû: ñèäÿùèé â êâàíòîâîé òî÷êå ýëåêòðîí íå äà¼ò
ïîïàñòü äðóãèì ýëåêòðîíàì íà êâàíòîâóþ òî÷êó ñâîèì êóëîíîâñêèì îòòàëêè-
âàíèåì, èç-çà ÷åãî òîê íå òå÷¼ò [2].

Íåäàâíèé èíòåðåñ ê íàíîýëåêòðîìåõàíè÷åñêèì ñèñòåìàì âûçâàí ïîòðåáíî-
ñòüþ â íàíî-óñòðîéñòâàõ ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ ñâÿçè ìåæäó ýëåêòðè÷åñêîé è ìå-
õàíè÷åñêîé ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Òàêèì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ÎÝÒ âáëèçè Ýéëå-
ðîâñêîé íåóñòîé÷èâîñòè [1]. Ñòåðæåíü, ÿâëÿþùèéñÿ îñíîâîé ÎÝÒ, î÷åíü ÷óâ-
ñòâèòåëåí ê áåñïîðÿäêó [3] âáëèçè Ýéëåðîâñêîé íåóñòîé÷èâîñòè, ïîýòîìó ìû
çàäàëèñü öåëüþ âûÿñíèòü âëèÿíèå áåñïîðÿäêà íà ÎÝÒ.

Ñíà÷àëà ìû îïðåäåëèëè íàèëó÷øóþ ïàðàìåòðèçàöèþ ôîðìû ñòåðæíÿ è âû-
ÿñíèëè, ÷òî îíà õîðîøî îïèñûâàåòñÿ îäíîé ôóðüå-ãàðìîíèêîé äàæå òîãäà, êîãäà
îòêëîíåíèÿ ñòåðæíÿ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íåëüçÿ ñ÷èòàòü ìàëûìè. Çàòåì
âûÿñíèëè, ÷òî â ñëó÷àå ñ áåñïîðÿäêîì â âèäå ñëó÷àéíîé êðèâèçíû ìîæíî ïðåíå-
áðå÷ü âñåìè Ôóðüå-ãàðìîíèêàìè áåñïîðÿäêà, êðîìå îäíîé, ÷òî äà¼ò íåñëîæíóþ
ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ ñòåðæíÿ.

Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî â îäíîýëåêòðîííîì òðàíçèñòîðå òàêæå áóäóò âàæíû òîëü-
êî ïåðâàÿ ãàðìîíèêà îòêëîíåíèÿ è ïåðâàÿ ãàðìîíèêà áåñïîðÿäêà, ìû íàøëè
÷èñëåííî òîê ÷åðåç òî÷êó ïðè íåíóëåâîé òåìïåðàòóðå, à äëÿ íóëåâîé òåìïåðà-
òóðû íàøëè ýôôåêòèâíûé ñïîñîá ÷èñëåííîãî ñ÷¼òà, ïðîàíàëèçèðîâàâ âëèÿíèå
áåñïîðÿäêà íà ÂÀÕ ÎÝÒ.
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Ãëàâà 3

Ýéëåðîâñêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü

3.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðèñ. 3.1: Ñòåðæåíü äëèíûL, çàæàòûé ñ äâóõ êîíöîâ ñèëîéF . Òî÷êè íà ñòåðæíå
çàäàþòñÿ åñòåñòâåííîé ïàðàìåòðèçàöèåés 2 [0; L]. Ïîëîæåíèå ýòèõ òî÷åê ìîæ-
íî çàäàâàòü ôóíêöèÿìè y(s); x(s) èëè � (s). Ââåäåíî îáîçíà÷åíèå: � 0 � � (0).

Ìû ðàññìîòðåëè óïðóãèé íåñæèìàåìûé (ò.å.
p

x02 + y02 = 1) ñòåðæåíü, ñæà-
òûé ñ äâóõ êîíöîâ ïîñòîÿííîé ñèëîé F . Îí æèâ¼ò â ïëîñêîñòè OXY . Ïîêà
íåò áåñïîðÿäêà è òåìïåðàòóðû, ýòî íå âàæíî, ïîñêîëüêó â ïîëîæåíèè ðàâíîâå-
ñèÿ ñòåðæåíü âñåãäà áóäåò íàõîäèòüñÿ â ïëîñêîñòè. Åãî êîíöû çàêðåïëåíû íà
ðåëüñàõ, ïî êîòîðûì îí ìîæåò õîäèòü âäîëü îñè OX :

y(0) = y(L) = 0 (3.1)

Îíè çàêðåïëåíû íà ðåëüñàõ òàêèì îáðàçîì, ÷òî íà íèõ íå äåéñòâóþò ìîìåí-
òû ñèë, ÷òî ïðèâîäèò ê îòñóòñòâèþ êðèâèçíû íà êîíöàõ:

� 0(0) = � 0(L) = 0 (3.2)

Îïðåäåëèì åãî ôîðìó è àìïëèòóäó åãî òåïëîâûõ êîëåáàíèé.
Ëàãðàíæèàí ñòåðæíÿ ìîæíî çàïèñàòü â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ

L =
Z L

0
ds

�
� ( _x2 + _y2)

2
�

�
2

(x002 + y002) � Fx0� � (s; t)
�
x02 + y02 � 1

�
�

(3.3)
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Çäåñü ïåðâûé ÷ëåí - êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ. Âòîðîé ÷ëåí ñëåäóåò èç ôîð-
ìóëû (18.5) èç [4]). Òðåòèé ÷ëåí ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ äà¼òF (x(L) � x(0)) -
ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ïîñòîÿííîé ñèëû. Â ïîñëåäíåì ÷ëåíå � (s; t) - ìíîæèòå-
ëè Ëàãðàíæà äëÿ îáåñïå÷åíèÿ íåñæèìàåìîñòè.

Ïîñêîëüêó ñòåðæåíü íåñæèìàåì, òî ìîæíî âûðàçèòü ëàãðàíæèàí ÷åðåç òîëü-
êî îäíó êîîðäèíàòó y [5]:

L =
Z L

0
ds

2

4 �
2(1 � y02)

_y2 �
�
2

(y00)2

�
1 � (y0)2

� � F
q

1 � (y0)2

3

5 : (3.4)

Ïðè ýòîì êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïîòåðÿåò ñâîþ ÷àñòü, íàïðàâëåííóþ âäîëü
ñòåðæíÿ. Íî ïîñêîëüêó êîëåáàíèÿ ñòåðæíÿ âáëèçè ðàâíîâåñèÿ áóäóò ïðåäïîëà-
ãàòüñÿ ìàëûìè è ñòåðæåíü íåñæèìàåì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò òîëüêî
ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ.

3.2 Îïðåäåëåíèå ôîðìû ñòåðæíÿ â ñòàöèîíàð-
íîì ñëó÷àå

Íàéä¼ì òî÷íóþ ôîðìó èçîãíóòîãî ñòåðæíÿ (ðàçîáðàíî â çàäà÷àõ ê Ÿ19 [4]).
Ïàðàìåòðèçàöèÿ (Ðèñ. 3.1), â êîòîðîé ëàãðàíæèàí çàïèñûâàåòñÿ êðàñèâî

(òî÷íåå òîëüêî åãî ÷àñòü, íå çàâèñÿùàÿ îò ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè), êîòîðàÿ
óäîáíà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôîðìû ïðè îòñóòñòâèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè:

y0(s) = sin � (s) (3.5)
x0(s) = cos � (s) (3.6)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â (3.3), ïîëó÷èì ýíåðãèþ â âèäå

H =
Z L

0
ds

�
�� 02

2
+ F cos�

�
(3.7)

Óðàâíåíèå Ýéëåðà-Ëàãðàíæà:

� 00+
F
�

sin� = 0 (3.8)

Èíòåãðèðóåì åãî
d�
ds

=

r
2F
�

p
cos� � cos� 0 (3.9)

Îòñþäà ôîðìà ïàëêè îïðåäåëÿåòñÿ îáðàùåíèåì íåïîëíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî
èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà:

s =

r
�

2F

Z �

� � 0

d�
p

cos� � cos� 0
(3.10)
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Ðàñêëàäûâàÿ êîñèíóñû â ðÿä òåéëîðà äî 2-îé ñòåïåíèè è ïîäñòàâëÿÿs = L,
ïîëó÷àåì

Fc = �
� 2

L2 (3.11)

À ðàçëîæèâøèñü äî 4-îé:
F
Fc

� 1 +
� 2

0

8
(3.12)

Ïîýòîìó óäîáíî îáåçðàçìåðèòü ñèëó êàê

F
Fc

= 1 +
�
8

(3.13)

Òîãäà

� 0 �

r

8
F � Fc

Fc
=

p
� (3.14)

3.2.1 Ðàçëîæåíèå � (s) â ðÿä ôóðüå

� 00+
F
�

sin� = 0 (3.15)

Ïóñòü � = � 1 cos�s
L + � 3 cos3�s

L , îòñþäà � 00= � � 2

L 2 � 1 cos�s
L � 9� 2

L 2 � 3 cos3�s
L , è

ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå Ýéëåðà-Ëàãðàíæà ïðès = 0, ïîëó÷àåì:

�
� 2

L2 � 1 �
9� 2

L2 � 3 +
F
�

sin� 0 = 0 (3.16)

� � 1 � 9� 3 +
F
Fc

sin� 0 = 0 (3.17)

Ñ íóæíîé òî÷íîñòüþ ðàñêëàäûâàÿ â ðÿä Òåéëîðà è èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå
� 0 = � 1 + � 3, ïîëó÷àåì

F
Fc

=
� 1 + 9� 3

sin� 0
=

� 0 + 8� 3

sin� 0
=

� 0 + 8� 3

� 0 � � 3
0
6

= 1 +
�

� 2
0

6
+ 8

� 3

� 0

�
(3.18)

À ìû çíàåì, ÷òî F
Fc

= 1 + � 2
0
8 . Ñëåäîâàòåëüíî,

� 3 = �
� 3

0

192
(3.19)

Ò.î.

� = ( � 0 +
� 3

0

192
) cos

�s
L

�
� 3

0

192
cos

3�s
L

(3.20)

Îòñþäà âèäíà ïðè÷èíà, ïî÷åìó äàæå ïðè � 0 � �
2, êîãäà îòêëîíåíèå ñòðåæíÿ

íåëüçÿ ñ÷èòàòü ìàëûì, ïåðâàÿ ãàðìîíèêà î÷åíü õîðîøî ïðèáëèæàåò ðåøåíèå.
Ýòî èç-çà ìàëîãî êîýôôèöèåíòà 1=192ïåðåä ñëåäóþùåé ïîïðàâêîé.

7



Ñðàâíèì, êàê ðàçëè÷íûå ïàðàìåòðèçàöèè ïðèáëèæàþò òî÷íîå ðåøåíèå. Èç
(Ðèñ. 3.2) âèäíî, ÷òî � -ïàðàìåòðèçàöèÿ íàìíîãî ëó÷øå, õîòÿ èçãèá ñòåðæíÿ óæå
íåëüçÿ ñ÷èòàòü ìàëûì.

Ðèñ. 3.2:� = 2. Ñèíèé ïðîôèëü ñòåðæíÿ íàéäåí ÷èñëåííî. Îðàíæåâûé è çåëå-
íûé íàéäåíû ïî ôîðìóëå � = � 1 cos�s

L , íî îòëè÷àþòñÿ òåì, ÷òî êîýôôèöèåíò � 1

äëÿ îðàíæåâîãî âû÷èñëåí ÷èñëåííî. Êðàñíûé ïðîôèëü âû÷èñëåí ïî ôîðìóëå
y = L

p
�

� sin �x
L .

Â ýòîì è çàêëþ÷àåòñÿ ñìûñë èñïîëüçîâàíèÿ ïàðàìåòðèçàöèè ÷åðåç � (s): â
íåé ðåøåíèå ïðèáëèæàåòñÿ îäíîé ãàðìîíèêîé íàìíîãî ëó÷øå, ÷åì â y-ïàðàìåòðèçàöèè,
êîòîðóþ îáû÷íî èñïîëüçóþò â ñòàòüÿõ ïðî óïðóãèé ñòåðæåíü.

3.2.2 Ìàêñèìàëüíàÿ ñèëà

Íà ñòåðæåíü ìîæíî äåéñòâîâàòü ñ ëþáîé ñèëîé, íèêîãäà íå äîñòèãàÿ � 0 =
� , ïðè ýòîì ñòåðæåíü áóäåò ñêðó÷åí â ïåòëþ (ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ñòåðæåíü
æèâ¼ò â ïëîñêîñòè, èíà÷å îí áû âûêðóòèëñÿ è çàäà÷à ïåðåøëà áû â çàäà÷ó
ðàñòÿæåíèÿ, à íå ñæàòèÿ).

Ñèëà, ñ êîòîðîé íóæíî äåéñòâîâàòü, ÷òîáû ñæàòü ïàëêó â �êàïëþ�, ò.å. ñî-
ìêíóòü äâà ïðîòèâîïîëîæíûõ êîíöà êàê íà (Ðèñ. 3.3), ïðèìåðíî ðàâíà (îíà
ìàêñèìàëüíà â òîì ñìûñëå, ÷òî áÎëüøèå ñèëû íàì íå èíòåðåñíû)

Fmax = 2:2Fc (3.21)

Èëè, ïîäñòàâëÿÿ ýòî â (3.13), ïîëó÷èì

� max = 10 (3.22)

Ýòî íóæíî ÷òîáû ïîíèìàòü óñëîâèå ìàëîñòè � 1 � 1 â òåðìèíàõ � . Òàêèì
îáðàçîì

� � 10 (3.23)

Óãîë, ïðè êîòîðîì ïàëêà ñãèáàåòñÿ â êàïåëüêó, ïðèìåðíî

� 0 =
3�
4

(3.24)
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Ðèñ. 3.3: Ïðîôèëü ñòåðæíÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû F = 2:2Fc

9



Ãëàâà 4

Ýéëåðîâñêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü
ñ áåñïîðÿäêîì

4.1 Ìîäåëü

Ââåä¼ì ñëó÷àéíóþ êðèâèçíóC0(s) â ãàìèëüòîíèàí â âèäå

H e =
Z L

0
ds

"

�
(� 0� C0)2

2
+ F cos�

#

(4.1)

Òåïåðü êîãäà íà ñòåðæåíü íå äåéñòâóåò ñèëàF , ìèíèìóì ýíåðãèè äîñòè-
ãàåòñÿ ïðè � (s) = C(s). Òàêóþ ñëó÷àéíóþ êðèâèçíó ìîæåò âûçâàòü ê ïðè-
ìåðó íàëèïøèé ìóñîð íà óãëåðîäíóþ íàíîòðóáêó: îí ïðèòÿãèâàåò ê ñåáå ñòåð-
æåíü, èçìåíÿÿ êðèâèçíó â ðàâíîâåñèè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êðèâèçíà áóäåò äåëüòà-
êîððåëèðîâàííàÿ:

hC0(s)C0(s0)i C = � � (s � s0) (4.2)

Âû÷òåì èç ãàìèëüòîíèàíà íåñóùåñòâåííóþ êîíñòàíòó (ïîòîì ýòî áóäåò óäîá-
íî):

H e =
Z L

0
ds

�
�

� 02

2
+ F cos� � �C 0� 0

�
(4.3)

Ïðè F > F c ïðîèñõîäèò ñïîíòàííîå íàðóøåíèå ñèììåòðèè: ïîÿâëÿåòñÿ äâà
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ �

p
� êàê â ôàçîâîì ïåðåõîäå âòîðîãî ðîäà. Ïî àíàëîãèè

ñ òåîðèåé Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó ðàçëîæèì ãàìèëüòîíèàí ïî � (s) äî 4 ïîðÿäêà:

H e =
Z L

0
ds

�
�

� 02

2
+ F

�
1 �

� 2

2
+

� 4

24

�
� �C 0� 0

�
(4.4)

Òåïåðü ñäåëàåì ïðåîáðàçîâàíèå ôóðüå ãàìèëüòîíèàíà ñ ó÷¼òîì ãðàíóñëîâèé
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� 0(0) = � 0(L) = 0 :

qn =
�n
L

(4.5)

� =
1X

n=1

� n cosqnx (4.6)

Cn =
2
L

Z L

0
C(s) cosqnx (4.7)

Îñòàâëÿÿ êâàäðàòè÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ� n, ïîëó÷èì ïðîñòóþ ñâÿçü

� n =
n2

n2 � 1
Cn (4.8)

Ââèäó ïðîñòîé íî äëèííîé ñâÿçè ìåæäó íèìè â ïðîìåæóòî÷íûõ ôîðìóëàõ ÷à-
ñòî íå áóäåì çàìåíÿòü îäíî íà äðóãîå.

Ìû îæèäàåì, ÷òî êàê è â Ýéëåðîâñêîé íåóñòîé÷èâîñòè áåç áåñïîðÿäêà, íàè-
áîëüøåé áóäåò ïåðâàÿ ãàðìîíèêà � 1 � � n � Cn, n = 2; 3: : : . Â ïîëíîì ïðåíå-
áðåæåíèè ñòàðøèìè ãàðìîíèêàìè ïîëó÷èì

H e =
�� 2

16L

�
� 4

1

4
� �

� 2
1

2
� 8C1� 1

�
(4.9)

Äîáàâèì ñòàðøèõ ãàðìîíèê ïåðåä êàæäîé ñòåïåíüþ � 1. Íî íå áóäåì äîáàâ-
ëÿòü ïðè ëèíåéíîì ÷ëåíå, ïîñêîëüêó òàì óæå åñòü áåñïîðÿäîê, è êóáè÷åñêèå ïî-
ïðàâêè òàì íè ê ÷åìó. À òàêæå ïðè � 4

1, ïîñêîëüêó îò íèõ ëåãêî áóäåò èçáàâèòüñÿ
â óðàâíåíèè Ýéëåðà-ëàãðàíæà, ÷òî ïðèâåä¼ò òîëüêî ê ïîÿâëåíèþ ñëåäóþùèõ
ïîïðàâîê ïåðåä îñòàëüíûìè ñòåïåíÿìè, êîòîðûå íàì íå èíòåðåñíû.

H e =
�� 2

16L

"
� 4

1

4
+

� 3
1� 3

3
�

 

� � 2
1X

k=2

�
� 2

k + � k� k+2
�
!

� 2
1

2
� 8C1� 1

#

(4.10)

4.1.1 Ðàñïðåäåëåíèå ôóðüå-êîìïîíåíò áåñïîðÿäêà

Íàéäåì êîððåëÿòîð:

hCnCmi =
�

2
L

Z L

0
dsC(s) cosqns

2
L

Z L

0
ds0C(s0) cosqms0

�
= (4.11)

=
4

� 2nm

Z L

0
ds0

Z L

0
dshC0(s)C0(s0)i sinqnssinqms0= (4.12)

=
4�

� 2nm

Z L

0
ds0

Z L

0
ds� (s � s0) sinqnssinqms0= (4.13)

= � nm
4�

� 2n2

Z L

0
dssin2 qns = (4.14)

= � nm
2� L
� 2n2 (4.15)
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Ïîñêîëüêó Cn - ýòî ñóììû ãàóññîâûõ âåëè÷èí (òî÷íåå èíòåãðàëû ãàóññîâûõ
âåëè÷èí), òî îíè òîæå ãàóññîâû. Òîãäà èç ðàâåíñòâà íóëþ èõ ïîïàðíûõ êîððå-
ëÿòîðîâ ñëåäóåò, ÷òî îíè íåçàâèñèìû.

Èõ äèñïåðñèè:

� n �


C2

n

�
=

2� L
� 2n2 =

� 1

n2 (4.16)

4.2 Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ ñòåðæíÿ
â ïðåíåáðåæåíèè ñòàðøèìè ãàðìîíèêàìè

Íàéä¼ì ðàñïðåäåëåíèå äëÿ � 1 â ïðåíåáðåæåíèè ñòàðøèìè ãàðìîíèêàìè.
Óðàâíåíèå:

� 3
1 � �� 1 � 8C1 = 0 (4.17)

Òîãäà

C1(� 1) =
1
8

�
� 3

1 � �� 1
�

(4.18)

Èç íå¼ ëåãêî ïîëó÷èòü ÿâíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ� 1:

P(� 1) =
dC1

d� 1
P(C1) =

1
8
p

2� � 1

�
3� 2

1 � �
�

exp

"

�

�
� 3

1 � �� 1
� 2

128� 1

#

(4.19)

Îäíàêî ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ïðè � 1 = 0 è � > 0 ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îò-
ðèöàòåëüíà! Íà ñàìîì äåëå ýòà ôîðìóëà âåðíà òîëüêî ïðè � < 0, à ïðè � > 0
ôóíêöèÿ (4.18) (ïðåäñòàâëåíà íà (Ðèñ. 4.1)) íåìîíîòîííà, ïîýòîìó íóæíî âåñòè
ñåáÿ àêêóðàòíåå.

Ðèñ. 4.1: Ãðàôèêè ôóíêöèé (4.18),(4.22). Ñðàâíèòå~C1(� 1) ñ îáðàòíîé ê íåé
� 1(C1) (Ðèñ. 4.3)
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Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ïðè � > 0 äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî C1 ñóùå-
ñòâóåò îò îäíîãî äî òð¼õ ðàçëè÷íûõ � 1. Èç íèõ íóæíî âûáðàòü òîò, â êîòîðîì
ýíåðãèÿ ìèíèìàëüíà, ÷òî äàñò íàì îäíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ � 1(C1). Ýòó ôóíêöèþ
ìîæíî îáðàòèòü, íàçîâ¼ì å¼ ~C1(� 1), ïîñêîëüêó îíà íå ýêâèâàëåíòíà ôóíêöèè
(4.18):

~C1() � � � 1
1 () (4.20)

Îïðåäåëèì ïðîñòîå ïðàâèëî âûáîðà � 1. Ïîäñòàâëÿÿ (4.18) â âûðàæåíèå äëÿ
ýíåðãèè (4.9), ïîëó÷àåì (ñ òî÷íîñòüþ äî íåñóùåñòâåííîãî ìíîæèòåëÿ)

H (� 1; C1(� 1)) = �
3� 4

1

4
+ �

� 2
1

2
(4.21)

Ðèñ. 4.2: Ýíåðãèÿ ýêñòðåìóìîâ ïî ôîðìóëå (4.21)

Ïîñêîëüêó ìèíèìóì ýíåðãèè ìîæåò äîñòèãàòüñÿ òîëüêî â ëîêàëüíîì ìèíè-
ìóìå @2H (� 1;C1)

@�21
= 3� 2

1 � � > 0, òî èç (Ðèñ. 4.2) âèäíî, ÷òî ìèíèìóì ýíåðãèè áóäåò
ïðè ìàêñèìàëüíîì j� 1j, ïîýòîìó

~C1(� 1) =
1
8

�
� 3

1 � �� 1
�

�
�
� 2

1 � �
�

(4.22)

Ãðàôèê äëÿ ~C1(� 1) ïðè � > 0 ïðåäñòàâëåí íà (Ðèñ. 4.1). Èç (4.22) ïîíÿòíî, ÷òî
ïðè � < 0 îí áóäåò ñîâïàäàòü ñ C1(� 1).

Îòñþäà ïîëó÷èì ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ëþáîãî çíàêà � :

d ~C1

d� 1
=

1
8

�
3� 2

1 � �
�

�
�
� 2

1 � �
�

(4.23)

P(� 1) =
d ~C1

d� 1
P( ~C1) =

1
8
p

2� � 1

�
3� 2

1 � �
�

exp

"

�

�
� 3

1 � �� 1
� 2

128� 1

#

�
�
� 2

1 � �
�

(4.24)

Ïîñìîòðèì íà (Ðèñ. 4.4). Äàæå ïðè � < 0 îò÷¼òëèâî âèäíû äâà ïèêà, õîòÿ
áåç áåñïîðÿäêà çäåñü áûëî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå� 1 = 0.
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Ðèñ. 4.3: Äåìîíñòðàöèÿ ñâÿçè ôóíêöèè � 1(C1) (îáðàòíàÿ ê íåé ~C1(� 1) (4.22)) è
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ñëåâà: çàâèñèìîñòü� 1, îòâå÷àþùåãî ìèíèìóìó ýíåð-
ãèè, îò C1 äëÿ � = � 0:2 (êðàñíûé è ãîëóáîé). Ïðàâûé: ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ,
îïðåäåë¼ííàÿ ïî (4.24), äëÿ � 1 = 5 � 10� 3 è � = 0:2.

Ðèñ. 4.4: Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿP(� 1) ïðè � 1 = 1
10000 äëÿ ÷åòûð¼õ õàðàêòåð-

íûõ ñèë. Ïîñòðîåíà ïî ôîðìóëå (4.24)

Êîãäà ñìîòðèøü íà (4.24), ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íåðàçóìíûì äåðæàòü êîýôôè-
öèåíò 8 ïåðåä C1 â ôîðìóëå (4.17), âåäü îí ïðèâ¼ë ê áîëüøîìó êîýôôèöèåíòó
â ýêñïîíåíòå 128 = 82 � 2. Îäíàêî îí òàì âîçíèê íå ïðîñòî òàê. Çàìåòèì, ÷òî
ìû ââåëè áåñïîðÿäîê òàêèì îáðàçîì (4.1), ÷òî â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ, êîãäà
íà ñòåðæåíü íå äåéñòâóþò íèêàêèå ñèëû,� (s) = C(s). Êîãäà ñèëà áëèçêà ê
Ýéëåðîâñêîé íåóñòîé÷èâîñòè, ýòî âûðàæàåòñÿ òåì, ÷òî äëÿ ñòàðøèõ ãàðìîíèê
n = 2; 3::: äèñïåðñèè ïðèìåðíî ðàâíû äèñïåðñèè ñòàðøèõ ãàðìîíèê áåñïîðÿäêà:



� 2

n

�
=

n4

(n2 � 1)2 � n � � n (4.25)

Òàêèì îáðàçîì êîýôôèöèåíò 128îçíà÷àåò, ÷òî äàæå ìàëåíüêèé áåñïîðÿäîê
âáëèçè Ýéëåðîâñêîé íåóñòîé÷èâîñòè ìîæåò ïðèâîäèòü ê ñóùåñòâåííîìó ðàçìû-
òèþ, ÷òî ìû è âèäèì íà (Ðèñ. 4.4).
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4.3 Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ ñòåðæíÿ
ñ ó÷¼òîì ñòàðøèõ ãàðìîíèê

Èñïîëüçóåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ P(� 1):

P(� 1) =
Z  

1Y

k=2

dCkP(Ck)

!

P(� 1jC2; C3; : : : ) (4.26)

ãäå

P(� 1jC2; C3; : : : ) =
@~C1(� 1; C2; C3; : : : )

@�1
P(C1 = ~C1(� 1; C2; C3; : : : )) (4.27)

Å¼ ìîæíî çàïèñàòü â êîðîòêîì âèäå

P(� 1) = hP(� 1jC2; C3; : : : )i Ck ;k6=1 = hP(� 1jC2; : : : )i C (4.28)

Â êîíöå ìû çàìåíèëè óñðåäíåíèå ïî ñòàðøèì ãàðìîíèêàì áåñïîðÿäêà íà óñðåä-
íåíèå ïî âñåìó áåñïîðÿäêó, ïîòîìó ÷òî ôóíêöèÿ P(� 1jC2; C3; : : : ) íå çàâèñèò
îò C1, èç-çà ÷åãî óñðåäíåíèå ïî C1 íè÷åãî íå ìåíÿåò. Ýòî ñäåëàíî òîëüêî äëÿ
êðàòêîñòè çàïèñè, ìû íå áóäåì ïîòîì êàê-òî èñïîëüçîâàòü ýòîò ôàêò.

Òåïåðü ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî â îáùåì ñëó÷àå:

� 3
1 +

9
8

C3� 2
1 �

 

� � 2
1X

k=2

�
� 2

k + � k� k+2
�
!

� 1 � 8C1 = 0 (4.29)

Òîãäà

C1 =
1
8

� 3
1 +

9
64

C3� 2
1 �

1
8

 

� � 2
1X

k=2

�
� 2

k + � k� k+2
�
!

� 1 (4.30)

Ïîñêîëüêó ýòî òîæå êóáè÷åñêàÿ ïàðàáîëà, òî íàõîæäåíèå ôóíêöèè ~C1(� 1; C2; C3; : : : )
ìîæíî ñâåñòè ê ïðåäûäóùåé (ò.å. áåç ñòàðøèõ ãàðìîíèê) ïîäñòàíîâêîé â êóáè-
÷åñêîå óðàâíåíèå (4.29), óáèðàþùåé ÷ëåí ïåðåä� 2

1:

� 1 = � 1;e� �
3
8

C3 (4.31)

Òîãäà
� 3

1;e� � � e� � 1;e� � 8C1;e� = 0 (4.32)

ãäå

� e� = � +
27
64

C2
3 � 2

1X

k=2

�
� 2

k + � k� k+2
�

(4.33)

� 8C1;e� = � 8C1 +
27C3

3

256
+

3
8

C3

 

� � 2
1X

k=2

�
� 2

k + � k� k+2
�
!

(4.34)
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Ñðàçó ïèøåì îòâåò, ãëÿäÿ íà (4.22):

~C1;e� =
1
8

�
� 3

1;e� � � e� � 1;e�
�

�
�
� 2

1;e� � � e�
�

(4.35)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà (4.32),(4.33),(4.34), ïîëó÷èì

~C1 =

 
1
8

� 3
1 +

9
64

C3� 2
1 �

1
8

 

� � 2
1X

k=2

�
� 2

k + � k� k+2
�
!

� 1

!

�
�
� 2

1;e� � � e�
�

+

+
1
8

 
27C3

3

256
+

3
8

C3

 

� � 2
1X

k=2

�
� 2

k + � k� k+2
�
!!

�
�
� e� � � 2

1;e�

�
(4.36)

Ïîñêîëüêó ýòà ôóíêöèÿ ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ íåñêîëüêèõ ñäâèæåê â (4.22),
òî îíà òîæå íåïðåðûâíà êàê ôóíêöèÿ � 1 è âûãëÿäèò ïðèìåðíî òàê æå, êàê íà
(Ðèñ. 4.1), òîëüêî ñäâèíóòà ïî îñÿì � 1; ~C1 è òåïåðü äðóãîå� . Âòîðîé ÷ëåí â
(4.36), õîòü è âûãëÿäèò ñòðàøíî, âñåãî ëèøü îòâåòñòâåíåí çà ñîõðàíåíèå íåïðå-
ðûâíîñòè ôóíêöèè â ðåçóëüòàòå ñäâèæêè ââåðõ èëè âíèç. Ñåé÷àñ ìû ïîêàæåì,
÷òî åãî ìîæíî âûáðîñèòü. Áåð¼ì ïðîèçâîäíóþ:

@~C1

@�1
=

1
8

 

3� 2
1 +

9
4

C3� 1 �

 

� � 2
1X

k=2

�
� 2

k + � k� k+2
�
!!

�
�
� 2

1;e� � � e�
�

(4.37)

Ýòî çíà÷èò, ÷òî â ïðåäýêñïîíåíòå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ áóäåò ñòîÿòü òåòà-
ôóíêöèÿ õåâèñàéäà, çàíóëÿþùàÿ � 2

1;e� � � e� < 0, ïîýòîìó ìîæíî â ýòîé îáëàñòè
ïèñàòü ÷òî õîòèì, à ìû íå õîòèì äåðæàòü â ýêñïîíåíòå ýòîò âòîðîé ÷ëåí èç
(4.36). Ïîëó÷àåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ôîðìóëå (4.27):

P(� 1jC2; : : : ) =
1

8
p

2� � 1

 

3� 2
1 +

9
4

C3� 1 � � + 2
1X

k=2

�
� 2

k + � k� k+2
�
!

�

� exp

"

�

�
� 3

1 + 9
8C3� 2

1 �
�
� � 2

P 1
k=2

�
� 2

k + � k� k+2
��

� 1
� 2

128� 1

#

�
�
� 2

1;e� � � e�
�

(4.38)

Ïîïðîáóåì óïðîñòèòü âûðàæåíèå, íå äåëàÿ íîâûõ ïðåäïîëîæåíèé, êðîìå
� 1 � 1 è � � 1. Ñðàçó âèäíî, ÷òî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü â ýêñïîíåíòå íåêîòîðûìè
÷ëåíàìè.

P(� 1jC2; : : : ) =
1

8
p

2� � 1

 

3� 2
1 +

9
4

C3� 1 � � + 2
1X

k=2

�
� 2

k + � k� k+2
�
!

�

� exp

"

�

�
� 3

1 � �� 1
� 2

+ 9
4C3� 2

1

�
� 3

1 � �� 1
�

128� 1

#

�
�
� 2

1;e� � � e�
�

(4.39)

×ëåí ñ C3 â ýêñïîíåíòå ìîæíî óáðàòü, ñäåëàâ ñäâèã ïðè èíòåãðèðîâàíèè
ïî C3 - ýòî ïðèâåä¼ò ê ïîÿâëåíèþ ÷ëåíîâ ïîðÿäêà � 3

1 â ïðåäýêñïîíåíòå è ïîä
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òåòà-ôóíêöèåé, êîòîðûìè ãðåõ íå ïðåíåáðå÷ü, à òàêæå ê ïîÿâëåíèþ ïîä ýêñïî-
íåíòîé ÷ëåíà â

� � 1
8

� 4
ðàç ìåíüøåãî ÷åì òîò, ÷òî îñòàíåòñÿ. Äåëàåì ýòó ñäâèæêó,

è ïîëó÷àåì

P(� 1jC2; : : : ) =
1

8
p

2� � 1

 

3� 2
1 +

9
4

C3� 1 � � + 2
1X

k=2

�
� 2

k + � k� k+2
�
!

�

� exp

"

�

�
� 3

1 � �� 1
� 2

128� 1

#

�
�
� 2

1;e� � � e�
�

(4.40)

Ýòî ïî÷òè òàêîå æå ðàñïðåäåëåíèå êàê (4.24), òîëüêî â òåòà-ôóíêöèè è ïðåä-
ýêñïîíåíòå ÷òî-òî áîëåå ñëîæíîå.

4.3.1 Èçìåíåíèå ñòðîãîé ùåëè ïðè ó÷¼òå ñòàðøèõ ãàðìî-
íèê áåñïîðÿäêà

Ìû âèäåëè, ÷òî áåç ó÷¼òà ñòàðøèõ ãàðìîíèê áåñïîðÿäêà ôóíêöèÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ èìååò ùåëü �

p
� < � 1 <

p
� . Îäíàêî ñòàðøèå ãàðìîíèêè ðàçìûâàþò

ýòó ùåëü, è ìû ñåé÷àñ ïîêàæåì êàê.
Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (4.38) íåíóëåâàÿ òîãäà, êîãäà âûðàæåíèå ïîä òåòà-

ôóíêöèåé áîëüøå íóëÿ. Ò.å. òîãäà, êîãäà (çäåñü çâ¼çäî÷êîé îáîçíà÷åí òîò ôàêò,
÷òî k = 3 îïóñêàåòñÿ):

�
�
�
� � 1 +

3
8

C3

�
�
�
� >

vu
u
t � � 2

1X �

k=2

(� 2
k + � k� k+2 ) �

135
64

C2
3 �

75
64

C3C5 (4.41)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ C3 âûðàæåíèå ïîä êîðíåì ñòà-
íîâèòñÿ íóëåâûì. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïîñëå óñðåäíåíèÿ ïî C3 èñ÷åçíåò ñòðîãàÿ
ùåëü, ò.å. ó÷¼ò õîòÿ áûC3 ïðèâîäèò ê èñ÷åçíîâåíèþ ñòðîãîé ùåëè.

4.3.2 Ïðåäåë ñèëüíîãî áåñïîðÿäêà � � � 1 è ñëó÷àé, êîãäà
� < 0

Ïîñìîòðèì íà ôîðìóëó (4.40). Ïðè ñèëüíîì áåñïîðÿäêå ïî÷òè âñåãäà � e� < 0,
÷òî ïîçâîëÿåò èçáàâèòüñÿ îò òåòà-ôóíêöèè. Ïîñëå ýòîãî óñðåäíåíèå ïî áåñïî-
ðÿäêó òðèâèàëüíî:

P(� 1) =
1

8
p

2� � 1

 

3� 2
1 � � + 2

1X

k=2

k4

(k2 � 1)2 � k

!

exp

"

�

�
� 3

1 � �� 1
� 2

128� 1

#

= (4.42)

=
1

8
p

2� � 1

 

3� 2
1 � � + 2� 1

1X

k=2

k2

(k2 � 1)2

!

exp

"

�

�
� 3

1 � �� 1
� 2

128� 1

#

= (4.43)

=
1

8
p

2� � 1

�
3� 2

1 � � +
3 + 4� 2

24
� 1

�
exp

"

�

�
� 3

1 � �� 1
� 2

128� 1

#

(4.44)
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Ïðåëåñòü ýòîé ôîðìóëû åù¼ è â òîì, ÷òî îíà îòëè÷íî ðàáîòàåò ïðè � < 0,
ò.ê. â ýòîì ñëó÷àå áåç âñÿêèõ ïðèáëèæåíèé ìîæíî óáðàòü òåòà-ôóíêöèþ, ïîòîìó
÷òî � e� < 0

Ìàêñèìóì îïðåäåëÿåòñÿ íóë¼ì ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé, ÷òî äà¼ò ïðè-
áëèçèòåëüíî

� 1 = 6

r
128� 1

3
� 6

r
� 1

0:02
(4.45)

Ýòî íàêëàäûâàåò áîëåå ñèëüíîå óñëîâèå íà� 1.

4.3.3 Ïðåäåë ñëàáîãî áåñïîðÿäêà � 1 � �

Ïîñìîòðèì íà ôîðìóëó (4.40). Ñðàçó ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ìíîãèìè ÷ëåíàìè:

P(� 1jC2; : : : ) =
3� 2

1 � �
8
p

2� � 1
exp

"

�

�
� 3

1 � �� 1
� 2

128� 1

#

�

" �
� 1 +

3
8

C3

� 2

� �

#

(4.46)

Îñòàëîñü óñðåäíèòü òîëüêî òåòà-ôóíêöèþ:

P(� 1) =
3� 2

1 � �
8
p

2� � 1
exp

"

�

�
� 3

1 � �� 1
� 2

128� 1

# *

�

" �
� 1 +

3
8

C3

� 2

� �

#+

C

(4.47)

Ðàçáèâàåì å¼ íà äâå è òðèâèàëüíî èíòåãðèðóåì:
*

�

" �
� 1 +

3
8

C3

� 2

� �

#+

C

= (4.48)

=
�

�
�
� 1 +

3
8

C3 �
p

�
�

+ �
�
� � 1 �

3
8

C3 �
p

�
��

C
= (4.49)

=
1
2

�
erfc

8 (
p

� � � 1)p
2� 1

+ erfc
8 (

p
� + � 1)p
2� 1

�
(4.50)

ò.î. ïîëó÷àåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ â ñëàáîì áåñïîðÿäêå:

P(� 1) =
1

16
p

2� � 1

�
3� 2

1 � �
�

exp

"

�

�
� 3

1 � �� 1
� 2

128� 1

#

�

�
�

erfc
8 (

p
� � � 1)p
2� 1

+ erfc
8 (

p
� + � 1)p
2� 1

� (4.51)

Ïî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî áåñïîðÿäîê ïðèâîäèò ê ðàçìûòèþ
ïèêà íà âåëè÷èíó (â ïðåäïîëîæåíèè �� 1 �

p
� )

�� 1 =

p
32� 1

�
(4.52)
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Âèäíî, ÷òî ìîæíî ïîëó÷èòü �� 1 � 1, îñòàâàÿñü â ðàìêàõ� 1 � � �
p

� 1.
Íà ñàìîì äåëå, â òàêîì ñëó÷àå âåëè÷èíà ðàçìûòèÿ èçìåíèòñÿ è áóäåò

�� 1 = 6
p

128� 1 (4.53)

Ïðè âûâîäå ýòîé ôîðìóëû ïîäðàçóìåâàëîñü �� 1 �
p

� , ïîýòîìó ïîëåçíî
çàäàòüñÿ âîïðîñîì, íàñêîëüêî ýòî áûëî âåðíî (ïîëåçíî íå òîëüêî äëÿ ýòîãî, íî
è äëÿ ïîíèìàíèÿ, ìîæíî ëè ïðåíåáðåãàòü ôëóêòóàöèÿìè � 1 â ïðåäýêñïîíåíòå).
Ïîñìîòðèì íà ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ðàçìûòèå (4.53)

�� 1 = 6
p

128� 1 � 3
p

� �
p

� (4.54)

Ò.å. äàæå ñëàáûé áåñïîðÿäîê ìîæåò ñóùåñòâåííî ðàçìûòü ôóíêöèþ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ è ïðåíåáðåãàòü ôëóêòóàöèÿìè � 1 â ïðåäýêñïîíåíòå íåëüçÿ.

4.3.4 Ñøèâêà ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ

Åñëè ñøèòü äâà ðàçíûõ ïðåäåëà: (4.44) è (4.51), ïîëó÷èì

P(� 1) =
1

16
p

2� � 1

�
3� 2

1 � � +
3 + 4� 2

24
� 1

�
exp

"

�

�
� 3

1 � �� 1
� 2

128� 1

#

�

�
�

erfc
8 (

p
� � � 1)p
2� 1

+ erfc
8 (

p
� + � 1)p
2� 1

� (4.55)

Ïîêà íåèçâåñòíî, íàñêîëüêî ýòà ôîðìóëà âåðíà ïðè � � � 1. Îäíàêî ÿñíî,
÷òî ïðè � 2

1 > � òåòà-ôóíêöèÿ ïî÷òè âñåãäà åäèíèöà è å¼ ìîæíî âûáðîñèòü
(÷òî îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé äëÿ ñèëüíîãî áåñïîðÿäêà, à çíà÷èò è ñøèâêà òàì
ðàáîòàåò). Ñëåäîâàòåëüíî ýòà ôîðìóëà õîðîøà âåçäå, êðîìå � 2

1 < � ïðè � � � 1.
Âûÿñíèì, íàñêîëüêî ñóùåñòâåííà ýòà îøèáêà. Äëÿ îöåíêè ñâåðõó ïðåíåáðå-

ãàÿ â (4.40) òåòà-ôóíêöèÿìè, ïîëó÷àåì

P(0) <
� � + 2� 1

8
p

2� � 1
<

p
� 1

10
� 1 (4.56)

Ïðè ýòîì

max
� 1

P(� 1) �
1
� 1

> 1 (4.57)

ò.å.max
� 1

P(� 1) íà 2 ïîðÿäêà áîëüøå, ÷åì P(0) (îäèí èç ïîðÿäêîâ çà ñ÷¼ò 10

â çíàìåíàòåëå). Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü îøèáêàìè âáëèçè íóëÿ.
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Ðèñ. 4.5: Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿP(� 1) âû÷èñëåííàÿ ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâà-
íèåì òî÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (4.38) ïî ïåðâûì íåñêîëüêèì ãàðìîíèêàì áåñïî-
ðÿäêà (ñïëîøíîé ñèíèé ãðàôèê) è ñ èñïîëüçîâàíèåì íàéäåííîé ñøèâêè àïïðîê-
ñèìàöèé (4.55). (a) Ñëàáûé áåñïîðÿäîê � 1 � � � 1; � 1 = 0:005, � = 0:2. (b)
Ñèëüíûé áåñïîðÿäîê 0 < � � � 1; � 1 = 0:05, � = 0:002.
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Ãëàâà 5

Îäíîýëåêòðîííûé
òðàíçèñòîð â áåñïîðÿäêå

5.1 Ìîäåëü

Ðèñ. 5.1: Ñõåìà îäíîýëåêòðîííîãî òðàíçèñòîðà. Êðàñíûì îáîçíà÷åí ñòåðæåíü,
êîòîðûé ÿâëåòñÿ êâàíòîâîé òî÷êîé.

Îäíîýëåêòðîííûé òðàíçèñòîð (Ðèñ. 5.1) áåç áåñïîðÿäêà âáëèçè Ýéëåðîâñêîé
íåóñòîé÷èâîñòè ðàçîáðàí â ñòàòüå [1]. Ìû æå ñðàçó íà÷í¼ì ðàññìîòðåíèå ñ áåñ-
ïîðÿäêîì.

Âçàèìîäåéñòâèå ìåõàíè÷åñêîé è ýëåêòðè÷åñêîé ñòåïåíåé ñâîáîäû ââåäåì êàê

Ĥ int = eEYn̂d =
�Lq 2

1

16
� n̂d� 1 (5.1)

� =
2
3

�
8
�

� 2 eE
Fc

(5.2)

ãäåY =
RL

0 dsy(s)	 2(s) - ñðåäíåå ñìåùåíèå ýëåêòðîíà ïî îñè Y. Çäåñü	( s)
- âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ýëåêòðîíà. Ìû âçÿëè â êà÷åñòâå íå¼ ñàìûé íèçêèé óðîâåíü
â áåñêîíå÷íîì ÿùèêå:

	( s) =

r
2
L

sin
�s
L

(5.3)
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Îáåçðàçìåðèì âåëè÷èíû:

~T =
16L
� 2�

T (5.4)

vg =
3� 2Vg

8EL
; v =

3� 2V
8EL

(5.5)

v� = vg �
v
2

(5.6)

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå ìû âûÿñíèëè, ÷òî ñòàðøèå ãàðìîíèêè ñëàáî ìåíÿþò
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòåðæíÿ, ïîýòîìó áóäåì èìè ïðåíåáðåãàòü. Âûïèøåì
ýôôåêòèâíûé ãàìèëüòîíèàí (25) èç [1] â íàøèõ ïåðåìåííûõ è äîáàâèì ê íåìó
áåñïîðÿäîê:

He� (� 1) =
� 4

1

4
� �

� 2
1

2
� 8C1� 1 �

~T
2

ln
�
nF

�
� �

� 1 � v�

~T

�
nF

�
� �

� 1 � v+

~T

��
(5.7)

5.2 Êîíå÷íàÿ òåìïåðàòóðà

Òîê äà¼òñÿ âûðàæåíèåì (13) èç [1]:

I (� 1) =
1
2

�
nF

�
�

� 1 � v+

~T

�
� nF

�
�

� 1 � v�

~T

��
(5.8)

Ôîðìóëà äëÿ òîêà (5.8) áåñïîðÿäêîì íå ìåíÿåòñÿ, íî ìåíÿåòñÿ ðàñïðåäåëå-
íèå:

P(� 1; C1)d� 1dC1 = P(� 1jC1)d� 1P(C1)dC1 (5.9)

Ïîäñòàâëÿåì (5.7):

P(� 1jC1) = N exp
�
�

He� (� 1)
~T

�
= (5.10)

= N

s

nF

�
� �

� 1 � v�

~T

�
nF

�
� �

� 1 � v+

~T

�
exp

�
�

1
~T

�
� 4

1

4
� �

� 2
1

2
� 8� 1C1

��
(5.11)

Çàìåòèì, ÷òî íîðìèðîâêà N çàâèñèò îòC1.

5.3 Íóëåâàÿ òåìïåðàòóðà

5.3.1 Ðåöåïò âû÷èñëåíèÿ òîêà ñ áåñïîðÿäêîì

Çäåñü ìû íå áóäåì ÿâíî âû÷èñëÿòü ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîñêîëüêó ÷òî-
áû âû÷èñëèòü òîê íóæíî íàìíîãî ìåíüøå èíôîðìàöèè. Îïèøåì ðåöåïò, êàê
îáîéòèñü áåç âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.
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Ðèñ. 5.2: Äåìîíñòðàöèÿ ñâÿçè ôóíêöèè � 1(C1; v� ; v+ ) (îáðàòíàÿ ê íåé
~C1(� 1; v� ; v+ )) è ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ñëåâà: çàâèñèìîñòü� 1, îòâå÷àþùå-
ãî ìèíèìóìó ýíåðãèè, îò C1 äëÿ � = � 0:2 (êðàñíûé è ãîëóáîé) è � = 0:4; vg =
1; v = 0:2 (ñðàâíèòå ñ (Ðèñ. 4.3)). Ïðàâûé: ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, îïðåäåë¼í-
íàÿ ïî (4.24) (òî÷íåå ïî ïåðâîìó ðàâåíñòâó, ò.ê. îíî îáùåå), äëÿ � 1 = 5 � 10� 3 è
� = 0:2.

Ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå ôîðìóëà (5.8) ñòàíîâèòñÿ

I (� 1) =
1
2

(� [ v+ � � 1] � � [ v� � � 1]) (5.12)

Íàéä¼ì ñðåäíèé òîê:

hI i =
Z 1

�1
I (� 1)P(� 1)d� 1 =

1
2

Z v+

v�

P(� 1)d� 1 =
1
2

Z ~C1(v+ )

~C1(v� )
P(C1)dC1 = (5.13)

=
1
4

 

erf

"
~C1(v+ )
p

2� 1

#

� erf

"
~C1(v� )
p

2� 1

#!

(5.14)

Ýòà ôîðìóëà íàòàëêèâàåò íà ìûñëü, ÷òî íóæíî âû÷èñëèòü ôóíêöèþ ~C1(� 1)
è ìû ïîéì¼ì, ÷åìó ðàâåí òîê. Òóò ñëåäóåò âñïîìíèòü, ÷òî îíà íà ñàìîì äåëå
ôóíêöèÿ ~C1(� 1; v� ; v+ ), çàâèñÿùàÿ îò íàïðÿæåíèé íàïðÿìóþ. Òàêèì îáðàçîì
ïðàâèëüíåå áóäåò ñêàçàòü, ÷òî ìû õîòèì íàéòè äâå ôóíêöèè: ~C1(v+ ; v� ; v+ ),
~C1(v� ; v� ; v+ ). Çàìåòèì, ÷òî êîãäà òå÷¼ò òîê, òî äâå ùåëè íå ñîïðèêàñàþòñÿ (÷òî
îçíà÷àåò íàëè÷èå óñòîé÷èâîé îáëàñòè â ïðîìåæóòêå ãäå ñïîñîáåí òå÷ü òîê).
Ýòî çíà÷èò, ÷òî íà ñàìîì äåëå ýòè äâå ôóíêöèè íåçàâèñèìû. Îáîçíà÷èì èõ
~C1(v+ ; �1 ; v+ ) � ~C+ (v+ ) - íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ è àíàëîãè÷íî ~C1(v� ; v� ; 1 ) �
~C� (v� ).

Ñëó÷àé êîãäà îíè îêàçàëèñü òàê áëèçêî, ÷òî òîêà íåò (è êîãäà îíè óæå âëè-
ÿþò äðóã íà äðóãà), ìîæíî îïðåäåëÿòü èç ïðîñòîãî óñëîâèÿ ~C+ (v+ ) < ~C� (v� ).
Òàêæå çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ëåâàÿ ùåëü ñêîëüçèò íåìíîãî âûøå ïðàâîé, òî:

~C� (v) = ~C+ (v) +
1
16

� (5.15)
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Ýòî ñîîòíîøåíèå - ñëåäñòâèå ñèììåòðèè ëåâîãî è ïðàâîãî êîíòàêòà. Åñëè
îíè íå ñèììåòðè÷íû, òî íå áóäåò òàêîãî ïðîñòîãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íèìè, è
èõ íóæíî áóäåò ñ÷èòàòü îòäåëüíî.

Â èòîãå ìåòîä ñëåäóþùèé. Íàì íóæíî íàéòè çàâèñèìîñòü ~C+ (v) = ~C1(v; v;1 ),
ò.å. ïðè íàëè÷èè âñåãî îäíîé ùåëè. Çàòåì ïîäñòàâèòü ~C� è ~C+ â íåìíîãî ïîä-
ïðàâëåííóþ îáùóþ ôîðìóëó (5.13):

I =
1
4

 

erf

"
~C+ (v+ )
p

2� 1

#

� erf

"
~C� (v� )
p

2� 1

#!

�
h

~C+ (v+ ) � ~C� (v� )
i

(5.16)

Çäåñü òåòà-ôóíêöèÿ õåâèñàéäà çàðåçàåò îáëàñòè, ãäå íåëüçÿ ñ÷èòàòü ùåëè
íåçàâèñèìûìè: ïîñêîëüêó çäåñü îíè ñëèëèñü â îäíó ùåëü, òî ìåæäó íàïðÿæå-
íèÿìè íåò òîêîíåñóùåé îáëàñòè è òîê íóëåâîé.

5.3.2 Íàõîæäåíèå ôóíêöèè ~C+ (v)

Óâåä¼ìv� ! �1 è îáîçíà÷èì v � v+ :

H =
�Lq 2

1

16

�
� 4

1

4
� �

� 2
1

2
� 8� 1C1 �

�
2

(v � � 1) � [ v � � 1]
�

(5.17)

Òåïåðü ó íàñ åñòü òîëüêî îäíà ùåëü âáëèçè íàïðÿæåíèÿ v.
Ó íå¼ åñòü ëåâàÿ ãðàíèöà� l è ïðàâàÿ � r . Ïðè ÷¼ì î÷åâèäíî � l < v < � r .

Ñÿäåì íà ëåâóþ ãðàíèöó è áóäåì óâåëè÷èâàòüC1. Ïåðåñêîê ñ ëåâîé íà ïðà-
âóþ ïðîèñõîäèò òîãäà, êîãäà ýíåðãèè ðàâíû H (� l ; C1) = H (� r ; C1). Ïîëó÷àåì
ñèñòåìó íà � l ; � r è òàêîå C1, ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò ïåðåñêîê, ò.å. ~C+ :

8
>>>><

>>>>:

� 4
l

4
� �

� 2
l

2
� 8� l

~C+ �
�
2

(v � � l ) =
� 4

r

4
� �

� 2
r

2
� 8� r

~C+

8 ~C+ = � 3
r � �� r

8 ~C+ = � 3
l � �� l +

�
2

(5.18)

Èñêëþ÷èì ~C+ :
8
><

>:

�
3� 4

l

4
+ �

� 2
l

2
�

�v
2

= �
3� 4

r

4
+ �

� 2
r

2
� 3

r � �� r = � 3
l � �� l +

�
2

(5.19)

Âñåãî ýòîãî óæå äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîñòðîèòü òîê ÷èñëåííî ïðè � < 0. Ïðè
� > 0 åñòü ùåëü ïîñåðåäèíå, ïîýòîìó âñ¼ ñëîæíåå.

Äëÿ ÷èñëåííîãî âû÷èñëåíèÿ òîêà èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà (5.13). ~C+ ñ÷èòàåò-
ñÿ ÷èñëåííî ñëåäóþùèì ñïîñîáîì: ðåøàåòñÿ ñèñòåìà (5.19) è ïîäñòàâëÿåòñÿ � r

âî âòîðóþ ôîðìóëó (5.18).
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Ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû ìîãóò ïîÿâèòüñÿ íåñêîëüêî êîðíåé, ïîýòîìó îòáðàñû-
âàþòñÿ âñå êîðíè, íå óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ � l < v < � r è � 2

r ; � 2
l > � . Ïåðâîå

óñëîâèå ýòî îïðåäåëåíèå � r ; � l , à âòîðîå íóæäàåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå.
Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî íå ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãîå, íî êîòîðîå äîëæíî

äàòü ïîíèìàíèå ïðîèñõîäÿùåãî. Ìàëåíüêàÿ ùåëü � l < � 1 < � r íåçàâèñèìà îò
îñíîâíîé ùåëè �

p
� < � 1 <

p
� , ïîêà îíè íå ñîïðèêàñàþòñÿ (ò.å. ïîêà � 2

r ; � 2
l > � ).

Ïîñëå ñîïðèêîñíîâåíèÿ îíè ñòàíîâÿòñÿ îäíîé ùåëüþ. Ãðàíèöû ýòîé îáúåäèíåí-
íîé ùåëè íå ìîãóò áûòü ìåíüøå ãðàíèö îñíîâíîé ùåëè �

p
� < � 1 <

p
� (òåïåðü

� l ; � r - ãðàíèöû îáúåäèíåííîé ùåëè ïî ïîñòðîåíèþ). Îòñþäà è ñëåäóåò óñëîâèå
� 2

r ; � 2
l > � .

5.3.3 Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ

Ðèñ. 5.3: ÂÀÕ òðàíçèñòîðà â áåñïîðÿäêå, âû÷èñëåííûé ïðè íóëåâîé òåìïåðàòó-
ðå.

Ìîæíî çàìåòèòü íà (Ðèñ. 5.3), ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì vg ôóíêöèÿ I (v)
èìååò äâå ñòóïåíüêè. Òåìïåðàòóðà ìîæåò ðàçìûòü èõ. Ýòî ëåãêî âèäåòü íà
(Ðèñ. 5.4).

Òåïåðü ïåðåéä¼ì ê âîïðîñó î òîì, ïî÷åìó íàø áåñïîðÿäîê ëó÷øå îñòàëüíûõ,
âåäü ìîãóò áûòü è äðóãèå áåñïîðÿäêè, íàïðèìåð ñëó÷àéíûå äëèíû ñòåðæíåé
èëè ñëó÷àéíûå êîíòàêòû.
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