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Аннотация

В данной работе построена теория энергетического спектра и диффузии эк-
ситонов, локализованных в узлах двумерной сверхрешётки. Такие системы могут
быть реализованы в двуслойных атомарно-тонких полупроводниковых кристал-
лах на основе дихалькогенидов переходных металлов за счет эффектов муара.
Предполагается, квантовомеханическое туннелирование частиц подавлено, а ос-
новным механизмом переноса экситонов между узлами является дальнодейству-
ющее диполь-дипольное взаимодействие, за счет которого экситон, возбуженный
на одном узле решетки, может испустить виртуальный фотон и рекомбинировать,
возбуждая экситон на другом узле решетки. На примере треугольной решётки
показано, что имеются две ветви в энергетическом спектре экситонов, отличаю-
щиеся ориентацией микроскопического дипольного момента экситона. В пределе
малых волновых векторов по сравнению с обратным периодом решетки одна из
них – «поперечная» – является бездисперсионной, а вторая – «продольная» — об-
ладает линейной дисперсией. На основе найденной дисперсии были рассчитаны
коэффициенты диффузии экситонов с учетом их взаимодействия со статическим
беспорядком и длинноволновыми продольными акустическими фононами как в
квазиклассическом, так и в прыжковом режимах транспорта в таких структурах.
Показано, что и в том, и в другом режиме коэффициент диффузии зависит от
температуры степенным образом.
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1 ВВЕДЕНИЕ

1 Введение

Физика двумерных или, как их ещё называют, атомарно-тонких материалов ак-
тивно развивается последние несколько десятилетий [1]. Важной точкой развития этой
области стали работы А. Гейма и К. Новосёлова, которые получили монослои графи-
та (графен) и исследовали его физические свойства [2], а после и другие двумерные
кристаллы: BN, MoS2, NbSe2, Bi2Sr2CaCuO𝑥 [3], при помощи микромеханического рас-
щепления – «отшелушивания».

В частности, монослои дихалькогенидов переходных металлов (ДПМ), о которых
пойдет речь в дальнейшем, являются весьма интересным двумерными полупроводника-
ми с шириной запрещённой зоны ∼ 2 эВ. Их оптические свойcтва тоже весьма необыч-
ны [4], во многом они определяются экситонами – связанными за счёт кулоновского
взаимодействия состояниями пары электрон-дырка, которые имеют энергию связи в
десятые доли эВ, что всего на порядок меньше ширины запрещённой зоны. Это про-
исходит по причине относительно больших эффективных масс электрона и дырки, а
также слабости экранировки в тонких плёнках [5].

Метод «отшелушивания» оказался удобным как своей относительной простотой и
дешевизной, так и тем, что открыл доступ к широкому набору ван-дер-ваальсовых ге-
тероструктур, в них слои различных материалов расположены друг над другом, словно
в конструкторе «лего». В частности, можно располагать слои под углом к друг другу и
тем самым получать новые структуры – муар, отсутствующие в исходных материалах и
обладающие весьма разнообразными свойствами [6]. Из-за небольшого относительного
рассогласования постоянных решеток (∼ 1%) или угла разворота между слоями (∼ 1∘)
в муаровых системах взаиморасположение атомов между слоями (stacking) меняется в
плоскости слоёв решётки образуя узор, названный в честь "мохеровой"ткани, см. рис. 1.

Рис. 1: Муаровая лента. Из https://ru.wikipedia.org/wiki/Муаровый_узор.

Поскольку в силу немного разных постоянных решётки или небольшого угла между
слоями возникает почти периодичная картина, можно говорить о совместной, муаро-
вой сверхрешётке, см. рис. 2, период которой 𝑎 много больше периодов 𝑎1,2 исходных
решёток [7; 8].

Наличие муара существенно влияет на электронный спектр, оптические и транс-
портные свойства ван-дер-ваальсовых гетероструктур. Например, в бесщелевом гра-
фене могут за счёт муара формироваться плоские зоны [6; 7]. В дихалькогенидах пе-
реходных металлов муар приводит к модуляции ширины запрещённой зоны [10], что
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1 ВВЕДЕНИЕ

Рис. 2: Пример муаровой сверхрешётки на основе монослоев дихалькогенидов
переходных металлов. Из [9].

создает дополнительный потенциал, действующий на экситоны. Это в совокупности с
важностью экситонных состояний для двумерных дихалькогенидов переходных метал-
лов определяет важность и актуальность исследований экситонных состояний в струк-
турах с муаром [11].

Цель данной работы — построить теорию энергетического спектра экситонов в му-
аровых сверхрешетках на основе атомарно-тонких кристаллов с учетом взаимодействия
экситонов с порождаемым ими электромагнитным полем, а также теоретически иссле-
довать распространение экситонов в таких системах.
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2 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

2 Постановка задачи

Рассмотрим муаровую сверхрешётку на основе двух монослоев дихалькогенидов
переходных металлов, расположенных один над другим. В качестве модельной систе-
мы можно иметь в виду структуру MoSe2/WSe2, но конкретные материалы для нашего
рассмотрения роли не играют. За счет слабого межслоевого взаимодействия в ней про-
исходит модуляция ширины запрещённой зоны, которая приводит к возникновению
эффективного периодического потенциала, действующего на экситоны [10]. Минимумы
потенциала образуют треугольную решётку [7; 8], см. рис. 3, поэтому в дальнейшем на-
ши вычисления сделаны для этой геометрии, хотя полученные результаты качественно
не зависят от формы решётки. Характерная глубина минимумов составляет ∼ 10 . . . 100
мэВ и при периоде муара в ∼ 10 нм квантовомеханическое туннелирование экситонов
с эффективной массой ∼ 𝑚, где 𝑚 – масса свободного электрона, пренебрежимо мало.
Поэтому, как правило, обсуждается локализация экситонов в минимумах сверхрешетки
(ширина минизон мала) и ожидается, что их распространение подавлено [12—15].

Рис. 3: Рассматриваемая решётка и её базисные векторы 𝑎1 и 𝑎2.

Однако, экситоны в дихалькогенидах переходных металлов оптически-активны.
Это означает, что экситон может порождать электромагнитное поле и взаимодейство-
вать с ним. Таким образом, переходы экситонов между минимумами потенциала могут
осуществляться через электромагнитное поле. Именно такую ситуацию мы и будем изу-
чать.

2.1 Взаимодействие экситона с электромагнитным полем

Для описания взаимодействия экситонов с электромагнитным полем будем счи-
тать, что базис блоховских состояний для дна зона проводимости (индекс 𝑐) состоит
из аксиально-симметричной функции 𝑆(𝑟), а для потолка валентной зоны (индекс 𝑣) –
из двух функций 𝑝-типа 𝑋(𝑟), 𝑌 (𝑟), преобразующихся как координаты 𝑥 и 𝑦, соответ-
ственно.1 Тогда оператор дипольного момента 𝑑 имеет ненулевые матричные элементы:

⟨𝑆| 𝑑𝑥 |𝑋⟩ = ⟨𝑆| 𝑑𝑦 |𝑌 ⟩ = 𝑑𝑐𝑣, (1)
1Строго говоря, в долине 𝐾+ состояние потолка валентной зоны преобразуется как 𝑋 − i𝑌 , а в

долине 𝐾− как 𝑋+i𝑌 при опреденном выборе центра преобразований точечной группы структуры [16].
Здесь и далее спин и спин-орбитальное взаимодействие не учитываем, в рассматриваемых системах
оно приводит к перенормировке ширины запрещенной зоны.
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2.1 Взаимодействие экситона с полем 2 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

где, например, ⟨𝑆| 𝑑𝑥 |𝑋⟩ = (𝑒/𝑉0)
∫︀
𝑉0
𝑆*(𝑟)𝑥𝑋(𝑟)𝑑𝑟, 𝑒 – заряд электрона, и интегриро-

вание ведется по элементарной ячейке исходного кристалла, 𝑉0 – ее объем. В представ-
лении вторичного квантования оператор дипольного момента в данной поляризации
𝛼 = 𝑥 или 𝑦 записывается как:

𝑑𝛼 = 𝑑𝑐𝑣(𝑘)𝑎
†
𝑐,𝑘𝑎𝑣,𝛼,𝑘 + ℎ.𝑐. = 𝑑𝑐𝑣(𝑘)𝑎

†
𝑐,𝑘𝑎

†
ℎ,𝛼,−𝑘 + ℎ.𝑐. (2)

Здесь 𝑎†𝑖,𝑘 - оператор рождения электрона с квазиимпульсом 𝑘 в зоне 𝑖 = 𝑣, 𝑐, аналогично
𝑎†ℎ𝑘𝛼 = 𝑎𝑣𝑘𝛼 - оператор рождения дырки.

В представлении вторичного квантования состояние кристалла с одним экситоном
записывается как

|𝑒𝑥𝑐⟩ =
∑︁
𝑘𝑒,𝑘ℎ

𝐹 (𝑘𝑒,𝑘ℎ)𝑎
†
𝑐𝑘𝑒
𝑎†ℎ𝑘ℎ

|Ω⟩ , (3)

где |Ω⟩ – основное состояние, в котором все электроны находятся в валентной зоне;
𝐹 (𝑘𝑒,𝑘ℎ) – волновая функция экситона в 𝑘 представлении. Тогда экситону соответствует
дипольным момент:

𝑑𝑒𝑥𝑐 = ⟨𝑒𝑥𝑐|𝑑 |Ω⟩ =
∑︁
𝑘

𝐹 *(𝑘,− 𝑘)𝑑𝑐𝑣(𝑘) ≈ 𝑑𝑐𝑣

∑︁
𝑘

𝐹 *(𝑘,− 𝑘). (4)

Отметим, что
∑︀

𝑘 𝐹
*(𝑘,− 𝑘) равна огибающей волновой функции относительного дви-

жения электрона и дырки при совпадающих координатах частиц, волновым вектором
света по сравнению с периодом исходных и муаровой решетки пренебрегаем. В зависи-
мости от выбора функции 𝐹 и величины 𝑑𝑐𝑣 развиваемая модель может быть применима
как к внутри-, так и к межслоевым экситонам.

Взаимодействие экситона с электромагнитным полем можно получить исходя из
одночастичного гамильтонина электрона в периодическом потенциале решетки:

�̂�𝑒 =
𝑝2

2𝑚
− 𝑒𝜙+ 𝑉 (𝑟); 𝑝 → 𝑝− 𝑒

𝑐
𝐴, (5)

где 𝑉 (𝑟) - периодический потенциал исходной решётки, 𝐴, 𝜑 - векторный и скалярный
потенциал электромагнитного поля; напомним, что 𝑚 – масса свободного электрона.
Используя калибровку для электромагнитных волн 𝜙 = 0, div𝐴 = 0 и считая поле
гармоническим:

𝐸 = −1

𝑐

𝜕𝐴

𝜕𝑡
; 𝐴 = −𝑖 𝑐

𝜔
𝐸, (6)

вклад, описывающий взаимодействия для уравнения (5) можно записать в виде:

�̂� = 𝑖
𝑒

𝜔𝑚
𝐸𝑝 = − 𝑒

ℏ
𝐸

[︃
�̂�

𝜔
,𝑟

]︃
. (7)

Здесь было учтено, что, по определению,

𝑣 =
𝑝

𝑚
=
𝑖

ℏ

[︁
�̂�,𝑟

]︁
. (8)

Тогда в представлении вторичного квантования (7) имеет вид:

�̂� ≈ −
∑︁
𝛼,𝑘

𝐸𝛼𝑑𝑐𝑣𝑎
†
𝑐𝑘𝑎

†
ℎ,𝛼−𝑘 + ℎ.𝑐. (9)

Мы пренебрегли зависимостью 𝑑𝑐𝑣(𝑘) и 𝜔(𝑘) = 𝐸𝑐(𝑘) − 𝐸ℎ(𝑘) от волнового вектора
𝑘, что допустимо для прямых разрешенных оптических переходов. Также мы считали

7



2.2 Эффективный гамильтониан 2 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

поле 𝐸 однородным, что соответствует эксперементальной ситуации: как уже отмеча-
лось, длина волны света на частоте перехода 𝜔 значительно больше периода исходной
решётки и муара.

Таким образом возбуждению экситона соответствует матричный элемент:

⟨𝑒𝑥𝑐| �̂� |Ω⟩ = −
∑︁
𝑘

𝐸𝑑𝑐𝑣𝐹
*(𝑘,− 𝑘) = −𝐸𝑑𝑒𝑥𝑐, 𝑑𝑒𝑥𝑐,𝛼 = 𝑑𝑐𝑣

∑︁
𝑘

𝐹 *(𝑘,−𝑘), (10)

а экситон можно рассматривать как микроскопический, осциллирующий на частоте
𝜔0 = (𝐸𝑔 − 𝐸𝐵)/ℏ (𝐸𝑔 – ширина запрещенной зоны, 𝐸𝐵 – энергия связи), дипольный
момент, локализованный на данном узле муаровой решетки.

2.2 Эффективный гамильтониан экситонов в муаровой решетке

Будем рассматривать экситонное состояние на узле 𝑖-ом узле решётки, в пренебре-
жении туннелированием оно будет собственным для исходного (без взаимодействия с
электромагнитным полем) гамильтонина:

�̂�0 |𝑒𝑥𝑐𝑖⟩ = ℏ𝜔0 |𝑒𝑥𝑐𝑖⟩ . (11)

Состояние экситона в муаровой сверхрешётке запишем в узельном представлении как:

|𝑒𝑥𝑐⟩ =
∑︁
𝑖

𝐶𝑖 |𝑒𝑥𝑐𝑖⟩ , (12)

где 𝐶𝑖 - коэффициенты разложения, удовлетворяющии условию нормировки:
∑︀

𝑖 |𝐶𝑖|2 =
1. В общих формулах индекс, отвечающий за поляризацию, опускаем.

Представим напряжённость электрического поля на 𝑖-ом узле в виде

𝐸𝑖 = �̂�𝑖 =
∑︁
𝑗

�̂�(𝑟𝑖 − 𝑟𝑗)𝑑𝑗, (13)

где �̂� – диадная функция Грина (функция Грина уравнений Максвелла):

𝐺𝛼𝛽(𝑟) = −𝛿𝛼𝛽
3𝑞2

𝛿(𝑟) +
𝑒i𝑞𝑟

4𝜋𝑟

[︂
2

3
𝛿𝛼𝛽 +

(︂
3𝑟𝛼𝑟𝛽
𝑟2

− 𝛿𝛼𝛽

)︂(︂
1

(𝑞𝑟)2
− i

𝑞𝑟
− 1

3

)︂]︂
, (14)

а 𝑑𝑗 – дипольные моменты, создаваемые экситонами на узлах 𝑗. Подчеркнем, что и поля,
и дипольные моменты осциллируют на частоте 𝜔 ≈ 𝜔0. Формула (9) даёт электрическое
поле, испытываемое экситоном на 𝑖-ом узле. Тогда с учётом взаимодействия экситона
с полем (9) полный гамильтониан системы выглядит так:

�̂� = �̂�0 −
∑︁
𝑖,𝑗

𝑑𝑖𝐺𝑖𝑗𝑑𝑗 + ℎ.𝑐., (15)

где 𝐺𝑖𝑗 = �̂�(𝑟𝑖−𝑟𝑗) Условие на коэффициенты 𝐶𝑖 можно найти из вырожденной теории
возмущений:

⟨𝑒𝑥𝑐𝑖| 𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
|𝑒𝑥𝑐⟩ = 𝐶𝑖ℏ𝜔0 −

∑︁
𝑗 ̸=𝑖

𝑑𝑒𝑥𝑐,𝑖𝐺𝑖𝑗𝐶𝑗𝑑
*
𝑒𝑥𝑐,𝑗. (16)

С учетом того, что |𝑒𝑥𝑐⟩ должно быть собственным состоянием с энергией ℏ𝜔 имеем

ℏ(−𝜔 + 𝜔0)𝐶𝑖 =
∑︁
𝑗 ̸=𝑖

𝑑𝑒𝑥𝑐,𝑖𝐺𝑖𝑗𝐶𝑗𝑑
*
𝑒𝑥𝑐,𝑗. (17)
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2.2 Эффективный гамильтониан 2 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рис. 4: Экситон как двухуровневая система (слева), сверхрешетка (справа).

Из уравнения (17) можно получить уравнение на поляризацию, создаваемую экситоном
на 𝑖-ом узле в виде

ℏ(−𝜔 + 𝜔0)𝑝𝑖 = |𝑑𝑒𝑥𝑐|2
∑︁
𝑗 ̸=𝑖

𝐺𝑖𝑗𝑝𝑗 = |𝑑𝑒𝑥𝑐|2𝐸𝑖. (18)

Можно дать дать физическую интерпретацию ответа, рассматривая нашу систему
как решётку двухуровневых систем, см. рис. 4. Гамильтониан для узла (site) выглядит
в базисе состояний |𝑒𝑥𝑐⟩ (есть экситон) и |0⟩ (нет экситона) следующим образом:

𝐻𝑠 =

(︂
𝐸𝑒𝑥𝑐 −𝐸𝑑𝑒𝑥𝑐

−𝐸𝑑*
𝑒𝑥𝑐 0

)︂
. (19)

Волновая функция на 𝑖-ом узле есть линейная комбинация заполненного и пустого
состояния:

|𝜓𝑖⟩ = 𝐶𝑖
1 |𝑒𝑥𝑐⟩+ 𝐶𝑖

0 |0⟩ . (20)

Учтя низкую заселённость на узлах |𝐶𝑖
1| ≪ 1, 𝐶𝑖

0 ≈ 1 и малость взаимодействия, полу-
чим (18).

Интересным в результате (18) является то, что данное выражение есть резонансное
приближения взаимодействия классических диполей с электромагнитным полем:

𝑝𝑖 + 𝜔2
0𝑝𝑖 = 𝜉2𝐸𝑖. (21)

Здесь точка сверху – производная по времени, и мы ввели эффективную константу
взаимодействия 𝜉2. Исходя из предыдущих вычислений она выражается как:

𝜉2 =
2𝜔0|𝑑𝑒𝑥𝑐|2

ℏ
. (22)

Таким образом наша задача свелась к задаче классической электродинамики. Поэтому
мы проведём вычисления для уравнения (21), а затем рассмотрим резонансное прибли-
жение.

9



3 ДИСПЕРСИЯ ЭКСИТОНОВ

3 Дисперсия экситонов

Теперь перейдём к определению энергетического спектра рассматриваемой систе-
мы. Перепишем уравнение (21) виде, добавив для общности вклад с первой производной
по времени, учитывающий нерадиационное затухание экситонов (считаем, что констан-
та затухания 𝛾 ≪ 𝜔0):

𝑝𝑟 + 2𝛾�̇�𝑟 + 𝜔2
0𝑝𝑟 = 𝜉2

∑︁
𝑟′ ̸=𝑟

3(𝑟 − 𝑟′,𝑝𝑟′)(𝑟 − 𝑟′)− (𝑟 − 𝑟′)2𝑝𝑟′

|𝑟 − 𝑟′|5
. (23)

. Здесь 𝑟 = 𝑎1𝑛1 + 𝑎2𝑛2; 𝑟
′ = 𝑎1𝑛

′
1 + 𝑎2𝑛

′
2, 𝑛1, 𝑛2, 𝑛

′
1, 𝑛

′
2 – целые числа. Для треугольной

решётки (см. рис. 3) базисные вектора прямой и обратных решёток имеют вид:

𝑎1 =
1

2
𝑎

(︂√
3
1

)︂
, 𝑎2 = 𝑎

(︂
0
1

)︂
, 𝐺1 =

4𝜋√
3𝑎

(︂
1
0

)︂
, 𝐺2 =

2𝜋√
3𝑎

(︂
−1√
3

)︂
, (24)

где 𝑎 - период муаровой сверхрешётки.
Будем искать решения в виде, соответствующем теореме Блоха для муаровой сверх-

решётки
𝑝𝑟 = 𝑒−𝑖𝜔𝑡+𝑖(𝑘𝑟)𝑝𝑘. (25)

Подстановка (25) в уравнение (23) даёт:

(−𝜔2 − 2𝑖𝛾𝜔 + 𝜔2
0)𝑝𝑘 = 𝜉2

∑︁
𝑟′ ̸=𝑟

𝑒𝑖(𝑘,𝑟
′−𝑟)3(𝑟 − 𝑟′,𝑝𝑘)(𝑟 − 𝑟′)− (𝑟 − 𝑟′)2𝑝𝑘

|𝑟 − 𝑟′|5
. (26)

Представим левую часть уравнения (26) в матричном виде, а также учтём трансляци-
онную инвариантность.

(𝑟,𝑝𝑘)𝑟/𝑟
2 =

(︂
𝑛𝑥(𝑛𝑥𝑝𝑥𝑘 + 𝑛𝑦𝑝𝑦𝑘)
𝑛𝑦(𝑛𝑥𝑝𝑥𝑘 + 𝑛𝑦𝑝𝑦𝑘)

)︂
=

(︂
𝑛𝑥𝑛𝑥 𝑛𝑥𝑛𝑦

𝑛𝑥𝑛𝑦 𝑛𝑦𝑛𝑦

)︂(︂
𝑝𝑥𝑘
𝑝𝑦𝑘

)︂
(27)

(−𝜔2 − 2𝑖𝛾𝜔 + 𝜔2
0)𝑝𝑘 = 𝜉2

⎛⎜⎜⎝∑︁
𝑟 ̸=0

𝑒𝑖(𝑘,𝑟)
3

(︂
𝑛𝑥𝑛𝑥 𝑛𝑥𝑛𝑦

𝑛𝑥𝑛𝑦 𝑛𝑦𝑛𝑦

)︂
− 1

𝑟3

⎞⎟⎟⎠𝑝𝑘 (28)

Выражения (28) разрешимо при равенстве нулю детерминанта, что даёт условие на 𝜔:

det

⎡⎢⎢⎣𝜔2 + 2𝑖𝛾𝜔 − 𝜔2
0 + 𝜉2

⎛⎜⎜⎝∑︁
𝑟 ̸=0

𝑒𝑖(𝑘,𝑟)
3

(︂
𝑛𝑥𝑛𝑥 𝑛𝑥𝑛𝑦

𝑛𝑥𝑛𝑦 𝑛𝑦𝑛𝑦

)︂
− 1

𝑟3

⎞⎟⎟⎠
⎤⎥⎥⎦ = 0. (29)

Для краткости записи удобно ввести следующие обозначения:

𝑎𝑐(𝑘) =
∑︁
𝑟 ̸=0

𝑒𝑖(𝑘,𝑟)
cos 2𝜃

𝑟3
=

∑︁
𝑟 ̸=0

cos(𝑘𝑟) cos 2𝜃

𝑟3
, (30)

𝑎𝑠(𝑘) =
∑︁
𝑟 ̸=0

𝑒𝑖(𝑘,𝑟)
sin 2𝜃

𝑟3
=

∑︁
𝑟 ̸=0

cos(𝑘𝑟) sin 2𝜃

𝑟3
, (31)

𝐹0(𝑘) =
∑︁
𝑟 ̸=0

𝑒𝑖(𝑘,𝑟)

𝑟3
=

∑︁
𝑟 ̸=0

cos(𝑘𝑟)

𝑟3
. (32)
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3.1 Анализ спектра 3 ДИСПЕРСИЯ ЭКСИТОНОВ

Тогда последнее слагаемое в уравнение (29) можно записать в виде:

∑︁
𝑟 ̸=0

𝑒𝑖(𝑘,𝑟)
3

(︂
𝑛𝑥𝑛𝑥 𝑛𝑥𝑛𝑦

𝑛𝑥𝑛𝑦 𝑛𝑦𝑛𝑦

)︂
− 1

𝑟3
=

3

2

(︂
𝐹0(𝑘) + 𝑎𝑐(𝑘) 𝑎𝑠(𝑘)

𝑎𝑠(𝑘) 𝐹0(𝑘)− 𝑎𝑐(𝑘)

)︂
− 𝐹0(𝑘). (33)

Здесь так же использована формула для косинуса двойного угла:

cos2 𝜃 =
1

2
+

cos 2𝜃

2
. (34)

В результате несложных вычислений имеем дисперсионное уравнение

(𝜔2 + 2𝑖𝛾𝜔)2 − 2(𝜔2 + 2𝑖𝛾𝜔)[𝜔2
0 − 𝜉2𝐹0(𝑘)/2] +𝐵(𝑘) = 0, (35)

где для краткости обозначено:

𝐵(𝑘) = [𝜔0 − 𝜉2𝐹0(𝑘)/2]
2 − 9

4
𝜉2[𝑎2𝑐(𝑘) + 𝑎2𝑠(𝑘)]. (36)

Выражение (35) – биквадратное уравнение, решение которого даёт:

𝜔2 + 2𝑖𝛾𝜔 = 𝜔2
0 − 𝜉2

𝐹0(𝑘)

2
±

√︃(︂
𝜔2
0 − 𝜉2

𝐹0(𝑘)

2

)︂2

−𝐵(𝑘), (37)

или
𝜔2 + 2𝑖𝛾𝜔 = 𝜔2

0 − 𝜉2
𝐹0(𝑘)

2
± 3𝜉2

2

√︀
𝑎2𝑐(𝑘) + 𝑎2𝑠(𝑘). (38)

Далее введём слагаемое, которое содержит всю зависимость от волнового вектора 𝑘:

𝐹±(𝑘) = −𝐹0(𝑘)

2
± 3

2

√︀
𝑎2𝑐(𝑘) + 𝑎2𝑠(𝑘). (39)

Таким образом из уравнения (38) мы получаем две ветки 𝜔(𝑘):

𝜔±(𝑘) = −𝑖𝛾 +
√︁
𝜔2
0 + 𝜉2𝐹±(𝑘)− 𝛾2. (40)

Два нефизических решения с положительной мнимой частью были отброшены.
В рамках резонансного приближения, где 𝛾, 𝜉/𝑎3/2 ≪ 𝜔0, выражение (40) перепи-

сывается в виде:

𝜔±(𝑘) = 𝑖𝛾 + 𝜔0 +
1

2

𝜉2

𝜔0

𝐹±(𝑘). (41)

3.1 Анализ спектра

На рис. 5 показан спектр экситонов в муаровой решётке, рассчитаный по фор-
муле (41). Главной особенностью полученного спектра является линейная дисперсия
ветви 𝜔+(𝑘) при малых волновых векторах вблизи Γ-точки зоны Бриллюэна. Это свя-
зано с тем, что производная от 𝜔 при законе убывания членов ряда 1/𝑟3 в двумерном
случае имеет неаналитическую особенность в нуле.

Коэффициент линейной зависимости можно вычислить, пересуммировав формаль-
но расходящиеся выражение для 𝑑𝐹±/𝑑𝑘 по векторам обратной решётки. Для этого
воспользуемся тождеством: ∑︁

𝑖

𝛿(𝑟 − 𝑟𝑖) =
1

Ω0

∑︁
𝐺

𝑒𝑖(𝐺𝑟), (42)
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3.1 Анализ спектра 3 ДИСПЕРСИЯ ЭКСИТОНОВ

Рис. 5: Левая панель: график зависимостей 𝜔+(𝑘) (оранжевый) и 𝜔−(𝑘) (синий).
Правая панель: зона Бриллюэна треугольной решётки.

где Ω0 – объём элементарной ячейки муаровой сверхрешетки. Перепишем сумму в (32):

𝐹0(𝑘) =
1

Ω0

∑︁
𝐺

∫︁ ∞

𝑟0

𝑒𝑖|𝐺+𝑘|𝑟 cos𝜙

𝑟3
𝑟𝑑𝑟𝜙+ 𝑓(𝑟0,𝑘) =

2𝜋

Ω0

∑︁
𝐺

∫︁ ∞

𝑟0

𝐽0(|𝐺+ 𝑘|𝑟)
𝑟2

𝑑𝑟 + 𝑓(𝑟0,𝑘).

(43)
Здесь 𝐽𝑛 - функция бесселя 𝑛-ого порядка, а 𝑟0 ∼ 𝑎 - нижний предел интегрирования,
так как узел с 𝑟 = 0 исключен из исходной суммы. Как мы увидим далее, для расчета
линейного по 𝑘 вклада в дисперсию значение 𝑟0 играть роли не будет, 𝑓(𝑟0,𝑘) – функция,
связанная с интегрированием в области ∼ 𝑟0, она аналитична по 𝑘 и в нуле имеет
нулевую производную. Ряд для производной 𝐹0 вблизи 𝑘 = 0 выглядит следующим
образом:

d𝐹0(𝑘)

d𝑘
=

2𝜋

Ω0

∑︁
𝐺

d|𝐺+ 𝑘|
d𝑘

∫︁ ∞

𝑟0

𝐽 ′
0(|𝐺+ 𝑘|𝑟)

𝑟
𝑑𝑟 = (44)

= −2𝜋

Ω0

∫︁ ∞

0

𝐽1(𝑥)

𝑥
𝑑𝑥 = −2𝜋

Ω0

. (45)

Заметим, что в выражении (44) слагаемые нулевого порядка по 𝑘, занулятся везде,
кроме части с 𝐺 = 0. С учетом свойства функций Бесселя 𝑑𝐽0(𝑥)/𝑑𝑥 = −𝐽1(𝑥) и в
пределе 𝑘𝑟0 → 0 получаем (45).

Дальше легко проверить, что 𝑎𝑐(0) = 𝑎𝑠(0) = 0. Это сразу же видно для 𝑎𝑠(0),
из нечётности sin(2𝜃). В случая 𝑎𝑐 из симметрии следует, что при повороте на 𝜋/3
выражение не меняется, тогда cos(2𝜋/3)𝑎𝑐(0) = 𝑎𝑐(0), поэтому 𝑎𝑐(0) = 0. Перепишем по
аналогии с (43) выражения (30), (31):

𝑎𝑐(𝑘) =
1

Ω0

∑︁
𝐺

cos
(︀
2𝜙𝐺

0

)︀ ∫︁ ∞

𝑟0

∫︁ 2𝜋

0

𝑒𝑖|�⃗�+�⃗�|𝑟 cos (𝜙) cos(2𝜙)

𝑟2
𝑑𝑟𝑑𝜙+ 𝑓𝑐, (46)

𝑎𝑠(𝑘) =
1

Ω0

∑︁
𝐺

sin
(︀
2𝜙𝐺

0

)︀ ∫︁ ∞

𝑟0

∫︁ 2𝜋

0

𝑒𝑖|�⃗�+�⃗�|𝑟 cos (𝜙) cos(2𝜙)

𝑟2
𝑑𝑟𝑑𝜙+ 𝑓𝑠. (47)
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3.2 Поляризация экситонов 3 ДИСПЕРСИЯ ЭКСИТОНОВ

Здесь 𝜙𝐺
0 - угол от оси 𝑂𝑋 к 𝐺+ 𝑘. В пределе 𝑘 → 0, первый порядок по 𝑘 только при

𝐺 = 0. Тогда значение интеграла в правой части формул (46) и (47) будет:∫︁ ∞

𝑟0

∫︁ 2𝜋

0

𝑒𝑖𝑘𝑟 cos (𝜙) cos(2𝜙)

𝑟2
𝑑𝑟𝑑𝜙 = −2𝜋𝑘

∫︁ ∞

0

𝐽2(𝑥)

𝑥2
𝑑𝑥 = −2𝜋𝑘

3
. (48)

Из (48) и (46), (47) следует:√︀
𝑎2𝑐(𝑘) + 𝑎2𝑠(𝑘) ≃

2𝜋𝑘

3Ω0

; 𝑘 → 0. (49)

Окончательно, из (41) при малых 𝑘 (вблизи центра зоны Бриллюэна), отбросив
мнимую часть, получаем дисперсию экситонов с учетом их взаимодействия с электро-
магнитным полем:

𝜔+(𝑘) = ̃︀𝜔 +
𝜋𝜉2

𝜔0Ω0

𝑘, 𝜔−(𝑘) = ̃︀𝜔 + 𝑜(𝑘). (50)

Здесь ̃︀𝜔 = 𝜔0 − 𝜉2

4𝜔0
𝐹0(0) – резонансная частота, перенормированная светоэкситонным

взаимодействием. Если учесть, что для треугольной решётки объём элементарной ячей-
ки равен Ω0 =

√
3
2
𝑎2, то:

𝜔+ = ̃︀𝜔 +
𝜉2

2𝜔0

× 4𝜋√
3𝑎2

𝑘 ≡ 𝑐𝑥𝑘, 𝑐𝑥 =
d𝜔(𝑘)

d𝑘
=

𝜉2

2𝜔0

× 4𝜋√
3𝑎2

, (51)

где 𝑐𝑥 – групповая скорость экситонов.
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Рис. 6: Проекция экситонного спектра при 𝑘𝑥 = 0 (вдоль оси Γ𝐾).

В точках 𝐾 на спектре присутствуют конусы Дирака, их наличие обусловлено (как
и в графене) симметрией системы. Численный расчёт показывает, что вблизи дираков-
ских точек 𝑘0 дисперсия имеет вид:

𝜔 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡± 2.22𝜉2

𝜔0𝑎2
|𝑘 − 𝑘0|. (52)

3.2 Поляризация экситонов

Теперь перейдём к задаче отыскания собственных векторов в уравнение (28). На-
помним, что их физический смысл – ориентация дипольного момента экситона. Под-
ставив (38) в (29) имеем:(︂

𝐹± + 𝐹0/2 +
3
2
𝑎𝑐

3
2
𝑎𝑠

3
2
𝑎𝑠 𝐹± + 𝐹0/2− 3

2
𝑎𝑐

)︂
𝑝± =

13



3.3 Оценка скорости экситонов 3 ДИСПЕРСИЯ ЭКСИТОНОВ

=
3

2

(︂
±
√︀
𝑎2𝑐 + 𝑎2𝑠 + 𝑎𝑐 𝑎𝑠
𝑎𝑠 ±

√︀
𝑎2𝑐 + 𝑎2𝑠 − 𝑎𝑐

)︂
𝑝± = 0. (53)

Удобно ввести следующие обозначения:

cos𝛼 =
𝑎𝑐√︀
𝑎2𝑐 + 𝑎2𝑠

, sin𝛼 =
𝑎𝑠√︀
𝑎2𝑐 + 𝑎2𝑠

. (54)

Тогда уравнение на поляризации экситонов выглядят как:

(±1 + cos𝛼)𝑝𝑥± + 𝑝𝑦± sin𝛼 = 0. (55)

Удобно их записать через тангенс и воспользоваться формулой тангенса половинного
угла:

tg 𝜃± =
𝑝𝑦±
𝑝𝑥±

=
(∓1− cos𝛼)

sin𝛼
, tg 𝜃− = tg(𝛼/2), tg 𝜃+ = − ctg(𝛼/2), (56)

где 𝜃± – угол наклона поляризации экситона 𝑝 к оси 𝑂𝑋. Для малых волновых векторов
поляризацию можно получить явно. Для этого обратимся к выражениям для 𝑎𝑐(𝑘),
𝑎𝑠(𝑘) в виде (46), (47). В них при малых 𝑘 видно, что:

𝑎𝑐(𝑘) = −𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 · cos 2𝜙0; 𝑎𝑠(𝑘) = −𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 · sin 2𝜙0, (57)

где 𝜙0 - угол между осью 𝑂𝑋 и волновым вектором 𝑘. Отсюда следует связь между в
𝜙0 и 𝛼:

𝛼 = 2𝜙0 + 𝜋. (58)

Таким образом для (56) имеем:

tg 𝜃− = tg (𝜙0 + 𝜋/2) = − ctg𝜙0; tg 𝜃+ = tg𝜙0. (59)

Это означает, что 𝑝+ ‖ 𝑘 и 𝑝− ⊥ 𝑘. Таким образом, одна из ветвей, а именно ветвь 𝜔+,
соответствует «продольным» экситонам и имеет линейную дисперсию:

𝜔𝐿(𝑘) = 𝑖𝛾 + 𝜔0 −
𝜉2

4𝜔0

𝐹0(0) +
𝜉2

2𝜔0

× 4𝜋√
3𝑎2

𝑘. (60)

Вторая ветвь, 𝜔−, отвечает «поперечным» экситонам, их дисперсия слабо зависит от
волнового вектора 𝑘:

𝜔𝑇 (𝑘) = 𝑖𝛾 + 𝜔0 −
𝜉2

4𝜔0

𝐹0(0). (61)

3.3 Оценка скорости экситонов

Согласно (10) дипольный момент экситона записывается следующим образом:

𝑑𝑒𝑥𝑐 =
∑︁
𝑘

𝐹 *(𝑘,− 𝑘)𝑑𝑐𝑣 ∼ 𝑑𝑐𝑣
𝑎𝑙𝑜𝑐
𝑎𝑒𝑥𝑐

, (62)

где 𝑎𝑒𝑥𝑐 – характерный размер экситона боровский радиус, а 𝑎𝑙𝑜𝑐 – характерный ра-
диус его локализации. Теперь запишем формулу(22) через 𝑝𝑐𝑣 – матричный элемент
импульса.

𝜉2 ∼ 2𝜔0𝑒
2

ℏ

⃒⃒⃒⃒
𝑝𝑐𝑣
𝑚𝜔0

⃒⃒⃒⃒2(︂
𝑎𝑙𝑜𝑐
𝑎𝑒𝑥𝑐

)︂2

. (63)
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3.3 Оценка скорости экситонов 3 ДИСПЕРСИЯ ЭКСИТОНОВ

Воспользуемся результатами численных расчётов из обзора [17]. Из них следует, что
𝛾 = ℏ𝑝𝑐𝑣/𝑚 ∼ 2 − 3 эВ · 𝐴. В выражение (51) возьмём 𝜔0 ∼ 1015 с−1, 𝑎 ∼ 5 нм и для
грубой оценки положим 𝑎𝑒𝑥𝑐 = 𝑎𝑙𝑜𝑐.

𝑐𝑥 ∼ 𝑒2

ℏ

(︂
𝛾

ℏ𝜔0

)︂2

× 4𝜋√
3𝑎2

∼ 4 · 104 м
с

(64)

В зависимости от параметров системы скорость продольных экситонов составляет ∼
0,01− 0.1% скорости света в вакууме.

Рис. 7: Схематичный вид экситонного спектра вблизи Γ-точки.

Приближение линейной дисперсии экситонов становится неприменимым и при ма-
лых волновых вектора 𝑘 ≲ 𝜔0/𝑐, когда дисперсионные ветви экситона оказываются
внутри светового конуса, и экситоны испытывают радиационное затухание. С точки
зрения развитой теории нарушается приближение мгновенности распространения све-
та, использованное в формуле (23). Соответственно, серой областью на рис. 7 условно
отмечена область, в которой нельзя пренебрегать запаздыванием света. Она имеет по-
рядок волновых векторов ∼ 104 1

см , что много меньше зоны Бриллюэна ∼ 𝜋
𝑎
∼ 106 1

см .
Для нахождение спектра в этой области можно заменить решеточную сумму в правой
чаcти уравнения (18) на интеграл, вычисление которого даёт:

(𝜔 − 𝜔0)𝛿𝛼𝛽𝑝𝛽𝑘 = −𝑞2𝑐𝑥
(︂
𝛿𝛼𝛽 −

𝑘𝛼𝑘𝛽
𝑞2

)︂
𝑝𝛽𝑘

⎧⎨⎩
i√

𝑞2−𝑘2
, 𝑘 < 𝑞,

1√
𝑘2−𝑞2

, 𝑘 > 𝑞,
(65)

где 𝑞 = 𝜔
𝑐
. Дисперсия двумерных экситонов в континуальном пределе проанализирована

в работе [18]. Вне светового конуса, 𝑘 ≫ 𝑞, но 𝑘 ≪ 𝜋/𝑎 результаты [18] и данного
рассмотрения совпадают.
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4 ДИФФУЗИЯ ЭКСИТОНОВ

4 Диффузия экситонов

Перейдём к задаче о распространении экситонов. Она привлекает широкий экспе-
риментальный и теоретический интерес, см., например, обзор [19]. В ван-дер-ваальсовых
гетероструктурах диффузия экситонов наблюдалась, например, в работах [20; 21]. В
экспериментально исследуемых структурах всегда присутствует определённый беспо-
рядок связанный, например, c флуктуациями глубин потенциальных ям или расстоя-
ниями между ними, что может приводить к локализации экситонов на таких дефектах.
При конечной температуре имеет место экситон-фононное взаимодействие. Таким обра-
зом в зависимости от температуры и силы беспорядка есть два принципиально разных
режима транспорта:

1) Квазиклассический режим – свободное перемещение экситонов по решётке,
с относительно редким рассеянием экситонов на дефектах и фононах.

2) Прыжковый режим – состояния локализованы. В этом случае экситоны "пры-
гают"между этими состояниями за счёт поглощения и излучения фононов.

Квазиклассический режим реализуется, при условии, что 𝑘𝐵𝑇 ≫ ℏ/𝜏 , где 𝑇 – тем-
пература, 𝑘𝐵 – постоянная Больцмана, а 𝜏 – характерное время рассеяния, найденное
в борновском приближении. Если 𝑘𝐵𝑇 ≪ ℏ/𝜏 , то говорят о локализации и прыжковом
транспорте. Между этими режимами также выделяют режим со слабой локализацией,
в котором важна интерференция квазиклассических траекторий. Ниже мы рассмот-
рим характерные особенности транспорта, а именно, определим температурную зави-
симость коэффициента диффузии продольных экситонов в муаровой сверхрешетке в
предельных случаях 1 и 2, не затрагивая промежуточный режим. Далее мы будем рас-
сматривать распространение именно продольных экситонов, так как в пренебрежении
квантовомеханическим туннелированием между минимумами потенциала сверхрешет-
ки поперечные экситоны не обладают дисперсией и, следовательно, не могут распро-
страняться.

Нас будет интересовать коэффициент диффузии 𝐷 экситонов, который связывает
плотность потока квазичастиц 𝑖 и градиент их концентрации 𝑛

𝑖 = −𝐷∇𝑛. (66)

Именно такой диффузионный режим распространения экситонов и реализуется в экс-
периментах [19].

4.1 Квазиклассический режим

Для получения коэффициента диффузии, можно воспользоваться стандартным
приёмом, решая кинетическое уравнение Больцмана, для стационарного распределе-
ния при наличии постоянного градиента химического потенциала.

𝐹

ℏ
𝜕𝑓(𝑘)

𝜕𝑘
= 𝐼𝑐, 𝐹 = −∇𝜇, (67)

где 𝑓(𝑘) - экситонная функция распределения, 𝐼𝑐 - интеграл столкновений, 𝜇 - хими-
ческий потенциал. В 𝜏 -приближении интеграл столкновений записывается следующим
образом:

𝐼𝑐 = −𝑓(𝑘)− 𝑓0(𝑘)

𝜏𝑘
, (68)

где 𝜏𝑘 – время релаксации, 𝑓0 – равновесная (в отсутствии 𝐹 ) функция распределения.
Тогда в линейном по градиенту 𝜇 приближении выражение (67) принимает вид:

𝑓 = 𝑓0 − 𝜏𝑘(𝐹𝑣(𝑘))
𝜕𝑓0
𝜕𝜀

. (69)
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4.2 Рассеяние на точечных дефектах 4 ДИФФУЗИЯ ЭКСИТОНОВ

Здесь мы воспользовались тем, что 𝜕𝑓0
𝜕𝑘

= 𝜕𝑓0
𝜕𝜀

d𝜀
d𝑘

= ℏ𝑣(𝑘)𝜕𝑓0
𝜕𝜀

. Используя (69), считая
спектр экситонов изотропным, а время рассеяния зависящим лишь от энергии экситона,
𝜏𝑘 = 𝜏(𝜀), получим поток экситонов, вызванный градиентом химического потенциала,
в виде

𝑖 = −
∫︁

𝑑2𝑘

(2𝜋)2
𝑣(𝑘)𝜏𝑘(𝐹𝑣(𝑘))

𝜕𝑓0
𝜕𝜀

= −𝐹

∫︁
𝑣(𝜀)2

2
𝜏(𝜀)

𝜕𝑓0
𝜕𝜀

𝜈(𝜀)𝑑𝜀 = 𝑏𝑛𝐹 . (70)

Здесь 𝑏 – подвижность, 𝑛 – концентрация экситонов, 𝜈(𝜀) – плотность состояний c энер-
гией 𝜀. Ввиду слабой заселённости экситонных состояний равновесная функция рас-
пределения описывается статистикой больцмана – 𝑓0 = exp(−𝜀/𝑘𝐵𝑇 ).2 Тогда используя
соотношение Эйнштейна – 𝐷𝑐𝑙 = 𝑘𝐵𝑇𝑏 и (51) имеем:

𝐷𝑐𝑙 =

∫︀ 𝑣2𝑘
2
𝜏(𝜀)𝑒−𝜀/𝑘𝐵𝑇𝜈(𝜀)𝑑𝜀∫︀
𝑒−𝜀/𝑘𝐵𝑇𝜈(𝜀)𝑑𝜀

=
𝑐2𝑥
2
< 𝜏 >𝜀; < 𝜏 >𝜀=

∫︀
𝜏(𝜀)𝑒−𝜀/𝑘𝐵𝑇𝜈(𝜀)𝑑𝜀∫︀
𝑒−𝜀/𝑘𝐵𝑇𝜈(𝜀)𝑑𝜀

. (71)

4.2 Рассеяние на точечных дефектах

Рассмотрим рассеяние на короткодействующих дефектах по теории возмущений.
Потенциал возмущения запишем следующим образом:

𝑉 (𝑟) =

(︂
1 0
0 1

)︂
×
∑︁
𝑖

𝑣𝑖(𝑟 −𝑅𝑖), (72)

где 𝑣𝑖(𝑟−𝑅𝑖) - потенциал 𝑖-ого дефекта, который находится в точке 𝑅𝑖. Матричный вид
𝑉 (𝑟) обусловлен наличием двух поляризаций экситонов. Тогда интеграл столкновений
можно записать при помощи золотого правила Ферми:

𝐼𝑐 =
2𝜋

ℏ

∫︁
𝑆
𝑑2𝑘′

(2𝜋)2
|𝑉𝑘′,𝑘|2(𝑓(𝑘′)− 𝑓(𝑘))𝛿(𝜀(𝑘)− 𝜀(𝑘′)). (73)

Здесь и далее 𝑆 – нормировочная площадь, 𝑉𝑘′,𝑘 матричный элемент возмущения между
состояниями с волновым вектором 𝑘 и 𝑘′:

𝑉𝑘′,𝑘 =
1

𝑆

∑︁
𝑖

∫︁
𝑑2𝑟𝑣𝑖(𝑟 −𝑅𝑖)𝑒

−𝑖(𝑘′−𝑘)𝑟𝑢†
𝑘′(𝑟)𝑢𝑘(𝑟), (74)

а 𝑢𝑘(𝑟) – блоховская амплитуда, периодическая с периодом сверхрешётки. Напомни,
что для продольного экситона 𝑢𝑘(𝑟) ‖ 𝑘. Пусть дефекты одинаковы и находятся в
узлах решётки, тогда в силу периодичности 𝑢𝑘(𝑟), все слагаемые в (74) отличаются
лишь фазой из-за разного расположения в пространстве:

𝑉𝑘′,𝑘 =
1

𝑆

∑︁
𝑖

𝑣𝑘′,𝑘𝑒
−𝑖(𝑘′−𝑘)𝑅𝑖 . (75)

Возведя в квадрат и пренебрегая интерференцией между слагаемыми, получим:

|𝑉𝑘′,𝑘|2 ≈
𝑁

𝑆2
|𝑣𝑘′,𝑘|2 =

𝑛

𝑆
|𝑣𝑘′,𝑘|2, (76)

где введена концентрация дефектов 𝑛. Подставив (76) в (73) получим:

𝐼𝑐 =
2𝜋𝑛

ℏ

∫︁
𝑑2𝑘′

(2𝜋)2
|𝑣𝑘′,𝑘|2(𝑓(𝑘′)− 𝑓(𝑘))𝛿(𝜀(𝑘)− 𝜀(𝑘′)); 𝜀(𝑘) = ℏ𝑐𝑥𝑘. (77)

2В эксперимента, как правило, равновесие в ансамбле экситонов устанавливается на временах, зна-
чительно более коротких, чем время жизни экситонов.
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После взятия интеграла по энергиям учтём изотропность равновесного распределения
по импульсам, обозначив отклонение за 𝑓1:

𝐼𝑐 =
2𝜋𝑛

ℏ

∫︁
|𝑣𝑘′,𝑘|2(𝑓1(𝑘′)− 𝑓1(𝑘))

1

ℏ𝑐𝑥
𝑘

(2𝜋)2
𝑑𝜙′. (78)

В первом порядке малости по 𝐹 функция 𝑓1(𝑘) может зависеть лишь от скалярного
произведения 𝐹 · 𝑘:

𝑓1(𝑘) = 𝜂(𝜀)𝑘 · 𝐹 = 𝜂(𝜀)𝑘𝐹 cos𝛼𝑘, (79)

где 𝛼𝑘 – угол между волновым вектором 𝑘 и 𝐹 .

𝐼𝑐 =
𝑛𝑘

ℏ2𝑐𝑥
𝜂(𝜀)𝑘𝐹

∫︁
|𝑣𝑘′,𝑘|2(cos𝛼𝑘′ − cos𝛼𝑘)

𝑑𝜙′

2𝜋
(80)

cos𝛼𝑘′ = cos (𝛼𝑘 + 𝜙′) = cos𝛼𝑘 cos𝜙
′ − sin𝛼𝑘 sin𝜙

′ (81)

Из чётности подинтегрального выражения по 𝜙′ – угла между 𝑘 и 𝑘′ следует, что ин-
теграл столкновения (80) записывается в 𝜏 приближении:

𝐼𝑐 = 𝑓1(𝑘)
𝑛𝑘

ℏ2𝑐𝑥

∫︁
|𝑣𝑘′,𝑘|2(cos𝜙′ − 1)

𝑑𝜙′

2𝜋
;

1

𝜏𝑘
=

𝑛𝑘

ℏ2𝑐𝑥

∫︁
|𝑣𝑘′,𝑘|2(1− cos𝜙′)

𝑑𝜙′

2𝜋
. (82)

Фурье образ короткодействующего дефекта 𝑣𝑘,𝑘′ слабо зависит от волновых векторов
𝑘,𝑘′, и его можно заменить на константу:

𝑣𝑘′,𝑘 =

∫︁
𝑑2𝑟𝑣(𝑟)𝑒−𝑖(𝑘′−𝑘)𝑟𝑢†𝑘′(𝑟)𝑢𝑘(𝑟) ≈ 𝑈 cos𝜙′. (83)

В этом случае частота рассеяния пропорциональна волновому вектору:

1

𝜏𝑘
= 𝑘

𝑛𝑈2

2ℏ2𝑐𝑥
. (84)

Для коэффициента диффузии при рассеянии на статических дефектах получаем сле-
дующее выражение

𝐷𝑑𝑒𝑓
𝑐𝑙 =

ℏ2𝑐3𝑥
𝑛𝑈2

∫︀
𝑒−ℏ𝑐𝑥𝑘/𝑘𝐵𝑇 1

𝑘
𝑘𝑑𝑘∫︀

𝑒−ℏ𝑐𝑥𝑘/𝑘𝐵𝑇𝑘𝑑𝑘
=

2

𝑘𝐵𝑇

ℏ3𝑐4𝑥
2𝑛𝑈2

∝ 𝑇−1. (85)

Подчеркнем отличие этого результата от коэффициента диффузии экситонов с парабо-
лической дисперсией, где𝐷𝑐𝑙 ∝ 𝑇 при рассеянии на статических «короткодействующих»
дефектах.

4.3 Рассеяние на продольных акустических фононах

Важным источником рассеяния могут являться фононы. Рассмотрим основной ме-
ханизм рассеяния экситонов на длинноволновых акустических фононах, описываемый
дефоромационным потенциалом:

𝑈𝐷𝑃 = 𝑖Ξ𝑐

(︂
1 0
0 1

)︂
×

∑︁
𝑞

𝑞

(︂
ℏ

2𝜌𝜔𝐿𝐴(𝑞)𝑆

)︂1/2

(�̂�𝐿𝐴,𝑞𝑒
𝑖𝑞𝑟−𝑖𝜔𝑡 − �̂�†𝐿𝐴,𝑞𝑒

−𝑖𝑞𝑟+𝑖𝜔𝑡). (86)

Здесь 𝜔𝐿𝐴(𝑞) = 𝑠|𝑞| - дисперсия продольных акустических фононов, где s - скорость
звука. Ξ𝑐 - константа деформационного потенциала, 𝜌 - двумерная плотность кристалла.
Запишем интеграл столкновений:

𝐼𝑐 =
2𝜋

ℏ

∫︁
𝑆𝑑2𝑘′

(2𝜋)2
𝑁(|𝑘 − 𝑘′|)|𝑀𝑘𝑘′ |2(𝑓(𝑘′)− 𝑓(𝑘))𝛿(𝜀(𝑘)− 𝜀(𝑘′)). (87)
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Оценки согласно формуле (64) и данным из [22] показывают, что 𝑐𝑥/𝑠 ∼ 10 − 100. Это
означает, что фонон, с тем же импульсом, имеет значительно меньшую энергию по
сравнению с экситоном, поэтому экситон-фононное рассеяния оказывается квазиупру-
гим. Это позволило упростить интеграл столкновений, игнорируя различие скоростей
испускания и поглощения фононов. Здесь 𝑁(𝑞) ≫ 1 – функция распределения фононов,
𝑀𝑘𝑘′ - матричный элемент экситон-фононного взаимодействия:

𝑀𝑘𝑘′ = 𝑖Ξ𝑐

(︂
ℏ|𝑘 − 𝑘′|
2𝜌𝑆𝑠

)︂1/2

cos (𝜙). (88)

Так как нас интересуют экситоны с энергией порядка температуры, то в их рассеяние
основную роль играют фононы с тем же импульсом. Их же энергия намного меньше
𝑘𝐵𝑇 , тем самым 𝑁(𝑞) принимает вид:

𝑁(|𝑘 − 𝑘′|) = 1

exp
(︁

ℏ𝑠|𝑘−𝑘′|
𝑘𝐵𝑇

)︁
− 1

≈ 𝑘𝐵𝑇

ℏ𝑠|𝑘 − 𝑘′|
. (89)

После подстановки (88), (89) в (87) интеграл столкновений, действующий на неравно-
весную поправку к функции распределения, принимает вид

𝐼𝑐 =
𝑘𝐵𝑇Ξ

2
𝑐

𝜌ℏ3𝑠2𝑐𝑥
𝑘

∫︁
| cos𝜙′|2(𝑓1(𝑘′)− 𝑓1(𝑘))

𝑑𝜙′

2𝜋
= −𝑓1(𝑘)

𝑘𝐵𝑇Ξ
2
𝑐

2𝜌ℏ2𝑠2𝑐𝑥
𝑘. (90)

Окончательно, из (71) и (90) получим время релаксации импульса

1

𝜏𝑘
=

𝑘𝐵𝑇Ξ
2
𝑐

2𝜌ℏ2𝑠2𝑐𝑥
𝑘, (91)

и коэффициент диффузии экситонов при рассеянии на длинноволновых акустических
фононах

𝐷𝑝ℎ
𝑐𝑙 =

𝜌ℏ2𝑠2𝑐3𝑥
𝑘𝐵𝑇Ξ2

𝑐

∫︀
𝑒−ℏ𝑐𝑥𝑘/𝑘𝐵𝑇 1

𝑘
𝑘𝑑𝑘∫︀

𝑒−ℏ𝑐𝑥𝑘/𝑘𝐵𝑇𝑘𝑑𝑘
=

2

(𝑘𝐵𝑇 )2
𝜌ℏ3𝑠2𝑐4𝑥
2Ξ2

𝑐

∝ 𝑇−2. (92)

В отличие от систем с параболической дисперсией, постоянство групповой скорости
экситонов и линейная зависимость плотности состояний от энергии приводит к спаду
коэффициента диффузии экситонов с ростом температуры в муаровых сверхрешетках
решетках.

4.4 Прыжковый режим

Теперь перейдём к рассмотрению прыжкового режима, основная особенность ко-
торого заключается в дальнодействующем характере прыжков. Будем считать, что эк-
ситонные локализованные состояния разбросаны случайным образом в пространстве
координат и энергий. Рассмотрим два состояния с энергиями 𝑈1 и 𝑈2, для удобства
введём обозначение ∆ = |𝑈1 − 𝑈2| для энергетического расстояния между ними. Га-
мильтониан этих состояний запишем в виде:

�̂�0 =

(︂
𝑈1

𝑡
𝑅3

𝑡*

𝑅3 𝑈2

)︂
. (93)

Здесь 𝑡 – эффективная константа переноса между узлами, и мы явно выделили зави-
симость от расстояния в виде 𝑅−3. Для достаточно далеких центров |𝑡|/𝑅−3 ≪ ∆, что
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позволяет использовать теорию возмущений для нахождения «подмешиваний» волно-
вых функций:

|𝜓1⟩ ≈ |1⟩+ 𝑡

∆𝑅3
|2⟩ |𝜓2⟩ ≈ |2⟩ − 𝑡*

∆𝑅3
|1⟩ , (94)

где |1⟩ , |2⟩ - соответствуют невозмущённым состояниям на узлах 1 и 2. Важно подчерк-
нуть, что в двумерной задаче 1/𝑅3 сходится, тем самым поправка к волновой функции
конечна [23], и учёт других состояний даст аддитивную добавку.3 За счёт излучения
или поглощения фонона возможны перескоки между состояниями: |𝜓1⟩ , |𝜓2⟩. В каче-
стве примера возьмём деформационный потенциал в виде (86). Тогда частота перехода
с поглощением фонона:

𝑤 =
2𝜋

ℏ

∫︁
𝑁(𝑞)|𝑀𝑞|2𝛿(∆− ℏ𝑠𝑞)

𝑆𝑑2𝑞

(2𝜋)2
. (95)

Здесь, как и раньше, 𝑁(𝑞) – функция распределения фононов, 𝑀(𝑞) – матричный эле-
мент перехода при участии фонона с импульсом 𝑞. Он в данном случае имеет вид

𝑀𝑞 = 𝑖Ξ𝑐𝑡

√︃
ℏ𝑞

2𝜌𝑉 𝑠

1

∆𝑅3

(︀
⟨2| 𝑒𝑖𝑞𝑟 |2⟩ − ⟨1| 𝑒𝑖𝑞𝑟 |1⟩

)︀
= 𝑖Ξ𝑐𝑡

√︃
ℏ𝑞

2𝜌𝑉 𝑠
𝑄(𝑞,𝑅), (96)

где за 𝑄(𝑞,𝑅) обозначена зависимость 𝑀(𝑞) от структуры состояний (форм-фактор
взаимодействия):

𝑄(𝑞,𝑅) = ⟨2| 𝑒𝑖𝑞𝑟 |2⟩ − ⟨1| 𝑒𝑖𝑞𝑟 |1⟩ . (97)

Подчеркнем, что согласно общей теории прыжкового транспорта достаточно учиты-
вать лишь взаимодействие с фононами на данном центре [24]. Подставляя (96) в (95) и
снимая интегрирование по энергия, получим:

𝑤 ∼ 𝑁(∆)Ξ2
𝑐

𝜌ℏ3𝑠4𝑅6

∫︁ 2𝜋

0

|𝑄(𝑞0,𝑅)|2𝑑𝜙, 𝑞0 =
∆

ℏ𝑠
, (98)

где 𝜙 – угол между 𝑅 и импульсом 𝑞0 фонона, энергия которого соответствует межцен-
тровому энергетическому зазору, а также отбросили численный коэффициент.

Для обратного процесса (с испусканием фонона), в частоте перехода (98), 𝑁(∆)
заменится на 𝑁(∆) + 1:

𝑤′ ∼ (𝑁(∆) + 1)Ξ2
𝑐

𝜌ℏ3𝑠4𝑅6

∫︁ 2𝜋

0

|𝑄(𝑞0,𝑅)|2𝑑𝜙. (99)

Естественно выделить выделить два процесса: индуцированные (𝑇 ) и спонтанные (𝑆).
Их частоты, соответственно:

𝑤𝑇 ∼ 𝑁(∆)Ξ2
𝑐

𝜌ℏ3𝑠4𝑅6
⟨|𝑄(𝑞0,𝑅)2|⟩, 𝑤𝑆 ∼ Ξ2

𝑐

𝜌ℏ3𝑠4𝑅6
⟨|𝑄(𝑞0,𝑅)2|⟩. (100)

Здесь введено ⟨|𝑄(𝑞0,𝑅)|2⟩ - как среднее по углу 𝜙.
Задача нахождения коэффициента диффузия сильно зависит от вида беспоряд-

ка и структуры локализованных состояний. Нас в первую очередь интересует зави-
симость коэффициента диффузии от температуры, поэтому мы проведём здесь лишь
качественный анализ, основанный на рассмотрении Мотта прыжков с переменной длин-
ной [24]. Для определения «оптимального» прыжка требуется найти максимум вероят-
ности прыжка между узлами с расстоянием 𝑅

𝑃 (𝑅) ∝ exp

(︂
− 1

𝜋𝑅2𝑔𝑘𝐵𝑇

)︂
1

𝑅6
. (101)

3Связь в виде 𝑅−3 не приводит к делокализации в двумерной модели со случайным беспорядком.
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Здесь первый, экспоненциальный, множитель отвечает за вероятность найти состояние
в площади 𝜋𝑅2 в полосе энергий 𝑘𝐵𝑇 , причем 𝑔 – плотность состояний (число состояний
на единицу энергии и площади), а второй, степенной, множитель отвечает за перекры-
тие волновых функций. Более далекие прыжки выгодны с точки зрения энергии: чем
больше 𝑅, тем с большей вероятностью найдется почти резонансный узел. Однако, ве-
роятность перейти на такое состояние ∝ |𝑡/𝑅3|2 – спадает с ростом 𝑅, см. рис. 8.

Рис. 8: Анализ вероятности прыжка: при коротких прыжках нет состояний в полосе
энергий 𝑘𝐵𝑇 (оранжевая линия), вероятность перехода уменьшается с ростом
𝑅 (синяя линия). Оптимальная длинна прыжка 𝑅𝑜𝑝𝑡 соответствует максимуму

вероятности (зелёная линия).

Важно подчеркнуть, что в отличие от стандартной задаче о туннелировании, где
вероятность перехода экспоненциально спадает с расстоянием, в рассматриваемой нами
системе спад определяется лишь степенью 𝑅. Оптимизация (101) приводит к оптималь-
ной длине прыжка

𝑅𝑜𝑝𝑡 =

√︂
1

3𝜋𝑔𝑘𝐵𝑇
, (102)

при этом
𝑃 (𝑅𝑜𝑝𝑡) ∝ 𝑇 3. (103)

Можно ожидать, что и коэффициент диффузии

𝐷ℎ𝑜𝑝 ∝ 𝑅2
𝑜𝑝𝑡𝑃 (𝑅𝑜𝑝𝑡)𝑤, (104)

зависит от температуры степенным образом. Данный подход не позволяет определить
степень температуры, это задача, требующая отдельного исследования.
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5 ЗАКЛЮЧЕНИЕ

5 Заключение

В работе развита модель энергетического спектра и транспорта экситонов, лока-
лизованных в узлах муаровой сверхрешетки на основе двумерных полупроводников.
Предложен и изучен механизм переноса экситонов между узлами, связанный с наличи-
ем у оптически-активных экситонов, «микроскопических» дипольных моментов, осцил-
лирующих на частоте экситонного резонанса 𝜔0. Дисперсия экситонов найдена путем
решения уравнений Максвелла для электромагнитного поля, порождаемого экситона-
ми, и материального соотношения, связывающего поле на узле и наведенный дипольный
момент экситона.

Численные и аналитические расчеты спектра выполнены для треугольной решёт-
ки. Были найдены две ветви в энергетическом спектре экситонов. В пределе малых
волновых векторов по сравнению с обратным периодом решетки было показано, что
одна из них – «поперечная» – является бездисперсионной, а вторая – «продольная» –
обладает линейной дисперсией с характерной скоростью порядка 0.01 − 0.1% от ско-
рости света в вакууме. При волновых вектора 𝑘 ⩽ 𝜔0/𝑐 экситоны приобретают за счет
смешивания с электромагнитным полем радиационное затухание.

На основе рассчитанного спектра теоретически исследовано распространение эк-
ситонов, основное внимание уделялось диффузионному транспорту и, соответственно,
расчету коэффициента диффузии 𝐷. Температурная зависимость была проанализи-
рована для двух режимов распространения: квазиклассического и прыжкового. Для
квазиклассического режима учитывалось рассеяние как на статических точечных де-
фектах, так и на длинноволновых продольных акустических фононах по механизму
деформационного потенциала. В первом случае 𝐷 ∝ 1/𝑇 , а во втором 𝐷 ∝ 1/𝑇 2. В
случае прыжкового транспорта благодаря дальнодействующему характеру переноса эк-
ситонов между узлами коэффициент диффузии экситонов имеет неэкспоненциальную
температурную зависимость: 𝐷 ∝ 𝑇 𝜂, где 𝜂 > 0.
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6. Moiré heterostructures as a condensed-matter quantum simulator / D. M. Kennes [et
al.] // Nature Physics. — 2021. — Vol. 17. — P. 155–163. — DOI: 10.1038/s41567-
020-01154-3. — URL: https://doi.org/10.1038/s41567-020-01154-3.

7. Bistritzer R., MacDonald A. H. Moire bands in twisted double-layer graphene // Pro-
ceedings of the National Academy of Sciences. — 2011. — July. — Vol. 108, no.
30. — P. 12233–12237. — DOI: 10.1073/pnas.1108174108. — URL: https:

//doi.org/10.1073/pnas.1108174108.
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