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Аннотация

Ступеньки Шапиро - участки постоянного напряжения на вольт-амперной ха-
рактеристике джозефсоновского контакта, которые появляются в результате син-
хронизации частоты внутренней динамики сверхпроводящей фазы джозефсонов-
ского контакта с частотой внешнего сигнала. С математической точки зрения этот
эффект фазовой синхронизации описывается резистивной моделью джозефсонов-
ского контакта (RSJ), важным примером нелинейной динамической системы. В
стандартной резистивной модели рассматривается джозефсоновский контакт с ма-
лой ёмкостью и синусоидальным (содержащим одну джозефсоновскую гармонику)
ток-фазовым соотношением в режиме заданного тока с монохроматической пере-
менной компонентой. Хотя данная модель предсказывает возникновение только
целых ступенек Шапиро, известно, что учёт высших джозефсоновских гармоник
приводит к появлению дробных ступенек. В данной работе мы показываем, что все-
го двух джозефсоновских гармоник в ток-фазовом соотношении достаточно для
возникновения всех возможных дробных ступенек Шапиро в рамках резистивной
модели. Используя методы теории возмущений, мы анализируем амплитуды этих
дробных ступенек. Кроме того, вводя фазовый сдвиг между двумя джозефсонов-
скими гармониками, мы демонстрируем асимметрию между положительными и
отрицательными дробными ступеньками — характерный признак джозефсонов-
ского диодного эффекта.
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1 Введение

Резистивная модель джозефсоновского контакта (RSJ) [1, 2, 3], первоначально раз-
работанная для описания эффекта Джозефсона в сверхпроводниках, стала важным
примером нелинейной динамической системы с междисциплинарными приложениями.
В контексте джозефсоновских контактов с малой ёмкостью её стандартный вид

ℏ
2𝑒𝑅

𝑑𝜙

𝑑𝑡
+ 𝐼𝑠(𝜙) = 𝐼dc + 𝐼ac cos𝜔𝑡, (1)

где 𝑅 — сопротивление перехода в нормальном состоянии, а искомая функция — 𝜙(𝑡).
Модель содержит три ключевых компонента: (i) Диссипация (слагаемое 𝑑𝜙/𝑑𝑡) моде-
лирует потери энергии, что критически важно для реалистичных физических систем.
(ii) Периодическая сила [слагаемое с 2𝜋-периодическим 𝐼𝑠(𝜙)] отражает фазовую ко-
герентность в сверхпроводниках и может возникать из-за внутреннего периодическо-
го потенциала в других системах. (iii) Вынуждающая сила [слагаемое в правой части
уравнения (1)] представляет внешние управляющие параметры с монохроматической
переменной компонентой (постоянный/переменный токи, силы, поля).

Эта минималистичная, но в то же время богатая структура позволяет уравнениям
резистивной модели описывать различные физические явления, такие как эффект Джо-
зефсона в сверхпроводниках [4, 5, 6, 7], перенос заряда волнами зарядовой плотности
в пайерлсовских проводниках [8, 9, 10], движение механических систем, таких как ма-
ятник с большим затуханием (механический аналог джозефсоновского контакта) [11]
или система Суслова (специфический тип движения твердого тела) [12], и другие. С
математической точки зрения резистивная модель изучается как пример нелинейной
динамики в работах [13, 14, 15, 16, 17, 18, 19].

В отсутствие переменной вынуждающей силы, то есть при 𝐼ac = 0, решение уравне-
ния (1) зависит от соотношения между 𝐼dc и критическим током 𝐼𝑐, который определя-
ется как максимум ток-фазового соотношения 𝐼𝑠(𝜙). Если 𝐼dc < 𝐼𝑐, то система находится
в стационарном состоянии с фазой 𝜙, соответствующей фиксированному внешнему то-
ку 𝐼dc. При 𝐼dc > 𝐼𝑐, система переходит в нестационарное состояние с зависящей от
времени фазой 𝜙(𝑡). В этом резистивном режиме возникает конечное напряжение

𝑉 (𝑡) =
ℏ
2𝑒

𝑑𝜙

𝑑𝑡
(2)

на контакте, и его усреднение по времени определяет вольт-амперную характеристи-
ку (ВАХ) 𝑉 (𝐼dc). Решение уравнения (1) демонстрирует джозефсоновские осцилляции,
соответствующие намотке 𝜙(𝑡) на целое число периодов 2𝜋.

При наличии переменной вынуждающей силы внутренние джозефсоновские осцил-
ляции могут синхронизироваться с ней. Это приводит к фазовой синхронизации, про-
являющейся как ступеньки Шапиро на вольт-амперной характеристике [4, 5]. В общем
случае эти ступеньки постоянного напряжения появляются при

𝑉 = ±
(︁𝑛
𝑘

)︁ ℏ𝜔
2𝑒

, (3)

где 𝑛 и 𝑘 - натуральные числа.
В простейшем случае ток-фазовое соотношение синусоидальное, 𝐼𝑠(𝜙) = 𝐼𝑐 sin𝜙.

Такое соотношение может быть экспериментально реализовано в случае туннельного
джозефсоновского контакта (или вблизи критической температуры сверхпроводника).
В этом случае возникают только целые ступеньки Шапиро (соответствующие 𝑘 = 1)
[20, 21, 22, 6, 7]. Фундаментальная важность эффекта фазовой синхронизации в этом



пределе подчеркивается применением туннельных джозефсоновских переходов для из-
мерения фундаментальных констант и квантовой метрологии в целом [6, 7]. В частно-
сти, измерения ступенек Шапиро лежат в основе стандарта напряжения.

В джозефсоновских контактах с большей прозрачностью становятся существенны-
ми высшие джозефсоновские гармоники [6, 7, 23], так что ток-фазовое соотношение
может быть представлено в виде

𝐼𝑠(𝜙) =
∞∑︁

𝑚=1

𝐼𝑚 sin𝑚𝜙. (4)

При этом ожидается появление дробных (субгармонических) ступеней Шапиро с 𝑘 >
1, и их положения и амплитуды несут информацию о ток-фазовом соотношении [23].
Существует ли прямое соответствие между дробностью ступенек Шапиро (значениями
𝑘) и джозефсоновскими гармониками в ток-фазовом соотношении (4) (значениями 𝑚)?
Другими словами, возникают ли несократимые дробные ступеньки Шапиро с данным
𝑘 только из-за наличия в ток-фазовом соотношении гармоник с номерами 𝑚, кратными
𝑘 [24, 25]? Оказывается, ответ отрицательный, и уже двух гармоник достаточно для
генерации субгармонических ступенек Шапиро произвольной дробности.

Более конкретно, в настоящей работе мы показываем, что ток-фазовое соотношение
всего с двумя джозефсоновскими гармониками,

𝐼𝑠(𝜙) = 𝐼1 sin𝜙+ 𝐼2 sin 2𝜙, (5)

приводит к появлению всех дробных ступенек Шапиро. Вольт-амперная характеристи-
ка в этом случае имеет вид лестницы Кантора (также известной как «чертова лестни-
ца»). Мы аналитически находим амплитуды ступенек в предельных случаях.



2 Основные уравнения

Мы будем исследовать ступеньки Шапиро в рамках резистивной модели в режи-
ме заданного тока (1). В рамках этой модели мы предполагаем, что из-за внешнего
излучения у внешнего тока есть переменная компонента с частотой 𝜔, которая задает
естественные для нашей модели единицы времени, напряжения и тока. Соответствую-
щие безразмерные величины

𝜏 = 𝜔𝑡, v = 𝑉/𝑉0, 𝑗𝛼 = 𝐼𝛼/𝐼0 (6)

(с 𝛼 = 𝑠,dc,ac,1,2), где
𝑉0 = ℏ𝜔/2𝑒, 𝐼0 = 𝑉0/𝑅. (7)

В этих обозначениях уравнения резистивной модели (1)-(2) принимают следующую
форму:

v = 𝜙̇, (8)
𝜙̇+ 𝑗𝑠(𝜙) = 𝑗dc + 𝑗ac cos (𝜏 + 𝛽), (9)

где точка означает 𝑑/𝑑𝜏 . По сравнению с уравнением (1) мы ввели параметр 𝛽 - началь-
ную фазу переменного тока. Очевидно, что от неё можно избавиться за счет сдвига по
времени; однако, мы предпочтем её сохранить, чтобы иметь возможность следить за
сдвигом фаз между внутренними джозефсоновскими осцилляциями и внешним пере-
менным сигналом.

Вольт-амперная характеристика джозефсоновского контакта - это зависимость v(𝑗dc),
где черта обозначает усреднение по 𝜏 . Из-за наличия переменной компоненты тока
(внешнее излучение) на вольт-амперной характеристике появляются ступеньки Шапи-
ро при условии

v = ±𝑛/𝑘, (10)

где 𝑛 и 𝑘 - натуральные числа [это безразмерная форма уравнения (3)]. Все дроби под-
разумеваются несократимыми. Ступеньки Шапиро с 𝑘 = 1 мы будем называть целыми,
а с 𝑘 > 1 - дробными.

Для дальнейших целей рассмотрим классический пример, когда внешний ток имеет
только постоянную компоненту, а ток-фазовое соотношение содержит только первую
гармонику. Тогда уравнение (9) становится

𝜙̇+ 𝑗1 sin𝜙 = 𝑗dc, (11)

и в случае |𝑗dc| > 𝑗1 его решение это [26, 2, 3]

𝜙(𝜏) = 2 arctan

[︂
𝑗1 + 𝜈 tan(𝜈𝜏/2)

𝑗dc

]︂
+ 2𝜋𝑛, v(𝜏) =

𝑗2dc − 𝑗21
𝑗dc + 𝑗1 cos(𝜈𝜏 − 𝛼)

, (12)

где
𝜈 = sgn(𝑗dc)

√︁
𝑗2dc − 𝑗21 , cos𝛼 = 𝑗1/𝑗dc, sin𝛼 =

√︁
𝑗2dc − 𝑗21/|𝑗dc|. (13)

В этом случае вольт-амперная характеристика принимает вид

v = 𝜈. (14)

Добавление переменной компоненты тока в правую часть уравнения (11) приведет к
появлению целых ступенек Шапиро на вольт-амперной характеристике.



3 Две гармоники в ток-фазовом соотношении

В этом разделе мы работаем с джозефсоновским контактом, ток-фазовое соотно-
шение которого содержит не только первую гармонику, но и вторую (5). Наш главный
интерес заключается в исследовании дробных ступенек Шапиро, которые появляются
в этом случае. Подставляя соответствующий безразмерный ток 𝑗𝑠(𝜙) в (9), получаем
дифференциальное уравнение

𝜙̇+ 𝑗1 sin𝜙+ 𝑗2 sin 2𝜙 = 𝑗dc + 𝑗ac cos (𝜏 + 𝛽), (15)

с которым мы и будем работать далее. Для удобства введём величину 𝐴 = 𝑗2/𝑗1 для
обозначения отношения амплитуд двух джозефсоновских гармоник.

Хорошо известно, что на вольт-амперной характеристике джозефсоновского кон-
такта с первой и второй гармониками в ток-фазовом соотношении есть целые (𝑘 = 1) и
полуцелые (𝑘 = 2) ступеньки Шапиро [27]. В то же время, в численном решении урав-
нения (15) видны все дробные ступеньки (с произвольным 𝑘), см. рис. 1(а). По этой
причине целые и полуцелые ступеньки мы будем называть тривиальными, а дробные
ступеньки Шапиро с 𝑘 ≥ 3 - нетривиальными.

3.1 Предельный случай слабого внешнего излучения и малой второй джо-
зефсоновской гармоники (𝑗ac ≪ 𝑗𝑠, 𝐴 ≪ 1)

Для начала рассмотрим предельный случай, в котором внешняя компонента пере-
менного тока мала по сравнению с максимумом 𝑗𝑠(𝜙) (кратко обозначим это условие
как 𝑗ac ≪ 𝑗𝑠). Амплитуду дробных ступенек Шапиро мы будем находить с помощью
теории возмущений с обратной связью [28, 29], которая хорошо подходит для рассмот-
рения резонансных случаев. Это значит, что в уравнении (15) мы ищем 𝜙 и 𝑗dc в виде
ряда по малому параметру 𝑗ac/𝑗𝑠:

𝜙(𝜏) = 𝜙0(𝜏) + 𝜙1(𝜏) + 𝜙2(𝜏) + . . . , (16)

𝑗dc = 𝑗
(0)
dc + 𝑗

(1)
dc + 𝑗

(2)
dc + . . . (17)

Ключевой момент теории возмущений с обратной связью заключается в том, что на
каждом шаге мы корректируем значение 𝑗dc [в согласии с уравнением (17)] так, чтобы
избежать расходимости 𝜙𝑛(𝜏) при больших 𝜏 .

В нулевом приближении 𝜙0 представляет собой решение уравнения

𝜙̇0 + 𝑗1 sin𝜙0 + 𝑗2 sin 2𝜙0 = 𝑗
(0)
dc , (18)

а поправки к фазе можно записать в виде

𝜙𝑛(𝜏) = 𝜙̇0(𝜏)

∫︁ 𝜏

𝜏𝑛

[︁
𝑗
(𝑛)
dc + 𝐹𝑛(𝑡)

]︁ 𝑑𝑡

𝜙̇0(𝑡)
, (19)

где 𝜏𝑛 - произвольные константы интегрирования, а первые несколько 𝐹𝑛 это

𝐹1 = 𝑗ac cos (𝜏 + 𝛽), 𝐹2 = (𝑗1 sin𝜙0 + 4𝑗2 sin 2𝜙0)𝜙
2
1/2, . . . (20)

Чтобы обеспечить малость 𝜙𝑛 и применимость теории возмущений, мы требуем выпол-
нение условия 𝜙̇𝑛 = 0, которое означает, что поправки не должны расти со временем.
Это условие мы переписываем в виде[︁

𝑗
(𝑛)
dc + 𝐹𝑛(𝜏)

]︁
/𝜙0(𝜏) = 0, 𝑛 = 1, 2, . . . , (21)
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Рис. 1: ВАХ джозефсоновского контакта с второй гармоникой в ток-фазовом
соотношении при 𝑗ac = 0.8, 𝑗1 = 1 и 𝐴 = 0.7. (а) Диапазон напряжений ниже первой

ступеньки Шапиро. Кроме полуцелой, видны и другие дробные ступеньки. (б)
Диапазон напряжений ниже 1/2 ступеньки Шапиро [увеличенная область графика

(а)]. Отчётливо видна серия ступенек вида 1/𝑘 при 𝑘 > 1 и ступенька дробности 2/5,
которая является частью серии ступенек типа 2/𝑘. Размер ступеньки дробности 2/5

сильно меньше амплитуды ступенек из серии 1/𝑘.

а потом с его помощью вычисляем 𝑗
(𝑛)
dc .

В предельном случае малой второй джозефсоновской гармоники (𝐴 ≪ 1) мы од-
новременно используем теорию возмущений по параметру 𝐴, разработанную в работе
[29], и теорию возмущений с обратной связью, изложенную выше. Это значит, что каж-
дую 𝜙𝑛 (с 𝑛 = 0,1,2, . . . ) мы ищем в виде ряда по 𝐴. В дальнейших вычислениях мы
пренебрегаем слагаемыми порядка 𝐴2 и выше.1 В частности,

𝜙0(𝜏) = 𝑓0(𝜏) + 𝐴𝑓1(𝜏), (22)

где 𝑓0 является решением уравнения (11) с 𝑗
(0)
dc в правой части, а 𝑓1 была посчитана в

работе [29]:

𝑓1(𝜏) =
2𝜈2 ln

(︀
𝑗
(0)
dc + 𝑗1 cos (𝜈𝜏 − 𝛼)

)︀
/𝑗1 − 2𝑗

(0)
dc cos (𝜈𝜏 − 𝛼)

𝑗
(0)
dc + 𝑗1 cos (𝜈𝜏 − 𝛼)

. (23)

Далее мы подставляем 𝜙0 в выражение для 𝜙1. Условие того, что 𝜙1 не растёт со
временем [условие (21)], в первом порядке теории возмущений 𝐴 и по 𝑗ac/𝑗1 даёт

[︁
𝑗
(1)
dc + 𝑗ac cos (𝜏 + 𝛽)

]︁ [︃ 1

𝑓0(𝜏)
− 𝐴

𝑓1(𝜏)

𝑓 2
0 (𝜏)

]︃
= 0. (24)

Если 𝐴 = 0, то вторая скобка представляет собой ряд Фурье, содержащий только ну-
левую и первую гармоники внутренних джозефсоновских осцилляций, то есть const и
𝑒±𝑖𝜈𝜏 . В то же время, первая скобка содержит гармоники ±1, возникшие из-за внешнего
излучения. Следовательно, поправка к току 𝑗

(1)
dc может быть ненулевой только в случае

𝜈 = ±1 благодаря синхронизации между двумя скобками (резонанс внешнего излу-
чения и внутренних осцилляций). Это соответствует первой целой ступеньке Шапиро
(положительной и отрицательной) с амплитудой [26, 28]

∆𝑗±1 = 𝑗1𝑗ac/
√︁
1 + 𝑗21 . (25)

1Как мы обсудим далее, удержание высших порядков по 𝐴 не приводит к качественно новым ре-
зультатам.



В случае 𝐴 ̸= 0 ряд Фурье для второй скобки дополнительно содержит все гармоники
𝑒±𝑖𝑘𝜈𝜏 при 𝑘 > 1. Это соответствует дополнительным резонансам 𝜈 = ±1/𝑘, при которых
поправка к току 𝑗

(1)
dc становится отличной от нуля:

𝑗
(1)
dc =

𝐴𝑗ac𝜈

𝑗
(0)
dc

sin (±𝛽 + 𝑘𝛼)(−1)𝑘+1

(︃
(𝑗

(0)
dc − 𝜈)𝑘−1

(𝑘 − 1)𝑗𝑘−1
1

− (𝑗
(0)
dc − 𝜈)𝑘+1

(𝑘 + 1)𝑗𝑘+1
1

)︃
. (26)

Аргумент синуса в формуле (26) содержит сдвиг фаз между внешним переменным
сигналом и внутренними джозефсоновскими осцилляциями. Этот сдвиг может быть
произвольным (формально, из-за произвольного значения фазы 𝛽), следовательно, зна-
чение синуса в (26) меняется от −1 до 1, что соответствует ступеньке на вольт-амперной
характеристике. Итак, в первом порядке теории возмущений ток-фазовое соотношение с
двумя джозефсоновскими гармониками приводит к появлению серии дробных ступенек
Шапиро типа ±1/𝑘 (с натуральными 𝑘 > 1), амплитуды которых

∆𝑗±1/𝑘 = 2
𝐴𝑗ac√︀
𝑘2𝑗21 + 1

(︃
(
√︀

𝑘2𝑗21 + 1− 1)𝑘−1

(𝑘 − 1)(𝑘𝑗1)𝑘−1
− (
√︀
𝑘2𝑗21 + 1− 1)𝑘+1

(𝑘 + 1)(𝑘𝑗1)𝑘+1

)︃
. (27)

В частности, если 𝑘 = 2, то (27) воспроизводит формулу (72) из работы [29] с точностью
до переобозначения переменных. При произвольных 𝑘 > 1 получается тот же результат,
что и формула (35) из работы [16].

Эта серия ступенек изображена на рис. 1(б). Все они появляются в одном порядке
теории возмущений, и в пределе 𝑘 → ∞ амплитуда ступенек уменьшается как

∆𝑗±1/𝑘 ≃ 4𝐴𝑗ac𝑒
−1/𝑗1(𝑗1 + 1)/𝑘3𝑗21 , 𝑘 ≫ max(1,1/𝑗1). (28)

Есть ли ещё дробные ступеньки кроме серии ±1/𝑘? Чтобы ответить на этот вопрос,
рассмотрим второй порядок теории возмущений по 𝑗ac/𝑗1 при условии, что 𝜈 ̸= ±1/𝑘.
В этом случае поправка 𝑗

(1)
dc равна 0. Используя выражение для 𝐹2, мы записываем

условие, что 𝜙2 не растёт со временем [условие (21)]:[︁
𝑗
(2)
dc + (𝑗1/2)𝜙2

1 sin𝜙0 + 2𝑗2𝜙2
1 sin 2𝜙0

]︁
/𝜙̇0(𝜏) = 0. (29)

Ряд Фурье для 𝜙2
1 содержит гармоники вида 𝑒±𝑖(2−𝑚𝜈)𝜏 с 𝑚 ∈ Z. Произведение этих

слагаемых с Фурье гармониками, происходящими от функций от 𝜙0, содержит те же
гармоники, но со сдвинутым 𝑚, и поэтому в случае 𝜈 = 2/𝑚 приводит к ненулевому
результату при усреднении по 𝜏 .

Подставив 𝑚 = ±1, находим амплитуду второй целой ступеньки Шапиро

∆𝑗±2 = 𝑗1𝑗
2
ac/4 (30)

в главном порядке по 𝐴, которая существует даже в случае одной гармоники в ток-
фазовом соотношении (𝐴 = 0)[28]. В то же время, если 𝑚 ̸= ±1 и 𝐴 = 0, сумма сла-
гаемых, пропорциональных 𝑗2ac в формуле (29), при усреднении обращается в ноль, и,
следовательно, 𝑗(2)dc = 0. Этот результат согласуется с тем фактом, что ток-фазовое со-
отношение с одной джозефсоновской гармоникой производит только целые ступеньки
Шапиро. В случае 𝐴 ̸= 0 поправка к току 𝑗

(2)
dc отлична от нуля в случае 𝑚 ̸= ±1, и,

следовательно, на вольт-амперной характеристике появляется серия дробных ступенек
вида ±2/𝑘 с 𝑘 > 2. Все эти ступеньки возникают в одном порядке теории возмущений,
и их амплитуды

∆𝑗±2/𝑘 ∝ 𝐴𝑗2ac. (31)



Зависимость от 𝐴 подчеркивает, что дробные ступеньки возникают благодаря наличию
второй джозефсоновской гармоники в ток-фазовом соотношении.

Глядя на Фурье гармоники, возникающие в формуле (21) в высших порядках тео-
рии возмущений по 𝑗ac/𝑗1, мы делаем вывод, что если ток-фазовое соотношение со-
держит две гармоники, то возникают все дробные ступеньки Шапиро, и в предельном
случае 𝐴 ≪ 1, 𝑗ac ≪ 𝑗1 амплитуда дробной ступеньки типа ±𝑛/𝑘

∆𝑗±𝑛/𝑘 ∝ 𝐴𝑗𝑛ac (32)

в главном порядке теории возмущений (в то время как амплитуды целых ступенек
∆𝑗±𝑛 ∝ 𝑗𝑛ac [26]). Наибольший размер соответствует ступенькам “главной” ±1/𝑘 серии
[точный результат см. в формуле (27)].

Вернёмся к вопросу о том, почему мы рассматриваем все порядки теории возмуще-
ний по 𝑗ac/𝑗1, но ограничиваемся только первым порядком по 𝐴. Ответ заключается в
том, что удержание слагаемых порядка 𝐴2 и выше в формуле (22) не приводит к возник-
новению новых дробных ступенек Шапиро, а лишь немного корректирует амплитуду
уже найденных. Причина проста: все возможные гармоники из разложения 1/𝜙̇0(𝜏) в
формуле (21) в ряд Фурье [и, следовательно, из разложения 𝐹𝑛(𝜏) тоже] появляются
уже в первом порядке теории возмущений по 𝐴.

3.2 Предельный случай большой постоянной компоненты тока (𝑗dc ≫ 𝑗𝑠)

В этом разделе мы применяем теорию возмущений с обратной связью в предельном
случае большой постоянной компоненты тока [30], определяемой условиями

𝑗1/𝑗dc ≪ 1, 𝑗2/𝑗dc ≪ 1. (33)

Именно эти условия подразумеваются, когда мы пишем, что постоянная компонента
тока много больше сверхпроводящей, 𝑗dc ≫ 𝑗𝑠. В отличие от предыдущего предельного
случая условие 𝐴 ≪ 1 не обязательно.

В этом предельном случае мы модифицируем теорию возмущений с обратной свя-
зью, развитую в разделе 3.1. Начинаем с разложений (16) и (17), но по малым парамет-
рам, указанным в выражении (33).

В нулевом порядке теории возмущений уравнение (15) становится

𝜙̇0 = 𝑗
(0)
dc + 𝑗ac cos (𝜏 + 𝛽). (34)

Сразу же находим его решение

𝜙0 = ∆𝜙+ 𝑗
(0)
dc 𝜏 + 𝑗ac sin (𝜏 + 𝛽), (35)

где ∆𝜙 это начальное значение 𝜙0, которое может быть произвольным. Фазовый сдвиг
𝛽 становится избыточным, поэтому далее мы считаем его равным нулю.

Как мы увидим далее, дробные ступеньки Шапиро самого общего вида ±𝑛/𝑘 дей-
ствительно появятся в этом предельном случае. Согласно уравнению (10) это должно
происходить при условии

𝑗
(0)
dc = ±𝑛/𝑘. (36)

В первом порядке теории возмущений, раскладывая sin𝜙0 и sin 2𝜙0 в ряд Фурье по
𝜏 , получаем

𝜙̇1 = 𝑗
(1)
dc −𝑗1

∞∑︁
𝑚=−∞

𝐽𝑚(𝑗ac) sin
(︀
(𝑗

(0)
dc +𝑚)𝜏 +∆𝜙

)︀
−𝑗2

∞∑︁
𝑚=−∞

𝐽𝑚(2𝑗ac) sin
(︀
(2𝑗

(0)
dc +𝑚)𝜏 + 2∆𝜙

)︀
,

(37)



где 𝐽𝑚(𝑧) это функции Бесселя. Эта формула даёт только целые (𝑗(0)dc = ±𝑛) и полуцелые
(𝑗(0)dc = ±𝑛/2) ступеньки Шапиро с амплитудами

∆𝑗±𝑛 = 2max
Δ𝜙

|𝑗1𝐽𝑛(𝑗ac) sin∆𝜙+ 𝑗2𝐽2𝑛(2𝑗ac) sin 2∆𝜙| , (38)

∆𝑗±𝑛/2 = 2𝑗2 |𝐽𝑛(2𝑗ac)| (39)

соответственно. Возникновение тривиальных ступенек напрямую вызвано наличием
соответствующей джозефсоновской гармоники в ток-фазовом соотношении. Формулы
(38) при произвольном 𝑛 и (39) при 𝑛 = 1 воспроизводят выражения, полученные в [30]
(в пределе 𝛽 = 0).

Чтобы найти нетривиальные дробные ступеньки Шапиро (с 𝑘 > 2), мы рассмат-
риваем такой случай, что 𝑗

(0)
dc ̸= ±𝑛 и ±𝑛/2. Это приводит к тому, что 𝑗

(1)
dc = 0, и,

следовательно, надо рассматривать второй порядок теории возмущений:

𝜙̇2 = 𝑗
(2)
dc − (𝑗1 cos𝜙0 + 2𝑗2 cos 2𝜙0)𝜙1. (40)

Ряды Фурье 𝜙1 и функций от 𝜙0 содержат гармоники 𝑒±𝑖(𝑗
(0)
dc −𝑚)𝜏 и 𝑒±𝑖(2𝑗

(0)
dc −𝑚)𝜏 с 𝑚 ∈ Z.

Произведение этих слагаемых даёт гармоники с (3𝑗
(0)
dc −𝑚)𝜏 и (4𝑗

(0)
dc −𝑚)𝜏 в аргументе

экспоненты, что в случаях 𝑗
(0)
dc = 𝑚/3 и 𝑗

(0)
dc = 𝑚/4 может привести к ненулевому

результату при усреднении по 𝜏 .
Если 𝑗

(0)
dc = ±𝑛/3, то из условия, что 𝜙2 не растёт со временем, получаем

𝑗
(2)
dc =

3

2
𝑗1𝑗2 cos (3∆𝜙)

∞∑︁
𝑚=−∞

𝐽𝑚(𝑗ac)𝐽−𝑚∓𝑛(2𝑗ac)

±𝑛+ 3𝑚
. (41)

Из-за того, что значение начальной фазы ∆𝜙 произвольно, косинус в формуле (41) ме-
няется от −1 до 1, что соответствует появлению ступеньки на вольт-амперной характе-
ристике. Таким образом, во втором порядке теории возмущений в случае ток-фазового
соотношения с двумя джозефсоновскими гармониками появляются дробные ступеньки
Шапиро типа ±𝑛/3, амплитуды которых

∆𝑗±𝑛/3 = 3𝑗1𝑗2

⃒⃒⃒⃒
⃒

∞∑︁
𝑚=−∞

𝐽𝑚(𝑗ac)𝐽−𝑛−𝑚(2𝑗ac)

𝑛+ 3𝑚

⃒⃒⃒⃒
⃒ . (42)

В случае 𝑗
(0)
dc = ±𝑛/4 условие, что 𝜙2 не растёт со временем, даёт

𝑗
(2)
dc = 2𝑗22 cos (4∆𝜙)

∞∑︁
𝑚=−∞

𝐽𝑚(2𝑗ac)𝐽−𝑚∓𝑛(2𝑗ac)

±𝑛+ 2𝑚
. (43)

Заметим, что сумма в формуле (43) после переобозначения индекса суммирования 𝑚′ =
−𝑚− 𝑛 превращается в

∞∑︁
𝑚=−∞

𝐽𝑚(2𝑗ac)𝐽−𝑚−𝑛(2𝑗ac)

𝑛+ 2𝑚
=

∞∑︁
𝑚′=−∞

𝐽𝑚′(2𝑗ac)𝐽−𝑚′−𝑛(2𝑗ac)

−𝑛− 2𝑚′ . (44)

Значит, сумма на самом деле равна нулю, и, следовательно, дробные ступеньки Шапиро
типа ±𝑛/4 во втором порядке теории возмущений не возникают. Ничего удивительно-
го в этом нет. Действительно, ряд Фурье, который состоит из гармоник 𝑒±(4𝑗

(0)
dc −𝑚)𝜏 в

формуле (40), не содержит 𝑗1, и, следовательно, не зависит от наличия первой джозеф-
соновской гармоники в ток-фазовом соотношении. Если бы ряд в формуле (43) оказался



не равен нулю, мы могли бы положить 𝑗1 = 0, переобозначить 2𝜙0 на 𝜙0 и таким обра-
зом получить полуцелые ступеньки Шапиро в случае одной гармоники в ток-фазовом
соотношении. Равенство нулю суммы в формуле (43) подчёркивает, что нетривиаль-
ные дробные ступеньки Шапиро появляются только благодаря взаимодействию двух
разных джозефсоновских гармоник.

Есть ли ещё нетривиальные дробные ступеньки кроме серии ±𝑛/3? Чтобы ответить
на этот вопрос, рассмотрим более высокие порядки теории возмущений по 𝑗1,2/𝑗dc при
условии, что 𝑗

(0)
dc ̸= ±𝑛/𝑘, где 𝑘 = 1, 2 и 3. В этом случае поправка 𝑗

(2)
dc равна нулю. В

третьем порядке теории возмущений

𝜙̇3 = 𝑗
(3)
dc − (𝑗1 cos𝜙0 + 2𝑗2 cos 2𝜙0)𝜙2 + (𝑗1 cos𝜙0 + 4𝑗2 cos 2𝜙0)𝜙

2
1/2. (45)

Далее мы действуем так же, как и раньше, рассматривая гармоники, которые возника-
ют в правой части этого выражения.

В результате, в третьем порядке теории возмущений появляются серии дробных
ступенек типа ±𝑛/4 и ±𝑛/5, амплитуды которых

∆𝑗±𝑛/4 = 8𝑗21𝑗2

⃒⃒⃒⃒
⃒

∞∑︁
𝑚=−∞

∞∑︁
𝑙=−∞

𝐽𝑚(𝑗ac)𝐽𝑙(𝑗ac)𝐽−𝑛−𝑚−𝑙(2𝑗ac)

(𝑛+ 4𝑚)(𝑛+ 4𝑙)

⃒⃒⃒⃒
⃒ , (46)

∆𝑗±𝑛/5 =
25

4
𝑗1𝑗

2
2

⃒⃒⃒⃒
⃒

∞∑︁
𝑚=−∞

∞∑︁
𝑙=−∞

𝐽𝑚(2𝑗ac)𝐽𝑙(2𝑗ac)𝐽−𝑛−𝑚−𝑙(𝑗ac)

(2𝑛+ 5𝑚)(2𝑛+ 5𝑙)

⃒⃒⃒⃒
⃒ . (47)

Важно отметить, что дробные ступеньки Шапиро типа ±𝑛/4 появляются благодаря
произведению первой и второй гармоник, а дробные ступеньки типа ±𝑛/6 не появля-
ются, потому что в этом порядке теории возмущений они не могут быть получены как
результат взаимодействия джозефсоновских гармоник.

С точки зрения математики, возникающее выражение для ∆𝑗±𝑛/6 пропорционально
сумме

𝑆 =
∞∑︁

𝑚=−∞

∞∑︁
𝑙=−∞

𝐽𝑚(2𝑗ac)𝐽𝑙(2𝑗ac)𝐽−𝑛−𝑚−𝑙(2𝑗ac)

(𝑛+ 3𝑚)(𝑛+ 3𝑙)
, (48)

которая равна нулю. Чтобы это показать, сделаем два преобразования

(𝑚′, 𝑙′) = (−𝑛−𝑚− 𝑙, 𝑙), (49)
(𝑚′′, 𝑙′′) = (𝑚,− 𝑛−𝑚− 𝑙), (50)

которые переводят исходную сумму в 𝑆 ′ = 𝑆 и 𝑆 ′′ = 𝑆 соответственно. Рассматривая
𝑆 + 𝑆 ′ + 𝑆 ′′, заметим, что (для краткости обозначив 2𝑗ac за 𝑥)

𝐽𝑚(𝑥)𝐽𝑙(𝑥)𝐽−𝑛−𝑚−𝑙(𝑥)

(𝑛+ 3𝑚)(𝑛+ 3𝑙)
+

𝐽−𝑛−𝑚−𝑙(𝑥)𝐽𝑙(𝑥)𝐽𝑚(𝑥)

(−2𝑛− 3𝑚− 3𝑙)(𝑛+ 3𝑙)
+

𝐽𝑚(𝑥)𝐽−𝑛−𝑚−𝑙(𝑥)𝐽𝑙(𝑥)

(𝑛+ 3𝑚)(−2𝑛− 3𝑚− 3𝑙)
= 0. (51)

Следовательно, 𝑆 + 𝑆 ′ + 𝑆 ′′ = 0 и сама исходная сумма 𝑆 равна нулю.
Глядя на полученные результаты, находим определённую закономерность: ампли-

туда дробных ступенек Шапиро типа ±𝑛/𝑘

∆𝑗±𝑛/𝑘 ∝ 𝑗𝛼1 𝑗
𝛽
2 с 𝛼 + 2𝛽 = 𝑘 (52)

(тогда как 𝛼 + 𝛽 это порядок теории возмущений, который должен быть как мож-
но меньше, чтобы получить главный вклад в размер ступеньки). В то же время, для
нетривиальных ступенек Шапиро оба параметра 𝛼 и 𝛽 должны быть отличны от нуля,



потому что в противном случае мы будем иметь вклад в амплитуду ступеньки, полу-
ченный только от одной джозефсоновской гармоники. Это будет противоречить тому,
что ток-фазовое соотношение с одной гармоникой производит только тривиальные сту-
пеньки. В результате,

𝛽 =

[︂
𝑘 − 1

2

]︂
. (53)

В рассуждениях выше мы явно проверили выполнение этой закономерности для 𝑘
от 1 до 5. Глядя на гармоники, возникающие из разложения 𝜙̇𝑛(𝜏) в ряд Фурье в высших
порядках теории возмущений по параметрам 𝑗1,2/𝑗dc, мы делаем вывод, что если ток-
фазовое соотношение содержит две гармоники, то возникают все дробные ступеньки
Шапиро. Согласно формулам (52) и (53) дробные ступеньки типа ±𝑛/2𝑘 и ±𝑛/(2𝑘+1)
появляются в (𝑘 + 1)-ом порядке теории возмущений по 𝑗1,2/𝑗dc, и их амплитуды

∆𝑗±𝑛/2𝑘 ∝ 𝑗21𝑗
𝑘−1
2 , ∆𝑗±𝑛/(2𝑘+1) ∝ 𝑗1𝑗

𝑘
2 . (54)

3.3 Пересечение предельных случаев

Предельные случаи, рассмотренные нами в разделах 3.1 и 3.2, совместимы, если
𝑗ac, 𝑗2 ≪ 𝑗1 ≪ 𝑗dc. В таком случае мы можем сравнить результаты, полученные в со-
ответствующих пределах. Начнём с предельного случая слабого внешнего излучения и
малой второй джозефсоновской гармоники (раздел 3.1). Чтобы попасть в описанный
выше режим пересечения, надо дополнительно предположить, что 𝑗1 ≪ 𝑗dc [равносиль-
но условию 𝑘𝑗1 ≪ 1 в (27)]. Тогда формула (27) даёт

∆𝑗±1/𝑘 = 𝑗𝑘−2
1 𝑗2𝑗ac/2

𝑘−2(𝑘 − 1). (55)

С другой стороны, в режим пересечения мы можем прийти и со стороны предельно-
го случая большой постоянной компоненты тока (раздел 3.2), дополнительно предпо-
ложив, что 𝑗ac, 𝑗2 ≪ 𝑗1. Подставив 𝑛 = 1, мы видим, что формулы (39), (42) и (46)
воспроизводят (55) с 𝑘 = 2, 3 и 4 соответственно.

В то же время, результаты из двух предельных случаев отличаются друг от друга
для ступенек Шапиро типа ±1/𝑘 при 𝑘 > 4 [ср. формулы (55) и (54)]. На самом деле
это два равноправных вклада в размер ступеньки; однако, их относительная важность
зависит от дополнительного параметра 𝑗21/𝑗2. В разделе 3.2 мы не накладывали допол-
нительных условий на этот параметр, а потому минимизировали 𝛼 + 𝛽 в выражении
(52), чтобы получить как можно меньшую суммарную степень 𝑗𝛼1 𝑗

𝛽
2 , и так приходили

к (53). Однако, если же теперь предположить, что 𝑗21 ≫ 𝑗2, то для получения главного
вклада необходимо минимизировать 𝛽, что приводит к 𝛽 = 1. Наибольший вклад в ам-
плитуду дробных ступенек типа ±1/𝑘 тогда даётся формулой (55). В противоположном
случае, 𝑗21 ≪ 𝑗2, верна формула (53), а наибольший вклад даётся формулой (54) при
𝑛 = 1.

Обобщение изложенных выше рассуждений на случай произвольных дробных сту-
пенек ±𝑛/𝑘 (при 𝑘 ≥ 3) прямолинейно. В случае 𝑗21 ≫ 𝑗2, амплитуда ступенек даётся
формулой (32) [вместо выражения (55)],которая может быть уточнена:

∆𝑗±𝑛/𝑘 ∝ 𝑗𝑘−2
1 𝑗2𝑗

𝑛
ac. (56)

В противоположном случае, 𝑗21 ≪ 𝑗2, главный вклад даётся выражениями (54), которые
могут быть уточнены:

∆𝑗±𝑛/2𝑘 ∝ 𝑗21𝑗
𝑘−1
2 𝑗𝑛ac, ∆𝑗±𝑛/(2𝑘+1) ∝ 𝑗1𝑗

𝑘
2 𝑗

𝑛
ac. (57)

Как и прежде, при 𝑘 > 4 возникают различия. Причина проста: при таких значениях
𝑘 уравнение (52) имеет несколько возможных решений с ненулевыми 𝛼 и 𝛽.



4 Несколько гармоник в ток-фазовом соотношении

В этом разделе мы рассматриваем случай трёх джозефсоновских гармоник в ток-
фазовом соотношении, а также обсуждаем его обобщение на случай большего числа
гармоник. В предельном случае слабого внешнего излучения и малых высших джозеф-
соновских гармоник, рассмотренном в разделе 3.1, наличие третьей гармоники приво-
дит к усложнению уравнения (18) и выражений для 𝐹𝑛(𝜏) при 𝑛 > 1. Однако, подобно
слагаемым ∝ 𝐴2, это не приводит к появлению новых ступенек Шапиро, потому что все
возможные гармоники из разложения 1/𝜙̇0(𝜏) в формуле (21) в ряд Фурье [и, следова-
тельно, из разложения 𝐹𝑛(𝜏) тоже], уже сгенерированы благодаря наличию второй джо-
зефсоновской гармоники в ток-фазовом соотношении. С точки зрения физики, условие
𝐴 ≪ 1 может возникнуть вследствие малости прозрачности 𝑇 ≪ 1 джозефсоновского
контакта. Если это действительно так, то амплитуда 𝑛ой джозефсоновской гармони-
ки пропорциональна 𝑇 𝑛, следовательно, нормированная амплитуда третьей гармоники
должна быть ∼ 𝐴2. Тогда из тех же соображений, как и в конце раздела 3.1, мы делаем
вывод, что наличие третьей джозефсоновской гармоники (и аналогично более высоких)
не влияет на амплитуду нетривиальных дробных ступенек Шапиро в главном порядке
теории возмущений.

В предельном случае большой постоянной компоненты тока, рассмотренном в раз-
деле 3.2, ток-фазовое соотношение с тремя джозефсоновскими гармониками приводит
к появлению всех дробных ступенек, но в более низких порядках теории возмуще-
ний по сравнению с случаем двух джозефсоновских гармоник. Аналогично этому слу-
чаю, амплитуда дробных ступенек Шапиро типа ±𝑛/𝑘 пропорциональна 𝑗𝛼1 𝑗

𝛽
2 𝑗

𝛾
3 , где

𝛼+ 2𝛽 + 3𝛾 = 𝑘 (тогда как 𝛼+ 𝛽 + 𝛾 это порядок теории возмущений, который должен
быть как можно меньше, чтобы получить главный вклад в размер ступеньки). В то
же время, для нетривиальных ступенек Шапиро хотя бы два из трёх параметров 𝛼, 𝛽
и 𝛾 должны быть отличны от нуля, потому что в противном случае мы будем иметь
вклад в амплитуду ступеньки, полученный только от одной джозефсоновской гармони-
ки. (Приведённые рассуждения прямолинейно обобщаются на случай большего числа
гармоник.)

В то же время, дробные ступеньки Шапиро типа ±𝑛/3 теперь становятся триви-
альными и возникают уже в первом порядке теории возмущений. Применяя описанное
выше правило, получаем, что ступеньки типа ±𝑛/4 и ±𝑛/5 возникают во втором поряд-
ке теории возмущений благодаря произведению третьей джозефсоновской гармоники
с первой и второй соответственно. Амплитуды этих ступенек ∝ 𝑗1𝑗3 и ∝ 𝑗2𝑗3 соответ-
ственно.



5 Диодный эффект

В этом разделе мы обсуждаем, как джозефсоновский диодный эффект влияет на
дробные ступеньки Шапиро. Диодный эффект заключается в том, что свойства кон-
такта начинают зависеть от направления протекания тока. Модифицируем ток-фазовое
соотношение из формулы (5), добавив сдвиг фаз ̃︀𝜑 между двумя джозефсоновскими
гармониками. Теперь в безразмерном виде оно выглядит так:

𝑗𝑠(𝜙) = 𝑗1 sin𝜙+ 𝑗2 sin (2𝜙− ̃︀𝜑). (58)

Ток-фазовое соотношение в такой форме возникает во многих физических системах, та-
ких как комбинированные 0-𝜋 джозефсоновские контакты в магнитном поле [31], джо-
зефсоновские контакты между двумя необычными сверхпроводниками с нарушенной
симметрией по обращению времени [32], асимметричные СКВИДы с высшими джозеф-
соновскими гармониками [29, 33] и СКВИДы с тремя синусоидальными джозефсонов-
скими контактами в кольце [34].

Если ̃︀𝜑 ̸= 0 mod 𝜋, наши численные расчеты демонстрируют асимметрию между
амплитудами положительных и отрицательных дробных ступенек, см. рис. 2. С точки
зрения аналитических вычислений, наличие ̃︀𝜑 слегка меняет поправки к току в фор-
мулах (26) и (41): ±𝛽 + 𝑘𝛼 + ̃︀𝜑 вместо ±𝛽 + 𝑘𝛼 в аргументе синуса и 3∆𝜙 − ̃︀𝜑 вместо
3∆𝜙 в аргументе косинуса соответственно. Это значит, что дробные ступеньки Шапиро
остаются симметричными в главном порядке теории возмущений. Чтобы найти асим-
метричную поправку, необходимо изучать более высокие порядке теории возмущений.

5.1 Предельный случай слабого внешнего излучения и малой второй джо-
зефсоновской гармоники (𝑗ac ≪ 𝑗𝑠, 𝐴 ≪ 1)

В предельном случае слабого внешнего излучения и малой второй джозефсонов-
ской гармоники мы продолжаем использовать метод, описанный в разделе 3.1, и рас-
сматриваем второй порядок по 𝐴:

𝑓2(𝜏) = 𝑓0

∫︁ 𝜏

(𝐼2 − 2𝑗1𝑓1 cos (2𝑓0 − ̃︀𝜑) + 1

2
𝑗1𝑓

2
1 sin 𝑓0)

𝑑𝑡

𝑓0
, (59)

𝑗
(1)
dc = 𝐴cos (𝜏 + 𝛽)

𝑓1

𝑓 2
0

+ 𝐴2
cos (𝜏 + 𝛽)( 𝑓2

𝑓2
0

− 𝑓2
1

𝑓2
0

)

1/𝑓0
+ 𝐴2

cos (𝜏 + 𝛽) 𝑓1
𝑓2
0

* 𝑓1
𝑓2
0

(1/𝑓0)2
. (60)

Отметим, что наличие ̃︀𝜑 существенно меняет поправку 𝑓1:

𝑓1(𝜏) =
2 cos ̃︀𝜑

𝑗
(0)
dc + 𝑗1 cos (𝜈𝜏 − 𝛼)

(︂
−𝑗

(0)
dc cos (𝜈𝜏 − 𝛼) +

𝜈2

𝑗1
ln(𝑗

(0)
dc + 𝑗1 cos (𝜈𝜏 − 𝛼))

)︂
+ (61)

2 sin ̃︀𝜑(︂𝜈2

𝑗1
[𝜈𝜏 − 𝛼− 2𝜋𝑛𝜃 − 2 arctan

(𝑗
(0)
dc −𝑗1) tan

𝜈𝜏−𝛼
2

𝜈
] + 𝜈 sin (𝜈𝜏 − 𝛼)( 𝜈

𝑗
(0)
dc

− 2)

)︂
𝑗
(0)
dc + 𝑗1 cos (𝜈𝜏 − 𝛼)

,

(62)

где 𝑛𝜃 = ⌊(𝜈𝜏 − 𝛼)/2𝜋⌉ (⌊. . . ⌉ означает округление до ближайшего целого числа).
Найдём асимметричную поправку для главной серии дробных ступенек. Анализи-

руя то, как ̃︀𝜑 входит в формулы (59) и (60), делаем вывод, что асимметричная поправка
к размеру ступенек может иметь первую и третью гармонику по ̃︀𝜑. Так как в отсутствие
сдвига фаз между гармониками дробные ступеньки симметричны, то зависимость от
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Рис. 2: ВАХ джозефсоновского контакта с второй гармоникой в ток-фазовом
соотношении при 𝑗ac = 0.8, 𝑗1 = 1, 𝐴 = 0.7 и ̃︀𝜑 = 𝜋/2. Амплитуды положительных и

отрицательных ступенек Шапиро различны, что является проявлением
джозефсоновского диодного эффекта.

̃︀𝜑 синусоидальная. Таким образом, асимметричная поправка может иметь два вклада,
пропорциональных sin ̃︀𝜑 и sin 3̃︀𝜑 соответственно. Численные расчёты показывают, что
слагаемое, которое пропорционально sin 3̃︀𝜑, на самом деле равно нулю, а асимметричная
поправка к амплитуде ступенек записывается в виде

∆𝑗
(asym)
±1/𝑘 = ∓𝛾𝑗ac𝐴

2 sin ̃︀𝜑, (63)

где префактор 𝛾 положителен и зависит только от 𝑗dc и 𝑗1. Положительность 𝛾 объяс-
няет, почему при ̃︀𝜑 = 𝜋/2 отрицательные дробные ступеньки типа ±1/𝑘 больше, чем
положительные.

5.2 Предельный случай большой постоянной компоненты тока (𝑗dc ≫ 𝑗𝑠)

В предельном случае большой постоянной компоненты тока мы продолжаем ис-
пользовать метод, описанный в разделе 3.2. В этом случае оказывается возможным
показать аналитически, что асимметричная поправка к размеру пропорциональна sin ̃︀𝜑
для всех дробных ступенек. Чтобы это показать, докажем сначала одно полезное свой-
ство поправок 𝜙𝑛.

В отсутствие ∆𝜙 и ̃︀𝜑 ряды Фурье для cos𝜙0 и 𝜙1 состоят только из косинусов
𝜏 , в то время как ряд Фурье для sin𝜙0 состоит только из синусов 𝜏 . Будем называть
такие функции чётными и нечётными соответственно. Докажем по индукции, что все
𝜙2𝑘 являются нечётными, а 𝜙2𝑘+1 - чётными.

Пусть это верно для всех 𝜙1 . . . 𝜙𝑛. Докажем теперь, что описанным свойством
обладает и 𝜙𝑛+1, которая находится из уравнения

𝜙̇𝑛+1 =
∑︁

𝛼1...𝛼𝑛

′
𝜙𝛼1
1 . . . 𝜙𝛼𝑛

𝑛

𝜕𝑚 sin𝜙0

𝜕𝜙𝑚
0

, (64)



где

𝑚 = 𝛼1 + . . . 𝛼𝑛, (65)

а
∑︀′ обозначает сумму по таким целым неотрицательным 𝛼1 . . . 𝛼𝑛, что

𝛼1 + 2𝛼2 + . . . 𝑛𝛼𝑛 = 𝑛. (66)

Численный коэффициент перед слагаемыми в тригонометрических суммах [например,
(64)] нам неинтересен, поэтому здесь и далее в этом разделе мы его не пишем.

Пользуясь уравнением (64), находим чётность 𝜙𝑛+1:

Parity(𝜙𝑛+1) ≡ 𝑚+
∑︁
𝑘

𝛼2𝑘 mod 2, (67)

где ноль соответствует чётной функции, а единица - нечётной.
Если 𝑛 чётное, то из равенства (66) следует, что 𝛼1+𝛼3+ . . . 𝛼𝑛−1 ≡ 0 mod 2. Тогда

из формулы (65) получается, что 𝑚 + 𝛼2 + . . . 𝛼𝑛 ≡ 0 mod 2, и функция 𝜙𝑛+1 чётная.
Если 𝑛 нечётное, то такие же рассуждения приводят к тому, что 𝜙𝑛+1 нечётная. На
этом доказательство по индукции завершено.

Пользуясь доказанным выше свойством, найдём асимметричную поправку к ам-
плитуде дробных ступенек Шапиро типа ±𝑛/4𝑘 (для остальных ступенек вычисление
проводится аналогично). Эти ступеньки возникают из

𝜙̇2𝑘+1 = 𝑗21𝑗
2𝑘−1
2

∑︁
sin ((4𝑘𝑗

(0)
dc − . . . )𝜏 + 4𝑘∆𝜙− (2𝑘 − 1)̃︀𝜑) (68)

после подстановки 𝑗
(0)
dc = ±𝑛/4𝑘 и усреднения по 𝜏 . Вместо многоточия должна стоять

некоторая комбинация индексов суммирования, но она нас не интересует, поскольку
пропадает при усреднении. Экстремумы 𝜙̇2𝑘+1, которые задают границы ступеньки,
определяются такими такими ∆𝜙, что

4𝑘∆𝜙− (2𝑘 − 1)̃︀𝜑 = ±𝜋/2. (69)

Поправки к амплитуде дробных ступенек типа ±𝑛/4𝑘 появляются в следующем
порядке теории возмущений из слагаемых

𝜙̇2𝑘+2 = 𝑗41𝑗
2𝑘−2
2

∑︁
cos (4𝑘∆𝜙− (2𝑘 − 2)̃︀𝜑) + 𝑗21𝑗

2𝑘
2

∑︁
cos (4𝑘∆𝜙− 2𝑘̃︀𝜑). (70)

Подставляя сюда экстремальные значения ∆𝜙, находим, что 𝜙̇2𝑘+2 ∝ sin ̃︀𝜑. Для осталь-
ных типов дробных ступенек аналогичные рассуждения приводят к такому же резуль-
тату.

Подводя итог, мы нашли асимметричную поправку к произвольным дробным сту-
пенькам, которая записывается в виде

∆𝑗
(asym)
±𝑛/2𝑘 = ±

(︀
𝛾1𝑗

4
1𝑗

𝑘−2
2 + 𝛾2𝑗

2
1𝑗

𝑘
2

)︀
sin ̃︀𝜑, (71)

∆𝑗
(asym)
±𝑛/(2𝑘+1) = ±

(︀
𝛾3𝑗

3
1𝑗

𝑘−1
2 + 𝛾4𝑗

1
1𝑗

𝑘+1
2

)︀
sin ̃︀𝜑, (72)

где 𝛾1, 𝛾2, 𝛾3 и 𝛾4 зависят только от 𝑗dc и 𝑗ac.



6 Обсуждение

Обсудим отличия резистивной модели, которую мы использовали, от её возможных
модификаций.

Модификация, которая часто рассматривается в литературе, соответствует дру-
гому режиму управления: вместо режима заданного тока можно рассмотреть случай
заданного напряжения. В этом режиме фиксирован не ток, а напряжение, 𝑉 (𝑡) =
𝑉dc + 𝑉ac cos𝜔𝑡. Фаза 𝜙(𝑡) тогда находится не из уравнения резистивной модели (1),
а непосредственно из уравнения Джозефсона (2). Результат определяет ток 𝐼𝑠(𝜙(𝑡)),
который демонстрирует особенности Шапиро (пики) на графике зависимости 𝐼𝑠(𝑉dc)
от 𝑉dc, определяемые тем же равенством (3). В случае, когда ток-фазовое соотноше-
ние содержит одну гармонику, появляются только целые пики Шапиро [6, 35]. Наличие
высших гармоник в ток-фазовом соотношении приводит к появлению дробей с 𝑘 > 1,
и знаменатели напрямую соответствуют номеру джозефсоновской гармоники [35, 36].
Это значит, что неприводимые дроби с заданным 𝑘 появляются только при наличии
в ток-фазовом соотношении гармоники с номером 𝑚, кратным 𝑘. В результате, ток-
фазовое соотношение с двумя гармониками, как в формуле (5), приводит к появлению
только целых и полуцелых особенностей Шапиро.

Возвращаясь к режиму заданного тока, сфокусируемся на синусоидальном ток-
фазовом соотношении 𝐼𝑠(𝜙) = 𝐼𝑐 sin𝜙. Как упоминалось ранее, в этом случае резистив-
ная модель (1) производит только целые ступеньки [20, 21, 22, 6, 7]. В то же время
эта модель может рассматриваться как предельный случай малой ёмкости в более об-
щей резистивно-ёмкостной модели (RCSJ). Резистивно-ёмкостная модель отличается от
уравнения (1) дополнительным слагаемым (ℏ𝐶/2𝑒)𝑑2𝜙/𝑑𝑡2 в левой части (где 𝐶 это ём-
кость). Такая модификация приводит к появлению всех субгармонических ступенек и
вольт-амперной характеристике, имеющей вид лестницы Кантора, даже в случае сину-
соидального ток-фазового соотношения [37, 38, 39].

Наконец, прокомментируем экспериментальную значимость ток-фазового соотно-
шения, содержащего всего две джозефсоновские гармоники (𝑚 = 1,2). Такое ток-
фазовое соотношение может служить хорошим приближением для джозефсоновских
контактов, близких к туннельному пределу. С точки зрения теории, высшие джозеф-
соновские гармоники содержат дополнительные степени малой прозрачности контакта.
В недавнем эксперименте [40] было показано, что в туннельных переходах вторая джо-
зефсоновская гармоника является основной поправкой к первой. С другой стороны,
вторая гармоника может оказаться важна в том случае, когда первая гармоника подав-
лена по каким-то дополнительным физическим причинам, например, возле 0-𝜋 перехода
[41, 42, 43, 44, 45].



7 Заключение

В рамках резистивной модели (9) мы теоретически исследовали джозефсоновский
контакт, ток-фазовое соотношение которого (5) содержит две джозефсоновские гармо-
ники. Мы показали, что в режиме заданного тока при наличии второй джозефсонов-
ской гармоники появляются не только целые и полуцелые, а все дробные ступеньки.
Мы используем комбинацию пертурбативных методов для аналитического определе-
ния амплитуд дробных ступенек Шапиро (в общем случае возникающих при условии
v = ±𝑛/𝑘, где дробь подразумевается несократимой).

В предельном случае слабого внешнего излучения и малой второй джозефсонов-
ской гармоники (𝑗ac ≪ 𝑗1, 𝐴 = 𝑗2/𝑗1 ≪ 1) в первом порядке теории возмущений мы
воспроизвели результат из работы [16] для амплитуды дробных ступенек типа ±1/𝑘
при 𝑘 > 1. Амплитуда этих ступенек ∝ 𝐴𝑗ac [см. формулу (27)]. В следующем поряд-
ке по 𝑗ac/𝑗1 мы обнаружили дробные ступеньки типа ±2/𝑘 при 𝑘 > 2; их амплитуда
∝ 𝐴𝑗2ac. Структура теории возмущений подсказывает, что в 𝑛-ом порядке появляют-
ся ступеньки типа ±𝑛/𝑘, амплитуды которых ∝ 𝐴𝑗𝑛ac. В то же время высшие порядки
теории возмущений по 𝐴 вносят лишь небольшие коррективы в приведенные выше ре-
зультаты.

В предельном случае большой постоянной компоненты тока мы нашли амплитуды
нетривиальных дробных ступенек типа ±𝑛/3 во втором порядке теории возмущений по
𝑗1/𝑗dc ≪ 1 и 𝑗2/𝑗dc ≪ 1. Их амплитуды ∝ 𝑗1𝑗2 [см. формулу (42)]. Также мы нашли
амплитуды дробных ступенек типа ±𝑛/4 и ±𝑛/5 в третьем порядке теории возмуще-
ний; их амплитуды ∝ 𝑗21𝑗2 и ∝ 𝑗1𝑗

2
2 соответственно [см. формулы (46) и (47)]. Структура

теории возмущений подсказывает, что в (𝑘 + 1)-ом порядке появляются дробные сту-
пеньки типа ±𝑛/2𝑘 и ±𝑛/(2𝑘+1), амплитуды которых ∝ 𝑗21𝑗

𝑘−1
2 и ∝ 𝑗1𝑗

𝑘
2 соответственно.

Важно отметить, что нетривиальные дробные ступеньки Шапиро возникают благодаря
произведению разных джозефсоновских гармоник и не могут появиться в случае, когда
ток-фазовое соотношение содержит только одну гармонику.

Кроме того, мы рассмотрели ток-фазовое соотношение, в котором есть сдвиг фаз
между двумя джозефсоновскими гармониками (58), и возникающий в этом случае джо-
зефсоновский диодный эффект. В случае дробных ступенек он проявляется в асиммет-
рии между ступеньками типа 𝑛/𝑘 и −𝑛/𝑘. В обоих предельных случаях мы нашли
соответствующие асимметричные поправки, которые оказываются малы по сравнению
с амплитудами самих ступенек. Результаты представлены в формулах (63), (71) и (72).

Полученные результаты оформлены в виде статьи [46].
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