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Аннотация

В работе исследуется влияние сверхпроводящего тока на майорановские нулевые мо-
ды в топологическом джозефсоновском контакте. Он представляет собой гетероструктуру,
состоящую из топологического изолятора, на поверхность которого нанесены 𝑠-волновые
сверхпроводники. Сверхпроводящие области разделены зазором ширины 𝑊 , который обес-
печивает слабую связь (𝑆 − 𝑇𝐼 − 𝑆 контакт). В присутствии магнитного поля в области
контакта появляются джозефсоновские вихри. На каждом из этих вихрей локализован
набор андреевских состояний, в том числе майорановская нулевая мода. В работе теоре-
тически исследуется влияние сверхпроводящего тока на волновые функции состояний в
вихрях. Также изучается динамика состояний при мгновенном включении тока. Для опи-
сания системы используются уравнения Боголюбова–де Жена.

Показано, что при включении сверхпроводящего тока с импульсом куперовских пар 𝐾𝑦

вдоль зазора волновые функции состояний сначала деформируются анизотропным обра-
зом, а при превышении током значения Δ0

𝑣 делокализуются. При этом значении 𝐾𝑦 щель
в объемном спектре закрывается.

Также исследуется эволюция состояний на вихре при мгновенном включении тока. В
случае включения тока вдоль зазора показано, что при нулевом химическом потенциале,
обеспечивающем киральную симметрию, майорановская нулевая мода покидает ядро вих-
ря как локализованный волновой пакет. Ненулевые состояния вылетают из вихря в виде
двух волновых пакетов, распространяющихся в противоположных направлениях перпенди-
кулярно контакту. При конечном химическом потенциале майорановское состояние может
распасться на несколько волновых пакетов, летящих в противоположных направлениях.
В работе аналитически рассмотрены случаи малого и большого химического потенциала,
для которых количество, а также свойства вылетающих волновых пакетов определяются
химическим потенциалом и сверхпроводящим током.

Рассмотрено также влияние поперечного тока, текущего через контакт, на майоранов-
ские состояния. Полученные эффекты качественно аналогичны случаю продольного тока.
Пороговое значение тока для делокализации в этом случае может быть значительно мень-
ше.

Полученные результаты открывают возможность экспериментально наблюдать майо-
рановские нулевые моды, а также изучать их необычные физические свойства. Кроме
этого, появляется возможность управления майорановскими модами при помощи сверх-
проводящего тока, что может быть использовано при создании топологических квантовых
устройств.
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1 Введение

Майорановские нулевые моды – квазичастицы, которые совпадают со своими античасти-
цами, – обладают рядом нетривиальных физических свойств. Они характеризуются нулевыми
значениями энергии, заряда, спина и массы. Однако эти моды обладают определенной кираль-
ностью, знак которой задается направлением магнитного поля в ядре вихря. Майорановские
моды подчиняются неабелевой статистике [1]. По этой причине данные состояния рассматрива-
ются в качестве кандидатов для топологически защищённых квантовых вычислений, поскольку
информация, закодированная в них, устойчива к возмущениям со стороны внешней среды.

Одной из систем, в которых могут появиться майорановские нулевые моды, является
гетероструктура, состоящая из топологического изолятора, на поверхность которого нанесен
𝑠-волновой сверхпроводник [2]. За счет эффекта близости на поверхности топологического изо-
лятора индуцируется сверхпроводимость. В присутствии магнитного поля, приложенного пер-
пендикулярно плоскости структуры, образуются вихри Абрикосова, на каждом из которых
есть набор дискретных состояний Кароли–де Жена–Матрикона [3]. На вихрях в топологиче-
ском сверхпроводнике имеется нулевое состояние, также как и в 𝑝-волновом сверхпроводнике
[4], являющееся собственным для оператора зарядового сопряжения.

Остается открытым вопрос, как можно контролируемо влиять на майорановские состо-
яния внешними полями. В работах [5, 6] изучались абрикосовские вихри в объеме сверхпро-
водника при нулевом химическом потенциале. Было показано, что при приложении сверхпро-
водящего тока с импульсом куперовских пар 𝐾 волновые функции нулевых мод изменялись,
приобретая дополнительный множитель 𝑒𝐾𝑦. Вследствие наличия этого множителя состояния
сначала деформировались анизотропным образом, а при превышении импульсом куперовских
пар порогового значения Δ0

𝑣
делокализовались, формируя майорановский уровень Ландау. Кро-

ме того, мгновенное включение тока приводило к высвобождению нулевой моды из вихря в виде
локализованного волнового пакета.

В настоящей работе изучается STIS-контакт в магнитном поле в присутствии сверхпро-
водящего тока при наличии химического потенциала. Исследуется влияние тока на волновые
функции локализованных состояний, а также их динамика при мгновенном включении тока.
Показано, что под воздействием постоянного сверхпроводящего тока андреевские состояния
сначала деформируются анизотропным образом, а при превышении импульсом куперовских
пар 𝐾 порогового значения делокализуются. При резком включении тока в случае нулевого
химического потенциала, для которого реализуется киральная симметрия, майорановская мо-
да покидает контакт как локализованный волновой пакет в направлении, перпендикулярном
контакту. При этом направление движения зависит от киральности майорановского состояния.
Ненулевые состояния распадаются на два квазичастичных волновых пакета, летящие в проти-
воположных направлениях перпендикулярно контакту. При конечном химическом потенциале
майорановское состояние может распасться на несколько квазичастичных волновых пакетов в
зависимости от параметров тока и химического потенциала. Аналитически рассмотрены случаи
малого и большого химического потенциала. Кроме этого, рассмотрен случай протекания тока
через контакт (перпендикулярно зазору). Показано, что делокализация майорановского состо-
яния может происходить при значении тока, значительно меньшем Δ0

𝑣
. Пороговое значение

определяется характеристиками джозефсоновского контакта и величиной магнитного поля.
Недавние исследования показывают [7, 8], что создание и изучение STIS-гетероструктуры

экспериментально осуществимо. Таким образом, полученные в данной работе результаты, в
частности свойства майорановских состояний в присутствии сверхпроводящего тока, могут
быть проверены экспериментально.
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2 Влияние сверхпроводящего тока на состояния

В разделе 2 приведена общая информация о STIS гетероструктуре, описан формализм
в стационарном случае. В разделах 2.1 и 2.2 приведен вывод спектра и волновых функций
локализованных состояний в двух предельных случаях. В первом рассмотрен режим в отсут-
ствие сверхпроводящего тока при конечном химическом потенциале 𝜇. Во втором - нулевой
химический потенциал при учете сверхпроводящего тока, текущего вдоль зазора с импульсом
куперовских пар 𝐾𝑦. Получим, что при приложении тока состояния в контакте сначала дефор-
мируются, а при 𝐾𝑦 >

Δ0

𝑣
- делокализуются. В разделе 2.3 рассмотрено влияние поперечного

тока 𝐾𝑥, который получается изменением фазы одного из сверхпроводников, на продольные
волновые функции майорановских состояний. При этом наблюдаются похожие эффекты, что
и для продольного тока.

STIS контакт - гетероструктура, состоящая из двух сверхпроводников 𝑠-типа, которые
нанесены на поверхность топологического изолятора. Он отличается от обычного изолятора

Рис. 1: Схема прямоугольной STIS гетероструктуры. Серым цветом обозначен
топологический изолятор, синим - сверхпроводники.

наличием поверхностных состояний. В экспериментах используются такие топологические изо-
ляторы как (𝐵𝑖,𝑆𝑏)2𝑇𝑒3 [7], 𝐻𝑔𝑇𝑒 [8], а в качестве сверхпроводника используется ниобий 𝑁𝑏. В
силу эффекта близости на поверхности топологического изолятора индуцируется сверхпрово-
димость. При включении магнитного поля, перпендикулярного плоскости структуры, в области
контакта появляются джозефсоновские вихри. Согласно результатам Фу и Кейна [2] андреев-
ские состояния локализуются вблизи точек, где локальная разность фаз между сверхпровод-
никами равна 𝜋 mod 2𝜋 (далее будем опускать mod 2𝜋). Эти точки являются центрами джо-
зефсоновских вихрей. Интерес представляет спектр, а также волновые функции андреевских
состояний.
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Постановка задачи

Состояния на поверхности гетероструктуры описываются гамильтонианом Боголюбова–
де Жена ℋ = 1

2
Ψ†𝐻Ψ во вторичном квантовании, где Ψ =

(︁
𝜓↑ 𝜓↓ 𝜓†

↓ −𝜓†
↑

)︁
. Одночастичный

гамильтониан

𝐻 = 𝑣𝜏𝑧

(︁
𝜎𝑝+

𝑒

𝑐
𝐴(𝑟)𝜎𝜏𝑧

)︁
− 𝜏𝑧𝜇(𝑟) + |∆(𝑟)| (𝜏𝑥 cos𝜙(𝑟)− 𝜏𝑦 sin𝜙(𝑟)) , (2.1)

где 𝜎 вектор матриц Паули в спиновом пространстве, 𝜏𝑖 матрицы Паули в пространстве Намбу,
𝐴(𝑟) векторный потенциал, 𝜇 химический потенциал, |∆(𝑟)| модуль и 𝜙(𝑟) фаза локального
параметра порядка, заряд электрона −𝑒 < 0. Химический потенциал 𝜇 отсчитывается от ди-
раковской точки. При помощи внешних затворов можно отдельно регулировать химический
потенциал в области топологического изолятора и сверхпроводника. Гамильтониан (2.1) задан
относительно уровня электрохимического потенциала 𝜇𝑒𝑙.

Свойства решений определяются симметриями гамильтониана, о которых сейчас пойдет
речь. В системе есть частично-дырочная симметрия 𝒞𝑝ℎ = 𝜎𝑦𝜏𝑦𝒦, которая меняет знак энергии
состояний 𝒞−1

𝑝ℎ𝐻𝒞𝑝ℎ = −𝐻 и 𝒞2
𝑝ℎ = 1, где 𝒦 оператор комплексного сопряжения в стандартном

базисе. Нам будет интересен случай нулевого химического потенциала, в котором имеет место
симметрия обращения времени 𝒯 = 𝜎𝑥𝜏𝑥𝒦, которая коммутирует с гамильтонианом 𝒯 −1𝐻𝒯 =
𝐻 и 𝒯 2 = 1. При наличии частично-дырочной симметрии и симметрии обращения времени
имеет место также киральная симметрия Θ = 𝜎𝑧𝜏𝑧, антикоммутирующая с гамильтонианом
Θ−1𝐻Θ = −𝐻 и Θ2 = 1.

В силу наличия в системе частично дырочной симметрии собственные состояния раз-
биваются на пары с противоположными энергиями |𝜓𝐸⟩ и |𝜓−𝐸⟩ = 𝒞𝑝ℎ |𝜓𝐸⟩. На языке опера-
торов 𝜓,𝜓† состоянию |𝜓𝐸⟩ соответствует рождение квазичастицы с энергией 𝐸. Состоянию
же |𝜓−𝐸⟩ = 𝒞𝑝ℎ |𝜓𝐸⟩соответствует рождению квазичастицы с энергией −𝐸 или же уничтожение
квазичастицы с энергией 𝐸. Двойной учет является следствием удвоения переменных при пере-
ходе к пространству Намбу. Помимо пар решений |𝜓𝐸⟩и |𝜓−𝐸⟩ = 𝒞𝑝ℎ |𝜓𝐸⟩, есть также состояния
собственные для оператора частично-дырочной симметрии 𝒞𝑝ℎ |𝜓0⟩ = |𝜓0⟩. Эти состояния назы-
ваются майорановскими нулевыми модами. Майорановские состояния несут нулевые энергию,
спин, заряд, а также массу, тем не менее они могут иметь определенную киральность - знак
локального магнитного поля.

2.1 Нулевой ток

Найдем вид дискретных состояний в отсутствие сверхпроводящего тока 𝐾𝑦 при наличии
химического потенциала 𝜇. Для этого сначала решим задачу при однородной разности фаз,
равной значению в центре вихря. Затем учтем зависимость фаз, вызванную магнитным полем,
при помощи теории возмущений.

Рассмотрим случай прямоугольного контакта (рис. 1), в котором модуль параметра по-
рядка, фаза, а также химический потенциал считаются ступенчатыми функциями ∆(𝑟) =
∆0𝑒

𝑖𝜙𝐿𝜃(𝑥 < −𝑊
2
) + ∆0𝑒

𝑖𝜙𝑅𝜃(𝑥 > 𝑊
2
), где 𝑊 толщина зазора, 𝜙𝐿,𝜙𝑅 фазы на левом и правом

сверхпроводниках соответственно. Химический потенциал 𝜇 примем равным 𝜇𝑆 в сверхпроводя-
щей области и 𝜇𝑁 в области топологического изолятора. Будем иметь ввиду короткий контакт
𝑊 ≲ 𝜉1, где 𝜉 = 𝑣

Δ0
длина когерентности. Введем систему координат в плоскости так, чтобы

ось 𝑥 была направлена перпендикулярно зазору, а ось 𝑦 вдоль зазора. Назовем направление 𝑥
поперечным, а 𝑦 - продольным.

В отличие от вихрей в объемной части сверхпроводника, в случае джозефсоновского
контакта есть явная анизотропия направлений вдоль и поперек зазора. В слабом магнитном
поле, а именно в таком пределе мы будем работать, движение вдоль контакта можно учесть

1Это нужно для того, чтобы не рассматривать высоколежащие андреевские состояния, энергию которых для
длинного контакта 𝑊 ≫ 𝜉 можно оценить как 𝐸 ∼ Δ0

𝜉
𝑊 .
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при помощи вырожденной теории возмущений. Иными словами, можно адиабатически разде-
лить переменные. В этом случае направление, перпендикулярное контакту, будет "быстрым” ,
а вдоль контакта - "медленным". Для получения гамильтониана по "медленному"направлению
нужно усреднить возмущение 𝑉 по двум состояниям поперечной подсистемы, которые мы будем
обозначать как

⃒⃒
𝜓1/2

⟩︀
. Состояния

⃒⃒
𝜓1/2

⟩︀
получаются при нахождении решений невозмущенного

гамильтониана (2.1) для однородных фаз сверхпроводников 𝜙𝐿,𝜙𝑅. При наличии магнитного
поля фазы сверхпроводников начинают зависеть от координаты, что мы и хотим учесть при
помощи теории возмущений. Под невозмущенным гамильтонианом 𝐻0 и возмущением 𝑉 пони-
маются

𝐻0 = 𝑣𝜏𝑧𝑝𝑥𝜎𝑥 − 𝜏𝑧𝜇+ |∆(𝑟)|𝜏𝑥 cos𝜙(𝑟), (2.2)

𝑉 = 𝑣𝑝𝑦𝜎𝑦𝜏𝑧 +
𝑒

𝑐
𝐴(𝑟)𝜎𝑣 − |∆(𝑟)|𝜏𝑦 sin𝜙(r). (2.3)

Мы будем исследовать только низколежащие андреевские состояния, для которых энер-
гия 𝐸 много меньше щели ∆0. Как следствие, для них фазы сверхпроводников близки к зна-
чению в центре вихря, иными словами | sin𝜙| ≪ 1.

Решение для однородных фаз сверхпроводников

Получим локализованные состояния для однородного распределения фаз сверхпровод-
ников 𝜙𝐿 = 𝜋, 𝜙𝑅 = 0, соответствующего значению в центре вихря.

Гамильтониан системы имеет вид

𝐻 = 𝑣𝜏𝑧 (𝜎𝑥𝑝𝑥 + 𝜎𝑦𝑝𝑦)− 𝜏𝑧𝜇+ |∆(𝑟)| (𝜏𝑥 cos𝜙(𝑟)− 𝜏𝑦 sin𝜙(𝑟)) . (2.4)

Для удобства дальнейших вычислений сделаем унитарное преобразование, которое перестав-
ляет компоненты биспинора

𝐻̃ = 𝑈 †𝐻𝑈, 𝑈 =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 1 0 0

⎞⎟⎟⎠ . (2.5)

После преобразования базис имеет вид
(︁
𝜓↑ −𝜓†

↑ 𝜓↓ 𝜓†
↓

)︁
, который мы будем называть

киральным. В дальнейших рассуждениях пометим состояния написанные в киральном базисе
индексом 𝑐ℎ. Итоговый ответ приведем для стандартного базиса. В киральном базисе гамиль-
тониан представляется в виде

𝐻 =

(︂
−𝜇𝜌𝑧 Ξ̂

Ξ̂† −𝜇𝜌𝑧

)︂
= 𝑣𝜌𝑧𝑝𝑥𝑓𝑥 − 𝜌𝑧𝜇𝑓0 + 𝑓𝑥|∆| (𝜌𝑥 cos𝜙− 𝜌𝑦 sin𝜙) + 𝑣𝜌0𝑓𝑦𝑝𝑦, (2.6)

Ξ̂ = 𝑣

(︂
𝑝𝑥 − 𝑖𝑝𝑦

Δ
𝑣

Δ*

𝑣
−𝑝𝑥 − 𝑖𝑝𝑦

)︂
= 𝑣𝜌𝑧𝑝𝑥 + |∆| (𝜌𝑥 cos𝜙− 𝜌𝑦 sin𝜙)− 𝑖𝑣𝜌0𝑝𝑦, (2.7)

где 𝜌,𝑓 матрицы Паули в этом базисе. Опустим шляпки в дальнейших рассуждениях. Приведем
также явный вид матриц Паули 𝜎,𝜏 после преобразования 𝑈 (2.5)

𝑈 †𝜏0𝜎𝑥𝑈 = 𝑓𝑥𝜌0, 𝑈 †𝜏0𝜎𝑦𝑈 = 𝑓𝑦𝜌𝑧, 𝑈 †𝜏0𝜎𝑧𝑈 = 𝑓𝑧𝜌𝑧,

𝑈 †𝜎0𝜏𝑥𝑈 = 𝑓𝑥𝜌𝑥, 𝑈 †𝜎0𝜏𝑦𝑈 = 𝑓𝑥𝜌𝑦, 𝑈 †𝜎0𝜏𝑧𝑈 = 𝑓0𝜌𝑧.
(2.8)

Найдем решение в центре вихря для фиксированных фаз 𝜙𝐿 = 𝜋, 𝜙𝑅 = 0. В этом
случае задача стала эффективно одномерной по оси 𝑥, ведь все параметры трансляционно
инвариантны по 𝑦. В нулевом порядке по теории возмущений считаем 𝑝𝑦 = 0. При таком выборе
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фаз Ξ = Ξ†. Как было показано в статье [2], для такого выбора фаз есть два состояния с нулевой
энергией. При этом строго нулевая энергия "защищена"киральной симметрией Θ2 = 𝜎𝑥𝜏𝑦 = 𝜌𝑦.
Иными словами, если состояние |𝜓⟩ является собственным для оператора киральной симметрии,
то оно может иметь только нулевую энергию. Это проистекает из того, что 𝐸𝜆 |𝜓⟩ = 𝐸Θ |𝜓⟩ =
Θ𝐻 |𝜓⟩ = −𝐻Θ |𝜓⟩ = −𝐸𝜆 |𝜓⟩, где Θ |𝜓⟩ = 𝜆 |𝜓⟩ , Θ2 = 1 ⇒ 𝜆 = ±1. Таким образом нулевая
энергия сохраняется при непрерывном изменении профиля |∆(𝑥)|.

Будем искать состояние |𝜓⟩ в виде произведения некоторой постоянной биспинорной
части |ℎ⟩, которая является собственной для Θ2, и волновой функции 𝜓(𝑥). При этом только
два состояния будут локализованы.

Найдем собственные вектора Θ2

|11⟩ =

⎛⎜⎜⎝
−𝑖
1
−𝑖
1

⎞⎟⎟⎠
𝑐ℎ

, |12⟩ =

⎛⎜⎜⎝
−𝑖
1
𝑖
−1

⎞⎟⎟⎠
𝑐ℎ

, |−11⟩ =

⎛⎜⎜⎝
𝑖
1
𝑖
1

⎞⎟⎟⎠
𝑐ℎ

, |−12⟩ =

⎛⎜⎜⎝
𝑖
1
−𝑖
−1

⎞⎟⎟⎠
𝑐ℎ

, (2.9)

где индекс 𝑐ℎ обозначает киральный базис (2.5). Подставляем решение в виде |𝜓⟩ = |ℎ⟩𝜓(𝑥)
для первой пары получаем:

0 = 𝐻
⃒⃒
11/2

⟩︀
𝜓(𝑥) =

(︂
−𝜌𝑧𝜇 Ξ
Ξ −𝜌𝑧𝜇

)︂ ⃒⃒
11/2

⟩︀
𝜓(𝑥) = (𝜇∓ (𝑣𝑝𝑥 + 𝑖∆))

⃒⃒
−11/2

⟩︀
𝜓(𝑥), (2.10)

где было использовано, что собственные состояния для оператора киральной симметрии Θ мо-
гут иметь только нулевую энергию. После решения уравнения (2.10) волновые функции имеют
вид

𝜓(𝑥) = exp

(︂∫︁ 𝑥

0

±𝑖𝜇(𝑥′) + ∆(𝑥′)

𝑣
𝑑𝑥′
)︂
. (2.11)

При нашем выборе фаз 𝑅𝑒∆ > 0 при 𝑥→ +∞, поэтому эта пара состояний не локализо-
вана. Рассмотрим вторую пару

⃒⃒
−11/2

⟩︀
⃒⃒
𝜓1/2

⟩︀
𝑐ℎ

=
(︀
𝑖 1 ±𝑖 ±1

)︀𝑇
𝑐ℎ
𝜓1/2(𝑥), (2.12)

0 = 𝐻
⃒⃒
𝜓1/2

⟩︀
𝑐ℎ

= (±𝑖∆∓ 𝑝𝑥 + 𝜇)𝑐ℎ 𝜓1/2(𝑥)
(︀
−𝑖 1 ∓𝑖 ±1

)︀𝑇
𝑐ℎ
, (2.13)

[∓𝑖𝜇+ (𝑖𝑣𝑝𝑥 +∆)]𝜓1/2 = 0 ⇒ 𝜓1/2(𝑥) = exp

(︂
−
∫︁ 𝑥

0

∆(𝑥′)∓ 𝑖𝜇(𝑥′)

𝑣
𝑑𝑥′
)︂
. (2.14)

Эта пара состояний является локализованной, затухает экспоненциально вглубь образца.
Обозначим их за

⃒⃒
𝜓1/2

⟩︀
. Они имеют смысл базиса в подсистеме перпендикулярной контакту

|𝜓1⟩𝑐ℎ =

⎛⎜⎜⎝
𝑖
1
𝑖
1

⎞⎟⎟⎠
𝑐ℎ

𝜓1(𝑥) =
1

2𝑁

⎛⎜⎜⎝
𝑖
1
𝑖
1

⎞⎟⎟⎠
𝑐ℎ

exp

(︂
−
∫︁ 𝑥

0

∆(𝑥′)− 𝑖𝜇(𝑥′)

𝑣
𝑑𝑥′
)︂

|𝜓2⟩𝑐ℎ =

⎛⎜⎜⎝
𝑖
1
−𝑖
−1

⎞⎟⎟⎠
𝑐ℎ

𝜓2(𝑥) =
1

2𝑁

⎛⎜⎜⎝
𝑖
1
−𝑖
−1

⎞⎟⎟⎠
𝑐ℎ

exp

(︂
−
∫︁ 𝑥

0

∆(𝑥′) + 𝑖𝜇(𝑥′)

𝑣
𝑑𝑥′
)︂
,

(2.15)

где индекс 𝑐ℎ обозначает киральный базис, а 𝑁 нормировку состояний. Других состояний
на нулевой энергии нет. Сделаем обратное унитарное преобразование 𝑈 †, чтобы вернуться к
исходному базису
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|𝜓1⟩ =
1

2𝑁

⎛⎜⎜⎝
𝑖
𝑖
1
1

⎞⎟⎟⎠ exp

(︂
−
∫︁ 𝑥

0

∆(𝑥′)− 𝑖𝜇(𝑥′)

𝑣
𝑑𝑥′
)︂
, |𝜓2⟩ =

1

2𝑁

⎛⎜⎜⎝
𝑖
−𝑖
−1
1

⎞⎟⎟⎠ exp

(︂
−
∫︁ 𝑥

0

∆(𝑥′) + 𝑖𝜇(𝑥′)

𝑣
𝑑𝑥′
)︂
.

(2.16)
Получили базис низколежащих андреевских состояний в поперечном направлении относитель-
но зазора контакта. Будем называть их поперечными состояниями. Этот результат совпадает
например с [9].

Учет неоднородности фаз, обусловленной магнитным полем

Рассмотрим слабое магнитное поле, которое направлено перпендикулярно плоскости
структуры. В этом случае фазы сверхпроводников 𝜙𝑅,𝜙𝐿 начинают зависеть от координаты
𝑦 вдоль зазора.

Выберем калибровку вектор-потенциала по оси 𝑦

𝐴𝑦(𝑥) = 𝐻

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥, |𝑥| < 𝑊

2
,

𝜆𝐿 + 𝑊
2
− 𝜆𝐿𝑒

−𝑥−𝑊/2
𝜆𝐿 , 𝑥 > 𝑊

2
,

−𝐴𝑦(−𝑥), 𝑥 < 0,

(2.17)

где предполагается лондоновский предел, а 𝜆𝐿 соответствующая глубина проникновения. Урав-
нение на локальную разность фаз вдоль контакта:

𝑑(𝜙𝑅 − 𝜙𝐿)

𝑑𝑦
= (2𝜆𝐿 +𝑊 )𝐻

2𝜋

Φ0

:= 𝛾, (2.18)

где 𝛾 имеет смысл обратной длины изменения фазы. В контакте будет набор точек, в которых
𝜙𝑅 − 𝜙𝐿 = 𝜋 mod 2𝜋. Рассмотрим для определенности точку 𝜙𝑅 − 𝜙𝐿 = −𝜋. Удобно ввести
отличие разности фаз от 𝜋 : 𝛿𝜙 = 𝜙𝑅 − 𝜙𝐿 + 𝜋. Тогда поведение фазы возле одной из точек:

𝛿𝜙 = 𝛾(𝑦 − 𝑦0). (2.19)

Положим также для определенности 𝑦0 = 0. В задаче предполагается главный малый параметр
- характерная длина изменения фазы 𝑙𝐻 много больше длины когерентности 𝜉, то есть 𝑙𝐻 ∼
1
𝛾
≫ 𝜉 = 𝑣

Δ0
.

Найдем теперь поправку к гамильтониану вызванную магнитным полем. Для этого усред-
ним возмущение 𝑉 (2.3) по состояниям

⃒⃒
𝜓1/2

⟩︀
𝑉 = 𝑣𝑝𝑦𝜌0𝑓𝑦 − |∆|𝜌𝑦𝑓𝑥 sin𝜙+ 𝑣

𝑒

𝑐
𝐴𝑦𝜌𝑧𝑓𝑦. (2.20)

Получаем для каждой компоненты:⟨︀
𝜓1/2

⃒⃒
|∆|𝜌𝑦𝑓𝑥 sin𝜙

⃒⃒
𝜓1/2

⟩︀
=

∫︁
𝜓*
1|∆| sin𝜙𝜓1 =

=
∆0

2
(sin𝜙𝐿 + sin𝜙𝑅) ≈ ∆0

𝛿𝜙

2
= 𝛾𝑦

∆0

2
=: 𝛼𝑦,

(2.21)

⟨︀
𝜓1/2

⃒⃒
𝑣𝑝𝑦𝜌0𝑓𝑦

⃒⃒
𝜓2/1

⟩︀
= ±𝑖𝑝𝑦𝑣

∫︁
𝜓*
1𝜓2𝑑𝑥 := ±𝑖𝑝𝑦𝑣, (2.22)

где 𝛼 имеет смысл константы энергии, а 𝑣 перенормированная скорость. Остальные матричные
элементы нулевые. Хоть в выражении (2.21) входит сумма синусов 𝜙𝐿,𝜙𝑅, ответ все равно
зависит от локальной разности фаз 𝛿𝜙 ≪ 1. Как будет видно далее (2.32), членом с вектор-
потенциалом в выражении (2.20) можно пренебречь.
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Получаем эффективный гамильтониан движения вдоль зазора:

𝐻𝑒𝑓𝑓 = −𝑣𝜏𝑦𝑝𝑦 + 𝛼𝑦𝜏𝑧, 𝛼 = 𝛾
∆0

2
, 𝑣 = 𝑣

∫︁
𝜓*
1𝜓2𝑑𝑥, (2.23)

где 𝜏 матрицы Паули в базисе
⃒⃒
𝜓1/2

⟩︀
. Сделаем унитарное преобразование

𝑈 =
1√
2

(︂
1 1
−1 1

)︂
. (2.24)

После которого гамильтониан принимает вид

𝑈 †𝐻𝑒𝑓𝑓𝑈 = −𝑣𝜏𝑦𝑝𝑦 + 𝛼𝑦𝜏𝑥. (2.25)

Найдем состояния дискретного спектра:

𝑈 †𝐻𝑒𝑓𝑓𝑈𝜓 = 𝐸𝜓 ⇔

{︃
𝑣ℎ′ + 𝛼𝑦ℎ = 𝐸𝑔

−𝑣𝑔′ + 𝛼𝑦𝑔 = 𝐸ℎ
, 𝜓 =

(︀
𝑔 ℎ

)︀𝑇
. (2.26)

Сведем систему к уравнению второго порядка:

−𝑣2ℎ′′ + 𝛼2𝑦2ℎ− 𝑣𝛼ℎ = 𝐸2ℎ, (2.27)

которое представляет собой уравнение гармонического осциллятора. Введем частоту осцилля-
тора 𝜔𝐻 , из которой можно получить спектр системы 𝐸, а также характерную длину волновой
функции 𝜆𝐻 :

𝜔𝐻 = 2|𝛼|𝑣, 𝐸 = ±
√
𝑛𝜔𝐻 , 𝜆2𝐻 =

𝑣

|𝛼|
. (2.28)

Приведем также в явной форме:

𝜔𝐻 = 𝑣∆0
2𝜋𝐻(2𝜆𝐿 +𝑊 )

Φ0

, 𝜆2𝐻 =
𝑣

𝑣

𝜉Φ0

𝜋𝐻(2𝜆𝐿 +𝑊 )
. (2.29)

Получим связь размеров 𝜉,𝜆𝐻 ,𝑙𝐻 :

𝜆2𝐻 =
𝑣

|𝛼|
∼ 𝑣

∆0

1

𝛾
∼ 𝜉𝑙𝐻 , (2.30)

где 𝜆𝐻 характерный размер волновой функции вдоль контакта, 𝑙𝐻- характерная длина из-
менения фазы, а 𝜉 длина когерентности, то есть размер волновой функции перпендикулярно
контакту. Длина 𝜆𝐻 зависит от магнитного поля. Для использования теории возмущений мы
требуем 𝜉 ≪ 𝜆𝐻 . Это условие дает малость магнитного поля:

𝜆𝐻
𝜉

≫ 1 ⇔

√︃
𝑣Φ0

𝑣𝜋𝐻𝜉 (2𝜆𝐿 +𝑊 )
≫ 1 (2.31)

Требование малости энергий андреевского спектра 𝐸 ≪ ∆0 приводит к такому же выражению.
Поясним, почему в выражении (2.20) членом с вектор-потенциалом можно пренебречь

𝑣
𝑒

𝑐
𝐴𝑦 = 𝑣

𝑒

𝑐
𝐻(2𝜆𝐿 +𝑊 ) = ∆0 · 𝛾𝜉 ≪ ∆0 · 𝛾𝜆𝐻 ∼ |∆| sin𝜙, (2.32)

где в последнем выражении под 𝜙 понимается значение фазы на длине волновой функции
вдоль контакта 𝜆𝐻 , то есть 𝛾𝜆𝐻 . Таким образом, член с вектор-потенциалом мал, по сравнению
с |∆| sin𝜙, поэтому им можно пренебречь.

Возвращаемся к системе (2.26). Введем оператор уничтожения для осциллятора
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𝑎̂ =
𝜆−1
𝐻 𝑦 + 𝑖𝑝𝑦𝜆𝐻√

2
. (2.33)

Через этот оператор можно выразить вторую компоненту 𝑔(𝑦) из системы (2.26):

𝑔 =
1

±√
𝑛𝜔𝐻

(𝛼𝑦 + 𝑖𝑣𝑝𝑦)ℎ = ±

{︃
𝑎̂√
𝑛
ℎ, 𝛼 > 0,

− 𝑎̂†√
𝑛
ℎ, 𝛼 < 0,

(2.34)

где ± обозначает знак энергии 𝐸 состояния. Рассмотрим случай 𝛼 > 0, то есть случай поло-
жительного магнитного поля 𝐻 > 0. В этом режиме компоненты 𝑔,ℎ имеют вид

ℎ = Ψ𝑜𝑠𝑐,𝑛, ⇒ 𝑔 = ±Ψ𝑜𝑠𝑐,𝑛−1, (2.35)

Ψ𝑜𝑠𝑐,𝑛(𝑦) =
1√
𝜆𝐻

1√
2𝑛𝑛!

exp

(︂
− 𝑦2

2𝜆2𝐻

)︂
𝐻𝑛

(︂
𝑦

𝜆𝐻

)︂
. (2.36)

Напишем теперь выражения для дискретного спектра изначальном базисе, используя⃒⃒
𝜓1/2

⟩︀
(2.16):

|𝜓𝑑𝑖𝑠𝑐,±𝑛⟩ = |𝜓1⟩ (−Ψ𝑜𝑠𝑐,𝑛(𝑦)±Ψ𝑜𝑠𝑐,𝑛−1(𝑦)) + |𝜓2⟩ (Ψ𝑜𝑠𝑐,𝑛(𝑦)±Ψ𝑜𝑠𝑐,𝑛−1(𝑦)) , (2.37)

где “±𝑛” означает состояния с энергией ±√
𝑛𝜔𝐻 . При 𝑛 = 0 мы получаем майорановскую

нулевую моду в случае положительного магнитного поля

|𝜓0⟩ = (|𝜓1⟩+ |𝜓2⟩)Ψ𝑜𝑠𝑐,0(𝑦) =

=

⎡⎢⎢⎣ 1

2𝑁

⎛⎜⎜⎝
𝑖
𝑖
1
1

⎞⎟⎟⎠ exp

(︂
−
∫︁ 𝑥

0

∆(𝑥′)− 𝑖𝜇(𝑥′)

𝑣
𝑑𝑥′
)︂
+

1

2𝑁

⎛⎜⎜⎝
𝑖
−𝑖
−1
1

⎞⎟⎟⎠ exp

(︂
−
∫︁ 𝑥

0

∆(𝑥′) + 𝑖𝜇(𝑥′)

𝑣
𝑑𝑥′
)︂⎤⎥⎥⎦Ψ𝑜𝑠𝑐,0(𝑦),

(2.38)
где 𝑁 нормировка волновых функций. Таким образом, при приложении однородного магнит-
ного поля в области контакта появляется цепочка джозефсоновских вихрей, в центре которых
локализован дискретный спектр в виде пар |𝜓𝑑𝑖𝑠𝑐,±𝑛⟩, в том числе майорановская нулевая мо-
да. Можно заметить, что учет химического потенциала привел лишь к добавлению множителя
exp

(︀
±𝑖
∫︀

𝜇
𝑣
𝑑𝑥
)︀
к волновым функциям, а также перенормировке эффективной скорости 𝑣 (2.23).

2.2 Конечный продольный ток

Учтем в данном разделе влияние сверхпроводящего тока с импульсом куперовских пар
𝐾𝑦 на локализованные на вихрях состояния при нулевом химическом потенциале. Аналогично
разделу 2.1 приведем сначала вычисления для фиксированных фаз сверхпроводников 𝜙𝐿,𝜙𝑅.
Затем учтем неоднородность фаз, вызванную магнитным полем, при помощи теории возмуще-
ний. В конце покажем, что при приложении тока состояния сначала деформируются, а при
𝐾𝑦 >

Δ0

𝑣
делокализуются. При этом же значении параметров закрывается щель в непрерывном

спектре.
Рассмотрим систему, в которой может появиться дополнительный градиент фазы

∆ ∼ 𝑒2𝑖𝐾𝑟. Ток через свехпроводник в лондоновском пределе выражается формулой

𝑗 = −𝑒𝑛𝑠𝑣 = −𝑒𝑛𝑠

𝑚

(︂
∇𝜙+

2𝑒

𝑐
𝐴

)︂
= −𝑒𝑛𝑠

𝑚

(︂
2𝐾 +

2𝑒

𝑐
𝐴

)︂
. (2.39)

Приведем два случая:
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• Пустим ток через сверхпроводник в отсутствие магнитного поля. В результате появится
нужным нам градиент фазы 𝐾.

• Замкнем гетероструктуру в сверхпроводящий контур и приложим магнитное поле через
него. В этом случае 𝐾𝑦 будет зависеть от магнитного потока, проходящего через сверх-
проводящий контур.

В дальнейших рассуждениях для простоты будем предполагать первый режим и писать "ток
𝐾” , то есть опускать слова "импульс куперовских пар”, подразумевая при этом импульс ку-
перовских пар 𝐾, который создает данный ток.

Зависимость параметра порядка при учете тока ∆ ∼ 𝑒2𝑖𝐾𝑟 можно убрать при помощи
унитарного преобразования

𝑈𝐾 = 𝑒𝑖Kr𝜏𝑧𝜎0. (2.40)

Найдем гамильтониан после преобразования

𝐻̃ = 𝑈 †
𝐾𝐻𝑈𝐾 = 𝑣𝜏𝑧 (𝜎̂ · p) + 𝑣

(︁
𝐾 +

𝑒

𝑐
𝐴
)︁
𝜎𝜏0 + |∆| (𝜏𝑥 cos𝜙− 𝜏𝑦 sin𝜙) . (2.41)

Откуда видно, что весь вклад тока входит как добавка 𝑣𝐾𝜎𝜏0 к изначальному гамильтониа-
ну. Пренебрежем членом, содержащим вектор потенциал, в силу его малости (2.32). Сделаем
унитарное преобразование (2.5), которое приведет гамильтониан к киральной форме

𝐻 =

(︂
0 Ξ̂

Ξ̂† 0

)︂
= 𝑣𝜌𝑧(𝑝𝑥𝑓𝑥 +𝐾𝑦𝑓𝑦) + |∆| (𝜌𝑥 cos𝜙− 𝜌𝑦 sin𝜙) 𝑓𝑥 + 𝑣𝜌0(𝐾𝑥𝑓𝑥 + 𝑓𝑦𝑝𝑦), (2.42)

Ξ̂ = 𝑣

(︂
𝑝𝑥 − 𝑖𝑝𝑦 +𝐾𝑥 − 𝑖𝐾𝑦

Δ
𝑣

Δ*

𝑣
−𝑝𝑥 − 𝑖𝑝𝑦 +𝐾𝑥 + 𝑖𝐾𝑦

)︂
=

= 𝑣𝜌𝑧(𝑝𝑥 − 𝑖𝐾𝑦) + |∆| (𝜌𝑥 cos𝜙− 𝜌𝑦 sin𝜙)− 𝑖𝑣𝜌0(𝑖𝐾𝑥 + 𝑝𝑦),

(2.43)

где 𝜌,𝑓 матрицы Паули в этом базисе (2.8). Опустим шляпки в дальнейших рассуждениях. Мы
будем рассматривать только ток вдоль контакта 𝐾𝑦, то есть считать 𝐾𝑥 = 0.

Дальнейшие рассуждения похожи на раздел 2.1. Сначала решаем задачу при фикси-
рованных фазах 𝜙𝑅 = 0,𝜙𝐿 = 𝜋, после чего учитываем вклад магнитного поля по теории
возмущений.

Решение для однородных фаз сверхпроводников

Получим локализованные состояния для однородного распределения фаз сверхпровод-
ников 𝜙𝐿 = 𝜋, 𝜙𝑅 = 0

Для гамильтониана в киральном базисе (2.42) явно прослеживается киральная симмет-
рия Θ = 𝑓𝑧 = 𝜎𝑧𝜏𝑧. В киральном базисе она имеет вид Θ = 𝑓𝑧 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1,1,−1,−1). Как следствие,
у состояний собственных для Θ отличны от нуля либо первые две компоненты (собственное чис-
ло 𝒞 = 1), либо вторые две (𝒞 = −1). Рассмотрим случай, когда ненулевыми являются вторые
две компоненты. Тогда состояние будет собственным для оператора Ξ с нулевым собственным
значением (так как энергия нулевая в силу киральности). Уравнение на состояние |𝜓1⟩ имеет
вид (︂

0 Ξ
0 0

)︂
|𝜓1⟩𝑐ℎ = 0, (2.44)

где

Ξ = 𝑣

(︂
𝑝𝑥 − 𝑖𝐾𝑦

Δ
𝑣

Δ
𝑣

−𝑝𝑥 + 𝑖𝐾𝑦

)︂
. (2.45)

12



Подставляем Ξ (︂
0 Ξ
0 0

)︂
|𝜓1⟩𝑐ℎ = 𝑓+ [𝑣𝜌𝑧(𝑝𝑥 − 𝑖𝐾𝑦) + 𝜌𝑥∆] |𝜓1⟩𝑐ℎ = 0. (2.46)

Так как Ξ содержит только 𝜌𝑧,𝜌𝑥, то ищем состояние собственное для 𝜌𝑦

|𝜓1⟩𝑐ℎ =
(︀
0 0 ∓𝑖 1

)︀𝑇
𝑐ℎ
𝜓1(𝑥), (2.47)

В этом случае компоненты не будут перемешиваться. Подставляем в (2.46) и получаем урав-
нение первого порядка:

±𝑣(𝑝𝑥 − 𝑖𝐾𝑦)𝜓1(𝑥) + 𝑖∆𝜓1(𝑥) = 0 ⇒ 𝜓1(𝑥) = exp

(︂
±
∫︁ 𝑥

0

∆(𝑥′)− 𝑣𝐾𝑦

𝑣
𝑑𝑥′
)︂
. (2.48)

Отбрасываем растущее решение. Волновая функция принимает вид

𝜓1(𝑥) = exp

(︂
−
∫︁ 𝑥

0

∆(𝑥′)− 𝑣𝐾𝑦

𝑣
𝑑𝑥′
)︂
. (2.49)

Аналогично вычисляем волновую функцию второго состояния |𝜓2⟩. Тогда два состояния в
поперечной подсистеме имеют вид

|𝜓1⟩𝑐ℎ =

⎛⎜⎜⎝
0
0
𝑖
1

⎞⎟⎟⎠
𝑐ℎ

𝜓1(𝑥) =
1√
2𝑁1

⎛⎜⎜⎝
0
0
𝑖
1

⎞⎟⎟⎠
𝑐ℎ

exp

(︂
−
∫︁ 𝑥

0

∆(𝑥′)− 𝑣𝐾𝑦

𝑣
𝑑𝑥′
)︂
,

|𝜓2⟩𝑐ℎ =

⎛⎜⎜⎝
𝑖
1
0
0

⎞⎟⎟⎠
𝑐ℎ

𝜓2(𝑥) =
1√
2𝑁2

⎛⎜⎜⎝
𝑖
1
0
0

⎞⎟⎟⎠
𝑐ℎ

exp

(︂
−
∫︁ 𝑥

0

∆(𝑥′) + 𝑣𝐾𝑦

𝑣
𝑑𝑥′
)︂
,

(2.50)

где индекс 𝑐ℎ обозначает киральный базис (2.5).

Учет неоднородности фаз, обусловленной магнитным полем

В присутствии магнитного поля фазы сверхпроводников начинают зависеть от коорди-
наты вдоль зазора (2.18). Найдем поправку к гамильтониану обусловленную этой неоднород-
ностью. Для этого усредним возмущение 𝑉 (2.3) по состояниям поперечной подсистемы

⃒⃒
𝜓1/2

⟩︀
(2.50):

𝐻 = 𝐻0 + 𝑉, 𝑉 = 𝑣𝑝𝑦𝜌0𝑓𝑦 − |∆|𝜌𝑦𝑓𝑥 sin𝜙, (2.51)

где мы отбросили член с вектор-потенциалом в силу малости (2.32). Находим матричные эле-
менты по поперечным состояниям. В рассматриваемом случае будут только недиагональные
компоненты: ⟨︀

𝜓1/2

⃒⃒
𝑣𝑝𝑦𝜌0𝑓𝑦

⃒⃒
𝜓2/1

⟩︀
= ±𝑖𝑝𝑦𝑣

∫︁
𝜓*
1𝜓2𝑑𝑥 := ±𝑖𝑝𝑦𝑣, (2.52)

⟨︀
𝜓1/2

⃒⃒
|∆|𝜌𝑦𝑓𝑥 sin𝜙

⃒⃒
𝜓2/1

⟩︀
= sin𝜙𝑅

∫︁
𝑥>0

𝑑𝑥 |∆|𝜓*
1𝜓2 + sin𝜙𝐿

∫︁
𝑥<0

𝑑𝑥 |∆|𝜓*
1𝜓2 ≈

≈ ∆0
𝛿𝜙

2

∫︁
𝜓*
1𝜓2𝑑𝑥 := ∆0𝛼̃𝑦,

(2.53)

где 𝛼̃ = ∆0
𝛾
2

∫︀
𝜓*
1𝜓2𝑑𝑥 = 𝛼

∫︀
𝜓*
1𝜓2𝑑𝑥 перенормированная константа энергии, а

∫︀
𝜓1𝜓2𝑑𝑥

задается выражением
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∫︁
𝜓*
1𝜓2𝑑𝑥 =

∫︀
𝑑𝑥𝑒

(︂
−

∫︀ 𝑥 Δ(𝑥′)−𝑣𝐾𝑦
𝑣

𝑑𝑥′
)︂
𝑒

(︂
−

∫︀ 𝑥 Δ(𝑥′)+𝑣𝐾𝑦
𝑣

𝑑𝑥′
)︂

𝑁1𝑁2

=

=

∫︀
𝑑𝑥𝑒

(︁
−2

∫︀ 𝑥 Δ(𝑥′)
𝑣

𝑑𝑥′
)︁

√︁∫︀
𝑑𝑥𝑒

(︁
−2

∫︀ 𝑥 Δ(𝑥′)−𝑣𝐾𝑦
𝑣

𝑑𝑥′
)︁√︁∫︀

𝑑𝑥𝑒

(︁
−2

∫︀ 𝑥 Δ(𝑥′)+𝑣𝐾𝑦
𝑣

𝑑𝑥′
)︁ .

(2.54)

В итоге получаем эффективный гамильтониан по 𝑦

𝐻𝑒𝑓𝑓 = −𝑣𝑝𝑦𝑓𝑦 + 𝛼̃𝑦𝑓𝑥, 𝛼̃ = 𝛼

∫︁
𝜓*
1𝜓2𝑑𝑥, 𝑣 = 𝑣

∫︁
𝜓*
1𝜓2𝑑𝑥. (2.55)

Найдем состояния дискретного спектра:

𝐻𝑒𝑓𝑓𝜓 = 𝐸𝜓 ⇔

{︃
𝑣ℎ′ + 𝛼𝑦ℎ = 𝐸𝑔

−𝑣𝑔′ + 𝛼𝑦𝑔 = 𝐸ℎ
, 𝜓 =

(︀
𝑔 ℎ

)︀𝑇
. (2.56)

Сведем систему к уравнению второго порядка:

−𝑣2ℎ′′ + 𝛼2𝑦2ℎ− 𝑣𝛼ℎ = 𝐸2ℎ, (2.57)
которое представляет собой уравнение гармонического осциллятора. Введем частоту осцил-
лятора 𝜔𝐻 , из которой получается спектр системы 𝐸, а также характерную длину волновой
функции 𝜆𝐻 :

𝜔𝐻 = 2|𝛼|𝑣, 𝐸 = ±
√
𝑛𝜔𝐻 , 𝜆2𝐻 =

𝑣

|𝛼|
, (2.58)

.
Введем оператор уничтожения для осциллятора

𝑎̂ =
𝜆−1
𝐻 𝑦 + 𝑖𝑝𝑦𝜆𝐻√

2
. (2.59)

Через этот оператор можно выразить вторую компоненту 𝑔(𝑦) из системы (2.56):

𝑔 =
1

±√
𝑛𝜔𝐻

(𝛼𝑦 + 𝑖𝑣𝑝𝑦)ℎ = ±

{︃
𝑎̂√
𝑛
ℎ, 𝛼 > 0,

− 𝑎̂†√
𝑛
ℎ, 𝛼 < 0,

(2.60)

где ± обозначает знак энергии 𝐸 состояния. Рассмотрим случай 𝛼 > 0, то есть случай поло-
жительного магнитного поля 𝐻 > 0. В этом режиме компоненты 𝑔,ℎ имеют вид

ℎ = Ψ𝑜𝑠𝑐,𝑛, ⇒ 𝑔 = ±Ψ𝑜𝑠𝑐,𝑛−1, (2.61)

Ψ𝑜𝑠𝑐,𝑛(𝑦) =
1√
𝜆𝐻

1√
2𝑛𝑛!

exp

(︂
− 𝑦2

2𝜆2𝐻

)︂
𝐻𝑛

(︂
𝑦

𝜆𝐻

)︂
. (2.62)

Полные волновые функции дискретных состояний имеют вид

|𝜓𝑑𝑖𝑠𝑐,𝑛⟩ = 𝑔 |𝜓1⟩+ ℎ |𝜓2⟩ , (2.63)

|𝜓𝑑𝑖𝑠𝑐,±𝑛⟩ = ± 1√
2𝑁1

⎛⎜⎜⎝
0
0
𝑖
1

⎞⎟⎟⎠
𝑐ℎ

exp

(︂
−
∫︁ 𝑥

0

∆(𝑥′)− 𝑣𝐾𝑦

𝑣
𝑑𝑥′
)︂
Ψ𝑜𝑠𝑐,𝑛−1(𝑦)+

+
1√
2𝑁2

⎛⎜⎜⎝
𝑖
1
0
0

⎞⎟⎟⎠
𝑐ℎ

exp

(︂
−
∫︁ 𝑥

0

∆(𝑥′) + 𝑣𝐾𝑦

𝑣
𝑑𝑥′
)︂
Ψ𝑜𝑠𝑐,𝑛(𝑦),

(2.64)
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где индекс 𝑐ℎ обозначает киральный базис. Сделаем обратное унитарное преобразование (2.5),
чтобы получить состояния в изначальном базисе

|𝜓𝑑𝑖𝑠𝑐,±𝑛⟩ = ± 1√
2𝑁1

⎛⎜⎜⎝
0
𝑖
1
0

⎞⎟⎟⎠ exp

(︂
−
∫︁ 𝑥

0

∆(𝑥′)− 𝑣𝐾𝑦

𝑣
𝑑𝑥′
)︂
Ψ𝑜𝑠𝑐,𝑛−1(𝑦)+

+
1√
2𝑁2

⎛⎜⎜⎝
𝑖
0
0
1

⎞⎟⎟⎠ exp

(︂
−
∫︁ 𝑥

0

∆(𝑥′) + 𝑣𝐾𝑦

𝑣
𝑑𝑥′
)︂
Ψ𝑜𝑠𝑐,𝑛(𝑦),

(2.65)

где “±𝑛” обозначает состояния с энергией ±√
𝑛𝜔𝐻 , 𝑁1/2 нормировка волновых функций.

Рассмотрим майорановское состояние. В случае нулевого химического потенциала 𝜇, для
нулевой моды можно ввести киральность 𝒞 = ±1 - собственное значение оператора
Θ = 𝜎𝑧𝜏𝑧, Θ |𝜓0⟩ = 𝒞 |𝜓0⟩, которое совпадает со знаком магнитного поля. Подставим 𝑛 = 0 в
уравнение (2.65), чтобы получить майорановскую нулевую моду положительной киральности
𝒞 = 1. В этом случае первое слагаемое в (2.65) сокращается, и мы получаем

|𝜓0⟩ = |𝜓2⟩Ψ𝑜𝑠𝑐,0(𝑦) =
1√
2𝑁2

⎛⎜⎜⎝
𝑖
0
0
1

⎞⎟⎟⎠ exp

(︂
−
∫︁ 𝑥

0

∆(𝑥′) + 𝑣𝐾𝑦

𝑣
𝑑𝑥′
)︂
Ψ𝑜𝑠𝑐,0(𝑦). (2.66)

Аналогично майорановское состояние отрицательной киральности 𝒞 = −1 имеет вид

|𝜓0⟩ = |𝜓1⟩Ψ𝑜𝑠𝑐,0(𝑦) =
1√
2𝑁1

⎛⎜⎜⎝
0
𝑖
1
0

⎞⎟⎟⎠ exp

(︂
−
∫︁ 𝑥

0

∆(𝑥′)− 𝑣𝐾𝑦

𝑣
𝑑𝑥′
)︂
Ψ𝑜𝑠𝑐,0(𝑦). (2.67)

У майорановских состояний разных киральностей различается знак тока в показателе
экспоненты, а также биспинорная часть. Отметим, что в каждом вихре существует только одно
майорановское состояние, киральность которого соответствует знаку магнитного поля.

Таким образом, в присутствии однородного магнитного поля в области контакта появ-
ляется цепочка джозефсоновских вихрей, в центре которых локализован дискретный спектр в
виде пар |𝜓𝑑𝑖𝑠𝑐,±𝑛⟩, в том числе майорановская нулевая мода. При этом учет сверхпроводящего
тока 𝐾𝑦 привел лишь к добавлению множителя exp (±𝐾𝑦𝑥) к волновым функциям поперечной
подсистемы, а также перенормировке скорости 𝑣 и константы энергии 𝛼̃ (2.55).

Для майорановских состояний в случае 𝜇 = 0 учет тока 𝐾𝑦 привел к дополнительному
множителю exp (−𝒞𝐾𝑦𝑥), где 𝒞 = ±1 киральность Θ |𝜓0⟩ = 𝒞 |𝜓0⟩ майорановского состояния.

Из вида волновых функций локализованных состояний (2.65) мы можем сделать вывод,
что при значении 𝐾𝑦 меньшем порогового, состояния деформируются. При этом майоранов-
ское состояние деформируется анизотропным образом в зависимости от киральности, тогда
как ненулевые - в обоих направлениях. При значении тока с импульсом куперовских пар 𝐾𝑦

большем порогового значения, которое равно Δ0

𝑣
, волновые функции перестают затухать вглубь

сверхпроводника, иными словами, андреевские состояния делокализуются. При этом значении
тока 𝐾𝑦 щель в непрерывном спектре закрывается, и в объеме появляется состояние с нулевой
энергией, происходит топологический фазовый переход.

2.3 Влияние поперечного тока на волновые функции майорановских состояний

Рассмотрим как меняются продольные волновые функции майорановских состояний 𝜓0(𝑦)
при изменении фаз сверхпроводников. Дополнительная разность фаз на зазоре 𝛿𝜙0 имеет смысл
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градиента 𝐾𝑥 = 𝛿𝜙0

𝑊
, который, как показано в разделе 2.2, вызывает сверхпроводящий ток. По-

кажем, что и в этом случае волновые функции майорановских состояний приобретают дефор-
мирующий множитель 𝑒𝒞

𝑊
2𝜉

𝐾𝑥𝑦, где 𝒞 - киральность состояния.
В присутствии магнитного поля локальная разность фаз меняется с координатой вдоль

зазора по закону

𝑑𝛿𝜙

𝑑𝑦
=
𝑑(𝜙𝑅 − 𝜙𝐿)

𝑑𝑦
= 𝛾(𝑦) = (2𝜆𝐿 +𝑊 )𝐻(𝑦)

2𝜋

Φ0

⇒ 𝛿𝜙(𝑦) = 𝛿𝜙(0) +

∫︁ 𝑦

0

𝛾(𝑦′)𝑑𝑦′. (2.68)

Эффективный гамильтониан движения вдоль контакта (2.55):

𝐻𝑒𝑓𝑓 = −𝑣𝑝𝑦𝑓𝑦 + 𝐸𝑥(𝛿𝜙(𝑦))𝑓𝑥, (2.69)

где 𝐸𝑥(𝛿𝜙) = ∆0
𝛿𝜙
2
,𝑓 матрицы Паули в базисе поперечных состояний

⃒⃒
𝜓1/2

⟩︀
(2.16). Для гамиль-

тониана (2.69) есть киральная симметрия Θ = 𝑓𝑧. Майорановские состояния, собственные для
оператора киральной симметрии, имеют вид:

|𝜓0⟩ = |𝜓1⟩ exp
(︂

1

2𝜉

∫︁ 𝑦

0

𝛿𝜙(𝑦′)𝑑𝑦′
)︂
, 𝒞 = −1, (2.70)

|𝜓0⟩ = |𝜓2⟩ exp
(︂
− 1

2𝜉

∫︁ 𝑦

0

𝛿𝜙(𝑦′)𝑑𝑦′
)︂
, 𝒞 = 1, (2.71)

где 𝜉 = 𝑣
Δ0

, а киральность определяется как Θ |𝜓0⟩ = 𝒞 |𝜓0⟩.
Изменим фазу одного из сверхпроводников на постоянную величину. При этом локальная

разность раз изменится на величину 𝛿𝜙0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 и станет 𝛿𝜙(𝑦) = 𝛿𝜙(𝑦) + 𝛿𝜙0. После такого
преобразования волновые функции будут иметь вид

|𝜓0⟩ = |𝜓1⟩ exp
(︂

1

2𝜉

∫︁ 𝑦

0

𝛿𝜙(𝑦′)𝑑𝑦′
)︂
exp

(︂
𝑊

2𝜉
𝐾𝑥𝑦

)︂
, 𝒞 = −1, (2.72)

|𝜓0⟩ = |𝜓2⟩ exp
(︂
− 1

2𝜉

∫︁ 𝑦

0

𝛿𝜙(𝑦′)𝑑𝑦′
)︂
exp

(︂
−𝑊
2𝜉
𝐾𝑥𝑦

)︂
, 𝒞 = 1, (2.73)

где 𝐾𝑥 = 𝛿𝜙0

𝑊
. Получили, что при изменении фаз сверхпроводников майорановские состояния

обретают дополнительный множитель exp
(︁
−𝒞𝑊

2𝜉
𝐾𝑥𝑦

)︁
.

Интерпретируем полученный результат. В случае однородного магнитного поля волновая
функция майорановского состояния имеет вид гауссовой экспоненты

𝜓0(𝑦) = exp

(︂
− 𝑦2

2𝜆2𝐻

)︂
. (2.74)

Если домножить эту волновую функцию на exp
(︁
−𝑊

2𝜉
𝐾𝑥𝑦

)︁
, то гауссова экспонента сдвинет-

ся, но профиль 𝜓0(𝑥) останется тем же. В этом смысле волновая функция не меняется при
изменении фазы сверхпроводника. С другой стороны, при изменении фазы сверхпроводника
вся цепочка джозефсоновских вихрей сдвигается вдоль зазора, что мы и наблюдаем как сдвиг
центра гауссовой экспоненты.

Случай локализованного магнитного поля

Рассмотрим режим, в котором магнитное поле локализовано на малом масштабе
𝑑𝐻 ≪ 𝜆𝐻 вдоль зазора. Вне этой области размером 𝑑𝐻 магнитное поле равно нулю. В силу
малости 𝑑𝐻 можно приближенно считать, что магнитное поле имеет профиль дельта функции
𝐻(𝑦) = 𝐻0𝑑𝐻𝛿(𝑦). В этом случае фазы слева и справа будут константами
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𝛿𝜙(𝑦 < 0) := 𝛿𝜙𝐿, 𝛿𝜙(𝑦 > 0) := 𝛿𝜙𝑅. Таким образом, волновая функция майорановского
состояния имеет вид

𝜓0(𝑦) = 𝜃(𝑦) exp

(︂
−𝒞 𝛿𝜙𝑅𝑦

2𝜉

)︂
+ 𝜃(−𝑦) exp

(︂
−𝒞 𝛿𝜙𝐿𝑦

2𝜉

)︂
. (2.75)

Для того, чтобы состояние было локализовано, нужно чтобы фаза меняла знак 𝛿𝜙𝐿 < 0, 𝛿𝜙𝑅 >
0, 𝒞 = 1. Аналогичное условие для отрицательной киральности 𝛿𝜙𝐿 > 0, 𝛿𝜙𝑅 < 0, 𝒞 = −1.

При изменении фазы сверхпроводника на величину 𝛿𝜙0 (то есть включении тока че-
рез контакт) состояние может перестать быть локализованным, если после изменения в обла-
сти магнитного поля величины 𝛿𝜙𝐿,𝛿𝜙𝑅 будут иметь одинаковый знак. В отличие от случая
включения тока вдоль контакта (раздел 2.2), в рассматриваемом режиме может потребоваться
значительно меньшее значение тока для делокализации 𝛿𝜙0

𝑊
≪ Δ0

𝑣
.
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3 Динамика состояний при включении тока в квазиклассическом при-
ближении

Рассмотрим режим, в котором сверхпроводящий ток 𝐾 подается мгновенно. В этом слу-
чае локализованные состояния смогут покинуть контакт при достаточно большом значении
тока 𝐾. При приложении тока 𝐾𝑦 вдоль контакта большем порогового значения, равного Δ0

2𝑣
,

в случае 𝜇 = 0 майорановское состояние покинет контакт как локализованный волновой пакет
в направлении перпендикулярном зазору. В то же время ненулевые состояния распадутся на
два волновых пакета, летящих в противоположных направлениях перпендикулярно контакту.
При конечном химическом потенциале майорановское состояние может распасться на несколь-
ко волновых пакетов, летящих в противоположных направлениях, в зависимости от значения
тока и химического потенциала. При приложении тока через джозефсоновский контакт 𝐾𝑥,
иными словами при резком изменении фаз сверхпроводников, локализованное состояние нач-
нет движение вдоль зазора.

Квазиклассическое рассмотрение позволит нам получить простые аналитические уравне-
ния движения волновых пакетов, вылетающих из контакта. В рамках этого подхода состояния
рассматриваются как локализованные волновые пакеты. Данное приближение справедливо,
если характерная длина изменения ∆(r) много больше обратного импульса, который можно
считать равным 1

𝜉
= Δ0

𝑣
.

В разделе 2 мы считали параметр порядка ∆(𝑟) ступенчатой функцией координаты 𝑥.
Рассмотрим теперь систему, в которой параметр порядка ∆(𝑟) плавно меняется на длине 𝑙Δ,а
модуль выходит на константу ∆0 при отдалении от контакта. В этом случае критерий приме-
нимости квазиклассического приближения 𝑙Δ ≫ 𝜉.

Требование плавности параметра порядка ∆(r) не выполняется для реальных систем, в
которых параметр порядка изменяется на длине 𝜉. Тем не менее мы предполагаем, что дина-
мика в данном случае качественно подобна квазиклассическому режиму, эволюция в котором
описывается достаточно просто.

Исследуем динамику состояний, которые были локализованы в центре джозефсоновско-
го вихря, при мгновенном включении тока 𝐾𝑦. Как было показано в разделе 2, характер-
ный размер состояний вдоль зазора 𝜆𝐻 много меньше характерного размера изменение фа-
зы 𝑙𝐻 ∼ 𝜆𝐻

𝜆𝐻

𝜉
≫ 𝜆𝐻 . Мы интересуемся динамикой состояний в главном порядке, поэтому

пренебрежем отличием фазы сверхпроводников от значения в центре вихря, то есть положим
𝜙𝐿 = 𝜋,𝜙𝑅 = 0. В результате ∆(𝑟) станет действительным. По этой же причине мы опускаем
динамику по оси 𝑦 в разделах 3.1,3.2. В данном приближении гамильтониан 𝐻(2.1) обладает
киральной симметрией Θ2 = 𝜎𝑥𝜏𝑦, 𝐻Θ2 + Θ2𝐻 = −2(|∆| sin𝜙 + 𝑝𝑦). Θ2 не является точной
симметрией гамильтониана, но в силу малости импульса 𝑝𝑦 для локализованных состояний,
а также малости sin𝜙 на масштабе волновой функции 𝜆𝐻 , мы можем использовать эту сим-
метрию. В силу замечаний выше, параметр порядка ∆(𝑟) в интересующей нас области будет
зависеть только от координаты 𝑥: ∆(𝑟) = ∆(𝑥).

В разделе 3.1 рассмотрим выход состояний из контакта при включении тока вдоль кон-
такта для нулевого химического потенциала при наличии киральной симметрии Θ. В этом слу-
чае динамика сводится к движению частицы в эффективном потенциале. Отдельно рассмотрим
случай нулевой моды. В разделе 3.2 рассмотрим выход нулевой моды из контакта в предель-
ных случаях малого и большого химического потенциала. В разделе 3.3 рассмотрим движение
состояния вдоль контакта при резком изменении фаз сверхпроводника (ток через контакт).

3.1 Движение поперек зазора при нулевом химическом потенциале

Квазиклассический спектр

Получим уравнения движения состояний. Для этого найдем энергии и уравнения дви-
жения квазиклассического спектра, после чего найдем разложение локализованных состояний
по квазиклассическим ветвям при включении продольного тока.
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Найдем биспинорные части квазиклассических состояний. Они имеют вид

|𝐸1⟩ =
1

2

⎛⎜⎜⎝
−𝑖
𝑖𝑢1
𝑢1
1

⎞⎟⎟⎠ , |−𝐸1⟩ =
1

2

⎛⎜⎜⎝
−𝑖
−𝑖𝑢1
−𝑢1
1

⎞⎟⎟⎠ , |𝐸2⟩ =
1

2

⎛⎜⎜⎝
𝑖

−𝑖𝑢2
𝑢2
1

⎞⎟⎟⎠ , |−𝐸2⟩ =
1

2

⎛⎜⎜⎝
𝑖
𝑖𝑢2
−𝑢2
1

⎞⎟⎟⎠ , (3.1)

𝑢1/2 =
𝑣𝑝𝑥 + 𝑖 (𝑣𝐾𝑦 ±∆)√︀
𝑣2𝑝2𝑥 + (𝑣𝐾𝑦 ±∆)2

, ∆(𝑥) =

{︃
∆0 𝑥→ ∞,

−∆0 𝑥→ −∞.
(3.2)

При этом волновая функция состояний |𝐸𝑖⟩ имеет вид плоской волны 𝑒𝑖𝑝𝑥𝑥, а |𝑢𝑖| = 1.
В этом выражении 𝑝𝑥 считается числом, а не оператором - импульсом волнового пакета.

Здесь и далее считаем ∆(r) = ∆(𝑥) действительной функцией, так как рассмотрение идет
вблизи центра вихря 𝜙𝐿 = 𝜋, 𝜙𝑅 = 0. Соответствующие энергии задаются формулами

±𝐸1 = ±𝑣

√︃
𝑝2𝑥 +

(︂
∆

𝑣
+𝐾𝑦

)︂2

, ±𝐸2 = ±𝑣

√︃
𝑝2𝑥 +

(︂
∆

𝑣
−𝐾𝑦

)︂2

. (3.3)

Пара состояний |𝐸𝑖⟩ , |−𝐸𝑖⟩ не является независимой: решение с отрицательной энергией
можно получить действием оператора частично-дырочной симметрии 𝒞𝑝ℎ = 𝜎𝑦𝜏𝑦𝒦, например
|∓𝐸1⟩ = 𝑖𝒞𝑝ℎ |±𝐸1⟩ . Назовем их сопряженными.

В отсутствие химического потенциала у гамильтониана есть симметрия
𝒮2 = 𝜎𝑦𝜏𝑥 = Θ ·Θ2, для которой 𝒮†

2𝐻𝒮2 = 𝐻. Для квазиклассических состояний получаем

𝒮2 |±𝐸1⟩ = |±𝐸1⟩ , 𝒮2 |±𝐸2⟩ = − |±𝐸2⟩ . (3.4)

Перепишем энергии состояний с учетом этого квантового числа

𝐸 = 𝑠1𝑣

√︃
𝑝2𝑥 +

(︂
∆

𝑣
+ 𝑠2𝐾𝑦

)︂2

, 𝒮2 |𝐸𝑖⟩ = 𝑠2 |𝐸𝑖⟩ , (3.5)

где 𝑠1,𝑠2 = ±1. При значении тока 𝑣𝐾𝑦 = ∆0 в объемном спектре появляется нулевое состояние,
то есть щель закрывается.

Траектории квазиклассических состояний задаются системой уравнений [10]:{︃
𝑟̇ = 𝜕𝑝𝐸 − 𝑝̇× (𝜕𝑝 ×𝒜) + (𝑟̇ · 𝜕𝑟)𝒜− 𝜕𝑝 (𝑎 · 𝑟̇)
𝑝̇ = −𝜕𝑟𝐸 + 𝑟̇ × (𝜕𝑟 × 𝑎)− (𝑝̇ · 𝜕𝑝)𝑎+ 𝜕𝑟 (𝒜 · 𝑝̇)

(3.6)

где r - координата, p -импульс волнового пакета, 𝒜(𝑟,𝑝) = ⟨𝑢(𝑟,𝑝)| 𝑖𝜕𝑝 |𝑢(𝑟,𝑝)⟩ ,
𝑎(𝑟,𝑝) = ⟨𝑢(𝑟,𝑝)| 𝑖𝜕𝑟 |𝑢(𝑟,𝑝)⟩ связности Берри. Усреднение берется по биспинорным частям со-
стояний, опуская при этом множитель 𝑒𝑖𝑝𝑟 плоской волны.

Рассмотрим движение поперек зазора. В случае нулевого химического потенциала 𝜇 мож-
но сделать унитарное преобразование |𝑢⟩ → 𝑒𝑖𝑓(𝑟,𝑝) |𝑢⟩ [6], после которого члены содержащие
связности 𝒜,𝑎 сокращаются. В этом случае квазиклассические уравнения упрощаются и для
спектра (3.5) имеют вид{︃

𝑥̇ = 𝑠1
𝑣2𝑝𝑥
𝐸
,

𝑝𝑥 = −𝑠1 (Δ(𝑥)+𝑠2𝐾𝑦𝑣)

𝐸

𝑑(Δ(𝑥)+𝑠2𝐾𝑦𝑣)

𝑑𝑥
,

⇒ 𝑥̈ = −
𝑣2 (∆(𝑥)±𝐾𝑦𝑣)

𝑑(Δ(𝑥)±𝐾𝑦𝑣)

𝑑𝑥

𝐸2
, (3.7)

где знак ” ± ” означает выбор ветви, “+” для |𝐸1⟩ и “−” для |𝐸2⟩. При этом уравнения дви-
жения 𝑥(𝑡) для состояний |𝐸𝑖⟩ и |−𝐸𝑖⟩ совпадают для фиксированного 𝑖. По этой причине в
дальнейших рассуждениях будем рассматривать движение волновых пакетов положительной
энергии |𝐸𝑖⟩ , 𝑖 = 1,2.
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Энергия 𝐸 является константой. Найдем ее значение в начальный момент времени:

𝐸 = 𝐸(𝑝𝑥 = 0,𝑥 = 0) = ±𝑣|𝐾𝑦| (3.8)

Перепишем уравнение движения, вводя эффективный потенциал 𝑈𝑒𝑓𝑓 (𝑥):

𝑥̈ = −𝜕𝑈𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑥
. (3.9)

𝑈𝑒𝑓𝑓 (𝑥) =
𝑣2 (∆(𝑥)±𝐾𝑦𝑣)

2

2𝐸2
=

(∆(𝑥)±𝐾𝑦𝑣)
2

2𝐾2
𝑦

=
(∆(𝑥) + 𝑠2𝐾𝑦𝑣)

2

2𝐾2
𝑦

, (3.10)

где в последнем равенстве мы восстановили знак 𝑠2. Таким образом, при нулевом химическом
потенциале (𝜇 = 0) уравнения динамики сводятся к уравнению Ньютона движения в эффек-
тивном потенциале 𝑈𝑒𝑓𝑓 (𝑥). На рис. 2.1 представлен график эффективного потенциала 𝑈𝑒𝑓𝑓 (𝑥).

Рис. 2: График эффективного потенциала 𝑈𝑒𝑓𝑓 (𝑥) =
(Δ(𝑥)+𝑠2𝑣𝐾𝑦)

2

2𝐾2
𝑦

, 𝑣𝐾𝑦 = 0.6∆0 и ∆(𝑥) для
профиля ∆(𝑥) = ∆0

𝑥√
𝑥2+𝜉2

. 𝑠2 = ±1 соответствует состояниям |𝐸1⟩ и |𝐸2⟩ соответственно.

Черная точка - майорановское состояние в начальный момент.

Отсюда следует, что сопряженные волновые пакеты |±𝐸1⟩ движутся в эффективном
потенциале 𝑈𝑒𝑓𝑓 (𝑥) (3.10), отвечающем значению параметра 𝑠2 = 1, в то время как состояния
|±𝐸2⟩ движутся в потенциале 𝑈𝑒𝑓𝑓 (𝑥) при 𝑠2 = −1.

Рассмотрим условие вылета волнового пакета из контакта при нулевой начальной ско-
рости. Для этого необходимо, чтобы значение эффективного потенциала вначале было больше
его значения на бесконечности 𝑈𝑒𝑓𝑓 (0) > 𝑈𝑒𝑓𝑓 (±∞)

𝑈𝑒𝑓𝑓 (0) =
𝑣2

2
, 𝑈𝑒𝑓𝑓 (∞) =

(∆(±∞)±𝐾𝑦𝑣)
2

2𝐾2
𝑦

, (3.11)

(︂
∆(±∞)

𝑣𝐾𝑦

± 1

)︂2

< 1. (3.12)

Так как ∆(±∞) = ±∆0, то условие вылета |𝐾𝑦| > Δ0

2𝑣
одинаково для ветвей

⃒⃒
𝐸1/2

⟩︀
, однако

пакеты вылетают в разные стороны. Найдем скорость, с которой состояние покидает контакт
𝑣𝑒𝑠𝑐𝑎𝑝𝑒. Воспользуемся законом сохранения квазиэнергии (3.10)

𝑥̇2

2
+

(∆(𝑥)±𝐾𝑦𝑣)
2

2𝐾2
𝑦

= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (3.13)
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Для скорости вылета получаем

𝑣𝑒𝑠𝑐𝑎𝑝𝑒 = 𝑣

√︃
∆0

𝑣|𝐾𝑦|

(︂
2− ∆0

𝑣|𝐾𝑦|

)︂
. (3.14)

Выражение под корнем положительно при значении тока 𝐾𝑦 больше порогового
|𝐾𝑦| > Δ0

2𝑣
.

Меняя значение 𝐾𝑦, можно влиять на скорость вылета частицы. При значении тока 𝐾𝑦

близком к пороговому, скорость вылета будет малой по сравнению со скоростью Ферми. Для
примера, скорость Ферми в топологическом изоляторе 𝑆𝑏2𝑇𝑒3 равна 𝑣 = 3.8 · 105 м/с [7].

Динамика при включении тока

Рассмотрим ситуацию, в которой сверхпроводящий ток 𝐾𝑦 вдоль контакта включается
мгновенно. В этом случае система меняется, из-за чего старые стационарные локализованные
состояния более не являются стационарными. В квазиклассическом приближении происходит
разложение на непрерывный спектр. Состояние начинает двигаться как волновой пакет со-
гласно уравнениям движения. Зададимся вопросом разложения локализованных состояния по
ветвям непрерывного спектра для получения дальнейшей динамики.

Каждое состояние андреевского спектра состоит из суперпозиции состояний
⃒⃒
𝜓1/2

⟩︀
(2.63).

Найдем разложение состояний
⃒⃒
𝜓1/2

⟩︀
(2.16) по волновым пакетам |1/2⟩ при включении тока 𝐾𝑦.

В случае нулевого химического потенциала
⃒⃒
𝜓1/2

⟩︀
имеют вид

|𝜓1⟩ =
1

2𝑁

⎛⎜⎜⎝
𝑖
𝑖
1
1

⎞⎟⎟⎠ exp

(︂
−
∫︁ 𝑥

0

∆(𝑥′)

𝑣
𝑑𝑥′
)︂

=
1

2

⎛⎜⎜⎝
𝑖
𝑖
1
1

⎞⎟⎟⎠𝜓1(𝑥),

|𝜓2⟩ =
1

2𝑁

⎛⎜⎜⎝
𝑖
−𝑖
−1
1

⎞⎟⎟⎠ exp

(︂
−
∫︁ 𝑥

0

∆(𝑥′)

𝑣
𝑑𝑥′
)︂

=
1

2

⎛⎜⎜⎝
𝑖
−𝑖
−1
1

⎞⎟⎟⎠𝜓2(𝑥).

(3.15)

Волновой пакет представляет собой набор плоских волн 𝑒𝑖𝑝𝑥𝑥. Запишем его в виде раз-
ложения по |𝐸𝑖,𝑝𝑥⟩:

|𝜓⟩𝑤𝑎𝑣𝑒 𝑝𝑎𝑐𝑘𝑒𝑡 =
∑︁
𝑖

∫︁
𝑑𝑝𝑥𝑎̃𝑖(𝑝𝑥) |𝐸𝑖,𝑝𝑥⟩ , (3.16)

где волновая функция состояний |𝐸𝑖⟩ имеет вид плоской волны 𝑒𝑖𝑝𝑥𝑥, 𝑎̃𝑖(𝑝𝑥) вес соответствую-
щего разложения, в который включен вклад от биспинорной части, а сумма ведется по квази-
классическим ветвям.

При поиске разложения
⃒⃒
𝜓1/2

⟩︀
нам будут нужны скалярные произведения ⟨𝐸𝑖|𝜓𝑗⟩. Они

факторизуется на биспинорную часть и волновую функцию

⟨𝐸𝑖,𝑝𝑥|𝜓𝑗⟩ = ⟨𝐸𝑖,𝑝𝑥|𝜓𝑗⟩𝑏𝑖𝑠𝑝𝑖𝑛𝑜𝑟
∫︁
𝜓*
𝐸𝑖,𝑝𝑥

(𝑥)𝜓𝑗(𝑥)𝑑𝑥, (3.17)

где 𝜓𝐸𝑖,𝑝𝑥(𝑥) ∼ 𝑒𝑖𝑝𝑥𝑥 волновая функция квазиклассического пакета. В этом случае вес состояний
𝑎𝑗,0(𝑝𝑥) задается формулой:

𝑎𝑗,0(𝑝𝑥) =

∫︁
𝜓*
𝐸𝑖,𝑝𝑥

(𝑥)𝜓𝑗(𝑥)𝑑𝑥, (3.18)

где первый индекс 𝑗 означает номер состояния |𝜓𝑗⟩, а второй индекс 𝑎𝑗,0(𝑝𝑥) обозначает импульс,
который дает максимальное значение, то есть центр волнового пакета при разложении состо-
яния |𝜓𝑗⟩. Так как волновые функции состояний

⃒⃒
𝜓1/2

⟩︀
при 𝜇 = 0 совпадают, опустим первый
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индекс 𝑎1,0(𝑝𝑥) = 𝑎2,0(𝑝𝑥) := 𝑎0(𝑝𝑥). В случае нулевого химического потенциала 𝑎0(𝑝𝑥) = 𝑎*0(−𝑝𝑥),
поэтому волновой пакет имеет нулевой средний импульс и размытие по импульсу порядка Δ0

𝑣
.

Найдем размер локализованного состояния для квазиклассического профиля ∆(𝑥). Возь-
мем для оценки профиль

|∆(𝑥)| = ∆0
𝑥√︀

𝑥2 + 𝑙2Δ
, 𝑙Δ ≫ 𝜉, (3.19)

где 𝑙Δ характерный масштаб длины профиля ∆(𝑥). Тогда

𝜓 ∼ exp

(︂
−
∫︁

∆(𝑥)

𝑣
𝑑𝑥

)︂
∼ exp

(︂
− 𝑥2

2𝑙Δ𝜉

)︂
. (3.20)

Получаем, что характерный масштаб затухания локализованного состояния равен
√
𝑙Δ𝜉. Срав-

ним его с 𝑙Δ и длиной когерентности 𝑙Δ ≫
√
𝑙Δ𝜉 ≫ 𝜉. По этой причине получившийся волновой

пакет будет локализован вблизи минимума ∆(𝑥).
Разложение состояний

⃒⃒
𝜓1/2

⟩︀
имеет вид

|𝜓1⟩ =
∫︁
𝑑𝑝𝑥𝑎0(𝑝𝑥)

1

2
{𝑢*1 (|𝐸1⟩ − |−𝐸1⟩) + |𝐸2⟩+ |−𝐸2⟩} , (3.21)

|𝜓2⟩ =
∫︁
𝑑𝑝𝑥𝑎0(𝑝𝑥)

1

2
{𝑢*1 (− |𝐸1⟩+ |−𝐸1⟩) + |𝐸2⟩+ |−𝐸2⟩} , (3.22)

где индекс 𝑎0(𝑝𝑥) обозначает импульс центра волнового пакета. При анализе вкладов вылетаю-
щих из контакта волновых пакетов нам будут важны именно модули весов разложения |𝑎0(𝑝𝑥)|.

Рассмотрим разложение нулевой моды. В случае нулевого химического потенциала имеет
место киральная симметрия Θ = 𝜎𝑧𝜏𝑧. Кроме того, в случае рассмотрения решения однородного
вдоль оси контакта, имеется приближенная киральная симметрия Θ2 = 𝜎𝑥𝜏𝑦. Так как нулевая
мода является собственной для операторов Θ,Θ2 : Θ |𝜓0⟩ = 𝒞 |𝜓0⟩ , Θ2 |𝜓0⟩ = − |𝜓0⟩, где 𝒞
обозначает киральность майорановского состояния, то она собственная и для
𝒮2 = ΘΘ2 : 𝒮2 |𝜓0⟩ = −𝒞 |𝜓0⟩. Поэтому она раскладывается только на состояния с таким
же собственным значением 𝒮2 (3.4). Это следует из того, что собственные числа равны ±1.
Разложение майорановского состояния с положительной киральностью имеет вид

|𝜓0⟩ = 𝜓0(𝑦) (|𝜓1⟩+ |𝜓2⟩) = 𝜓0(𝑦)

∫︁
𝑑𝑝𝑥𝑎0(𝑝𝑥) {|𝐸2⟩+ |−𝐸2⟩} . (3.23)

Аналогично для состояния с отрицательной киральностью получаем

|𝜓0⟩ = 𝜓0(𝑦) (|𝜓1⟩ − |𝜓2⟩) = −𝜓0(𝑦)

∫︁
𝑑𝑝𝑥𝑎0(𝑝𝑥)𝑢

*
1 {|𝐸1⟩ − |−𝐸1⟩} . (3.24)

Таким образом, майорановское состояние при включении тока раскладывается на ветви
|±𝐸𝑖⟩, где 𝑖 определяется киральностью нулевой моды. Поэтому майорановская квазичасти-
ца покинет вихрь в направлении, перпендикулярном контакту, как локализованный волновой
пакет с нулевой начальными координатой 𝑥(0) = 0 и нулевой начальной скоростью 𝑥̇(0) = 0.
Остальные же ненулевые состояния раскладываются на все четыре ветви. В результате ненуле-
вые состояния при включении тока 𝐾𝑦 распадаются на два волновых пакета, которые движутся
в противоположных направлениях перпендикулярно контакту. При этом волновые пакеты бу-
дут двигаться согласно уравнениям Ньютона в эффективном потенциале (3.10) и при вылете
будут иметь скорость 𝑣𝑒𝑠𝑐𝑎𝑝𝑒 (3.14). Отметим, что профиль волнового пакета вдоль зазора оста-
ется практически неизменным и совпадает с формой исходной волновой функции 𝜓(𝑦).

Отметим, что мы нашли распад и динамику (при включении тока 𝐾𝑦) квазичастичного
возбуждения 𝜓𝑑𝑖𝑠𝑐,𝑛 : 𝜓𝑑𝑖𝑠𝑐,𝑛 |0⟩ = |𝜓𝑑𝑖𝑠𝑐,𝑛⟩, которое задавало андреевский спектр. Чтобы найти
динамику полного многочастичного состояния |𝜓𝑑𝑖𝑠𝑐,𝑛⟩ при включении тока, нужно прибавить
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к нашему результату также распад на волновые пакеты старого основного состояния систе-
мы |0⟩𝐾𝑦=0 при резком включении тока 𝐾𝑦. Для получения волновых пакетов, получившихся
из возбуждения 𝜓𝑑𝑖𝑠𝑐,𝑛, нужно сравнить вылетающие пакеты для случая, когда состояние 𝑛
свободно и когда оно занято.

3.2 Конечный химический потенциал

Рассмотрим динамику майорановских состояний в случае ненулевого химического по-
тенциала, для которого нарушается киральная симметрия Θ = 𝜎𝑧𝜏𝑧. Как мы увидим далее,
нулевая мода может распасться на несколько волновых пакетов, которые продолжат движе-
ние в противоположных направлениях. Сначала напишем точные выражения для спектра и
уравнений движения, после чего в разделах 3.2.1 и 3.2.2 найдем разложения нулевой моды по
непрерывному спектру в случаях малого и большого химического потенциала.

Рассмотрим точные результаты, которые могут быть при учете химического потенциала
𝜇 и тока 𝐾𝑦 в квазиклассическом приближении. Энергии состояний задаются формулой

𝐸 = 𝑠1

√︂
∆2 + 𝜇2 + 𝑣2𝑝2𝑥 + 𝑣2𝐾2

𝑦 + 𝑠22𝑣
√︁
𝜇2𝑝2𝑥 +∆2𝐾2

𝑦 + 𝜇2𝐾2
𝑦 , (3.25)

где 𝑠1,𝑠2 = ±1, ∆ = ∆(𝑥). Обозначим квазиклассические состояния для соответствующих энер-
гий

|𝐸1⟩ = {𝑠1 = 1,𝑠2 = 1} , |−𝐸1⟩ = {𝑠1 = −1,𝑠2 = 1} ,
|𝐸2⟩ = {𝑠1 = 1,𝑠2 = −1} , |−𝐸2⟩ = {𝑠1 = −1,𝑠2 = −1} .

(3.26)

Напишем квазиклассические уравнения динамики в случае ненулевого химического по-
тенциала 𝜇

𝑣𝑥 =
𝜕𝐸

𝜕𝑝𝑥
= 𝑠1𝑣

2 𝑝𝑥
𝐸0

⎛⎝1 +
𝑠2𝜇

2

𝑣
√︁
𝜇2𝑝2𝑥 +𝐾2

𝑦 (∆
2 + 𝜇2)

⎞⎠ , (3.27)

𝑝𝑥 = −𝜕𝐸
𝜕𝑥

= −𝑠1
∆

𝐸0

𝑑∆

𝑑𝑥

⎛⎝1 +
𝑠2𝐾

2
𝑦𝑣√︁

𝜇2𝑝2𝑥 +𝐾2
𝑦 (∆

2 + 𝜇2)

⎞⎠ . (3.28)

При учете химического потенциала 𝜇 движение волновых пакетов уже не сводится к
закону Ньютона движения в эффективном потенциале.

Рассмотрим теперь квазиклассические состояния. При произвольных параметрах ∆,𝜇,𝑝𝑥,𝐾𝑦

квазиклассические собственные состояния гамильтониана (2.1) могут быть получены аналити-
чески, однако они имеют достаточно сложный и громоздкий вид. По этой причине мы огра-
ничимся лишь предельными случаями малого 𝜇 ≪ ∆0,𝐾𝑦 и большого 𝜇 ≫ ∆0,𝐾𝑦 химического
потенциала при поиске собственных состояний, а также разложении майорановского состояния
при включении тока 𝐾𝑦 для получения динамики.

3.2.1 Малый химический потенциал

Рассмотрим динамику состояний для малого химического потенциала 𝜇 ≪ ∆0. В этом
случае нулевая мода при включении тока 𝐾𝑦 может распасться на несколько квазичастиц, две
из которых покинут контакт в противоположных направлениях, а одна будет локализована
вблизи контакта.

Укажем систему, в которой состояние изначально локализовано в области, где химиче-
ский потенциал 𝜇 мал. Пусть ∆(𝑥) имеет характерную длину изменения 𝑙Δ. В этом случае состо-
яние имеет длину затухания

√
𝜉𝑙Δ. Иными словами, оно локализовано вблизи минимума ∆(𝑥)

(3.20), то есть внутри зазора, где химический потенциал 𝜇 равен значению в топологическом
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изоляторе 𝜇 = 𝜇𝑁 . При помощи внешних источников можно сделать 𝜇𝑁 малым 𝜇 = 𝜇𝑁 ≪ ∆0.
Иными словами в данной системе выполняется малость химического потенциала.

Будем работать в приближении 𝑣𝐾𝑦,∆0 ≫ |∆(r)|,𝜇,𝑣𝑝𝑥, а также считать химический
потенциал положительным.

Введем величину ∆𝐿 = (
√
𝜉𝑙Δ), которую мы будем называть локальным значением пара-

метра порядка ∆(𝑥). Она имеет смысл значения ∆(𝑥) на масштабе волновой функции. Анализ
показывает, что квазиклассические состояния в случае малого химического потенциала 𝜇≪ ∆0

сильно зависят от соотношения 𝜇 и ∆𝐿. Для простоты рассмотрим предельные случаи:

1. 𝜇≪ ∆𝐿. Этот режим был описан в разделе 3.1.

2. ∆0 ≫ 𝜇 ≫ ∆𝐿. Данный случай является промежуточным, между 𝜇 ≪ ∆𝐿 и 𝜇 ≫ ∆0.
Рассмотрим его в данном подразделе.

Режим 𝜇≫ ∆0 будет рассмотрен далее в подразделе 3.2.2.
Квазиклассические состояния с точностью до линейного порядка по 1

𝐾𝑦
имеют вид

|𝐸1⟩ =
1√︀

2(1 + 𝑢22)

⎛⎜⎜⎝
−𝑖𝑢2

𝑢2 − 𝑖𝑢2𝑝𝑥
𝐾𝑦

−𝑖− 𝑝𝑥
𝐾𝑦

1

⎞⎟⎟⎠ , |−𝐸1⟩ =
1√︀

2(1 + 𝑢21)

⎛⎜⎜⎝
−𝑖𝑢1

−𝑢1 + 𝑖𝑢1𝑝𝑥
𝐾𝑦

𝑖+ 𝑝𝑥
𝐾𝑦

1

⎞⎟⎟⎠ , (3.29)

|𝐸2⟩ =
1√︀

2(1 + 𝑢21)

⎛⎜⎜⎝
𝑖𝑢1

−𝑢1 + 𝑖𝑢1𝑝𝑥
𝐾𝑦

−𝑖− 𝑝𝑥
𝐾𝑦

1

⎞⎟⎟⎠ , |−𝐸2⟩ =
1√︀

2(1 + 𝑢22)

⎛⎜⎜⎝
𝑖𝑢2

𝑢2 − 𝑖𝑢2𝑝𝑥
𝐾𝑦

𝑖+ 𝑝𝑥
𝐾𝑦

1

⎞⎟⎟⎠ , (3.30)

где 𝑢1/2 =

√
Δ2+𝜇2±𝜇

Δ
, а энергии соответствующих состояний были определены выше (3.26).

Так как мы предполагаем, что параметр порядка ∆(𝑥) мал на масштабе волновой функции
∆𝐿 ≪ 𝜇, то им можно пренебречь при поиске разложения локализованных состояний. В этом
случае квазиклассические состояния задаются формулами

|𝐸1⟩ =
1√
2

⎛⎜⎜⎝
0
0

−𝑖− 𝑝𝑥
𝐾𝑦

1

⎞⎟⎟⎠ , |−𝐸1⟩ =
1√
2

⎛⎜⎜⎝
−𝑖

−1 + 𝑖𝑝𝑥
𝐾𝑦

0
0

⎞⎟⎟⎠ , (3.31)

|𝐸2⟩ =
1√
2

⎛⎜⎜⎝
𝑖

−1 + 𝑖𝑝𝑥
𝐾𝑦

0
0

⎞⎟⎟⎠ , |−𝐸2⟩ =
1√
2

⎛⎜⎜⎝
0
0

𝑖+ 𝑝𝑥
𝐾𝑦

1

⎞⎟⎟⎠ . (3.32)

Найдем разложение состояний
⃒⃒
𝜓1/2

⟩︀
(2.16) при включении тока 𝐾𝑦. В силу наличия у

локализованных состояний множителя 𝜓 ∼ 𝑒±𝑖𝜇
𝑣
𝑥 при разложении волновые пакеты будут иметь

начальный импульс ±𝜇
𝑣
. В этом случае вес квазиклассических состояний имеет вид

𝑎1/2,±𝜇
𝑣
(𝑝𝑥)𝑑𝑝𝑥 =

∫︁
𝜓*
𝐸𝑖,𝑝𝑥

(𝑥)𝜓1/2(𝑥)𝑑𝑥, (3.33)

где индексы сопоставляются следующим образом: “+” отвечает индексу ”1”, а “−” - индексу
”2”. Второй индекс ±𝜇

𝑣
обозначает импульс центра волнового пакета при разложении.

Разложение состояний
⃒⃒
𝜓1/2

⟩︀
(2.16) по квазиклассическим состояниям в случае

∆𝐿 ≪ 𝜇≪ ∆0 задается формулами
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|𝜓1⟩ =
∫︁
𝑑𝑝𝑥𝑎1,𝜇

𝑣
(𝑝𝑥)

1

2
√
2

(︂(︂
1 + 𝑖− 𝜇

𝑣𝐾𝑦

)︂
|𝐸1⟩+

(︂
−1− 𝑖+

𝜇

𝑣𝐾𝑦

)︂
|−𝐸1⟩+

+

(︂
1− 𝑖+

𝜇

𝑣𝐾𝑦

)︂
|𝐸2⟩+

(︂
1− 𝑖+

𝜇

𝑣𝐾𝑦

)︂
|−𝐸2⟩

)︂
,

(3.34)

|𝜓2⟩ =
∫︁
𝑑𝑝𝑥𝑎2,−𝜇

𝑣
(𝑝𝑥)

1

2
√
2

(︂(︂
1− 𝑖− 𝜇

𝑣𝐾𝑦

)︂
|𝐸1⟩+

(︂
−1 + 𝑖+

𝜇

𝑣𝐾𝑦

)︂
|−𝐸1⟩+

+

(︂
1 + 𝑖+

𝜇

𝑣𝐾𝑦

)︂
|𝐸2⟩+

(︂
1 + 𝑖+

𝜇

𝑣𝐾𝑦

)︂
|−𝐸2⟩

)︂
.

(3.35)

Получаем, что каждое из решений
⃒⃒
𝜓1/2

⟩︀
, из суперпозиции которых состоит дискрет-

ный спектр, при включении тока 𝐾𝑦 раскладывается на все четыре квазиклассические ветви с
примерно одинаковым весом.

Для понимания дальнейшей динамики приведем траектории волновых пакетов
⃒⃒
𝐸1/2

⟩︀
на

плоскости (𝑥,𝑝𝑥) рис. 3.

Рис. 3: Изоэнергетические кривые для различных значений 𝐾𝑦,𝜇, 𝑠1 = 1 для профиля
∆(𝑥) = ∆0

𝑥√
𝜉2+𝑥2

. 𝑠2 = ±1 соответствует состояниям |𝐸1⟩ и |𝐸2⟩ соответственно.

Рассмотрим разложение |𝜓1⟩ при включении тока 𝐾𝑦. В случае, когда значение тока 𝐾𝑦

меньше порогового значения, равного Δ0

2𝑣
(3.12) при 𝜇 = 0, оба волновых пакета |𝐸1⟩ и |𝐸2⟩

не смогут уйти на бесконечность (синяя и зеленая кривые). Таким образом, состояние |𝜓1⟩
останется локализованным вблизи контакта.

При значении тока 𝐾𝑦 больше порогового траектория |𝐸2⟩ станет инфинитной (красная
кривая), в то время как волновой пакет |𝐸1⟩ не сможет покинуть контакт (оранжевая кривая).
В этом режиме состояние |𝜓1⟩ распадется на две квазичастицы с примерно одинаковым весом.
Одна из них уйдет на бесконечность 𝑥 → +∞, а вторая останется локализованной в области
контакта.

Направление движения вылетающей частицы (красная кривая) зависит от начального
импульса. В случае положительного импульса частица полетит в направлении 𝑥→ +∞, а при
отрицательном значении - в противоположном направлении. Для состояния |𝜓2⟩ начальный
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импульс будет отрицательным, поэтому соответствующий волновой пакет |𝐸2⟩ покинет контакт
в направлении 𝑥→ −∞.

Майорановское состояние представляет собой суперпозицию состояний
⃒⃒
𝜓1/2

⟩︀
, то есть

|𝜓0⟩ = (|𝜓1⟩+ |𝜓2⟩)𝜓0(𝑦), где 𝜓0(𝑦) волновая функция по оси 𝑦 майорановского состояния, ко-
торая представляет собой 𝜓0(𝑦) ∼ 𝑒−𝑦2/𝜆2

𝐻 . Этот профиль слабо меняется в процессе выхода
квазичастицы из контакта. Таким образом, при включении тока 𝐾𝑦 больше порогового значе-
ния нулевая мода распадется на три квазичастицы с примерно одинаковым весом. Одна оста-
нется локализованной в области контакта, а две другие полетят перпендикулярно контакту в
противоположных направлениях.

Приведем скорость вылетающих частиц в рассматриваемом режиме, то есть в режиме,
в котором в начальный момент времени частица локализована внутри зазора, где химический
потенциал 𝜇 и параметр порядка ∆(𝑥) малы. Для простоты рассмотрим случай большого тока
и химического потенциала в сверхпроводниках 𝑣𝐾𝑦,𝜇𝑆 ≫ ∆0. Для получения скорости вылета
используем закон сохранения энергии (3.25), а также выражение для скорости (3.27). В главном
порядке получаем

𝑣𝑒𝑠𝑐𝑎𝑝𝑒 = 𝑣

√︀
𝜇𝑆(2𝑣𝐾𝑦 + 𝜇𝑆) (𝑣𝐾𝑦 + 2𝜇𝑆)

𝑣𝐾𝑦(𝑣𝐾𝑦 + 𝜇𝑆)
. (3.36)

Применимость квазиклассического приближения

Прямым вычислением связностей 𝒜,𝑎 из выражения для квазиклассической динамики
(3.6) можно удостовериться, что в случае химического потенциала 𝜇 много больше ∆𝐿, вклад
членов 𝒜,𝑎 мал, поэтому ими можно пренебречь при рассмотрении динамики.

В случае нулевого химического потенциала щель в спектре (3.25) между ветвями 𝐸1 и
𝐸2 пропадает. По этой причине могут происходить переходы Ландау–Зенера [11]. В разделе 3.1
(𝜇 = 0) эти переходы были учтены при помощи переобозначения соответствующих состояний
для ∆(𝑥) < 0 и ∆(𝑥) > 0. Напротив, в ситуации, в которой 𝜇 ≫ ∆𝐿, подобные переходы
практически не осуществляются и ими можно пренебречь. Как следствие, состояния |𝐸1⟩ не
смогут перейти на другие ветви, чтобы покинуть контакт.

3.2.2 Большой химический потенциал

Рассмотрим динамику майорановского состояния для большого химического потенциала
𝜇 ≫ ∆0 при включении тока 𝐾𝑦. Это так называемый Андреевский предел. В этом случае
нулевая мода может распасться на четыре квазичастицы. Первая пара полетит в направлении
𝑥→ +∞, а вторая пара – в противоположном направлении.

В силу наличия у локализованных состояний (2.38) множителя 𝑒±
𝑖𝜇𝑥
𝑣 , разложение при

включении тока будет происходить на волновые пакеты с начальным импульсом ±𝜇
𝑣
, который

много больше обратной длины когерентности 1
𝜉
. Поэтому в данном режиме квазиклассическое

приближение применимо и для профиля ∆(𝑥), характерный масштаб которого равен длине
когерентности 𝜉 = Δ0

𝑣
.

Приведем физическую систему, в которой может реализоваться данный режим. Пусть
есть контакт шириной 𝑊 ≪ 𝜉 (Рис. 1). Длина изменения профиля ∆(𝑥), как и длина затухания
волновой функции, равна 𝜉. В этом случае состояние локализовано внутри сверхпроводника, где
химический потенциал 𝜇 равен значению в сверхпроводнике 𝜇𝑆, который мы считаем большим
𝜇𝑆 ≫ ∆0. В силу этого будем считать химический потенциал однородным и равным 𝜇 = 𝜇𝑆.

Будем работать в приближении 𝑝𝑥𝑣 ∼ 𝜇 ≫ ∆0,𝑣𝐾𝑦, а также считать химический потен-
циал 𝜇 положительным. Квазиклассические состояния с точностью до первого порядка по 1

𝜇

задаются формулами
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|𝐸1⟩ =

⎛⎜⎜⎜⎝
− Δ

4𝜇
𝑠𝑥

Δ
4𝜇

−𝑠𝑥 − 𝑖𝑣𝐾𝑦

𝜇

1

⎞⎟⎟⎟⎠ , |−𝐸1⟩ =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑠𝑥 − 2𝑖𝑣𝐾𝑦

𝜇

−1 + 𝑖𝑣𝐾𝑦

𝜇
𝑠𝑥

− Δ
4𝜇
𝑠𝑥

Δ
4𝜇

⎞⎟⎟⎟⎠ , (3.37)

|𝐸2⟩ =
1√
2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

(︁
1 +

𝑣2𝐾2
𝑦

4𝜇Δ

)︁
𝑠𝑥

1 + 𝑣2𝐾2
4𝜇Δ

+ 𝑖𝑣𝐾𝑦

𝜇
𝑠𝑥

𝑖𝑣𝐾𝑦

𝜇
+
(︁
1− 𝑣2𝐾2

𝑦

4𝜇Δ

)︁
𝑠𝑥

1− 𝑣2𝐾2
𝑦

4𝜇Δ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , |−𝐸2⟩ =
1√
2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

(︁
−1 +

𝑣2𝐾2
𝑦

4𝜇Δ

)︁
𝑠𝑥

−1 +
𝑣2𝐾2

𝑦

4𝜇Δ
− 𝑖𝑣𝐾𝑦

𝜇
𝑠𝑥

𝑖𝑣𝐾𝑦

𝜇
+
(︁
1 +

𝑣2𝐾2
𝑦

4𝜇Δ

)︁
𝑠𝑥

1 +
𝑣2𝐾2

𝑦

4𝜇Δ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (3.38)

где 𝑠𝑥 = 𝑣𝑝𝑥
𝜇

.
Найдем разложение

⃒⃒
𝜓1/2

⟩︀
(2.16). В силу того, что состояния

⃒⃒
𝜓1/2

⟩︀
локализованы на

масштабе 𝜉, разложение на квазиклассические волновые пакеты будет происходить при разных
значениях ∆(𝑥), то есть при включении тока получится протяженный по координате волновой
пакет. В этом случае волновой пакет можно представить в виде

|𝜓⟩𝑤𝑎𝑣𝑒 𝑝𝑎𝑐𝑘𝑒𝑡 =
∑︁
𝑖

∫︁
𝑑𝑝𝑥𝑑𝑥𝑎̃𝑖(𝑝𝑥,𝑥) |𝐸𝑖,𝑝𝑥,𝑥⟩ , (3.39)

где интегрирование ведется по волновым пакетам с координатой центра пакета 𝑥 и шириной
пакета 𝑑𝑥, 𝑎̃𝑖(𝑝𝑥,𝑥) соответствующий вес разложения (включая биспинорную часть). Введем вес
𝑎1/2,±𝜇

𝑣
(𝑝𝑥,𝑥) для протяженного волнового пакета, полученного из

⃒⃒
𝜓1/2

⟩︀
:

𝑎1/2,±𝜇
𝑣
(𝑝𝑥,𝑥) =

∫︁
𝜓*
𝐸𝑖,𝑝𝑥

(𝑥,𝑥1)𝜓1/2(𝑥1)𝑑𝑥1. (3.40)

где 𝜓*
𝐸𝑖,𝑝𝑥

(𝑥,𝑥1) волновая функция квазиклассического состояния с импульсом 𝑝𝑥 и координатой
центра пакета 𝑥, а индекс ±𝜇

𝑣
соответствует импульсу центра волнового пакета. Тогда для

разложения
⃒⃒
𝜓1/2

⟩︀
верно

|𝜓1⟩ =
∫︁
𝑑𝑝𝑥𝑎1,𝜇

𝑣
(𝑝𝑥,𝑥)𝑑𝑥 ·

1√
2

(︂
𝑖𝑣𝐾𝑦√
2𝜇

|𝐸1⟩ −
𝑣𝐾𝑦√
2𝜇

|−𝐸1⟩+

+

(︃
(1 + 𝑖)−

(︀
1
4
− 𝑖

4

)︀ (︀
𝑣2𝐾2

𝑦 − 2∆𝑣𝐾𝑦

)︀
∆𝜇

)︃
|𝐸2⟩+

(︃
(1− 𝑖) +

(︀
1
4
+ 𝑖

4

)︀ (︀
𝑣2𝐾2

𝑦 − 2∆𝑣𝐾𝑦

)︀
∆𝜇

)︃
|−𝐸2⟩

)︂
,

(3.41)

|𝜓2⟩ =
∫︁
𝑑𝑝𝑥𝑎2,−𝜇

𝑣
(𝑝𝑥,𝑥)𝑑𝑥 ·

1√
2

(︂
−𝑖𝑣𝐾𝑦√

2𝜇
|𝐸1⟩ −

𝑣𝐾𝑦√
2𝜇

|−𝐸1⟩+

+

(︃
(1− 𝑖)−

(︀
1
4
+ 𝑖

4

)︀ (︀
𝑣2𝐾2

𝑦 − 2∆𝑣𝐾𝑦

)︀
∆𝜇

)︃
|𝐸2⟩+

(︃
(1 + 𝑖) +

(︀
1
4
− 𝑖

4

)︀ (︀
𝑣2𝐾2

𝑦 − 2∆𝑣𝐾𝑦

)︀
∆𝜇

)︃
|−𝐸2⟩

)︂
.

(3.42)
Получили, что при большом химическом потенциале 𝜇 ≫ 𝑣𝐾𝑦,∆0, разложение |𝜓1⟩ про-

исходит на волновой пакет |±𝐸2⟩ и с небольшим весом на волновой пакет |±𝐸1⟩, при этом
начальный импульс каждого волнового пакета равен 𝜇

𝑣
. Аналогичное представление имеет ме-

сто для |𝜓2⟩,в котором состояние раскладывается на волновые пакеты с начальным импульсом
−𝜇

𝑣
. Майорановское состояние |𝜓0⟩ = (|𝜓1⟩+ |𝜓2⟩)𝜓0(𝑦) представляет собой суперпозицию этих

пакетов. Отметим также, что при достаточно большом значении тока 𝐾𝑦 ∼ 𝜇, вклад состояний
|±𝐸1⟩ не будет мал.
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Рис. 4: Изоэнергетические кривые для различных значений 𝐾𝑦,𝜇, 𝑠1 = 1 для профиля
∆(𝑥) = ∆0

𝑥√
𝜉2+𝑥2

. 𝑠2 = ±1 соответствует состояниям |𝐸1⟩ и |𝐸2⟩ соответственно.

Для понимания дальнейшей динамики волновых пакетов представим изоэнергетические
траектории на (𝑥,𝑝𝑥) плоскости, где энергия выражается формулой (3.25).

На риc. 4 представлены изоэнергетические траектории для различных значений тока 𝐾𝑦

и химического потенциала 𝜇 для ветвей
⃒⃒
𝐸1/2

⟩︀
. Рассмотрим разложение |𝜓1⟩ . При значении

тока 𝐾𝑦 меньше порогового, который из численного счета примерно равен 𝜇, волновой пакет
|𝐸2⟩ (зеленая кривая) не сможет уйти на бесконечность, в то время как траектория |𝐸1⟩ (синяя
кривая) будет инфинитной. Следовательно, состояние |𝜓1⟩ разложится на две квазичастицы,
которым отвечают локализованные волновые пакеты. Первая квазичастица, которой соответ-
ствует волновой пакет |𝐸2⟩, будет все время локализована в области контакта, а вторая, которой
соответствует волновой пакет |𝐸1⟩, покинет его. Знак начального импульса покинувшей квази-
частицы 𝑝𝑖𝑛𝑖𝑡 =

𝜇
𝑣
, также задает направление конечного движения. В случае положительного

импульса частица полетит к 𝑥→ +∞, а при отрицательном - в противоположную сторону.
Рассмотрим теперь динамику волновых пакетов при значении тока 𝐾𝑦 больше порогово-

го. В этом случае обе квазичастицы (оранжевая и красная кривые) покинут контакт в одном
направлении 𝑥 → ∞. Конечные импульсы квазичастиц в этом случае будут различаться на
величину порядка Δ2

0

𝑣𝜇
. Это различие мало в случае 𝜇≫ ∆0.

Аналогично можно получить динамику квазичастиц, полученных из состояния |𝜓2⟩, на-
чальный импульс которых равен −𝜇

𝑣
. В этом случае квазичастицы будут покидать контакт в

направлении 𝑥→ −∞.
Майорановское состояние представляет собой суперпозицию состояний

⃒⃒
𝜓1/2

⟩︀
, поэтому

при включении тока больше порогового значения происходит разложение на четыре квазича-
стицы, две из которых полетят в направлении 𝑥→ ∞, а две другие - в противоположном.

Приведем скорость вылета частицы. В рассматриваемом режиме мы считаем химический
потенциал большим 𝜇 = 𝜇𝑆 ≫ ∆0. По этой причине можно считать импульс 𝑝𝑥 вылетающих
пакетов примерно равным 𝜇𝑆. Используя (3.25), а также (3.27), получим для скорости вылета
в случае 𝐾𝑦 ≫ ∆0

𝑣𝑒𝑠𝑐𝑎𝑝𝑒=𝑣
𝜇√︀

𝑣2𝐾2
𝑦 + 𝜇2

. (3.43)

Отличие от случая малого химического потенциала (3.36) в том, что в рассматриваемом режиме
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состояние изначально локализовано в сверхпроводнике, тогда как в разделе 3.2.1 рассматри-
вался случай локализации внутри зазора.

Прямым вычислением связностей 𝒜,𝑎 из выражения для квазиклассической динамики
(3.6) можно удостовериться, что в случае большого химического потенциала 𝜇 ≫ ∆0 , вклад
членов 𝒜,𝑎 мал, поэтому ими можно пренебречь при рассмотрении динамики. В рассматрива-
емом случае динамика происходит при больших импульсах 𝑣𝑝𝑥 ∼ 𝜇𝑆 ≫ ∆0. По этой причине
траектории частиц лежат далеко от дна зоны (щели) и движение можно считать классическим.

3.3 Движение частицы вдоль контакта

Рассмотрим динамику состояния при мгновенном изменении фаз одного из сверхпро-
водников. В этом случае движение происходит вдоль контакта, которое можно описать при
помощи эффективного потенциала.

Пусть контакт находится в магнитном поле 𝐻(𝑦), характерный масштаб изменения ко-
торого много больше длины когерентности 𝜉, что необходимо для использования теории воз-
мущений в разделе 2. Гамильтониан движения вдоль зазора в базисе

⃒⃒
𝜓1/2

⟩︀
имеет вид (2.55)

𝐻𝑒𝑓𝑓 = −𝑣𝑝𝑦𝑓𝑦 +∆0
𝛿𝜙(𝑦)

2
𝑓𝑥, 𝛿𝜙(𝑦) = 𝛿𝜙(0) +

∫︁ 𝑦

0

𝛾(𝑦′)𝑑𝑦, (3.44)

где 𝑓 матрицы паули в базисе состояний
⃒⃒
𝜓1/2

⟩︀
, 𝛾(𝑦) = (2𝜆𝐿 +𝑊 )𝐻(𝑦) 2𝜋

Φ0
. Квазиклассический

спектр имеет вид

𝐸 = ±
√︂
𝑣2𝑝2𝑦 +∆2

0

𝛿𝜙2(𝑦)

4
. (3.45)

Отметим, что в силу совпадения матричной структуры эффективных гамильтонианов дви-
жения вдоль зазора 𝐻𝑒𝑓𝑓 для случая 𝜇 = 0, 𝐾𝑦 ̸= 0 (2.55), а также случая 𝜇 ̸= 0, 𝐾𝑦 = 0
(2.25), в котором гамильтониан записан в повернутом базисе

⃒⃒
𝜓1/2

⟩︀
, квазиклассический спектр

и уравнения движения окажутся идентичными.
Напишем квазиклассические уравнения движения:{︃

𝑦̇ = 𝜕𝐸
𝜕𝑝𝑦

= 𝑣2𝑝𝑦
𝐸
,

𝑝𝑦 = −𝜕𝐸
𝜕𝑦

= −Δ2
0𝛿𝜙(𝑦)

4𝐸
𝑑𝛿𝜙(𝑦)

𝑑𝑦
.

(3.46)

В этом случае динамику можно описать в виде уравнения Ньютона с эффективным
потенциалом

𝑦 = −∆2
0𝑣

2𝛿𝜙(𝑦)

4𝐸2

𝑑𝛿𝜙(𝑦)

𝑑𝑦
= − 𝑑

𝑑𝑦

(︂
∆2

0𝑣
2𝛿𝜙2(𝑦)

8𝐸2

)︂
= −𝑑𝑈𝑒𝑓𝑓 (𝑦)

𝑑𝑦
. (3.47)

Рассмотрим резкое изменение фазы сверхпроводника на 𝛿𝜙0. В результате этого волновая
функция состояния “окажется” сдвинута относительно минимума потенциала на расстояние
𝑦0 =

𝜙0

𝛾
. Частица начнет двигаться в эффективном потенциале

𝑦 = −𝑑𝑈𝑒𝑓𝑓

𝑑𝑦
, 𝑈𝑒𝑓𝑓 =

∆2
0𝑣

2𝛿𝜙2(𝑦)

8𝐸2
0

, 𝐸2
0 = ∆2

0

𝛿𝜙2
0

4
(3.48)

с начальным условием

𝑦̇(0) = 0, 𝑦(0) = 𝑦0. (3.49)

Мы не вычисляем в рассматриваемом режиме разложение локализованного состояния по ква-
зиклассическому спектру при изменении фазу, так как квазиклассические волновые пакеты
имеют одинаковый закон движения и эффективный потенциал.

В случае однородного магнитного поля 𝐻 эффективный потенциал 𝑈𝑒𝑓𝑓 приобретает
параболическую форму

29



𝑈𝑒𝑓𝑓 =
∆2

0𝑣
2𝛾2𝑦2

8𝐸2
0

. (3.50)

Получаем, что движения частицы будет осцилляторным периодическим.
Найдем максимальную скорость движения. Согласно уравнению (3.48), есть сохраняю-

щаяся величина квазиэнергия

𝑦̇2

2
+

∆2
0𝑣

2𝛿𝜙2(𝑦)

8𝐸2
0

= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (3.51)

Подставляя начальную точку, получаем уравнение на максимальную скорость в точке
𝛿𝜙 = 0

𝑦̇2

2
=

∆2
0𝑣

2𝛿𝜙2
0

8𝐸2
0

⇒ 𝑦̇ = 𝑣. (3.52)

Максимальная скорость не зависит от изменения фазы.
Получили, что при изменении фазы одного из сверхпроводников, локализованное состо-

яние начнет двигаться внутри зазора согласно уравнениям Ньютона с эффективным потенци-
алом 𝑈𝑒𝑓𝑓 . Этот результат будет верен и при конечном химическом потенциале 𝜇.
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4 Результаты и обсуждение

В работе теоретически исследовалось влияние сверхпроводящего тока на состояния в
вихрях в топологическом джозефсоновском контакте. Был рассмотрен режим постоянного тока,
а также динамика состояний при резком его включении.

В ходе работы были получены следующие результаты:
Получен спектр и волновые функции локализованных состояний для двух предельных

случаев: при конечном химическом потенциале в отсутствие сверхпроводящего тока и при ко-
нечном токе, текущем вдоль зазора, в отсутствие химического потенциала. Показано, что в
присутствии тока при 𝜇 = 0 андреевские состояния обретают множитель 𝑒𝐾𝑦𝑥. При этом они
сначала деформируются анизотропным образом, а при превышении импульсом куперовских
пар 𝐾𝑦 значения Δ0

𝑣
делокализуются. Направление делокализации майорановского состояния

зависит от его киральности.
Рассмотрено влияние тока, текущего через контакт (перпендикулярно зазору), на про-

дольные волновые функции майорановских состояний. Ток в данном направлении можно по-
лучить, изменив фазы сверхпроводников. В случае однородного магнитного поля учет допол-
нительной фазы приводит к смещению вдоль контакта всей цепочки джозефсоновских вихрей,
оставляя при этом профиль волновых функций неизменным. В режиме, в котором магнитное
поле локализовано в малой области пространства (дельта-образный профиль), изменение фазы
сверхпроводников приводит сначала к деформации, а при значении тока большем порогового, -
делокализации майорановского состояния. При этом ток делокализации в данном случае значи-
тельно меньше Δ0

𝑣
и определяется характеристиками джозефсоновского контакта и величиной

магнитного поля.
Рассмотрена динамика локализованных состояний при резком включении тока 𝐾:
В случае продольного тока при 𝜇 = 0 было показано, что вследствие наличия киральной

симметрии Θ майорановское состояние покидает контакт как локализованный волновой пакет,
направление движения которого зависит от киральности состояния. В то же время ненуле-
вые состояния распадаются на два волновых пакета, распространяющиеся в противоположных
направлениях. Движение квазичастичных волновых пакетов происходит в направлении пер-
пендикулярном зазору. Его можно описать при помощи эффективного потенциала.

Рассмотрена динамика нулевых мод при конечном химическом потенциале (в отсутствие
киральной симметрии Θ) при приложении продольного тока. Для описания движения были
использованы изоэнергетические кривые. В рассматриваемом случае есть три характерных ре-
жима: 𝜇 ≪ ∆𝐿, ∆0 ≫ 𝜇 ≫ ∆𝐿, 𝜇 ≫ ∆0. При 𝜇 ≪ ∆𝐿 динамика аналогична случаю нулевого
химического потенциала. В режиме малого химического потенциала ∆0 ≫ 𝜇≫ ∆𝐿 майоранов-
ское состояние может покинуть контакт только при значении тока больше порогового. В этом
случае состояние распадется на 3 квазичастицы: две из них будут двигаться в противополож-
ных направлениях перпендикулярно контакту в виде волновых пакетов, а третья - останется
локализованной в области контакта. Вес квазичастиц будет примерно одинаковым.

В режиме большого химического потенциала 𝜇 ≫ ∆0 также существует пороговое зна-
чение тока, которое можно определить из численного счета. При токе, меньшем порогового,
майорановское состояние распадается на три квазичастицы аналогично предыдущему случаю
∆0 ≫ 𝜇 ≫ ∆𝐿. При этом если 𝑣𝐾𝑦 ≪ 𝜇, то вес вылетающих волновых пакетов мал. В слу-
чае, если ток превышает пороговое значение, майорановское состояние распадается на четыре
волновых пакета: одна пара движется в одну сторону, вторая - в противоположную.

Рассмотрена динамика локализованных состояний при включении тока, текущего через
контакт, в случае неоднородного магнитного поля. В этом случае движение происходит вдоль
зазора, и его можно описать эффективным потенциалом.

В дальнейшей работе планируется исследовать движение частиц вдоль оси зазора при
включении продольного тока и наличии конечного химического потенциала.

Также остается открытым для дальнейшего обсуждения вопрос, как сверхпроводящий
ток влияет на квантовое состояние майорановской моды. В частности, представляет интерес
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возможность реализации с его помощью взаимного переплетения майорановских состояний
(операция braiding).

Как показывает анализ, при локализации магнитного поля в малой области с продоль-
ным размером меньше 𝜆𝐻 (дельта-образный профиль), среди локализованных вблизи нее состо-
яний останется только нулевая мода. Такая конфигурация позволяет отделить майорановское
состояние от остального андреевского спектра.

На основе полученных результатов может быть предложен метод экспериментального
изучения свойств майорановских состояний, основанный на исследовании вылетающих волно-
вых пакетов посредством туннельной спектроскопии. В частности, анализ пространственного
профиля волнового пакета по оси 𝑦 позволяет восстановить исходное состояние. За счет регули-
рования сверхпроводящего тока вылетающим квазичастицам можно придать скорость (3.14),
много меньшую скорости Ферми 𝑣, что делает экспериментальную регистрацию более доступ-
ной.
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