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I. ÒÅÎÐÈß ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ ÏÐÈ ÍÀËÈ×ÈÈ
ÐÅÇÎÍÀÍÑÎÂ

Â ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ êîíòåêñòàõ âñòðå÷àþòñÿ
çàäà÷è, ñîäåðæàùèå îäèí èëè íåñêîëüêî ìàëûõ ïàðà-
ìåòðîâ. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó-
÷àé, êîãäà â çàäà÷å èìååòñÿ îäèí ìàëûé ïàðàìåòð, êî-
òîðûé ìû îáîçíà÷àåì ε. Îñîáåííî èíòåðåñåí ñëó÷àé,
êîãäà ðåøåíèå çàäà÷è ïðè ε = 0 èçâåñòíî. Òîãäà ðåøå-
íèå èñõîäíîé çàäà÷è ìîæíî ñòðîèòü â âèäå ðàçëîæå-
íèÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ε, òàêîå ðàçëîæåíèå íàçûâà-
åòñÿ òåîðèåé âîçìóùåíèé. Íàïðèìåð, â ðàìêàõ òåîðèè
âîçìóùåíèé ìîæíî îáû÷íî ðàññìàòðèâàòü âçàèìîäåé-
ñòâèå èçëó÷åíèÿ ñ âåùåñòâîì.
Åñëè ìû ðåøàåì îáû÷íûå (àëãåáðàè÷åñêèå èëè

òðàíñöåíäåíòíûå) óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèå ìàëûé ïà-
ðàìåòð ε, òî êîíå÷íûé ðåçóëüòàò ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò
íåâîçìóùåííîãî (òî åñòü ïîëó÷àþùåãîñÿ ïðè ε = 0)
ðåøåíèÿ x0. Êàê ïðàâèëî, îòêëîíåíèå òî÷íîãî ðåøå-
íèÿ îò ðåøåíèÿ íåâîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ (òî åñòü
óðàâíåíèÿ, â êîòîðîì ε ïîëîæåí ðàâíûì íóëþ) ïîëó-
÷àåòñÿ â âèäå ðÿäà ïî ε. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýòîãî ðÿäà
ìîæíî èñïîëüçîâàòü èòåðàöèîííûé ïðîöåññ. Ñ ýòîé
öåëüþ â ÷ëåíû, ïðîïîðöèîíàëüíûå ε, ïîäñòàâëÿåòñÿ
çíà÷åíèå x0, ïîñëå ÷åãî íàõîäèòñÿ ïîïðàâêà x1 ê x0.
Äàëåå óòî÷íåííîå çíà÷åíèå x0 + x1 ïîäñòàâëÿåòñÿ â
÷ëåíû, ïðîïîðöèîíàëüíûå ε, è íàõîäèòñÿ ïîïðàâêà x2.
Ïðîäîëæàÿ ýòó ïðîöåäóðó, ìû íàõîäèì ðàçëîæåíèå
ïî ε òî÷íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x = x0+x1+x2+ . . . .

• Íàéòè ïåðâûå äâå ïîïðàâêè ïî ε ê íåâîçìóùåí-
íîìó ðåøåíèþ x0 = 1 óðàâíåíèÿ x2 − 1 = εx.
Ñðàâíèòå ðåçóëüòàò ñ òî÷íûì ðåøåíèåì.

Åñëè âîçìóùåíèå ïðîèñõîäèò â òî÷êå âûðîæäåíèÿ
(êîãäà íåñêîëüêî ðåøåíèé íåâîçìóùåííîãî óðàâíå-
íèÿ ñîâïàäàþò), òî ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ ìîæåò ïðî-
èñõîäèòü ïî íåöåëûì ñòåïåíÿì ε. Íàïðèìåð, ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (x − 1)2 = ε èìåþò âèä x1,2 = 1 ±

√
ε. Îä-

íàêî äàæå â ýòèõ âûðîæäåííûõ ñëó÷àÿõ ðåøåíèå âîç-
ìóùåííîãî óðàâíåíèÿ ïðè ìàëûõ ε áëèçêî ê ðåøåíèþ
íåâîçìóùåííîãî.

• Íàéòè ïåðâûå äâå ïîïðàâêè ïî ε ê íåâîçìóùåí-
íîìó ðåøåíèþ x0 = 1 óðàâíåíèÿ (x− 1)3 = εx.

Ïîäîáíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé ìîæåò áûòü ðàçâè-
òà è äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ ýâîëþ-
öèîííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Îäíà-
êî â ðÿäå ñëó÷àåâ, ñâÿçàííûõ ñ ðàçíîãî ðîäà ðåçî-
íàíñàìè, îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ïðÿìîé òåîðèè âîç-
ìóùåíèé îêàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé ïî âðåìåíè, òî

åñòü òî÷íîñòü ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ε ïàäàåò ñ ðî-
ñòîì âðåìåíè t. ×òîáû ïîâûñèòü ýòó òî÷íîñòü, ñëå-
äóåò íåñêîëüêî ìîäèôèöèðîâàòü òåîðèþ âîçìóùåíèé.
Ýòîé ìîäèôèêàöèè è ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ëåêöèÿ.
Â êà÷åñòâå ñòàðòîâîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó

Êîøè äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ âîçìóùåí-
íîé ÷àñòîòîé:

ẍ+ ν2x = −εν2x. (1)

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ x(0) = a,
ẋ(0) = 0. Òîãäà óðàâíåíèå (1) èìååò î÷åâèäíîå ðåøå-
íèå

x(t) = a cos
(
νt
√
1 + ε

)
, (2)

êîòîðîå íàäî ñðàâíèâàòü ñ ðåøåíèåì íåâîçìóùåííîãî
óðàâíåíèÿ (ïðè ε = 0) x0 = a cos(νt). Ìû âèäèì, ÷òî
ïðè νtε ∼ 1 îòêëîíåíèå ðåøåíèÿ x(t) îò íåâîçìóùåí-
íîãî ðåøåíèÿ x0(t) = a cos(νt) ñòàíåò ñóùåñòâåííûì:
x(t)− x0(t) ∼ x0(t).
Áóäåì òåïåðü ðåøàòü ýòó çàäà÷ó ïî òåîðèè âîçìó-

ùåíèé. Â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1) ñòîèò ìàëûé
ìíîæèòåëü ε, ïîýòîìó îíî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî
äëÿ ôîðìóëèðîâêè èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû: ñíà÷àëà
ìû ïîäñòàâëÿåì â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ íåâîçìó-
ùåííîå ðåøåíèå x0(t), íàõîäèì ïåðâóþ ïî ε ïîïðàâêó
x1(t), ïîäñòàâëÿåì åå â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1),
íàõîäèì âòîðóþ ïî ε ïîïðàâêó x2(t), è òàê äàëåå. Óæå
íà ïåðâîì øàãå èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû ñòàíîâèòñÿ
ÿñíîé ïðè÷èíà àíîìàëüíîãî ïîâåäåíèÿ x− x0 ïî âðå-
ìåíè. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ïîäñòàíîâêå x0 â ïðàâóþ
÷àñòü óðàâíåíèÿ (1) âîçíèêàåò ðåçîíàíñ (ïîñêîëüêó x0

ìåíÿåòñÿ ñ ÷àñòîòîé ν), è ïîòîìó ïîïðàâêà x1 ñîäåð-
æèò, ïîìèìî îñöèëëèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ, åùå è ëè-
íåéíûé ïî âðåìåíè. (Ýòî òàê íàçûâàåìîå ñåêóëÿðíîå
èëè ñìåøàííîå ïîâåäåíèå.) Èç-çà íàëè÷èÿ ýòîãî ìíî-
æèòåëÿ è ïàäàåò ñî âðåìåíåì òî÷íîñòü òåîðèè âîçìó-
ùåíèé. Íàéäåì ÿâíî ïîïðàâêó x1.
Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà èñïîëüçóåì ðåøåíèå íåîäíîðîä-

íîé çàäà÷è Êîøè ẍ + ν2x = φ(t) ñ íà÷àëüíûìè óñëî-
âèÿìè x(0) = a, ẋ(0) = 0:

x(t) = a cos(νt) +
1

ν

∫ t

0

dτ sin[ν(t− τ)]φ(τ). (3)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà φ = −εν2x, íàõîäèì óðàâíåíèå

x(t)− a cos(νt) = −εν sin(νt)

t∫
0

dτ x(τ) cos(ντ)

+εν cos(νt)

t∫
0

dτ x(τ) sin(ντ), (4)
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ýêâèâàëåíòíîå èñõîäíîìó (1). Òåïåðü ìû ìîæåì íàé-
òè x1, ïðîñòî ïîäñòàâèâ x0 â ïðàâóþ ÷àñòü (4). Áåðÿ
âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì èíòåãðàëû, íàõîäèì

x1(t) = −1

2
aεtν sin(νt). (5)

Òàêèì îáðàçîì, ìû óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïðÿìàÿ òåîðèÿ
âîçìóùåíèé ðàáîòàåò òîëüêî íà âðåìåíàõ t � ν−1ε−1.

• Ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ ïî ε èòåðàöèþ ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (1), ðàáîòàþùóþ íà âðåìåíàõ t .
ν−1ε−2, è ñðàâíèòü åå ñ òî÷íûì ðåøåíèåì.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê âèäíî èç òî÷íîãî ðåøåíèÿ
(2), ïðè ëþáîì t ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ìîæíî çàïè-
ñàòü â âèäå x(t) = A cos(νt+φ), ãäå A è φ � íåêîòîðûå
çàâèñÿùèå îò âðåìåíè ïàðàìåòðû. Ïîäñòàâëÿÿ âûðà-
æåíèå x(t) = A cos(νt + φ) â èñõîäíîå óðàâíåíèå (1),
è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ñèíóñå è êîñèíóñå,
íàõîäèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

Ä− (2νφ̇+ φ̇2)A = −εν2A, (6)

2(ν + φ̇)Ȧ+ φ̈A = 0, (7)

ýêâèâàëåíòíóþ èñõîäíîìó óðàâíåíèþ (1).
Ñèñòåìà óðàâíåíèé (6,7) èìååò ðåøåíèå A = const,

φ̇ = const. Â ãëàâíîì ïî ε ïîðÿäêå óðàâíåíèå (6) äàåò

φ̇ = εν/2, òî åñòü ðåøåíèå èìååò âèä x = a cos(νt +
ενt/2). Ñðàâíèâàÿ ýòîò îòâåò ñ âûðàæåíèåì (2), ìû
çàêëþ÷àåì, ÷òî íàéäåííîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå îò-
êëîíÿåòñÿ îò òî÷íîãî ðåøåíèÿ òîëüêî íà âðåìåíàõ ïî-
ðÿäêà ν−1ε−2, ÷òî ñóùåñòâåííî óëó÷øàåò òî÷íîñòü ïî
ñðàâíåíèþ ñ ïðÿìîé òåîðèåé âîçìóùåíèé. Áîëåå òîãî,
ðåøåíèå ïîëíîãî óðàâíåíèÿ íà ïðîèçâîäíóþ îò ôàçû
2νφ̇+ φ̇2 = εν2 ýêâèâàëåíòíî òî÷íîìó ðåøåíèþ.
Ñïðàøèâàåòñÿ, ÷òî æå ïîçâîëèëî ñòîëü ðàäèêàëü-

íî ïîâûñèòü òî÷íîñòü òåîðèè âîçìóùåíèé? Äëÿ ýòîãî
âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ (1) è çàìåòèì, ÷òî A cos(νt+φ)
ñ ïîñòîÿííûìè (íå çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè) A è φ
ÿâëÿþòñÿ îáùèì ðåøåíèåì íåâîçìóùåííîãî óðàâíå-
íèÿ. Ïðè âêëþ÷åíèè âîçìóùåíèÿ (÷ëåíà ñ ε) ðåøåíèå
ñîõðàíÿåò ñâîé âèä, íî ïàðàìåòðû A è φ ñòàíîâÿò-
ñÿ ôóíêöèÿìè âðåìåíè, îíè èñïûòûâàþò ìåäëåííóþ
ñèñòåìàòè÷åñêóþ ýâîëþöèþ íà áîëüøèõ âðåìåíàõ, òî
åñòü Ȧ/A è φ̇ ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè âåëè÷èíàìè â ñðàâ-
íåíèè ñ ÷àñòîòîé ν. Óðàâíåíèÿ äëÿ A è φ íå ñîäåð-
æàò íèêàêèõ îñöèëëèðóþùèõ ìíîæèòåëåé, è ïîòîìó
èõ ðåøåíèå íå ÷óâñòâèòåëüíî ê ðåçîíàíñó è äàåò áî-
ëåå òî÷íîå ïðèáëèæåíèå, ÷åì ïðÿìàÿ òåîðèÿ âîçìó-
ùåíèé. Ýòî íàáëþäåíèå ìîæåò áûòü îáîáùåíî. Äëÿ
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ, â êîòîðîì èìååòñÿ ðåçîíàíñíîå
âîçìóùåíèå, íàäî âçÿòü ñíà÷àëà ðåøåíèå íåâîçìóùåí-
íîãî óðàâíåíèÿ, à çàòåì ñäåëàòü âõîäÿùèå â íåãî ïà-
ðàìåòðû ìåäëåííûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè, äèíàìèêà
êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ âîçìóùåíèåì. Òàêàÿ ñòðàòåãèÿ
ïîçâîëèò â ðàìêàõ ðàçëîæåíèÿ ïî ε ïîëó÷èòü ãîðàçäî
á�îëüøóþ òî÷íîñòü, ÷åì ïðÿìàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé.

Ïðîäåìîíñòðèðóåì íà íåñêîëüêèõ ïðèìåðàõ, êàê
ðàáîòàåò ýòà ëîãèêà. Ðàññìîòðèì íåëèíåéíóþ çàäà÷ó:

ẍ+ ν2x = −εx3. (8)

Íàéäåì åå ïðèáëèçèòåëüíîå ðåøåíèå, ñêàæåì, ñ òåìè
æå íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x(0) = a, ẋ(0) = 0. Êàê è
ðàíüøå, ðåøåíèå íåâîçìóùåííîãî ðåøåíèÿ èìååò âèä
x0 = a cos(νt). Ïîïûòêà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (8) èòåðà-
öèÿìè ñðàçó ïîêàçûâàåò íàëè÷èå ñåêóëÿðíîé ïðîáëå-
ìû, ïîñêîëüêó â ðàçëîæåíèè x3

0 ïî òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèì ôóíêöèÿì ïðèñóòñòâóþò ÷ëåíû ñ ÷àñòîòîé ν, ÷òî
ïðèâîäèò ê ðåçîíàíñó. Ïîýòîìó, êàê è ðàíüøå, ïðÿìàÿ
òåîðèè âîçìóùåíèé ðàáîòàåò íà êîíå÷íîì âðåìåííîì
èíòåðâàëå, â äàííîì ñëó÷àå ïðè t . a−2ν−1ε−1.

• Íàéòè ïåðâóþ ïî ε ïîïðàâêó x1 ê x0 äëÿ óðàâ-
íåíèÿ (8).

• Áóäóò ëè ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ ðåøåíèÿ âîç-
ìóùåííîãî è íåâîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ ẍ +
ν2x = −εx2 ïðè t ∼ ν−1ε−1a−1?

Êàê è ðàíüøå, äëÿ ôîðìóëèðîâêè óëó÷øåííîé òåî-
ðèè âîçìóùåíèé ìû èñïîëüçóåì âûðàæåíèå x =
A cos(νt+φ), êîòîðîå äèêòóåòñÿ íåâîçìóùåííûì óðàâ-
íåíèåì. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â ïðàâóþ ÷àñòü
óðàâíåíèÿ (8) è ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ êîýôôèöèåíòû
ïðè cos(νt+ φ) è sin(νt+ φ), ìû íàõîäèì

Ä− (2νφ̇+ φ̇2)A = −3

4
εA3, (9)

2(ν + φ̇)Ȧ+ φ̈A = 0, (10)

âìåñòî (6,7). Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ñèñòå-
ìà (9,10) óæå íå ýêâèâàëåíòíà óðàâíåíèþ (8), ïî-
ñêîëüêó ïðè ïîäñòàíîâêå x = A cos(νt + φ) â ïðàâóþ
÷àñòü óðàâíåíèÿ (8) ïîìèìî ÷ëåíà, ïðîïîðöèîíàëü-
íîãî cos(νt + φ), âîçíèêàåò ÷ëåí, ïðîïîðöèîíàëüíûé
cos(3νt+3φ), êîòîðûé ïîðîæäàåò äîïîëíèòåëüíóþ ïî-
ïðàâêó ê x. Îäíàêî â ñèëó íåðåçîíàíñíîãî õàðàêòåðà
cos(3νt+ 3φ) ïîðîæäàåìàÿ èì ïîïðàâêà ê x îêàçûâà-
åòñÿ ìàëîé (ïðè ìàëîì ε) íà âñåõ âðåìåíàõ. Ïîýòîìó
ìû ïðåíåáðåãàåì ýòîé ïîïðàâêîé.
Â âåäóùåì ïîðÿäêå ïî ε ìû íàõîäèì èç ñèñòåìû

(9,10)

Ȧ = 0, φ̇ =
3

8ν
A2ε.

Ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ A = a è

x(t) ≈ a cos

[(
ν +

3

8ν
a2ε

)
t

]
. (11)

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå èìååò òàêîé æå âèä, êàê è
íåâîçìóùåííîå ðåøåíèå, íî ñî ñäâèíóòîé ïî ñðàâíå-
íèþ ñ íåâîçìóùåííûì çíà÷åíèåì ν ÷àñòîòîé

ν +
3

8ν
a2ε,
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ïðè÷åì ñäâèã ÷àñòîòû çàâèñèò îò àìïëèòóäû êîëåáà-
íèÿ a. Ýòî ÿâëåíèå íàçûâàåòñÿ íåëèíåéíûì ñäâèãîì
÷àñòîòû.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðèìåð íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû,

à èìåííî óðàâíåíèå

ẍ+ ν2x = −ε cos(Ωt)x, (12)

êîòîðîå îïèñûâàåò ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Ïðè
ðåøåíèè ýòîãî óðàâíåíèÿ èòåðàöèÿìè â ïðàâîé ÷à-
ñòè âîçíèêàåò ðåçîíàíñíûé ÷ëåí (ñ ÷àñòîòîé ν), åñ-
ëè Ω = 2ν. Ïðîàíàëèçèðóåì ýòîò ñëó÷àé, ïðåäïîëàãàÿ
ìàëîñòü ε, òî åñòü ε � ν2.
Êàê è ðàíüøå, èñïîëüçóåì ïðåäñòàâëåíèå x =

A cos(νt + φ). Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â ïðàâóþ
÷àñòü óðàâíåíèÿ (12), ñîõðàíÿÿ òîëüêî ðåçîíàíñíûå
÷ëåíû è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè cos(νt + φ)
è sin(νt+ φ), íàõîäèì

Ä− (2νφ̇+ φ̇2)A = −1

2
εA cos(2φ), (13)

2(ν + φ̇)Ȧ+ φ̈A =
1

2
εA sin(2φ). (14)

Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû èìååò èíîé õàðàêòåð, ÷åì ðà-
íåå. Âíå çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé íà áîëü-
øèõ âðåìåíàõ óãîë φ âûõîäèò íà êîíñòàíòó, áëèçêóþ
ê π/4. Ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè ñ φ̇ è φ̈ â óðàâíåíèè (14),

íàõîäèì 4νȦ = εA, òî åñòü àìïëèòóäà A ýêñïîíåíöè-
àëüíî ðàñòåò ñî âðåìåíåì:

A ∝ exp

(
εt

4ν

)
.

×òî æå êàñàåòñÿ îòëè÷èÿ óãëà φ îò π/4, òî åãî ìîæíî
íàéòè èç óðàâíåíèÿ (13), êîòîðîå äàåò

cos(2φ) = − ε

8ν2
,

÷òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ ìíîãî ìåíüøå åäèíèöû.

• Íàéòè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12),
ñ÷èòàÿ, ÷òî Ω = 2ν − γ, ãäå γ . ε/ν � íåáîëü-
øàÿ ðàññòðîéêà.

II. ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ
ÂÀÐÈÀÖÈÎÍÍÛÕ ÇÀÄÀ×

Ìíîãèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü
ñâåäåíû ê âàðèàöèîííûì çàäà÷àì. Ìîæíî äàæå ñêà-
çàòü, ÷òî, íàîáîðîò, áîëüøèíñòâî äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, âñòðå÷àþùèõñÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå,
ïðîèñõîäÿò èç âàðèàöèîííûõ çàäà÷.

A. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ îïòèêà

Â ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêå õîä ëó÷à ñâåòà îïðåäåëÿ-
åòñÿ ìèíèìóìîì îïòè÷åñêîé äëèíû

A =

∫
dl n. (15)

Íàïðèìåð, îòñþäà âûòåêàåò çàêîí ïðåëîìëåíèÿ Ñíåë-
ëà

sinα = n sinβ. (16)

Åãî ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè ó÷åñòü, ÷òî ëó÷ ñîñòîèò èç
äâóõ ïðÿìûõ îòðåçêîâ, ðàçäåëÿåìûõ ãðàíèöåé ìåæäó
ñðåäàìè, è ìèíèìèçèðîâàòü îïòè÷åñêóþ äëèíó (15) ïî
êîîðäèíàòå òî÷êè íà ãðàíèöå.
Ââåäåì ïåðåìåííóþ ζ, ïàðàìåòðèçóþùóþ òðàåêòî-

ðèþ ñâåòà (ëó÷), òîãäà dl = |dr/dζ|dζ. Åñëè êîýôôè-
öèåíò ïðåëîìëåíèÿ n ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé êîîðäèíàò,
òî âàðèàöèÿ (15) äàåò

δA =

∫
dζ δr

[
− d

dζ
(ns) + |dr/dζ|∇n

]
, (17)

ãäå s � åäèíè÷íûé âåêòîð, êàñàòåëüíûé ê òðàåêòîðèè.
Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

d

dl
(ns) = ∇n. (18)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n çàâèñèò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ
r äî íà÷àëà êîîðäèíàò (èëè äî íåêîòîðîé îñè). Òîãäà
âîçìîæíî êðóãîâîå äâèæåíèå ñâåòà. Ñðàâíèâ ìåæäó
ñîáîé îïòè÷åñêèå äëèíû äëÿ îêðóæíîñòåé ðàçëè÷íî-
ãî ðàäèóñà, ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî òàêîå äâèæå-
íèå âîçìîæíî, åñëè ïðîèçâåäåíèå n(r)r èìååò ìèíè-
ìóì ïðè íåêîòîðîì r = r0, ýòî âåëè÷èíà è îïðåäåëÿåò
ðàäèóñ îêðóæíîñòè, ïî êîòîðîé äâèãàåòñÿ ñâåò.

• Äîêàçàòü, ÷òî ïðè äâèæåíèè ñâåòà ïî îêðóæíî-
ñòè r = r0 âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå (18).

Êàê ïîêàçûâàåò ïðèâåäåííûé ïðèìåð, òðàåêòîðèÿ
ëó÷à áóäåò â îáùåì ñëó÷àå èñêðèâëåííîé. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî íàñ èíòåðåñóåò òðàåêòîðèÿ ëó÷à, ñòàðòóþ-
ùåãî èç òî÷êè (0, 0) è ïðèõîäÿùåãî â òî÷êó (0, x0),
åñëè ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ n çàâèñèò îò y, ñêàæåì,
n = n0 − αy. Îöåíèì, íàñêîëüêî ýòîò ëó÷ îòêëîíÿåò-
ñÿ îò îñè X. Äëÿ ýòîãî èññëåäóåì ïðîáíóþ ôóíêöèþ
y = x(x0 − x)/(2b), òîãäà

A =

∫
dx
√
1 + (x0 − 2x)2/b2 [n0 − αx(x0 − x)/(2b)] .

Ñ÷èòàÿ îòêëîíåíèå ñëàáûì, íàõîäèì

A ≈ n0x0 +
2n0x

3
0

3b2
− αx3

0

12b
.

Ìèíèìèçèðóÿ ýòî âûðàæåíèå ïî ðàäèóñó êðèâèçíû b,
íàõîäèì b = 16n0/α.

• Ïðîâåñòè òîò æå àíàëèç äëÿ ñëó÷àÿ n = n0−βxy.

B. Ìåõàíèêà

Â ìåõàíèêå íà òðàåêòîðèè ÷àñòèöû äîñòèãàåò ìè-
íèìóìà òàê íàçûâàåìîå äåéñòâèå

I =

∫
dt

[
m

2

(
dr

dt

)2

− U(r)

]
. (19)
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Âàðèàöèÿ ýòîãî äåéñòâèÿ

δI = −
∫

dt δr

(
m
d2r

dt2
+∇U

)
, (20)

ïîðîæäàåò îáû÷íîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÷àñòèöû
(âòîðîé çàêîí Íüþòîíà). Ìèíèìàëüíîñòü äåéñòâèÿ
ñâÿçàíà ñ ïîëîæèòåëüíîñòüþ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè.
Ðàññìîòðèì ïðèìåð îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ ÷àñòè-

öû â ïîòåíöèàëå

U =
m

2

(
ν2x2 +

ε

2
x4
)
. (21)

Âîçüìåì â êà÷åñòâå ïðîáíîé ôóíêöèè x = a cos(ωt).
Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â äåéñòâèå (19), íàõîäèì

I =
m

4
τ

(
ω2a2 − ν2a2 − 3

8
εa4
)
, (22)

ãäå τ � âðåìÿ íàáëþäåíèÿ, êîòîðîå ïðåäïîëàãàåòñÿ
áîëüøèì: ωτ � 1. Ìèíèìèçèðóÿ ïî a, íàõîäèì íåëè-
íåéíûé ñäâèã ÷àñòîòû

ω2 = ν2 +
3

4
εa2, (23)

ω − ν ≈ 3

8ν
εa2.

• Íàéòè ïîïðàâêó ê íàéäåííîìó ðåøåíèþ, èñïîëü-
çóÿ ïðîáíóþ ôóíêöèþ x = a cos(ωt)+ b cos(3ωt+
φ) è ìèíèìèçèðóÿ ïî a, b, φ.

C. Çàäà÷è óïðàâëåíèÿ

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà âÿçêîå äâèæåíèå
òåëà â æèäêîñòè, êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

d

dt
r = v + u, (24)

ãäå v � ñêîðîñòü æèäêîñòè, à u � äîïîëíèòåëüíàÿ
ñêîðîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ âíåøíèì âîçäåéñòâèåì íà òåëî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû õîòèì ðåøèòü çàäà÷ó óïðàâ-
ëåíèÿ, ñâÿçàííóþ ñ íåîáõîäèìîñòüþ äîñòàâêè òåëà èç
òî÷êè A â òî÷êó B ñ íàèìåíüøèìè çàòðàòàìè

C =

∫ τ

0

dt u2, (25)

ãäå τ � âðåìÿ äîñòàâêè. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (24) â
�öåíó� (25), íàõîäèì

C =

∫ τ

0

dt

(
d

dt
r − v

)2

. (26)

Ìèíèìèçàöèÿ âûðàæåíèÿ (26) ïî r äàåò óðàâíåíèå

d

dt

(
d

dt
r − v

)
= 0. (27)

Ïðîàíàëèçèðóåì ïðîñòåéøèé ïðèìåð, êîãäà òåëî
íàäî ñìåñòèòü íà ðàññòîÿíèå x0 âäîëü îñèX ïðè íàëè-
÷èè âñòðå÷íîé ñêîðîñòè v0: vx = −v0. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî òåëî äâèãàåòñÿ ðàâíîìåðíî è çà âðåìÿ τ ñäâèãàåò-
ñÿ íà x0, òîãäà x = x0t/τ . Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå
â �öåíó� (26), íàõîäèì

C =
x2
0

τ
+ 2x0v0 + v20τ. (28)

Ìèíèìèçèðóÿ âûðàæåíèå (28) ïî τ , íàõîäèì τ =
x0/v0, òî åñòü u = 2v0.
Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ðàññìîòðåííîãî ñëó÷àÿ

èñïîëüçîâàííàÿ ïðîáíàÿ ôóíêöèÿ x = x0t/τ ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (27), òî åñòü äàåò òî÷íîå ðåøå-
íèå çàäà÷è. Â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ ýòî óæå íå òàê.
Òåì íå ìåíåå, ïðîáíóþ ôóíêöèþ x = x0t/τ (ñ ïîñëå-
äóþùåé ìèíèìèçàöèåé ïî τ) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ
îöåíêè �öåíû� (26) è ôîðìóëèðîâêè îïòèìàëüíîãî ïî
τ óïðàâëåíèÿ u.

• Íàéòè îïòèìàëüíóþ ïî τ ôóíêöèþ x = x0t/τ
äëÿ âñòðå÷íîé ñêîðîñòè vx = −αtx, åñëè òåëî
íàäî ñìåñòèòü íà ðàññòîÿíèå x0 âäîëü îñè X, òå-
ëî íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ â ìîìåíò t = 0.

D. Ñëàáàÿ êðèñòàëëèçàöèÿ

Êàê èçâåñòíî, â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ðàâíîâåñèè ñè-
ñòåìà õàðàêòåðèçóåòñÿ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì ýíåð-
ãèè, â êà÷åñòâå êîòîðîé (â çàâèñèìîñòè îò óñëîâèé)
íàäî áðàòü òîò èëè èíîé òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåí-
öèàë. Îáû÷íî ýòî ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ, êîòîðàÿ äîñòè-
ãàåò ìèíèìóìà ïðè ôèêñèðîâàííîì îáúåìå îáðàçöà V
è òåìïåðàòóðå T , ôèêñèðîâàííîé çà ñ÷åò òåïëîîáìå-
íà ñî ñòåíêàìè. Ìèíèìèçàöèÿ ìîæåò ïðîèçâîäèòüñÿ
ïî ðàçëè÷íûì ïàðàìåòðàì, íàïðèìåð, âåëè÷èíå íà-
ìàãíè÷åííîñòè. Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ, â êîòîðîé ÿâíî
èìååòñÿ çàâèñèìîñòü îò òàêèõ ïàðàìåòðîâ, íàçûâàåò-
ñÿ ôóíêöèîíàëîì Ëàíäàó.
Ïåðåõîäó èç æèäêîãî ñîñòîÿíèÿ â êðèñòàëëè÷åñêîå

ñîîòâåòñòâóåò âîçíèêíîâåíèå ìîäóëÿöèè ïëîòíîñòè ϕ,
êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî ïëîòíîñòü ïåðèîäè÷åñêè çàâè-
ñèò îò êîîðäèíàò. Èçó÷èì êðèñòàëëèçàöèþ â ðàìêàõ
òåîðèè ñëàáîé êðèñòàëëèçàöèè, êîòîðàÿ ñòðîèòñÿ ìè-
íèìèçàöèåé ôóíêöèîíàëà Ëàíäàó ïî ϕ. Â ýòîì ñëó÷àå
ϕ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ãàðìîíèê

ϕ = 2Re
∑
j

cj exp(iqjr) =
∑
j

2|cj | cos(φj +qjr). (29)

Âñå âîëíîâûå âåêòîðà qj èìåþò îäèíàêîâóþ âåëè÷è-
íó (íî íå íàïðàâëåíèå!), êîòîðàÿ è îïðåäåëÿåò ïåðèîä
êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè.
Â ñèëó ñèììåòðèè â ôàçàõ, ãäå ϕ îòëè÷íà îò íóëÿ,

âñå àáñîëþòíûå âåëè÷èíû àìïëèòóä ãàðìîíèê ðàâíû:
|cj | = c. Ìèíèìèçèðóåòñÿ ôóíêöèîíàë Ëàíäàó

F =

∫
dV

(
a

2
ϕ2 − µ

6
ϕ3 +

λ

24
ϕ4

)
. (30)
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Ïðè áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ a ìèíèìóì âñåãäà ñîîò-
âåòñòâóåò ϕ = 0, ýòî èçîòðîïãàÿ (æèäêàÿ) ôàçà, îáî-
çíà÷àåì I.
Âû÷èñëÿåì ∫

dV
a

2
ϕ2 = V aNc2. (31)

Åñëè ñðåäè qj íåò çàìêíóòûõ ÷åòâåðîê, òî∫
dV

λ

24
ϕ4 = V

λ

2
(N2 −N/2)c4. (32)

Åñëè ñðåäè qj íåò çàìêíóòûõ òðîåê, òî ìèíèìèçèðóÿ
ñóììó (31) è (32) ïî c è N , íàõîäèì N = 1 è

a < 0, ϕ = 2c cos(φ+ qz), (33)

c =
√
2|a|/λ, F = −V a2/λ. (34)

Ñîîòâåòñòâóåò ñìåêòèêó A SA. Âñåãäà ðåàëèçóåòñÿ
ïðè áîëüøèõ îòðèöàòåëüíûõ a.
Ïóñòü ñðåäè qj èìååòñÿ îäíà çàìêíóòàÿ òðîéêà, òî-

ãäà N = 3. Ñîîòâåòñòâóåò ãåêñàòè÷åñêîé êîëîí÷àòîé
ôàçå Dh. Âû÷èñëÿÿ ôóíêöèîíàë Ëàíäàó, íàõîäèì

F

V λ
= 3

a

λ
c2 − 2

µ

λ
c3 +

15

4
c4. (35)

Ìèíèìèçèðóÿ (35) ïî c, íàõîäèì

c =
1

5

(
µ

λ
+

√
µ2

λ2
− 10

a

λ

)
, (36)

ýòîò êîðåíü ñóùåñòâóåò, åñëè µ2 > 10aλ.
Ïóñòü qj ÿâëÿþòñÿ ðåáðàìè òåòðàýäðà, òîãäà N =

6. Ñîîòâåòñòâóåò îáúåìî-öåíòðèðîâàííîé êóáè÷åñêîé
ôàçå BCC. Âû÷èñëÿÿ ôóíêöèîíàë Ëàíäàó, íàõîäèì

F

V λ
= 6

a

λ
c2 − 8

µ

λ
c3 +

33

2
c4. (37)

Ìèíèìèçèðóÿ (35) ïî c, íàõîäèì

c =
1

11

(
2
µ

λ
+

√
4
µ2

λ2
− 22

a

λ

)
, (38)

ýòîò êîðåíü ñóùåñòâóåò, åñëè µ2 > 11aλ/2.

Ñðàâíèâàÿ ìåæäó ñîáîé ñâîáîäíûå ýíåðãèè íàéäåí-
íûõ ôàç, íàõîäèì, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè a (îò îòðèöà-
òåëüíûõ çíà÷åíèé ê ïîëîæèòåëüíûì) ðåàëèçóåòñÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ôàç SA−Dh −BCC − I. Ëèíèè ïå-
ðåõîäà ìåæäó ýòèìè ôàçàìè ÿâëÿþòñÿ ïàðàáîëàìè íà
äèàãðàììå a−µ. Ýòè ôàçû ñòàáèëüíû, òî åñòü íà íèõ
äîñòèãàåòñÿ àáñîëþòíûé ìèíèìóì ñâîáîäíîé ýíåðãèè
â ñîîòâåòñòâóþùèõ ñåêòîðàõ ôàçîâîé äèàãðàììû. Â
òî æå âðåìÿ ñóùåñòâóåò òàêæå áîëüøîé íàáîð ìå-
òàñòàáèëüíûõ ñîñòîÿíèé, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ëî-
êàëüíûì ìèíèìóìàì ôóíêöèîíàëà Ëàíäàó.

• Íàéòè çíà÷åíèå c è âåëè÷èíó ôóíêöèîíàëà Ëàí-
äàó äëÿ ïðîñòîé êóáè÷åñêîé ôàçû (N = 3), êîãäà
qj íàïðàâëåíû âäîëü ðåáåð êóáà.

Äî ñèõ ïîð ìû ñ÷èòàëè, ÷òî êîýôôèöèåíò λ ÿâëÿ-
åòñÿ êîíñòàíòîé, íå çàâèñÿùåé îò óãëîâ ìåæäó âåêòî-
ðàìè qj . Èìåííî äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ íàéäåíà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ôàç SA−Dh − BCC − I. Â òî æå âðåìÿ
äëÿ íåòðèâèàëüíîé óãëîâîé çàâèñèìîñòè λ âïîëíå âîç-
ìîæíà è äðóãàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôàç. Íàïðèìåð,
íà íåé ìîæåò ðåàëèçîâûâàòüñÿ ôàçà, ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ ïÿòè âîëíîâûì âåêòîðàì q, ëåæàùèì â îäíîé
ïëîñêîñòè è íàïðàâëåííûì ïîä óãëàìè 2πm/5 (m �
öåëîå ÷èñëî) ïî îòíîøåíèþ ê îñè X. Îáðàòèì âíèìà-
íèå, ÷òî òàêàÿ ñòðóêòóðà íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé.

• Ïî÷åìó ýòà ñòðóêòóðà íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷å-
ñêîé?

• Êàê äîëæåí çàâèñåòü ïàðàìåòð λ îò óãëîâ ìåæ-
äó qj , ÷òîáû íà ôàçîâîé äèàãðàììå ðåàëèçîâû-
âàëàñü áû óïîìÿíóòàÿ ñòðóêòóðà?

Òàêîãî ñîðòà íåïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû íàçûâà-
þòñÿ êâàçèêðèñòàëëè÷åñêèìè. Èìååòñÿ îãðîìíîå ðàç-
íîîáðàçèå êâàçèêðèñòàëëè÷åñêèõ ñòðóêòóð, íåêîòî-
ðûå èç êîòîðûõ ðåàëèçóþòñÿ â ïðèðîäå. Íàïðèìåð,
ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàåòñÿ ñòðóêòóðà, â êîòîðîé
qj ñîñòàâëÿþò ðåáðà ïðàâèëüíîãî èêîñàýäðà.

• ×åìó ðàâíî ÷èñëîN äëÿ èêîñàýäðè÷åñêîé ñòðóê-
òóðû?

• Èìåþòñÿ ëè çàìêíóòûå ÷åòâåðêè âîëíîâûõ âåê-
òîðîâ äëÿ èêîñàýäðè÷åñêîé ñòðóêòóðû?


