
Êàôåäðà ÔÎÏÔ ÌÔÒÈ �Ïðîáëåìû òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè� ïðè ÈÒÔ èì. Ë.Ä. Ëàíäàó

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ ïî êóðñó
�Íåëèíåéíûå ïðîáëåìû ãèäðîäèíàìèêè�.

1) Â ðàìêàõ ëàãðàíæåâîãî îïèñàíèÿ ðåøèòü çàäà÷ó î ãðàâèòàöèîííîì êîëëàïñå ñôå-
ðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî ïûëåâîãî îáëàêà (â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðèáëèæåíèè).

2) Èñõîäÿ èç ïðîèçâîëüíîãî ëàãðàíæèàíà L{n, j, s}, ïîëó÷èòü îáùèé âèä âàðèàöèîí-
íîãî äèíàìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â ýéëåðîâîì îïèñàíèè, íå ïðåäïîëàãàÿ ïîñòîÿíñòâà
óäåëüíîé ýíòðîïèè s(r, t). Ïåðåéòè ê íåêàíîíè÷åñêîìó ãàìèëüòîíîâñêîìó ôîðìà-
ëèçìó, âûâåñòè ñêîáêó Ïóàññîíà {H,F} ñ ó÷åòîì ãðàäèåíòà s.

3) Ëàãðàíæèàí óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîé èçýíòðîïè÷åñêîé æèäêîñòè ñ óðàâíåíèåì ñî-
ñòîÿíèÿ ε(ñ) ∼ ñ4/3 â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè èìååò âèä

L{n, j} = −
∫

(n2 − j2)2/3dr.

Êàêîé ãàìèëüòîíèàí H{n,p} ñîîòâåòñòâóåò ýòîìó ëàãðàíæèàíó?

4) Ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå Êëåáøà, èñõîäÿ èç òðåáîâàíèÿ ýêñòðåìàëüíîñòè äåéñòâèÿ
A =

∫ L{n, j}dt ïðè äâóõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ: nt+∇·j = 0, µt+(j/n)·∇µ = 0.
Óêàçàíèå: Ïðèìåíèòü ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà è âàðüèðîâàòü ìîäèôèöèðî-
âàííûé ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ

A∗ =

∫
dt

[
L{n, j}+

∫ {
φ(nt +∇ · j)− λ(µt + (j/n) · ∇µ)

}
dr

]
.

5) Íàéòè ñêîðîñòü çâóêà â ðåëÿòèâèñòñêîé æèäêîñòè ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ ε(ñ) .
Îòâåò:

c2
s = ñw′(ñ)/w(ñ). (1)

6) Íàéòè ñêîðîñòè ïåðâîãî è âòîðîãî çâóêà â ñâåðõòåêó÷åé æèäêîñòè, èñõîäÿ èç ãà-
ìèëüòîíèàíà

Hs.f =

∫ [
ρ
v2

s

2
+ S(vs ·P) + E0(ρ, S, P 2)

]
dr

è ïîëàãàÿ òå÷åíèÿ ïîòåíöèàëüíûìè, òî åñòü vs = ∇α, P = ∇β. Ôóíêöèþ E0(ρ, S, P 2)

ñ÷èòàòü çàäàííîé.

7) Ïîëó÷èòü ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ Uk1,k2,k3 è Vk1,k2,k3 íåëè-
íåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ çâóêîâûõ âîëí â îáû÷íîé ñæèìàåìîé ãèäðîäèíàìèêå.
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8) Â óðàâíåíèÿõ îäíîìåðíîé ðåëÿòèâèñòñêîé ãèäðîäèíìèêè

∂n

∂t
+

∂j

∂x
= 0,

∂

∂t

(
w(ñ)j√
n2 − j2

)
= − ∂

∂x

(
w(ñ)n√
n2 − j2

)
,

ãäå ñ =
√

n2 − j2, à w(ñ)� èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, ïðîèçâåñòè ïåðåõîä ê íîâûì íåçà-
âèñèìûì ïåðåìåííûì w è β = Arth (j/n). Ñâåñòè çàäà÷ó ê îäíîìó ëèíåéíîìó
óðàâíåíèþ.

Óêàçàíèå: ïðåäâàðèòåëüíî ïåðåïèñàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé â âèäå

∂

∂t
(ñ(w)chβ) +

∂

∂x
(ñ(w)shβ) = 0, (2)

∂

∂t
(w shβ) +

∂

∂x
(w chβ) = 0. (3)

Ðåøåíèå: Óðàâíåíèå (3) ïåðåïèøåì â ñëåäóþùåì âèäå:

∂ϕ

∂x
− w shβ = 0,

∂ϕ

∂t
+ w chβ = 0. (4)

Äëÿ äèôôåðåíöèàëà ϕ, èñïîëüçóÿ (4), ïîëó÷àåì ôîðìóëó

dϕ = w shβ dx− w chβ dt =

= d(xw shβ − tw chβ) + dw(t chβ − x shβ) + dβ(tw shβ − xw chβ).

Ñ÷èòàÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè ïàðó (w, β), ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ χ(w, β),
ñ ïîìîùüþ êîòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà:

χ = ϕ− x(w, β)w shβ + t(w, β)w chβ.

Ïðè ýòîì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íîâîé ôóíêöèè ëèíåéíî ñâÿçàíû ñ x è t:

∂χ

∂w
= t chβ − x shβ,

∂χ

∂β
= tw shβ − xw chβ.

Çíàÿ çàâèñèìîñòü χ(w, β), ìîæíî íàéòè x(w, β) è t(w, β) ïî ôîðìóëàì

t =
∂χ

∂w
chβ − 1

w

∂χ

∂β
shβ, x =

∂χ

∂w
shβ − 1

w

∂χ

∂β
chβ, (5)

êîòîðûå îïðåäåëÿþò ðåøåíèå çàäà÷è â íåÿâíîì âèäå. ×òîáû íàïèñàòü óðàâíåíèå äëÿ
χ(w, β), ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè. Çàïèñàâ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
â âèäå ÿêîáèàíîâ, ïîëó÷èì èç (2) ïîñëå óìíîæåíèÿ íà ∂(t, x)/∂(w, β)

chβ ñ′(w)
∂(w, x)
∂(w, β)

+ shβ ñ(w)
∂(β, x)
∂(w, β)

+ shβ ñ′(w)
∂(t, w)
∂(w, β)

+ chβ ñ(w)
∂(t, β)
∂(w, β)

= 0.
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Ïîñëå ðàñêðûòèÿ ÿêîáèàíîâ, ïîäñòàíîâêè (5) è óïðîùåíèÿ ïîëó÷àåì îòñþäà óðàâíåíèå
íà ôóíêöèþ χ(w, β):

ñ(w)χww + ñ′(w)
(
χw − χββ

w

)
= 0.

Èñïîëüçîâàíèå ôîðìóëû (1) äëÿ ñêîðîñòè çâóêà ïîçâîëÿåò îêîí÷àòåëüíî ïðåäñòàâèòü
äàííîå óðàâíåíèå â íåñêîëüêî èíîé ôîðìå:

c2
s(w)w2χww + wχw − χββ = 0. (6)

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ w ∼
ñ1/3 äàåò äëÿ ñêîðîñòè çâóêà êîíñòàíòó: c2

s = 1/3. Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëå çàìåíû w = eq

ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

χqq + 2χq − 3χββ = 0.

9) Êàê èçâåñòíî, ïîçàäè èäóùåãî ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ êîðàáëÿ íà ïîâåðõíîñòè
âîäû îáðàçóåòñÿ õàðàêòåðíàÿ ñòàöèîíàðíàÿ êàðòèíà èç äâóõ ðÿäîâ âîëíîâûõ ãðåá-
íåé, ðàñïîëîæåííûõ ñèììåòðè÷íî ïîä íåêîòîðûì óãëîì α ê íàïðàâëåíèþ äâèæå-
íèÿ. ×åìó ðàâåí óãîë α â ñëó÷àå �ãëóáîêîé âîäû� ?
Îòâåò:

tgα =
1

2
√

2

10) Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ìàëûõ êîëåáàíèé ñôåðè÷åñêîé êàïëè ðàäèóñà R, íåñó-
ùåé íà ñåáå ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä e. Æèäêîñòü ïîëàãàòü íåñæèìàåìîé ñ ïëîòíî-
ñòüþ ρ, èäåàëüíûì ïðîâîäíèêîì. Ó÷åñòü ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå σ.
Ðåøåíèå: Ëàãðàíæèàí ïîòåíöèàëüíûõ êîëåáàíèé êàïëè èìååò âèä

L =
∫

r2ṙψ sinϑdϑdϕ− (K +A+ E)/ρ,

ãäå K � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ êàïëè, A � ïîâåðõíîñòíàÿ ýíåðãèÿ, E � ýíåðãèÿ ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëÿ. Ñ íóæíîé òî÷íîñòüþ ïîòåíöèàë ñêîðîñòè äàåòñÿ âûðàæåíèåì

φ(r, ϑ, ϕ) =
∑

l,m

Ψl,m

( r

R

)l
Yl,m(ϑ, ϕ),

ãäå Ψl,m � êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè ψ(ϑ, ϕ) ïî ñôåðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì.
Ïîýòîìó

K/ρ ≈ R2

2

∫
ψ

(
∂φ

∂r

∣∣∣
r=R

)
sinϑdϑdϕ =

R

2

∑

l,m

l|Ψl,m|2. (7)
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Êàíîíè÷åñêîé ïåðåìåííîé, ñîïðÿæåííîé ê ψ(ϑ, ϕ), ÿâëÿåòñÿ Q(ϑ, ϕ) = r3/3 = R3/3 +
q(ϑ, ϕ), ãäå ìàëàÿ ôóíêöèÿ q íå ñîäåðæèò íóëåâîé ãàðìîíèêè â ñèëó íåñæèìàåìîñòè:

q(ϑ, ϕ) =
∑

l>0;m

ql,mYl,m(ϑ, ϕ).

Äëÿ ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè

A = σ

∫ √
r2 +

(
∂r

∂ϑ

)2

+
1

sin2 ϑ

(
∂r

∂ϕ

)2

r sinϑdϑdϕ

â êâàäðàòè÷íîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷àåì

A−A0 ≈ σ

2R4

∫ [
q2
ϑ +

q2
ϕ

sin2 ϑ
− 2q2

]
sinϑdϑdϕ =

σ

2R4

∑

l,m

(l(l + 1)− 2)|ql,m|2.

Ïðè âû÷èñëåíèè ýëåêòðè÷åñêîé ýíåðãèè óäîáíî èñïîëüçîâàòü òîò ôàêò, ÷òî ýëåêòðè÷å-
ñêàÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà åäèíèöó ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêà, ðàâíà E2/8π, è ÷òî ïîòåí-
öèàë ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïîñòîÿíåí âäîëü ïîâåðõíîñòè:

α(R + ξ) +
e

R + ξ
= const, ξ = r −R, α(r, ϑ, ϕ) =

∑

l,m

αl,m

(
R

r

)l+1

Yl,m(ϑ, ϕ).

Â ïåðâîì ïî ξ ïðèáëèæåíèè α îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ α(R, ϑ, ϕ) − eξ(ϑ, ϕ)/R2 = 0,
÷òî äàåò

α =
e

R2

∑

l,m

ξl,m

(
R

r

)l+1

Yl,m(ϑ, ϕ),

−∂α

∂r

∣∣∣
r=R

=
e

R3

∑

l,m

ξl,m(l + 1)Yl,m(ϑ, ϕ)

Íîðìàëüíàÿ ñèëà (−∇(e/r)−∇α)2/8π, êîòîðàÿ äåéñòâóåò íà åäèíèöó ïîâåðõíîñòè êàïëè,
ïðèáëèæåííî ðàâíà

F ≈ e2

8π

(
er

(R + ξ)2
+

er(l̂ + 1)ξ
R3

)2

≈ e2

4πR4

(
1
2

+
(l̂ − 1)ξ

R

)
.

Êàê èçâåñòíî, F = −δE/δq. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ïî ìàëîé äåôîðìàöèè
÷àñòü ýëåêòðè÷åñêîé ýíåðãèè åñòü

E(2) = − e2

8πR7

∫
q[(l̂ − 1)q] sin ϑdϑdϕ = − e2

8πR7

∑

l,m

(l − 1)|ql,m|2.

Òàêèì îáðàçîì, êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü ãàìèëüòîíèàíà èìååò âèä

H(2) =
1
2

∑

l,m

(
Rl|Ψl,m|2 +

(l − 1)
ρ

[
σ

R4
(l + 2)− e2

4πR7

]
|ql,m|2

)
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Èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

q̇l,m =
∂H(2)

∂Ψl,−m
, −Ψ̇l,m =

∂H(2)

∂ql,−m

ïîëó÷àåì îòâåò:

ω2
l =

l(l − 1)
ρ

[
σ

R3
(l + 2)− e2

4πR6

]
, l = 2, 3, . . .

11) Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ìàëûõ êîëåáàíèé îäíîðîäíîé íåñæèìàåìîé æèäêîé
êàïëè ðàäèóñà R è ìàññû M , ìåæäó ýëåìåíòàìè êîòîðîé äåéñòâóåò íüþòîíîâñêîå
ïðèòÿæåíèå.
Ðåøåíèå: Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äåôîðìèðîâàííîé êàïëè åñòü

Π{Σ} =
1
2

∫ ∫
U(|r1 − r2|)ρ(r1)ρ(r2)dr1dr2,

ãäå U(r) = −G/r, à ïëîòíîñòü ρ(r) ðàâíà ρ̃ (= const) èëè 0 â çàâèñèìîñòè îò òîãî,
íàõîäèòñÿ òî÷êà r âíóòðè èëè ñíàðóæè ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè Σ. Ðàññìîòðèì ìàëûå
îòêëîíåíèÿ îò ðàâíîâåñíîé ñôåðè÷åñêîé ôîðìû. Óâåëè÷åíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè
ïðè äåôîðìàöèè äàåòñÿ ôîðìóëîé

δΠ =
∫

ϕ0(r)δρ(r)dr +
1
2

∫ ∫
U(|r1 − r2|)δρ(r1)δρ(r2)dr1dr2,

ãäå ϕ0(r) � ïîòåíöèàë, ñîçäàâàåìûé ðàâíîâåñíûì ðàñïðåäåëåíèåì æèäêîñòè. Ïîñêîëüêó∫
δρ(r)dr = δM = 0 è, êðîìå òîãî, âáëèçè ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ìîæíî íàïèñàòü

ϕ0(r) = ϕ0(R) + g(r − R) + O((r − R)2), òî ñ òî÷íîñòüþ äî êâàäðàòè÷íûõ ÷ëåíîâ ïî
ìàëûì îòêëîíåíèÿì ξ(n) = r(n)−R ïîëó÷èì

Π(2) =
gR2ρ̃

2

∫
ξ2(n)dΩ +

R4ρ̃2

2

∫ ∫
U

(
R

√
2[1− (n1 · n2)]

)
ξ(n1)ξ(n2)dΩ1dΩ2,

ãäå dΩ = sinϑdϑdϕ � ýëåìåíò òåëåñíîãî óãëà â íàïðàâëåíèè åäèíè÷íîãî âåêòîðà n =
(sinϑ cosϕ, sinϑ sinϕ, cosϑ). Äàëåå çàìåòèì, ÷òî êàíîíè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè â ðàññìàò-
ðèâàåìîé çàäà÷å ÿâëÿþòñÿ ψ(n) (ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè) è Q(n) =
ρ̃r3(n)/3, ïðè÷åì ãàìèëüòîíèàí ðàâåí ñóììå êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé.
Êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè åñòü [ñì. (7)]

K(2) =
ρ̃R

2

∑

l,m

l|Ψl,m|2.

Êâàäðàòè÷íóþ ÷àñòü ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ïåðåïèøåì â òåðìèíàõ q(n) = Q(n)−ρ̃R3/3:

Π(2) =
g

2ρ̃R2

∫
q2(n)dΩ +

1
2

∫ ∫
U

(
R

√
2[1− (n1 · n2)]

)
q(n1)q(n2)dΩ1dΩ2,
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ïîñëå ÷åãî ïðîèçâåäåì ðàçëîæåíèå q(n) ïî ñôåðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì:

q(n) =
∑

lm

qlmYlm(n), qlm =
∫

q(n)Y ∗
lm(n)dΩ.

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ F (µ) ≡ U
(
R

√
2[1− µ]

)
ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà

Pl(µ):

F (µ) =
∑

l

flPl(µ), Pl(µ) =
1

2ll!
dl

dµl
(µ2 − 1)l,

ïðè÷åì
fl =

2l + 1
2

∫ +1

−1
F (µ)Pl(µ)dµ.

Âåñüìà âàæíî, ÷òî èìååò ìåñòî ôîðìóëà ðàçëîæåíèÿ äëÿ Pl(n · n1) (ñì. Ïðèëîæåíèÿ â
êíèãå Ëàíäàó è Ëèôøèöà �Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà�):

Pl(n · n1) =
4π

2l + 1

l∑

m=−l

Y ∗
lm(n1)Ylm(n), (8)

èñïîëüçîâàíèå êîòîðîé äàåò

1
2

∫ ∫
F (n1 · n2)q(n1)q(n2)dΩ1dΩ2 =

1
2

∑

lm

Fl|qlm|2,

ãäå
Fl = 2π

∫ +1

−1
F (µ)Pl(µ)dµ =

2π

2ll!

∫ +1

−1
U

(
R

√
2[1− µ]

) dl

dµl
(µ2 − 1)ldµ. (9)

Âû÷èñëåíèå âåëè÷èíû g íå òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ óñèëèé, ïîñêîëüêó çàðàíåå î÷åâèä-
íî, ÷òî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñôåðè÷åñêîé êàïëè îñòàåòñÿ íåèçìåííîé ïðè îäíîðîäíîì
ñäâèãå â ïðîñòðàíñòâå. Ìàëûé ñäâèã ñîîòâåòñòâóåò ñôåðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì ñ l = 1.
Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

Π(2) =
1
2

∑

lm

(Fl − F1)|qlm|2

è, ñîîòâåòñòâåííî, ÷àñòîòû ìàëûõ êîëåáàíèé êàïëè îïðåäåëÿþòñÿ îáùåé ôîðìóëîé

ω2
l = ρ̃R · l(Fl − F1), (10)

âåðíîé ïðè ïðîèçâîëüíîì ïîòåíöèàëå âçàèìîäåéñòâèÿ U(r). Â íàøåì ñëó÷àå

Fl = − 2πG√
2R2ll!

∫ +1

−1
(1− µ)−1/2 dl

dµl
(µ2 − 1)ldµ.

l-êðàòíîå èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì è çàìåíà 1 − µ = 2ζ2 ïîçâîëÿþò ýëåìåíòàðíî âû-
÷èñëèòü èíòåãðàë è ïîëó÷èòü

Fl = − 4πG

R(2l + 1)
.
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Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå íüþòîíîâñêîãî ïðèòÿæåíèÿ íåñæèìàåìàÿ êàïëÿ êîëåáëåòñÿ ñ
÷àñòîòàìè

ω2
l = 4πGρ̃ · l

(
1
3
− 1

2l + 1

)
=

2GM

R3
· l(l − 1)
(2l + 1)

, l = 2, 3, . . .

Îòìåòèì ïîïóòíî, ÷òî Fl ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ òàêæå â ñëó÷àÿõ 1) U(r) = −κ/rα è 2)
U(r) = −U0 exp(−ar2/2).

12) Â èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ ïëîòíîñòüþ ρ, íàõîäÿùåéñÿ ïîä âíåøíèì
äàâëåíèåì Pext, â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ñîçäàí ñôåðè÷åñêèé ïóñòîé ïóçû-
ðåê îáúåìà V0. Ïîä äåéñòâèåì ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ σ è âíåøíåãî äàâëåíèÿ
ïóçûðåê íà÷àë ñõëîïûâàòüñÿ. ×åðåç êàêîå âðåìÿ ïóçûðåê ïîëíîñòüþ ñêîëëàïñè-
ðóåò?
Îòâåò: Â îáùåì ñëó÷àå äèíàìèêà ïóçûðÿ ñ ãàçîì âíóòðè îïðåäåëÿåòñÿ íåÿâíî ñîîòíî-
øåíèåì

t− t0 = ±
∫ V

V0

dṼ√
2aṼ1/3[E0 − E(Ṽ)− PextṼ − bṼ2/3]

,

ãäå a = 31/3(4π)2/3, b = 32/3(4π)1/3σ/ρ, E0 � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà, à E(V) � âíóòðåííÿÿ
ýíåðãèÿ ñæàòîãî â ïóçûðå ãàçà (äåëåííàÿ íà ïëîòíîñòü æèäêîñòè). Â íàøåì ñëó÷àå ãàçà
â ïóçûðå íåò, òî åñòü E(V) = 0. Ïîñêîëüêó â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè dV/dt = 0, òî
E0 = PextṼ0 + bṼ2/3

0 , è ïîýòîìó âðåìÿ êîëëàïñà

Tcollapse =
∫ V0

0

dṼ√
2aṼ1/3[PextṼ0 + bṼ2/3

0 − PextṼ − bṼ2/3]
.

13) Äíî îêåàíà íàä ýïèöåíòðîì çåìëåòðÿñåíèÿ èñïûòûâàåò îòêëîíåíèå b(x, y, t) îò
ñðåäíåé ãëóáèíû h. Ïîëüçóÿñü îòíîñèòåëüíîé ìàëîñòüþ b ¿ h è óñëîâèåì |∇b| ¿
1, â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ðåøèòü çàäà÷ó î âîçíèêíîâåíèè è íà÷àëüíîì ðàñïðî-
ñòðàíåíèè âîëíû öóíàìè íà ïîâåðõíîñòè îêåàíà. Âûðàçèòü îòêëîíåíèå ñâîáîä-
íîé ïîâåðõíîñòè η(x, y, t) ÷åðåç ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ôóíêöèè b(x, y, t).
Æèäêîñòü ïîëàãàòü èäåàëüíîé è íåñæèìàåìîé.
Îòâåò:

η(r⊥, t) =
∫

ω2b(k, ω)ei(k·r⊥−ωt)

(ω2 − gk thkh) chkh

d2kdω

(2π)3

14) Ïðÿìîóãîëüíûé êîíòåéíåð (ðàçìåðû äíà a=1 m è b=0.5 m) çàïîëíåí âîäîé äî
íåêîòîðîãî óðîâíÿ h. Âíåøíÿÿ ñèëà ïðèâîäèò åãî â âîçâðàòíî-ïîñòóïàòåëüíîå âåð-
òèêàëüíîå äâèæåíèå ñ àìïëèòóäîé A=0.05 m è ÷àñòîòîé ω0 =5 rad/s (Aω2

0 ¿ g).
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Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ h â ñèñòåìå èìååò ìåñòî ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ? Âîäó
ñ÷èòàòü èäåàëüíîé æèäêîñòüþ.

15) Íà äíå âîäîåìà ãëóáèíû h èìååòñÿ ïîäâîäíûé ãðåáåíü ñ õàðàêòåðíîé øèðèíîé
α−1 À h, òÿíóùèéñÿ âäîëü îñè x, òàê ÷òî ðàâíîâåñíàÿ ãëóáèíà H(y) ÿâëÿåò-
ñÿ ôóíêöèåé ñ äîñòàòî÷íî øèðîêèì è ïëàâíûì ìèíèìóìîì (íàïðèìåð, H(y) =

H∗(y) ≡ h[1+β/ch2αy]−1). Òàêàÿ ñèñòåìà îáëàäàåò ñâîéñòâàìè âîëíîâîäà, ïîñêîëü-
êó âäîëü ãðåáíÿ ìîãóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ âîëíû ñ àìïëèòóäàìè, êîòîðûå ýêñïî-
íåíöèàëüíî ñïàäàþò ïðè |y| → ∞. Äåéñòâóÿ â ðàìêàõ ëèíåàðèçîâàííîé �òåîðèè
ìåëêîé âîäû�, òî åñòü âçÿâ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ψ̇ = −gη, η̇ +∇ · (H(y)∇ψ) = 0 è
ðàññìàòðèâàÿ èõ ðåøåíèÿ âèäà η(x, y, t) = An(k, y) exp(−iωn(k)t+ikx) [ãäå kh ¿ 1],
òðåáóåòñÿ âûâåñòè �êâàçèêëàññè÷åñêîå� ïðàâèëî êâàíòîâàíèÿ ïîïåðå÷íîãî äâèæå-
íèÿ âîëí, äàþùåå çàêîíû äèñïåðñèè ωn(k) äëÿ ïîïåðå÷íûõ ìîä ñ äîñòàòî÷íî áîëü-
øèìè íîìåðàìè n, ïðè óñëîâèè, ÷òî 1 ¿ n ¿ 1/(αh).
Îòâåò: ∮

qdy = 2π

(
n +

1
2

)
, q2 =

ω2
n

gH(y)
− k2 +

H ′2(y)
4H2(y)

− H ′′(y)
2H(y)

.

16) Èññëåäîâàòü â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè çàäà÷ó î ïðîõîæäåíèè ïîâåðõíîñòíîé âîë-
íû ñ ÷àñòîòîé ω ÷åðåç ïðîëèâ � îáëàñòü x2−y2tg2α < a2 ìåæäó äâóìÿ îòâåñíûìè
áåðåãàìè. Ðàâíîâåñíàÿ ãëóáèíà âîäû ðàâíà h.
Óêàçàíèå: Ïåðåéòè ê íîâûì êîîðäèíàòàì x = A sin u chv, y = A cos u shv ñ ïàðà-
ìåòðîì A = a/ sin α è ðåøàòü â îáëàñòè −α ≤ u ≤ +α, −∞ < v < +∞ óðàâíåíèå
ψuu +ψvv +(kA)2(cos2 u+ sh2v)ψ = 0, ãäå ïàðàìåòð k îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ
ω2 = gkth kh.

17) Ïðîôèëü äíà çàïîëíåííîãî âîäîé (äî óðîâíÿ y = 0) êàíàëà çàäàåòñÿ ïàðàìåòðè÷å-
ñêè êîìïëåêñíîé ôîðìóëîé Xb(u) + iYb(u) = z(w)|w=u−i, ãäå ïàðàìåòð u ïðîáåãàåò
èíòåðâàë −∞ < u < +∞,

z(w) = h1w +
(h2 − h1)

α
ln(1 + eαw),

ïðè÷åì h1 > h2 > 0, 0 < α < π. Ñëåâà íàïðàâî âäîëü êàíàëà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ
ñëàáàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ âîëíà ñ ÷àñòîòîé ω ¿

√
g/h1. Âîëíà ÷àñòè÷íî îòðàæà-

åòñÿ îò óêàçàííîé íåîäíîðîäíîñòè äíà. Îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ R

(îòíîøåíèå êâàäðàòîâ àìïëèòóä îòðàæåííîé è ïàäàþùåé âîëíû).
Ïîäñêàçêà: îáðàòèòü âíèìàíèå íà òîò ôàêò, ÷òî

z′(w) ≡ dz

dw
= h1 + (h2 − h1)

1

1 + e−αw
, (11)
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è âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòîì çàäà÷è #3 ê �25 �Êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ� èç
êíèãè Ëàíäàó è Ëèôøèöà �Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà�.
Ðåøåíèå: Àíàëèòèò÷åñêàÿ ôóíêöèÿ z(w) îòîáðàæàåò ïîëîñó −1 < Im w < 0 íà îáëàñòü,
çàíÿòóþ ïîêîÿùåéñÿ æèäêîñòüþ. Ïîýòîìó êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü ëàãðàíæèàíà ïîòåíöè-
àëüíûõ âîëí èìååò âèä

L(2) =
∫

ψytx
′(u)du− 1

2

∫
[ψ k̂thk̂ ψ + gy2x′(u)]du,

ãäå ψ = ψ(u, t), y = y(u, t), x′(u) = z′(w)|w=u. Ñîîòâåòñòâóþùèå ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ

yt =
k̂thk̂ ψ

x′(u)
, −ψt = gy

äàþò â ñëó÷àå ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû óðàâíåíèå
(

ω2

g
x′(u)− k̂thk̂

)
ψω(u) = 0.

Ïðåäåëó ìàëûõ ÷àñòîò ñîîòâåòñòâóþò äëèííûå âîëíû, êîãäà k̂thk̂ ≈ k̂2 = −(d/du)2, òàê
÷òî â ýòîì ïðåäåëå ìû äîëæíû ðåøàòü óðàâíåíèå

ω2

g
x′(u)ψω(u) + ψ′′ω(u) = 0.

Ïîäñòàíîâêà êîíêðåòíîãî âûðàæåíèÿ (11) äàåò óðàâíåíèå

ψ′′ω(u) +
ω2

g

(
h1 + (h2 − h1)

1
1 + e−αu

)
ψω(u) = 0,

äëÿ êîòîðîãî êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ èçâåñòåí:

R(ω) =

(sh[ πω
α
√

g (
√

h1 −
√

h2)]

sh[ πω
α
√

g (
√

h1 +
√

h2)]

)2

.

18) Ðåøèòü çàäà÷ó #17 ñ äðóãèì ïðîôèëåì äíà: z(w) = h(w + (β/α)thαw). Íàéòè
òàêæå çíà÷åíèÿ ω, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèÿ R(ω) èìååò ìèíèìóì.
Îòâåò: Ðåøàÿ ïðèáëèæåííîå óðàâíåíèå

ψ′′(u) + q2

(
1 +

β

ch2αu

)
ψ(u) = 0,

ãäå q = ω
√

h/g, ïîëó÷èì êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ

R =
cos2

(
π
2

√
1 + 4q2β

α2

)

sh2 πq
α + cos2

(
π
2

√
1 + 4q2β

α2

) .
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19) * Êàíàë ñ âîäîé èìååò ïåðèîäè÷åñêèé ïðîôèëü äíà (ñì. óñëîâèå çàäà÷è #17):
dz/dw = h(1 + 2ε cos αw), ãäå ïàðàìåòð ε óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ε ≤ 1/(2 chα),
ε ¿ 1. Âîëíû ñ êàêèìè ÷àñòîòàìè íå ìîãóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ âäîëü êàíàëà áåç
èçìåíåíèÿ àìïëèòóäû ïðè ñäâèãå u → u + 2π/α? (Èíûìè ñëîâàìè, òðåáóåòñÿ
îïðåäåëèòü øåëè â ñïåêòðå âîëí).
Ðåøåíèå: Óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ψλ(u) (ãäå λ = ω2h/g), â äàí-
íîì ñëó÷àå èìååò âèä

λ(1 + 2ε cosαu)ψ(u)− k̂thk̂ψ(u) = 0.

Ïåðåïèøåì ýòî óðàâíåíèå â Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèè ïî ïåðåìåííîé u:

(λ− kthk)ψ(k) + λε[ψ(k − α) + ψ(k + α)] = 0.

Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

Fν = αν th(αν), Ψν = ψ(αν).

Òåïåðü ìû èìååì áåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

(λ− Fν)Ψν + λε[Ψν−1 + Ψν+1] = 0, (12)

â êîòîðîé îêàçûâàþòñÿ �çàöåïëåííûìè� Ψν1 è Ψν2 ñ ν1 è ν2, îòëè÷àþùèìèñÿ íà öåëîå
÷èñëî. Óñëîâèå îáðàùåíèÿ â íóëü ñîîòâåòñòâóþùåãî áåñêîíå÷íîãî îïðåäåëèòåëÿ äàñò
óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λm(ν), ãäå m = 0, 1, 2, . . . . Íåîáõîäèìî îò-
ìåòèòü, ÷òî ýòè ôóíêöèè ïåðèîäè÷åñêèå: λm(ν + 1) = λm(ν), ïîñêîëüêó áåñêîíå÷íàÿ
ìàòðèöà ñèñòåìû (12) ïî ñóùåñòâó ïåðåõîäèò ñàìà â ñåáÿ ïðè çàìåíå ν → ν + 1. Êðî-
ìå òîãî, áëàãîäàðÿ ÷åòíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû λm(−ν) = λm(ν). Äàëåå ñëåäóåò
îòìåòèòü, ÷òî (÷åòíàÿ) ôóíêöèÿ Fν ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïðè ν > 0. Âñå ýòè ñâîéñòâà
ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî äëÿ ÷åòíûõ íîìåðîâ m = 2n ñïðàâåäëèâà
ôîðìóëà λ2n(ν) ≈ Fn+{|ν|} (ãäå ôèãóðíûå ñêîáêè {. . . } îçíà÷àþò âçÿòèå äðîáíîé ÷àñòè),
òîãäà êàê â ñëó÷àå íå÷åòíûõ íîìåðîâ m = 2n + 1 èìååò ìåñòî ïðèáëèæåííîå ðàâåí-
ñòâî λ2n+1(ν) ≈ Fn+1−{|ν|}. Ïðè ýòîì ùåëè â ñïåêòðå δm = minν [λm(ν)]−maxν [λm−1(ν)]
ñîâïàäàþò ñ ìèíèìóìàìè minν [λm(ν)− λm−1(ν)], êîòîðûå äîñòèãàþòñÿ ëèáî ïðè öåëûõ,
ëèáî ïðè ïîëóöåëûõ çíà÷åíèÿõ ν, ãäå âëèÿíèå ïåðèîäè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ íàèáîëåå ñó-
ùåñòâåííî (Áðýããîâñêèå ðåçîíàíñû). Ïåðâàÿ, òðåòüÿ, ïÿòàÿ, è ò. ä. ùåëè ñîîòâåòñòâóþò
ïîëóöåëûì çíà÷åíèÿì ν, à âòîðàÿ, ÷åòâåðòàÿ, è ò. ä. � öåëûì ν. Ñóùåñòâåííî, ÷òî êàê
ïðè öåëûõ, òàê è ïðè ïîëóöåëûõ ν ðåøåíèÿ ñèñòåìû (12) îáëàäàþò îïðåäåëåííîé ÷åò-
íîñòüþ â òîì ñìûñëå, ÷òî Ψ−ν = ±Ψν . Ýòî ïîçâîëÿåò ïðè íàõîæäåíèè ãðàíèö ùåëåé
ðàññìàòðèâàòü òîëüêî Ψν ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ν. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïîëóöåëûå ν. Â
ýòîì ñëó÷àå ìû äîëæíû ðåøàòü ïîëóáåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó

(λ− F1/2)Ψ1/2 + λε(±Ψ1/2 + Ψ3/2) = 0,

(λ− F3/2)Ψ3/2 + λε(Ψ1/2 + Ψ5/2) = 0,
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(λ− F5/2)Ψ5/2 + λε(Ψ3/2 + Ψ7/2) = 0,

. . .

Î÷åâèäíî, ÷òî λ, ïðè êîòîðûõ èìåþòñÿ íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ, ðàçëè÷íû â ÷åòíîì è
íå÷åòíîì ñëó÷àÿõ, ÷åì è îïðåäåëÿþòñÿ ùåëè â ñïåêòðå. Äëÿ ïðèáëèæåííîãî íàõîæäåíèÿ
ïåðâîé è òðåòüåé ùåëåé îáîðâåì ýòó ñèñòåìó, ïîëîæèâ â íåé Ψ7/2 = 0, Ψ9/2 = 0, ... Òåïåðü
íàì íóæíî îáðàòèòü â íóëü äåòåðìèíàíò 3× 3

[{λ(1± ε)− F1/2}(λ− F3/2)− λ2ε2](λ− F5/2)− λ2ε2[λ(1± ε)− F1/2] = 0.

Ïîëîæèì ñíà÷àëà λ = F1/2 + ∆1, ãäå ∆1 � ìàëàÿ âåëè÷èíà (ïîðÿäêà ε, êàê íåòðóäíî
âèäåòü). Âûïèøåì â ãëàâíîì (ïåðâîì) ïîðÿäêå óðàâíåíèå íà ∆1:

∆1 ± εF1/2 = 0,

÷òî äàåò íàì ïåðâóþ ùåëü: F1/2(1− ε) < λ < F1/2(1 + ε).

Äàëåå ïîëîæèì λ = F3/2 + ∆3, ãäå ∆3 � ïîðÿäêà ε2. Óðàâíåíèå íà ∆3 ñ òî÷íîñòüþ äî
òðåòüåãî ïîðÿäêà åñòü

[(F3/2(1± ε)− F1/2)∆3 − ε2F 2
3/2](F3/2 − F5/2)− ε2F 2

3/2(F3/2(1± ε)− F1/2) = 0.

Îòñþäà íàõîäèì

∆3 = ε2F 2
3/2

[
1

(F3/2 − F5/2)
+

1
(F3/2(1± ε)− F1/2)

]
,

ïðè÷åì ìû âïðàâå óäåðæàòü â ýòîì ðåøåíèè òîëüêî ÷ëåíû âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêîâ.
Ýòî äàåò íàì ãðàíèöû òðåòüåé ùåëè λ

(3)
− < λ < λ

(3)
+ :

λ
(3)
± = F3/2 + ε2F 2

3/2

[
1

(F3/2 − F5/2)
+

1
(F3/2 − F1/2)

]
±

ε3F 3
3/2

(F3/2 − F1/2)2
.

Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ ùåëè ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè, îïðåäåëÿåìûå ñèñòåìîé

(λ− F0)Ψ0 + λε(±Ψ1 + Ψ1) = 0,

(λ− F1)Ψ1 + λε(Ψ0 + Ψ2) = 0,

(λ− F2)Ψ2 + λε(Ψ1 + Ψ3) = 0,

. . .

Íàïðèìåð, ãðàíèöû âòîðîé ùåëè âî âòîðîì ïîðÿäêå ïî ε äàþòñÿ ôîðìóëàìè

λ
(2)
− = F1 − ε2F 2

1

F2 − F1
, λ

(2)
+ = F1(1 + 2ε2)− ε2F 2

1

F2 − F1
.
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20) Ãàìèëüòîíèàí ìîäåëè Áóññèíåñêà, îïèñûâàþùåé ñëàáîíåëèíåéíûå âîëíû ñ äèñ-
ïåðñèåé íà ìåëêîé âîäå, èìååò âèä

HB =
1

2

∫ [
gη2 + h(∇ψ)2 − h3

3
(∆ψ)2 + η(∇ψ)2

]
dr⊥,

ãäå η è ψ � êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå, h � ïîñòîÿííûé ïàðàìåòð (ðàâíîâåñíàÿ
ãëóáèíà ñëîÿ æèäêîñòè). Èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòîìó ãàìèëüòîíèàíó óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ âûâåñòè óðàâíåíèå Êîðòåâåãà-äå-Âðèçà äëÿ ïëîñêîé áåãóùåé âîëíû.
Îòâåò: Îáîçíà÷èâ c =

√
gh, u = ψx, ïîëó÷èì â ðåçóëüòàòå
(

∂

∂t
+ c

∂

∂x

)
u = −3

2
uux − ch2

6
uxxx.

Óåäèíåííàÿ âîëíà (ñîëèòîí) èìååò âèä

u =
εc

ch2[(2h)−1
√

6ε{x− c(1 + ε)t}] .

21) * Äâóìåðíîå (â ïëîñêîñòè xy) òå÷åíèå èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñî ñâî-
áîäíîé ïîâåðõíîñòüþ èìååò ïîñòîÿííóþ çàâèõðåííîñòü rotv = −Ωez, òàê ÷òî â
ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè æèäêîñòü çàïîëíÿåò ïîëîñó −h < y < 0, à íåâîçìó-
ùåííîå ïîëå ñêîðîñòè åñòü V0 = Ωyex. Ïîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à î íåñòàöèîíàðíîì
ïëîñêîì äâèæåíèè òàêîé îäíîðîäíî çàâèõðåííîé æèäêîñòè ñâîäèòñÿ ê îäíîìåð-
íîé, åñëè ââåñòè â ðàññìîòðåíèå îòêëîíåíèå ãðàíèöû η(x, t) è ïîäõîäÿùèì îáðàçîì
îïðåäåëåííûé ïîòåíöèàë ψ(x, t). Îïðåäåëèòü îáùóþ ñòðóêòóðó ëàãðàíæèàíà ýòîé
ñèñòåìû. Íàéòè äèñïåðñèîííóþ çàâèñèìîñòü ω(k) âîëí ìàëîé àìïëèòóäû ñ ó÷å-
òîì ñèëû òÿæåñòè −gey è ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ. Âû÷èñëèòü ãàìèëüòîíèàí ñ
òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî η è ψ. Âûâåñòè óðàâíåíèå Êîðòåâåãà-
äå-Âðèçà äëÿ ñëàáîíåëèíåéíîé áåãóùåé âîëíû.
Îòâåò: Ëàãðàíæèàí èìååò âèä

LΩ =
∫

ψηtdx +
Ω
2

∫
ηt∂̂

−1
x ηdx−HΩ{η, ψ},

ãäå HΩ{η, ψ} � ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû (äåëåííàÿ íà ïëîòíîñòü æèäêîñòè ρ). Êâàäðà-
òè÷íàÿ ÷àñòü ãàìèëüòîíèàíà äàåòñÿ âûðàæåíèåì

H(2)
Ω {η, ψ} =

1
2

∫ [
ψ k̂thk̂h ψ + gη2 + σ̃η2

x

]
dx,

ãäå σ̃ = σ/ρ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèè
èìåþò âèä

η̇k = kthkh ψk, −ψ̇k − Ω
η̇k

ik
= (g + σ̃k2)ηk,
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òàê ÷òî äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå âûãëÿäèò ñëåäóþøèì îáðàçîì:

ωk(ωk + Ω thkh) = (g + σ̃k2)kthkh.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

ωk = −Ω
2
thkh +

√
(g + σ̃k2)kthkh +

Ω2th2kh

4

22) Òî÷å÷íûé âèõðü ñ öèðêóëÿöèåé Γ äâèæåòñÿ â ïëîñêîñòè âäîëü òîíêîé ïðÿìîëèíåé-
íîé ñòåíêè, íà ðàññòîÿíèè b îò íåå. Â ñòåíêå èìååòñÿ îòâåðñòèå øèðèíîé 2a. Íàéòè
ôàçîâûå òðàåêòîðèè âèõðÿ â òàêîé ñèñòåìå. Ïðè êàêîì ñîîòíîøåíèè ìåæäó b è
a âèõðü ïðîéäåò â îòâåðñòèå? Êàê èçìåíèòñÿ îòâåò, åñëè èìååòñÿ äîïîëíèòåëüíîå
ïîòåíöèàëüíîå òå÷åíèå ñ ïîòîêîì Q ÷åðåç îòâåðñòèå ?
Ðåøåíèå: Îáëàñòü òå÷åíèÿ ïîëó÷àåòñÿ êîíôîðìíûì îòîáðàæåíèåì z = a sinw ïîëîñû
−π/2 < u < π/2, ãäå z = x + iy, w = u + iv. Ôóíêöèÿ òîêà, ñîçäàâàåìàÿ âèõðåì, â
w-ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä

ψ(u, v) =
Γ
2π

ln
∣∣∣sin

1
2(w + W̄ − π)

sin 1
2(w −W )

∣∣∣,

ãäå W = U + iV � êîîðäèíàòà âèõðÿ â w-ïëîñêîñòè. Ýòà ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èìååò
ëîãàðèôìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü ïðè w = W è îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ãðàíèöå îáëàñòè �
ïðè u = ±π/2. Ôóíêöèÿ òîêà, ñâÿçàííàÿ ñ ïîòîêîì Q, åñòü ïðîñòî (Q/π)u. Ãàìèëüòîíèàí
ñèñòåìû äàåòñÿ ôîðìóëîé

H(U, V ) =
Γ
2

ψ(U + dw, V ) +
ΓQ

π
U + const,

ãäå ïåðåìåííûé â w-ïðåäñòàâëåíèè (ìàëûé) ðàçìåð âèõðÿ dw ñâÿçàí ñîîòíîøåíèåì d =
|z′(W )|dw ñ íåèçìåííûì â z-ïðåäñòàâëåíèè ðàçìåðîì d âèõðÿ, âûñòóïàþùèì â ðîëè
ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè. Òàêèì îáðàçîì, ãàìèëüòîíèàí âèõðÿ åñòü

H(U, V ) =
ΓQ

π
U +

Γ2

4π
ln(cosU · | cos(U + iV )|) + const =

=
Γ2

4π
ln

(
cosU

√
cos2 U + sh2V · exp(4QU/Γ)

)
. (13)

Ôàçîâûå òðàåêòîðèè âèõðÿ îïðåäåëÿþòñÿ ëèíèÿìè óðîâíÿ ãàìèëüòîíèàíà. Â ñèñòåìå
èìååòñÿ îäíà ñåäëîâàÿ òî÷êà U = U∗, V = 0, ãäå tgU∗ = 2Q/Γ, òàê ÷òî óðàâíåíèå
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñåïàðàòðèñ åñòü

cosU
√

cos2 U + sh2V · exp(4QU/Γ) =
(
1 + (2Q/Γ)2

)−1
exp(

4Q

Γ
arctg2Q

Γ
).
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Êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ b∗ îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè y íà ñåïàðàòðèñàõ ïðè U → ∓π/2.
Ïîñêîëüêó ïðè ýòîì cosU → 0, cosU shV = y/a, òî

(b∗/a) exp(∓2πQ/Γ) =
(
1 + (2Q/Γ)2

)−1
exp(

4Q

Γ
arctg2Q

Γ
).

Òàêèì îáðàçîì,

b∗ = a
(
1 + (2Q/Γ)2

)−1
exp(±2πQ

Γ
+

4Q

Γ
arctg2Q

Γ
),

ïðè÷åì çíàê ïëþñ â ïîñëåäíåé ôîðìóëå îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà âèõðü ïðèáëèæàåòñÿ ê
îòâåðñòèþ ïî òå÷åíèþ, à ìèíóñ � ïðîòèâ òå÷åíèÿ. Ïðè b < b∗ âèõðü ïðîéäåò â îòâåðñòèå.

23) Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è Q = 0, íî èìååòñÿ îäíîðîäíûé �âíåøíèé� ïîòîê
ñî ñêîðîñòüþ C â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Íàéòè ôàçîâûå òðàåêòîðèè òî-
÷å÷íîãî âèõðÿ ñ öèðêóëÿöèåé Γ â òàêîé ñèñòåìå. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ Γ âîçìîæíî ïåðèîäè÷åñêîå (ôèíèòíîå) äâèæåíèå âèõðÿ.
Ðåøåíèå: Òðàåêòîðèè âèõðÿ îïðåäåëÿþòñÿ ëèíèÿìè óðîâíÿ ãàìèëüòîíèàíà

H =
Γ2

4π
ln

[
cosU

√
cos2 U + sh2V exp

(
4πaC

Γ
cosUshV

)]
.

Ïðè β = Γ/(8πaC) > 1 â ñèñòåìå èìååòñÿ óñòîé÷èâàÿ îñîáàÿ òî÷êà U = 0, shV =

−β −
√

β2 − 1, â îêðåñòíîñòè êîòîðîé ôàçîâûå òðàåêòîðèè çàìêíóòû.

24) Îáëàñòü äâóìåðíîãî òå÷åíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåðõíþþ
ïîëóïëîñêîñòü, íà êîòîðîé èìåþòñÿ äâà ðàçðåçà, òÿíóùèåñÿ âäîëü åäèíè÷íîé îêðóæ-
íîñòè z = exp iϕ, ãäå 0 ≤ ϕ ≤ α è π − α ≤ ϕ ≤ π, α < π/2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ
α åäèíè÷íûé òî÷å÷íûé âèõðü ìîæåò îêàçàòüñÿ çàõâà÷åííûì â îáëàñòè |z| < 1 ?
Ðåøåíèå: Àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

w(z) = z +
1
z

+

√(
z +

1
z

)2

− 4 cos2 α

êîíôîðìíî îòîáðàæàåò îáëàñòü òå÷åíèÿ íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü. Ôàçîâûå òðàåêòî-
ðèè âèõðÿ ñîâïàäàþò ñ ëèíèÿìè óðîâíÿ ãàìèëüòîíèàíà

H(x, y) =
Γ2

4π
ln

[ Imw(x + iy)
|w′(x + iy)|

]
=

Γ2

8π
ln F (x, y).

Ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíèàí íà ëèíèè ñèììåòðèè ñèñòåìû � ïðè x = 0. Îáîçíà÷èâ ξ = y2,
ïîëó÷èì

F (0,
√

ξ) = f(ξ) = ξ − 4ξ2 sin2 α

(1 + ξ)2
.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè sin2 α27/32 ó íåå èìååòñÿ ìàêñèìóì è ìèíèìóì. Ìàêñèìóì
ñîîòâåòñòâóåò óñòîé÷èâîé îñîáîé òî÷êå, âáëèçè êîòîðîé òðàåêòîðèè âèõðÿ çàìêíóòû.

14



25) Íåîäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü äâóìåðíîãî òå÷åíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü, èç êîòîðîé óäàëèëè �îñòðîâ� � êðóã ðàäèóñà R ñ öåí-
òðîì â òî÷êå (0, A), ãäå A > R. Âîêðóã �îñòðîâà� èìååòñÿ ïîòåíöèàëüíîå òå÷åíèå
ñ öèðêóëÿöèåé Γ0. Íàéòè ôàçîâûå òðàåêòîðèè òî÷å÷íîãî âèõðÿ ñ öèðêóëÿöèåé Γ

â òàêîé ñèñòåìå.
Ðåøåíèå: Èñïîëüçóåì êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå z = α tgw, ãäå w = u+iv, α =

√
A2 −R2,

−π/2 < u < π/2, 0 < v < v∗, ch2v∗ = A/R. Ôóíêöèÿ òîêà, ñîçäàâàåìàÿ âèõðåì, â
w-ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä

ψ(u, v) =
Γ
2π

+∞∑
m=−∞

ln
∣∣∣
sh π

2v∗ (w − W̄ − πm)
sh π

2v∗ (w −W − πm)

∣∣∣, (14)

ãäå W = U + iV � êîîðäèíàòà âèõðÿ â w-ïëîñêîñòè. Ýòà ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ óäîâëå-
òâîðÿåò âñåì íåîáõîäèìûì òðåáîâàíèÿì: îíà èìååò â îáëàñòè òå÷åíèÿ ëîãàðèôìè÷åñêóþ
îñîáåííîñòü ïðè w = W , îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè v = 0 è ïðè v = v∗. Êðîìå òîãî, îíà
π-ïåðèîäè÷íà ïî êîîðäèíàòå u. Ôóíêöèÿ òîêà, ñâÿçàííàÿ ñ òå÷åíèåì Γ0, åñòü ïðîñòî
(Γ0/π)v. Ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû äàåòñÿ ôîðìóëîé

H(U, V ) =
Γ
2

ψ(U, V + |z′(U + iV )|−1d) +
ΓΓ0

π
V + const,

ãäå d ¿ α � ìàëûé ïîñòîÿííûé ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè � ðàçìåð âèõðÿ. Ïîäñòàíîâêà
âûðàæåíèÿ (14) äàåò

H(U, V ) =
ΓΓ0

π
V +

Γ2

4π
ln

{
F

(
sin

[
π

v∗
V

])
· |z

′(U + iV )|
α

}
+ const =

=
Γ2

4π
ln

(
F (sin[πV/v∗]) exp(4Γ0V/Γ)

sh2V + cos2 U

)
, (15)

ãäå ôóíêöèÿ F (sin[πV/v∗]) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå

F (sin[πV/v∗]) = sin[πV/v∗]
+∞∏

m=1

(
1 +

sin2[πV/v∗]
sh2(π2m/2v∗)

)
.

Â ñëó÷àå, êîãäà v∗ ¿ π2/2, ýòî ïðîèçâåäåíèå ñõîäèòñÿ î÷åíü áûñòðî, è ïðè åãî âû÷èñëå-
íèè äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ íåñêîëüêèìè ïåðâûìè m.

Ôàçîâûå òðàåêòîðèè âèõðÿ ñîâïàäàþò ñ ëèíèÿìè óðîâíÿ ãàìèëüòîíèàíà.

26) Ñâåñòè çàäà÷ó î äâèæåíèè äâóõ òî÷å÷íûõ âèõðåé (ñ çàâèõðåííîñòÿìè Γ1 è Γ2)
âíóòðè êðóãà ê ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû.
Ðåøåíèå: Ôóíêöèÿ òîêà ñèñòåìû N òî÷å÷íûõ âèõðåé âíóòðè êðóãà x2 + y2 < 1 îïðåäå-
ëÿåòñÿ ôîðìóëîé

ψ(x, y) = ψ(z) =
∑
n

Γn

2π
ln

∣∣∣1− zZ̄n

z − Zn

∣∣∣,
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ãäå z = x+iy, è Zn = Xn+iYn � êîìïëåêñíûå êîîðäèíàòû âèõðåé. Ýòà ôóíêöèÿ ãàðìîíè-
÷åñêàÿ, èìååò ëîãàðèôìè÷åñêèå îñîáåííîñòè â òî÷êàõ íàõîæäåíèÿ âèõðåé è îáðàùàåòñÿ
â íóëü íà ãðàíèöå îáëàñòè òå÷åíèÿ � ïðè |z| = 1. Ãàìèëüòîíèàí ýòîé ñèñòåìû åñòü

H =
1
2

∑
m

Γmψ(Zm + dm) + C(d1, . . . , dN ) =

=
∑

n

Γ2
n

4π
ln(1− |Zn|2) +

∑

n 6=m

ΓmΓn

4π
ln

∣∣∣1− ZmZ̄n

Zm − Zn

∣∣∣, (16)

ãäå ìàëûå ïàðàìåòðû d1, . . . , dN � ðàçìåðû âèõðåé � íåîáõîäèìû äëÿ ðåãóëÿðèçàöèè
ãàìèëüòîíèàíà. Â ëàãðàíæèàíå

L =
∑

n

iΓn

2
ŻnZ̄n −H

ìîæíî çàìåíèòü ïåðåìåííûå: Zn =
√

ρn exp(iφn). Â ðåçóëüòàòå ýòîé çàìåíû ïîëó÷èì

L =
∑

n

[
−Γn

2
ρnφ̇n − Γ2

n

4π
ln(1− ρn)

]
−

−
∑
n>m

ΓmΓn

4π
ln

(
1 + ρmρn − 2

√
ρmρn cos(φn − φm)

ρm + ρn − 2
√

ρmρn cos(φn − φm)

)
. (17)

Åñëè èìååòñÿ âñåãî ëèøü äâà âèõðÿ, òî óäîáíî ïåðåéòè ê êàíîíè÷åñêèì ïåðåìåííûì
Φ, M è φ, µ ïî ôîðìóëàì

φ1 = Φ +
φ

2
, φ2 = Φ− φ

2
,

M = −Γ1ρ1 + Γ2ρ2

2
, µ =

Γ2ρ2 − Γ1ρ1

4
.

Ïîñêîëüêó îáîáùåííàÿ êîîðäèíàòà Φ ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé, òî ñîîòâåòñòâóþùèé åé èì-
ïóëüñ M =const. Ïîäñòàâëÿÿ ρ1 = −(2µ + M)/Γ1 è ρ2 = (2µ − M)/Γ2 â ãàìèëüòîíèàí
èñõîäíîé çàäà÷è, ïîëó÷èì â ðåçóëüòàòå ãàìèëüòîíèàí äëÿ φ è µ, ãäå M èãðàåò ðîëü
ïàðàìåòðà:

H(φ, µ) =
Γ2

1

4π
ln

[
1 +

(M + 2µ)
Γ1

]
+

Γ2
2

4π
ln

[
1 +

(M − 2µ)
Γ2

]
+

+
Γ1Γ2

4π
ln

(
1 + (M2 − 4µ2)/Γ1Γ2 − 2

√
(M2 − 4µ2)/Γ1Γ2 cosφ

2µ(Γ−1
2 − Γ−1

1 )−M(Γ−1
2 + Γ−1

1 )− 2
√

(M2 − 4µ2)/Γ1Γ2 cosφ

)
.

27) Íàéòè êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå è âûïèñàòü ãàìèëüòîíèàí äëÿ ñèñòåìû òîíêèõ
ñîîñíûõ âèõðåâûõ êîëåö â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

28) Ìîäåëü Ëàïëàñîâñêîãî ðîñòà êîíå÷íîé äâóìåðíîé îáëàñòè D ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé
∂D çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì V∂D = |∇f ||∂D, ãäå V∂D � ñêîðîñòü ïðîäâèæåíèÿ ãðàíèöû
â íàïðàâëåíèè âíåøíåé íîðìàëè, f(x, y) � ãàðìîíè÷åñêàÿ âíå îáëàñòè D ôóíêöèÿ
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(fxx + fyy = 0) ñ óñëîâèÿìè f |∂D = 0, f |∞ ≈ ln
√

x2 + y2. Ôîðìó ðàñòóùåé îáëàñòè
ìîæíî îïèñûâàòü àíàëèòè÷åñêîé ïðè |w| ≥ 1 ôóíêöèåé z(w, t), êîòîðàÿ êîíôîðì-
íî îòîáðàæàåò âíåøíîñòü åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè íà âíåøíîñòü îáëàñòè D, òàê
÷òî (x + iy)|∂D = z(eiξ, t). Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðè ýòîì âûãëÿäèò ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

Im(ztz̄ξ) = −1. (18)
Äàííàÿ ñèñòåìà äîïóñêàåò ÷àñòíûå ðåøåíèÿ âèäà

z(w, t) = R(t)w + A(t) +
N∑

n=1

qn ln[w −Bn(t)], (19)

ãäå N � ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî, áîëüøåå åäèíèöû, qn � êîìïëåêñíûå êîíñòàí-
òû ñ ðàâíîé íóëþ ñóììîé (

∑
qn = 0), R(t) � äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, A(t) è

Bn(t) � êîìïëåêñíûå ôóíêöèè (î÷åâèäíî,÷òî âñå |Bn(t)| < 1). Òðåáóåòñÿ âûâåñòè
è ïðîèíòåãðèðîâàòü ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïðå-
äåëÿþùèõ äèíàìèêó âåëè÷èí R(t), A(t) è Bn(t).
Ðåøåíèå: Ïîäñòàâëÿåì âûðàæåíèå (19) â óðàâíåíèå (18):

Im
[(

Ṙw + Ȧ−
∑
m

qmḂm

w −Bm

)(
−i

R

w
− i

∑
n

q̄n

1− wB̄n

)]
= −1.

Ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå äðîáè ïîëó÷èì ñ ó÷åòîì
∑

qn = 0
óðàâíåíèå ñëåäóþùåãî âèäà:

˙̄aRw + ȧRw−1 +
∑

n

qnḃnBn

w −Bn
+

∑
n

q̄n
˙̄bnB̄nw

1− wB̄n
+ ḋ = 2,

ãäå
ȧ = Ȧ +

∑
n

qn
Ḃn

Bn
,

ḃn =
Ṙ

Bn
−R

Ḃn

B2
n

+ ˙̄A−
∑
m

q̄m
ḂnB̄m + Bn

˙̄Bm

1−BnB̄m
,

ḋ = 2RṘ−
∑

n

∑
m

qnq̄m
Bn

˙̄Bm + ḂnB̄m

1−BnB̄m
.

Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ ïðîèçâîäíûõ ȧ = 0, ḃn = 0, ḋ = 2, ïðèõîäèì ê îòâåòó

A +
∑

n

qn ln Bn = α,

R

Bn
+ Ā +

∑
m

q̄m ln
(
1−BnB̄m

)
= βn,

R2 +
∑

n

∑
m

qnq̄m ln(1−BnB̄m) = 2t + δ,

ãäå α, βn è δ � êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ.
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