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3 ÎÃËÀÂËÅÍÈÅ

0.1 Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåì ïîñîáèè ìû ïðåäñòàâèì ïîäõîäû, êîòîðûå
èñïîëüçóþòñÿ â òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå äëÿ ðåøåíèÿ çà-
äà÷, êîòîðûå ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, âêëþ÷àÿ íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ è óðàâíå-
íèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, òî åñòü óðàâíåíèé ïîëåâûõ.
Çíà÷èìîñòü ýòèõ ñþæåòîâ áûëà óñòàíîâëåíà â õîäå ðàç-
âèòèÿ ôèçèêè.
Îñîçíàíèå âàæíîñòè ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé è ñâÿçàííûõ ñ íèìè çàäà÷ âîñõîäèò ê òîìó
æå âðåìåíè, êîãäà áûë äîñòèãíóò ïåðâûé ãðàíäèîçíûé
óñïåõ ñîâðåìåííîé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè � îáúÿñíåíèå
Íüþòîíîì ôîðìû îðáèò ïëàíåò íà îñíîâå çàêîíîâ ìåõà-
íèêè. Õîòÿ ñàì Íüþòîí çà÷àñòóþ ïðåäïî÷èòàë ïîëüçî-
âàòüñÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè ìåòîäàìè, îí õîðîøî ñîçíàâàë,
÷òî íàèáîëåå àäåêâàòíûì ÿçûêîì ñîçäàííîé èì êîí-
ñòðóêöèè ÿâëÿþòñÿ èìåííî äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-
íèÿ.
Â òå÷åíèå âîñåìíàäöàòîãî âåêà ïàðàëëåëüíî ñ áûñò-

ðûì ðîñòîì êà÷åñòâà àñòðîíîìè÷åñêèõ íàáëþäåíèé ïðî-
èñõîäèëî óòî÷íåíèå çàêîíîâ äâèæåíèÿ ïëàíåò è áîëåå
ìåëêèõ àñòðîíîìè÷åñêèõ îáúåêòîâ (êîìåò, àñòåðîèäîâ),
ñâÿçàííîå ñ âîçäåéñòâèåì íà íèõ äðóãèõ ïëàíåò. Íà ýòîì
ïóòè ðîäèëàñü, ïî ñîâðåìåííîé òåðìèíîëîãèè, òåîðèÿ
âîçìóùåíèé. Â ÷àñòíîñòè, áûëî îñîçíàíî, ÷òî â íåêîòî-
ðûõ ñëó÷àÿõ äàæå ñëàáîå âîçìóùåíèå ñïîñîáíî çà áîëü-
øîå âðåìÿ ñèëüíî èñêàçèòü îðáèòó. Òàê ïîÿâèëèñü òàê
íàçûâàåìûå ñåêóëÿðíûå ÷ëåíû.
Â òîì æå âîñåìíàäöàòîì âåêå âîçíèê íîâûé ïðåä-

ìåò èçó÷åíèÿ � ãèäðîäèíàìèêà. Ýéëåð è Ëàãðàíæ ñôîð-
ìóëèðîâàëè îñíîâíûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûì ïîä÷èíÿåòñÿ
äâèæåíèå ëþáîé æèäêîñòè. È ýòè óðàâíåíèÿ îêàçàëèñü
äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ. Âïîñëåäñòâèè ýòè óðàâíåíèÿ áûëè óòî÷íåíû Íà-
âüå è Ñòîêñîì, êîòîðûå âêëþ÷èëè â ðàññìîòðåíèå âÿç-
êîñòü. Ãèäðîäèíàìèêà îêàçàëàñü óäèâèòåëüíî áîãàòîé
íà ðàçëè÷íûå ÿâëåíèÿ, ÷òî ñâÿçàíî ñ ñóùåñòâåííîé ðî-
ëüþ íåëèíåéíîñòè â äèíàìèêå æèäêîñòè.
Ãèäðîäèíàìèêà íà äîëãèå ãîäû ñòàëà òåì ïîëèãîíîì,

íà êîòîðîì èñïûòûâàëèñü ðàçëè÷íûå ìåòîäû ìàòåìà-
òè÷åñêîé ôèçèêè. Îñîáåííî áîãàòûì â ýòîì îòíîøåíèè
îêàçàëñÿ ïåðèîä êîíöà äåâÿòíàäöàòîãî � íà÷àëà äâàäöà-
òîãî âåêà, êîãäà áûëè ïîñòàâëåíû è ðåøåíû ìíîãèå ãèä-
ðîäèíàìè÷åñêèå çàäà÷è. Ýòà íàóêà íå èñ÷åðïàíà äî ñèõ
ïîð, íàïðèìåð, íå ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîé òåîðèè
òóðáóëåíòíîñòè, òî åñòü õàîòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ æèäêî-
ñòè, êîòîðîå âîçíèêàåò ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà.
Îäíàêî ãèäðîäèíàìèêà ñûãðàëà è åùå îäíó î÷åíü

âàæíóþ ðîëü � îíà ñòàëà ïàðàäèãìîé, íà îñíîâå êîòî-
ðîé ñòðîèëîñü ïîíèìàíèå äðóãèõ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé.
Èìåííî ãèäðîäèíàìèêà ïîñëóæèëà ïëàöäàðìîì, ñ êîòî-
ðîãî íà÷àëàñü îñîçíàíèå òàêèõ ÿâëåíèé, êàê òåðìîäèíà-
ìèêà è ýëåêòðîìàãíåòèçì. È õîòÿ ïîíÿòèÿ ôëîãèñòîíà è
ýôèðà áûëè âïîñëåäñòâèè îòáðîøåíû, êàê ñëèøêîì ãðó-
áûå ìîäåëè ÿâëåíèé, èñïîëüçóþùèå ïðÿìûå àíàëîãèè ñ
æèäêîñòüþ, ñàì ïîäõîä, ñâÿçàííûé ñ äèôôåðåíöèàëü-

íûìè óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, âîñõîäÿùèé
ê ãèäðîäèíàìèêå, îêàçàëñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ïëîäîòâîðíûì.
Èìåííî íà ýòîì ïóòè â òå÷åíèè äåâÿòíàäöàòîãî âåêà â
ôèçèêå ðîäèëîñü ñîâðåìåííîå ïîíÿòèå ïîëÿ.
Â äåâÿòíàäöàòîì âåêå ïðîèçîøëî ïåðâîå âåëèêîå îáú-

åäèíåíèå � ïîñòåïåííî áûëî îñîçíàíî, ÷òî òàêèå ÿâ-
ëåíèÿ, êàê ýëåêòðè÷åñòâî, ìàãíåòèçì è ðàñïðîñòðàíå-
íèå ñâåòà ÿâëÿþòñÿ ïðîÿâëåíèÿìè åäèíîé ñóùíîñòè �
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Âïîñëåäñòâèè ê ñâåòó äîáàâè-
ëèñü ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû ðàçëè÷íîé äëèíû âîëíû,
îò ðàäèîâîëí äî ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ. È îïèñàíèå
âñåõ ýòèõ ÿâëåíèé â ðàìêàõ åäèíîé òåîðèè ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ îñòàåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ çíà÷èìûõ äîñòè-
æåíèé ôèçèêè. Ýòî îïèñàíèå áàçèðóåòñÿ íà äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.
Ïî ìåðå ðàñøèðåíèÿ êðóãà çàäà÷, ñ êîòîðûìè èìååò

äåëî ôèçèêà, âûÿñíèëîñü, ÷òî äàëåêî íå âî âñåõ ñëó÷àÿõ
äëÿ àíàëèçà ìîæíî îáîéòèñü ýëåìåíòàðíûìè ôóíêöèÿ-
ìè. Ïîýòîìó â òå÷åíèè âîñåìíàäöàòîãî-äåâÿòíàäöàòîãî
âåêà â îáîðîò ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè áûëè ââåäåíû
áîëåå ñëîæíûå ôóíêöèè, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ñïåöè-
àëüíûìè. Ðåïåðòóàð ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé óñòàíîâèë-
ñÿ ê íà÷àëó äâàäöàòîãî âåêà. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî èñïîëü-
çîâàíèå ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé òåñíî ñâÿçàíî ñ òåîðèåé
ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, ïîñòðîåííîé â îñ-
íîâíîì â äåâÿòíàäöàòîì âåêå.
Â òå÷åíèè äåâÿòíàäöàòîãî âåêà áûëî îñîçíàíî, ÷òî

òåîðåòè÷åñêàÿ ôèçèêà èìååò äåëî ñ ðàçíîîáðàçíûì
àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì. Â ñâÿçè ñ ýòèì â ìàòåìà-
òè÷åñêîé ôèçèêå áûëè ðàçðàáîòàíû ìåòîäû îïðåäåëå-
íèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé è
ðåøåíèé ðàçíîîáðàçíûõ óðàâíåíèé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
âûÿâèëàñü çíà÷èòåëüíàÿ ðîëü çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, ïðî-
èñõîæäåíèå êîòîðûõ áûëî âûÿâëåíî óæå â äâàäöàòîì
âåêå.
Ïðè ïîñòðîåíèè â ïåðâîé ïîëîâèíå äâàäöàòîãî âå-

êà òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè (êàê ñïåöèàëüíîé, òàê è îá-
ùåé) è êâàíòîâîé ìåõàíèêè èñïîëüçîâàëèñü â îñíîâíîì
ìåòîäû, ðàçðàáîòàííûå â ðàìêàõ òåîðèè êëàññè÷åñêî-
ãî ïîëÿ. Ýòî ÷àñòè÷íî îáúÿñíÿåò óäèâèòåëüíî âûñîêèé
òåìï ñîçäàíèÿ ýòèõ ðàçäåëîâ ôèçèêè. Íàïðèìåð, óðàâ-
íåíèå Øð¼äèíãåðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òèïè÷íîå ïîëå-
âîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.
Â õîäå äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ â äâàäöàòîì âå-

êå â òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå âîçíèêëè îáëàñòè, èñ-
ñëåäîâàíèÿ â ðàìêàõ êîòîðûõ ïðèâîäÿò ê èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. Ïðèìåðàìè ìîãóò
ñëóæèòü êèíåòèêà, êîòîðàÿ èññëåäóåòñÿ â ðàìêàõ êèíå-
òè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, èëè êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ïîëÿ. Ýòè
îáëàñòè ëåæàò âíå ðàìîê íàñòîÿùåãî ïîñîáèÿ.
Â òî æå âðåìÿ â äâàäöàòîì âåêå ÷ðåçâû÷àéíî ðàñ-

øèðèëàñü îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ìåòîäîâ êëàññè÷åñêî-
ãî ïîëÿ. Ðå÷ü èäåò î äèíàìèêå ëþáîé ñðåäû, êîòîðóþ
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê íåïðåðûâíóþ. Ïðèâåäåì â
êà÷åñòâå ïðèìåðà ïëàçìó, êîòîðàÿ ÷ðåçâû÷àéíî áîãàòà
íà ðàçëè÷íûå äèíàìè÷åñêèå ÿâëåíèÿ. Ïîä÷åðêíåì òàê-
æå, ÷òî ïëàçìà ìîæåò ñóùåñòâîâàòü íà ðàçëè÷íûõ ìàñ-
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øòàáàõ, îò êîñìè÷åñêèõ äî ÿäåðíûõ (òàê íàçûâàåìàÿ
êâàðê-ãëþîííàÿ ïëàçìà), ñïîñîá åå îïèñàíèÿ îò ýòîãî
ïðèíöèïèàëüíî íå ìåíÿåòñÿ.
Â ñâÿçè ñ áóðíûì ðàçâèòèåì äèíàìèêè íåïðåðûâíûõ

ñðåä âî âòîðîé ïîëîâèíå äâàäöàòîãî âåêà áûëè ñôîð-
ìóëèðîâàíû áàçèñíûå íåëèíåéíûå ïîëåâûå óðàâíåíèÿ,
êîòîðûå îïèñûâàþò êëþ÷åâûå äèíàìè÷åñêèå ÿâëåíèÿ â
ñàìûõ ðàçíûõ ôèçè÷åñêèõ ñèòóàöèÿõ. Ýòî â îñíîâíîì
óðàâíåíèÿ äëÿ ïîëåé, çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè è îäíîé êî-
îðäèíàòû. Ïîðàçèòåëüíûì îáðàçîì îêàçàëîñü, ÷òî áîëü-
øèíñòâî ýòèõ áàçèñíûõ óðàâíåíèé ïðèâîäÿò ê áåñêîíå÷-
íîìó íàáîðó çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòè
óðàâíåíèÿ äîïóñêàþò àíàëèòè÷åñêîå ïîñòðîåíèå âåñüìà
ñëîæíûõ ðåøåíèé, êîòîðûå îáû÷íî íàçûâàþò ñîëèòîí-
íûìè.
Âñå ïåðå÷èñëåííûå ñþæåòû òàê èëè èíà÷å íàøëè îò-

ðàæåíèå â íàñòîÿùåì ïîñîáèè. Êîíå÷íî, åãî íåëüçÿ íà-
çâàòü èñ÷åðïûâàþùèì. Îäíàêî ìû íàäååìñÿ, ÷òî ïðèâå-
äåííûé â íåì ìàòåðèàë ïîçâîëèò îñâîèâøåìó åãî ÷èòà-
òåëþ îðèåíòèðîâàòüñÿ â çíà÷èòåëüíîì ÷èñëå ðàçäåëîâ
ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.
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ËÈÍÅÉÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Â ðàâíîâåñèè ïàðàìåòðû ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû íå ìå-
íÿþòñÿ ñî âðåìåíåì. Åñëè ñèñòåìó îòêëîíèòü îò ðàâ-
íîâåñèÿ, òî îíà áóäåò ðåëàêñèðîâàòü ê íåìó. Ïðè íàëè-
÷èè âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ ñîñòîÿíèå ñèñòåìû èçìåíèò-
ñÿ. Ýòè ïðîöåññû îïèñûâàþòñÿ ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè
ïðè óñëîâèè, ÷òî îòêëîíåíèå îò ðàâíîâåñèÿ íåâåëèêî è
âíåøíåå âîçäåéñòâèå äîñòàòî÷íî ñëàáî.

1.1 Ýâîëþöèîííûå çàäà÷è

Âî ìíîãèõ ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ âîçíèêàåò çàäà÷à
î ðåàêöèè ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû íà âíåøíåå âîçäåéñòâèå,
âûâîäÿùåå åå èç ðàâíîâåñèÿ. ×òîáû íàéòè ñîñòîÿíèå ñè-
ñòåìû â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè, íàäî ðåøèòü ýâîëþ-
öèîííóþ çàäà÷ó, ïîñêîëüêó ýòî ñîñòîÿíèå áóäåò îïðåäå-
ëÿòüñÿ ïðåäûñòîðèåé ñèñòåìû. Åñëè îòêëîíåíèå ñèñòå-
ìû îò ðàâíîâåñèÿ íåâåëèêî, òî åå ðåàêöèþ íà âíåøíåå
âîçäåéñòâèå ìîæíî èçó÷àòü â ðàìêàõ ëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé.

1.1.1 Óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ïðèìåð óðàâíåíèÿ, êîòîðîå
îïèñûâàåò ðåëàêñàöèþ ñèñòåìû ê ðàâíîâåñèþ:

dx

dt
+ γx = φ, (1.1)

ãäå x(t) � ïåðåìåííàÿ, îïèñûâàþùàÿ îòêëîíåíèå ñè-
ñòåìû îò ðàâíîâåñèÿ, γ � êèíåòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò
(íåêîòîðûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð), à âåëè÷èíà φ(t)
ïðåäñòàâëÿåò âíåøíåå âîçäåéñòâèå, âûâîäÿùåå ñèñòåìó
èç ðàâíîâåñèÿ. Óðàâíåíèå òèïà (1.1) âîçíèêàåò â òîì
ñëó÷àå, êîãäà èíåðöèîííûìè ñâîéñòâàìè ñèñòåìû ìîæ-
íî ïðåíåáðå÷ü. Íàïðèìåð, òàêîå óðàâíåíèå âîçíèêàåò
ïðè îïèñàíèè äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â ñèëüíî âÿçêîé ñðåäå.
Ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (1.1) ìîæíî çàïèñàòü,

êàê èíòåãðàë

x(t) =

∫
ds G(t− s)φ(s). (1.2)

Çäåñü G(t) � òàê íàçûâàåìàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà, êîòîðàÿ
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

dG

dt
+ γG = δ(t), (1.3)

òî åñòü óðàâíåíèþ (1.1) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ φ = δ(t). (Îñ-
íîâíûå ñâîéñòâà δ-ôóíêöèè ïðèâåäåíû â ðàçäåëå 4.1.)
Ýòî óòâåðæäåíèå ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî: ïðèìå-
íÿÿ ê ïðàâîé ÷àñòè (1.2) îïåðàòîð d/dt+ γ è ïîëüçóÿñü

çàòåì ñîîòíîøåíèåì (1.3), ìû íàõîäèì, ÷òî x(t) ÿâëÿåò-
ñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.1).
Îäíàêî ôóíêöèÿ Ãðèíà G(t) îïðåäåëåíà óðàâíåíèåì

(1.3) íåîäíîçíà÷íî, ïîñêîëüêó åãî ðåøåíèå îïðåäåëåíî
ñ òî÷íîñòüþ äî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî (òî åñòü ñ íóëåâîé
ïðàâîé ÷àñòüþ) óðàâíåíèÿ (1.1). Äëÿ òîãî, ÷òîáû îä-
íîçíà÷íî îïðåäåëèòü ôóíêöèþ Ãðèíà G(t), íåîáõîäèìî
ïðèâëå÷ü ïðèíöèï ïðè÷èííîñòè. Èç ñîîòíîøåíèÿ (1.2)
ñëåäóåò, ÷òî G(t) = 0 ïðè t < 0, ïîñêîëüêó ñèñòåìà ìî-
æåò ðåàãèðîâàòü òîëüêî íà âîçäåéñòâèå, èìåâøåå ìåñòî
â ïðîøëîì, íî íå â áóäóùåì. Ïðèíöèï ïðè÷èííîñòè óæå
îäíîçíà÷íî ôèêñèðóåò ôóíêöèþ Ãðèíà. Â ñèëó òîãî, ÷òî
G(t) = 0 ïðè t < 0, âûðàæåíèå (1.2) ìîæíî ïåðåïèñàòü
â ñëåäóþùåì âèäå

x(t) =

∫ t

−∞
ds G(t− s)φ(s). (1.4)

Çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî φ äåéñòâóåò íà ñèñòåìó íà
ïîëíîì âðåìåííîì èíòåðâàëå, îò −∞ äî +∞ ïî âðåìå-
íè.
Íàéäåì ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà G(t),

êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (1.3). Ïîñêîëüêó δ(t)
ðàâíà íóëþ ïðè t > 0, òî â ýòîé îáëàñòè G(t) ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1.1), òî åñòü
G(t) = A exp(−γt), ãäå A � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Ó÷è-
òûâàÿ, ÷òî G(t) = 0 ïðè t < 0, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè
t = 0 ôóíêöèÿ G(t) èñïûòûâàåò ñêà÷îê A. Â ñèëó óðàâ-
íåíèÿ (1.3) è ñîîòíîøåíèÿ (4.10) ýòîò ñêà÷îê äîëæåí
áûòü ðàâåí åäèíèöå. Òàêèì îáðàçîì, A = 1, è ìû íàõî-
äèì îêîí÷àòåëüíî

G(t) = θ(t) exp(−γt), (1.5)

ãäå θ(t) � ôóíêöèÿ Õýâèñàéäà, ðàâíàÿ íóëþ ïðè t < 0,
è ðàâíàÿ åäèíèöå ïðè t > 0. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå
â ñîîòíîøåíèå (1.4), ìû íàõîäèì

x(t) =

∫ t

−∞
ds exp[−γ(t− s)]φ(s). (1.6)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà ïîñòåïåííî (çà âðåìÿ γ−1)
çàáûâàåò î âîçäåéñòâèè íà íåå, êîòîðîå áûëî â ïðîøëîì.
Âûðàæåíèå (1.4) èëè (1.6) ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ìû ðàñ-

ñìàòðèâàåì ýâîëþöèþ ñèñòåìû íà áåñêîíå÷íîì âðåìåí-
íîì èíòåðâàëå. Â òî æå âðåìÿ øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû
çàäà÷è, êîãäà ñîñòîÿíèå ñèñòåìû çàäàíî â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè, à äàëåå îíà ýâîëþöèîíèðóåò ïîä âíåø-
íèì âîçäåéñòâèåì. Áóäåì îòñ÷èòûâàòü âðåìÿ îò ìîìåí-
òà, êîãäà çàäàíî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå. Â äàííîì ñëó÷àå
íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ íà÷àëüíûì çíà÷å-
íèåì ïåðåìåííîé x, êîòîðîå ìû îáîçíà÷àåì x(0). Òîãäà
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âìåñòî (1.4) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïåðåïèøåòñÿ â ñëåäóþ-
ùåì âèäå

x(t) = x(0)G(t) +

∫ t

0

ds G(t− s)φ(s). (1.7)

Äåéñòâèòåëüíî, âûðàæåíèå (1.7) óäîâëåòâîðÿåò èñõîä-
íîìó óðàâíåíèþ è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ, ïîñêîëüêó
G(+0) = 1.

Çàäà÷à 1.1.1. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâ-
íåíèÿ (1.1) ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ è
φ = exp(−αt), α > 0. Êàê âûãëÿäèò ðåøåíèå ïðè
α→ γ?

1.1.2 Óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà âûøå ïåðâîãî

Ðàññìîòðèì áîëåå ñëîæíûé ïðèìåð, à èìåííî óðàâíåíèå
âòîðîãî ïîðÿäêà

d2x

dt2
+ ν2x = φ, (1.8)

ãäå ν èìååò ñìûñë ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé ñè-
ñòåìû. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.8) ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç
ôóíêöèþ Ãðèíà G(t), â âèäå (1.2) èëè (1.4). Ôóíêöèÿ
G(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.8) ñ δ-ôóíêöèåé â ïðà-
âîé ÷àñòè: (

d2

dt2
+ ν2

)
G(t) = δ(t). (1.9)

Íàéäåì ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ.
Êàê ìû óæå óñòàíîâèëè, â ñèëó ïðè÷èííîñòè G(t) = 0

ïðè t < 0. Â îòëè÷èå îò ôóíêöèè Ãðèíà (1.5), ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ (1.9) îñòàåòñÿ íåïðåðûâíûì ïðè t = 0
â ñèëó òîãî, ÷òî â åãî ëåâîé ÷àñòè ñòîèò âòîðàÿ ïðî-
èçâîäíàÿ ïî t. Â ýòîì ñëó÷àå δ-ôóíêöèÿ ïðîèçâîäèòñÿ,
åñëè ñêà÷îê èñïûòûâàåò ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò ôóíê-
öèè, ñìîòðè ðàçäåë 4.1. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (4.10),
ëåãêî íàéòè, ÷òî ñêà÷îê ïåðâîé ïðîèçâîäíîé â G(t) äîë-
æåí áûòü ðàâåí 1. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
ïðè t = +0 G = 0, G′ = 1. Ýòè çíà÷åíèÿ ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü, êàê íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ, îïðåäåëÿþùåãî G(t) ïðè t > 0, ïîñêîëüêó ïðàâàÿ
÷àñòü óðàâíåíèÿ (1.9) â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà íóëþ. Çàäà÷à
ëåãêî ðåøàåòñÿ, è ìû íàõîäèì

G(t) = θ(t)
1

ν
sin(νt). (1.10)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà îñöèëëèðóþùèé õàðàêòåð ôóíê-
öèè Ãðèíà.
Âûðàæåíèå (1.4) äàåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.8) íà áåñ-

êîíå÷íîì âðåìåíí�îì èíòåðâàëå. Íî, êàê è âûøå, ïðè
ïîìîùè ôóíêöèè Ãðèíà ìîæíî âûðàçèòü è ðåøåíèå çà-
äà÷è Êîøè, òî åñòü çàäà÷è ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.
Â äàííîì ñëó÷àå ìû èìååì äåëî ñ óðàâíåíèåì âòîðîãî
ïîðÿäêà, òî åñòü ýòèìè óñëîâèÿìè ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíîé, x è ẋ, â íà÷àëüíûé ìîìåíò

âðåìåíè, â êà÷åñòâå êîòîðîãî ìû âûáåðåì t = 0. Ðåøå-
íèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (1.8) çàïèñûâàåòñÿ â
ñëåäóþùåì âèäå

x(t) = ẋ(0)G(t)+x(0)Ġ(t)+

∫ t

0

ds G(t−s)φ(s). (1.11)

Ýòî âûðàæåíèå, î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
(1.8), à òàêæå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì, ÷òî ëåãêî ïðîâåðèòü
ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèé G(+0) = 0, Ġ(+0) = 1,
G̈(+0) = 0, ñëåäóþùèõ èç âûðàæåíèÿ (1.10).

Çàäà÷à 1.1.2. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâ-
íåíèÿ (1.8) ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ è φ =
exp(−αt), α > 0. Íàéòè ïðåäåë ν → 0.

Â ïðèíöèïå, ðåøåíèå ëþáîãî ëèíåéíîãî ýâîëþöèîííî-
ãî óðàâíåíèÿ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùóþ
ôóíêöèþ Ãðèíà. Îäíàêî ýòîò ñïîñîá ýôôåêòèâåí, åñ-
ëè èçâåñòíî ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà. Åãî
ìîæíî íàéòè äëÿ óðàâíåíèé âèäà

L(d/dt)x = φ, (1.12)

ãäå L(z) � íåêîòîðûé ïîëèíîì îò z. Èìåííî ê òèïó
(1.12) îòíîñÿòñÿ ðàññìîòðåííûå íàìè âûøå óðàâíåíèÿ
(1.1,1.8). Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.12) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
(1.2), ãäå ôóíêöèÿ Ãðèíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

L(d/dt)G(t) = δ(t), (1.13)

è óñëîâèþ G = 0 ïðè t < 0. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ñòàðøàÿ
ïðîèçâîäíàÿ â L(d/dt) ðàâíà (d/dt)n, òî (d/dt)mG(0) = 0
äëÿ âñåõ èìåþùèõñÿ â L(d/dt) ïðîèçâîäíûõ m < n. Âû-
øå ìû íàøëè ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé Ãðèíà
óðàâíåíèé (1.1,1.8). Èçëîæèì òåïåðü ìåòîä, ïðèìåíè-
ìûé äëÿ óðàâíåíèÿ (1.12) îáùåãî âèäà.
Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Ãðèíà îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî

ïðè ïîëîæèòåëüíûõ âðåìåíàõ, åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü
åå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, ñìîòðè ðàçäåë 4.2.2:

G̃(p) =

∫ ∞
0

dt exp(−pt)G(t).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà îò δ-ôóíêöèè
ðàâíî åäèíèöå, íàõîäèì èç (1.13) ñîîòíîøåíèå∫ ∞

0

dt exp(−pt)L(d/dt)G(t) = 1.

Ïðîèçâåäåì òåïåðü èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì â ïðîèç-
âîäíûõ (dn/dtn)G. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âñå ñîäåðæàùèåñÿ â
L(d/dt) ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèè Ãðèíà G(t) â íóëå ðàâ-
íû íóëþ (çà èñêëþ÷åíèåì ñòàðøåé), ìû ïðèõîäèì ê âû-
âîäó, ÷òî ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ÷àñòÿì âíåèíòåãðàëü-
íûå ÷ëåíû íå âîçíèêàþò, è ìû íàõîäèì

G̃(p) = 1/L(p). (1.14)

Òàêèì îáðàçîì, G̃(p) èìååò ïîëþñà, êîòîðûå îïðåäåëÿ-
þòñÿ íóëÿìè ïîëèíîìà L(p).
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Re p

Im p

O

•

•

Ðèñ. 1.1: Ïðåîáðàçîâàíèå êîíòóðà, ïî êîòîðîìó èäåò èí-
òåãðèðîâàíèå â îáðàòíîì ïðåîáðàçîâàíèè Ëàïëàñà.

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà èìååò âèä (4.27),
òî åñòü

G(t) =

∫ c+i∞

c−i∞

dp

2πi
exp(pt)G̃(p). (1.15)

Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ â ýòîì âûðàæåíèè ïîêàçàí íà
ðèñóíêå 4.1. Ïðè t < 0 ìû ìîæåì ñìåùàòü êîíòóð èíòå-
ãðèðîâàíèÿ âïðàâî, ïîñêîëüêó ept ïðè ýòîì ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ. Â ðåçóëüòàòå ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè t < 0 ôóíê-
öèÿ Ãðèíà ðàâíà íóëþ, êàê è äîëæíî áûòü. Ïðè t > 0
ìû ìîæåì ñìåùàòü êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ âëåâî, ïî-
ñêîëüêó ept ïðè ýòîì ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ïðè òàêîì ñìå-
ùåíèè ìû áóäåì �íàòûêàòüñÿ� íà ïîëþñû G̃(p). Äàëåå
êîíòóð ìîæíî �ïðîòàùèòü� ÷åðåç ïîëþñà, äîáàâèâ êîí-
òóðà, èäóùèå âîêðóã ïîëþñîâ. Ïðè äàëüíåéøåì ñäâèãå
âëåâî ìû ïîëó÷àåì íóëåâîé âêëàä â èíòåãðàë ïî ïðÿ-
ìîé, ïîñêîëüêó ept ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Òàêèì îáðàçîì,
èíòåãðàë ñâîäèòñÿ ê ñóììå êîíòóðíûõ èíòåãðàëîâ, èäó-
ùèõ âîêðóã ïîëþñîâ G(p), ñìîòðè ðèñóíîê 1.1. Êàæäûé
òàêîé èíòåãðàë ñâîäèòñÿ ê âû÷åòó â ïîëþñå, è ìû íàõî-
äèì

G(t) =
∑
i

resi exp(pt)/L(p), (1.16)

ãäå ñóììèðîâàíèå èäåò ïî ïîëþñàì G̃(p), òî åñòü íóëÿì
L(p).

Çàäà÷à 1.1.3. Íàéòè âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé Ãðèíà
(1.5,1.10), èñõîäÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (1.16).

Äëÿ óñòîé÷èâîé ñèñòåìû âñå ïîëþñà âûðàæåíèÿ
(1.14) ëåæàò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè ïî p, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóåò çàòóõàíèþ âîçìóùåíèé â îòñóòñòâèå âíåøíåãî
âîçäåéñòâèÿ. Òîãäà G(t)→ 0 ïðè t→∞. Â òî æå âðåìÿ
äëÿ íåóñòîé÷èâîé ñèñòåìû èìåþòñÿ ïîëþñà âûðàæåíèÿ
(1.14) â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè. Âû÷åòû â ýòèõ ïîëþñàõ
ïîðîäÿò âêëàä â ôóíêöèþ Ãðèíà G(t), ðàñõîäÿùèéñÿ íà
áîëüøèõ t, â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.16).

Çàäà÷à 1.1.4. Íàéòè ôóíêöèþ Ãðèíà óðàâíåíèÿ

d2x

dt2
+ 2γ

dx

dt
+ ν2x = φ.

Çàäà÷à 1.1.5. Íàéòè ôóíêöèþ Ãðèíà óðàâíåíèÿ(
d4

dt4
+ 4ν2

d2

dt2
+ 3ν4

)
x = φ.

Çàäà÷à 1.1.6. Íàéòè ôóíêöèþ Ãðèíà óðàâíåíèÿ(
d2

dt2
+ ν2

)2

x = φ.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è L̂x = φ ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè ïðè t = 0 ìû íàõîäèì

x(t) =

∫ t

0

dsG(t− s)φ(s). (1.17)

Ïðîèçâîäÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà îáåèõ ÷àñòåé ñîîò-
íîøåíèÿ (1.17), ïîëó÷àåì

x̃(p) = G̃(p)φ̃(p). (1.18)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè èçâåñòíû G̃(p) è φ̃(p), òî x(t) ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå èíòåãðàëà (4.27). Äëÿ ñëó÷àÿ, êî-
ãäà L ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì, íàõîäèì èç (1.14)

x̃(p) = φ̃(p)/L(p). (1.19)

Çàäà÷à 1.1.7. Íàéòè x(t), êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(d2/dt2 + ν2)x = φ ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëî-
âèÿìè äëÿ φ = exp(−αt).

1.1.3 Ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå

Ïðÿìûì îáîáùåíèåì ñêàëÿðíîãî ðåëàêñàöèîííîãî óðàâ-
íåíèÿ (1.1) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîå óðàâíåíèå äëÿ âåêòîðíîé
âåëè÷èíû y:

dy

dt
+ Γ̂y = χ. (1.20)

Çäåñü Γ̂ � ìàòðèöà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ðåëàêñàöèþ ñè-
ñòåìû, à âåêòîð χ ïðåäñòàâëÿåò âíåøíåå âîçäåéñòâèå íà
ñèñòåìó.
Îòìåòèì, ÷òî ê âèäó (1.20) ïðèâîäèòñÿ äèôôåðåíöè-

àëüíîå óðàâíåíèå n-ãî ïîðÿäêà äëÿ ñêàëÿðíîé ïåðåìåí-
íîé x. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ââåñòè y1 = x, y2 = dx/dt,
. . . , yn = dn−1x/dtn−1. Ïîñëå ýòîãî dy/dt âûðàæàþòñÿ
÷åðåç êîìïîíåíòû y, èñõîäÿ èç ââåäåííûõ îïðåäåëåíèé
è èñõîäíîå óðàâíåíèå, ïðèâîäÿ ê ìàòðèöå Γ̂ n× n âåñü-
ìà ñïåöèôè÷åñêîãî âèäà. Îòìåòèì, ÷òî îáðàòíîå, âîîá-
ùå ãîâîðÿ, íåâåðíî: íå âñÿêîå óðàâíåíèå âèäà (1.20) ñ
ìàòðèöåé Γ̂ ðàçìåðà n × n ìîæíî ñâåñòè ê óðàâíåíèþ
n-ãî ïîðÿäêà äëÿ ñêàëÿðíîé âåëè÷èíû. Â ýòîì ñìûñëå
óðàâíåíèå (1.20) ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùèì.
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Çàäà÷à 1.1.8. Ñâåñòè ê âèäó (1.20) óðàâíåíèå, ââåäåí-
íîå â çàäà÷å 1.1.5.

Êàê èçâåñòíî, ìîæíî ââåñòè ñîáñòâåííûå âåêòîðû ai
ìàòðèöû Γ̂, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

Γ̂ai = λiai, (1.21)

ãäå λi � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû Γ̂. Åñëè ñîáñòâåí-
íûå ÷èñëà íå âûðîæäåíû, òî ëþáîé âåêòîð ìîæíî ðàç-
ëîæèòü ïî ñîáñòâåííûì âåêòîðàì ai, â ÷àñòíîñòè y =∑
i xiai, χ =

∑
i φiai. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ïðåäñòàâëåíèå â

óðàâíåíèå (1.20), íàõîäèì

dxi
dt

+ λixi = φi. (1.22)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàáîðó óæå ðàññìîò-
ðåííûõ íàìè ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé (1.1).
Ìîæíî ââåñòè ôóíêöèþ Ãðèíà äëÿ óðàâíåíèÿ (1.20),

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé Ĝ(t), ÷åðåç êîòîðóþ âûðà-
æàåòñÿ ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ

y(t) =

∫ t

−∞
ds Ĝ(t− s)χ(s). (1.23)

Ôóíêöèÿ Ãðèíà Ĝ(t) ðàâíà íóëþ ïðè t < 0 è óäîâëåòâî-
ðÿåò óðàâíåíèþ (

d

dt
+ Γ̂

)
Ĝ(t) = δ(t)1̂, (1.24)

ãäå 1̂ � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ìîæíî âûïèñàòü ÿâíîå âû-
ðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà. Äëÿ ýòîãî ïîìèìî ñîá-
ñòâåííûõ ñòîëáöîâ ai ìàòðèöû Γ íàäî ââåñòè ñîáñòâåí-
íûå ñòðîêè bTi , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

bTi Γ̂ = λib
T
i . Êàê èçâåñòíî, ñîáñòâåííûå ñòîëáöû è ñòðî-

êè ìîæíî âûáðàòü îðòîíîðìèðîâàííûìè bTi aj = δij , ãäå
δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà, ðàâíûé åäèíèöå, åñëè i = j, è
íóëþ, åñëè i 6= j. Òîãäà

Ĝ = θ(t)
∑
i

e−λitaib
T
i . (1.25)

Ýòî âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ôóíêöèé
Ãðèíà (1.5) ñ ìíîæèòåëÿìè, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò ïðî-
åêöèè íà ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû Γ̂.
Ïåðåõîäèì ê ñëó÷àþ, êîãäà èìåþòñÿ âûðîæäåííûå

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λi. Íèêàêèõ ïðîáëåì â ýòîì ñëó-
÷àå íå âîçíèêàåò, íàïðèìåð, åñëè ìàòðèöà Γ̂ ÿâëÿåòñÿ
ñèììåòðè÷íîé. Òîãäà èìååòñÿ n ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ
ai ìàòðèöû Γ̂, ïî êîòîðûì ìîæíî ðàçëîæèòü ëþáîé âåê-
òîð. Ïîýòîìó ìû âîçâðàùàåìñÿ ê îïèñàííîé âûøå ñèòó-
àöèè, êîãäà çàäà÷à ðàñïàäàåòñÿ íà n íåçàâèñèìûõ ñêà-
ëÿðíûõ óðàâíåíèé, êàæäîå èç êîòîðûõ èìååò âèä (1.1).
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé íåñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö, èìåþùèõ
âûðîæäåííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λi, êîãäà çàäà÷ó
íåëüçÿ ñâåñòè ê n íåçàâèñèìûõ ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé,
êàæäîå èç êîòîðûõ èìååò âèä (1.1).

Ýòî ïðîèñõîäèò, åñëè êàíîíè÷åñêîé ôîðìîé ìàòðèöû
Γ̂ ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòü êëåòîê Æîðäàíà. ×òîáû ïðî-
èëëþñòðèðîâàòü ýòîò ñëó÷àé, ðàññìîòðèì ìàòðèöó 2×2

Γ̂ =

(
λ 1
0 λ

)
, (1.26)

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêîé ôîðìîé ìàòðèöû Æîð-
äàíà 2× 2. Â êîìïîíåíòàõ

dy1
dt

+ λy1 + y2 = χ1,

dy2
dt

+ λy2 = χ2.

Òàêèì îáðàçîì, y2 óäîâëåòâîðÿåò ñòàíäàðòíîìó óðàâíå-
íèþ (1.1). Ââåäÿ y1 = y − ty2, ìû íàõîäèì ñòàíäàðòíîå
óðàâíåíèå äëÿ y:

dy

dt
+ λy = χ1 + tχ2.

Òåì íå ìåíåå, â y1 ñîäåðæèòñÿ ñåêóëÿðíûé ÷ëåí −ty2.
Äàííàÿ ñèòóàöèÿ ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íîé. Íàëè÷èå êëå-

òîê Æîðäàíà â êàíîíè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè ìàòðèöû
Γ̂ ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ñåêóëÿðíûõ ÷ëåíîâ â ðåøåíèè
óðàâíåíèÿ (1.20). Îíè ìîãóò áûòü ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî
t (òî åñòü ñîäåðæàòü ïåðâóþ ñòåïåíü t, êàê ìíîæèòåëü
ïðè ýêñïîíåíòå), êàê â ðàññìîòðåííîì íàìè âûøå ïðî-
ñòåéøåì ñëó÷àå, èëè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ïî t (â ñëó-
÷àå áîëåå ñëîæíîé êëåòêè Æîðäàíà) â êà÷åñòâå ìíîæè-
òåëÿ ïðè ýêñïîíåíòå. Âñå ýòî íå ìåíÿåò êà÷åñòâåííî ýêñ-
ïîíåíöèàëüíûé õàðàêòåð ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíå-
íèÿ (1.20), îäíàêî ïðèâîäèò ê ñòåïåííûì ìíîæèòåëÿì
ïðè ýêñïîíåíòàõ.
Íàéäåì ôóíêöèþ Ãðèíà óðàâíåíèÿ (1.20) äëÿ ìàòðè-

öû

Γ̂ =

 λ 1 0
0 λ 1
0 0 λ

 , (1.27)

êîòîðàÿ îòíîñèòñÿ ê òèïó Æîðäàíà. Íàì íåîáõîäèìî
ðåøèòü óðàâíåíèå (1.24). Ñäåëàåì ïðåîáðàçîâàíèå Ëà-
ïëàñà ýòîãî óðàâíåíèÿ, ÷òî äàåò

(p+ λ)Ĝ + N̂ Ĝ = 1̂, (1.28)

ãäå Ĝ(p) � ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ôóíêöèè Ãðèíà.
Ìàòðèöà N̂ è åå êâàäðàò èìåþò âèä

N̂ =

 0 1 0
0 0 1
0 0 0

 , N̂2 =

 0 0 1
0 0 0
0 0 0

 .

Âñå áîëåå âûñîêèå ñòåïåíè ìàòðèöû N̂ ðàâíû íóëþ. Òà-
êèå ìàòðèöû, ñòåïåíè êîòîðûõ, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîé,
îáðàùàþòñÿ â íîëü, íàçûâàþò íèëüïîòåíòíûìè.
Áóäåì ðåøàòü óðàâíåíèå (1.28) äëÿ Ĝ(p) èòåðàöèÿìè

ïî N̂ . Ýòîò ïóòü îêàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûì â ñèëó íèëü-
ïîòåíòíîñòè ìàòðèöû N̂ . Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì

Ĝ =
1̂

p+ λ
− N̂

(p+ λ)2
+

N̂2

(p+ λ)3
.
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Âûïîëíèì òåïåðü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà,
êîòîðîå ïîñëå äåôîðìàöèè êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ ñâå-
äåòñÿ ê âû÷åòàì â òî÷êå p = −λ. Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì

Ĝ = 1̂e−λt − N̂te−λt + N̂2(t2/2)e−λt.

Â ýòîì âûðàæåíèè ïðèñóòñòâóþò ñåêóëÿðíûå ÷ëåíû
ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì
ìîæíî íàõîäèòü ôóíêöèè Ãðèíà óðàâíåíèÿ (1.20) â áî-
ëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ìàòðèöà Γ̂ ñîäåðæèò áî-
ëåå ãðîìîçäêèå êëåòêè Æîðäàíà èëè íåñêîëüêî êëåòîê
Æîðäàíà.

Çàäà÷à 1.1.9. Íàéòè ôóíêöèþ Ãðèíà óðàâíåíèÿ
(1.20) äëÿ ìàòðèöû

Γ̂ =


λ 1 0 0
0 λ 1 0
0 0 λ 1
0 0 0 λ

 ,

êîòîðàÿ îòíîñèòñÿ ê òèïó Æîðäàíà.

1.2 Ãðàíè÷íûå çàäà÷è

Â ðàçäåëå 1.1 ìû ðàññìàòðèâàëè çàäà÷è ýâîëþöèîííîãî
òèïà, êîãäà ðåøåíèå îïðåäåëÿëîñü âíåøíèì âîçäåéñòâè-
åì è/èëè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Îäíàêî ðàñïðîñòðà-
íåíû òàêæå êðàåâûå èëè ãðàíè÷íûå çàäà÷è, êîãäà èñ-
êîìàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò êàêèì-ëèáî óñëîâèÿì íà
ãðàíèöàõ íåêîòîðîé îáëàñòè â ïðîñòðàíñòâå, êîòîðûå,
êàê è ýâîëþöèîííûå çàäà÷è, ìîãóò áûòü ðåøåíû ïðè
ïîìîùè ìåòîäà ôóíêöèé Ãðèíà. Ïðîñòåéøèå ïî ïîñòà-
íîâêå êðàåâûå çàäà÷è è ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè Ãðè-
íà âîçíèêàþò â ýëåêòðîñòàòèêå, êîãäà, íàïðèìåð, òðå-
áóåòñÿ íàéòè ïîëå ñèñòåìû (ðàñïðåäåëåííûõ) çàðÿäîâ â
ïðèñóòñòâèè ïðîâîäíèêîâ. Áîëåå ñëîæíûå çàäà÷è òàêî-
ãî òèïà âîçíèêàþò ïðè èññëåäîâàíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ
ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí.

1.2.1 Îäíîìåðíûé ñëó÷àé

Â äàííîì ðàçäåëå ìû áóäåì èçó÷àòü îäíîìåðíûé ñëó-
÷àé, êîãäà îáëàñòü, â êîòîðîé ìû áóäåì èñêàòü ðåøåíèå
êðàåâûõ çàäà÷, ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëîì (a, b). Òîãäà óñëî-
âèÿ íà èíòåðåñóþùèå íàñ ôóíêöèè íàêëàäûâàþòñÿ íà
ãðàíèöàõ èíòåðâàëà, ïðè x = a è/èëè x = b. Òàêîãî
ñîðòà çàäà÷è âîçíèêàþò êàê ïðè àíàëèçå ïîëåé, çàâè-
ñÿùèõ òîëüêî îò îäíîé äåêàðòîâîé êîîðäèíàòû, òàê è
â ñëó÷àÿõ, êîãäà â ñèëó ñèììåòðèè ïîëÿ çàâèñÿò, ñêà-
æåì, òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ äî íà÷àëà êîîðäèíàò, íî íå
îò óãëîâ.
Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîòåíöèàë Φ ðàñïðå-

äåëåíèÿ çàðÿäà, ïëîòíîñòü êîòîðîãî ρ çàâèñèò òîëüêî îò
îäíîé äåêàðòîâîé êîîðäèíàòû x. Â ýòîì ñëó÷àå ïîòåí-
öèàë òàêæå çàâèñèò òîëüêî îò êîîðäèíàòû x è óäîâëå-
òâîðÿåò óðàâíåíèþ

d2

dx2
Φ = −4πρ. (1.29)

Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå (1.29) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëü-
íûì óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà, åãî íàäî äîïîëíèòü
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Åñëè, íàïðèìåð, ðå÷ü èäåò îá
îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà ìåæäó çàçåìëåííûìè ïàðàëëåëü-
íûìè ìåòàëëè÷åñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè, çàäàííûìè óñëî-
âèÿìè x = a è x = b, òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä
Φ(a) = Φ(b) = 0. Ìû áóäåì ãîâîðèòü î òàêèõ ãðàíè÷íûõ
óñëîâèÿõ, êàê íóëåâûõ.
Ââåäåì òåïåðü ñîîòâåòñòâóþùóþ óðàâíåíèþ (1.29)

ôóíêöèþ Ãðèíà G(x, y), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-
íèþ

d2

dx2
G(x, y) = δ(x− y), a < x, y < b, (1.30)

à òàêæå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì G(a, y) = G(b, y) = 0. Îá-
ðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà çàâèñèò òå-
ïåðü îò îáåèõ ïåðåìåííûõ, à íå ïðîñòî îò èõ ðàçíîñòè,
êàê ýòî áûëî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Ýòî ñâÿçàíî ñ íà-
ðóøåíèåì îäíîðîäíîñòè ïðîñòðàíñòâà çà ñ÷åò ãðàíèö.
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.29) ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè çàïèøåòñÿ â âèäå

Φ(x) =

∫ b

a

dy G(x, y)[−4πρ(y)]. (1.31)

Î÷åâèäíî, âûðàæåíèå (1.31) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
(1.29) â ñèëó (1.30) è íóëåâûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, ïî-
ñêîëüêó èì óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèÿ Ãðèíà.
Íàéäåì ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà G(x, y).

Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ïðè x < y óðàâíåíèå (1.30) ñâî-
äèòñÿ ê ∂2xG = 0, ÷òî äàåò G(x, y) = A (x − a), ãäå A
� íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Ýòî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
ñ íóëåâûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì ïðè x = a. Àíàëîãè÷-
íî, ïðè x > y ìû íàõîäèì G(x, y) = B (x − b), ãäå
B � äðóãàÿ êîíñòàíòà. Ýòî âûðàæåíèå óäîâëåòâîðÿåò
òîìó æå óðàâíåíèþ ∂2xG = 0 è íóëåâîìó ãðàíè÷íîìó
óñëîâèþ ïðè x = b. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Ãðèíà óäîâëå-
òâîðÿåò óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà ïî x, îíà äîëæíà
áûòü íåïðåðûâíîé â òî÷êå x = y, ÷òî äàåò ñîîòíîøåíèå
A (y − a) = B (y − b). Äàëåå, ñêà÷îê ïðîèçâîäíîé ôóíê-
öèè Ãðèíà G(x, y) â òî÷êå x = y ðàâåí B−A, ÷òî â ñèëó
óðàâíåíèÿ (1.30) äîëæíî áûòü ðàâíî åäèíèöå. Ðåøàÿ ïî-
ëó÷åííûå óðàâíåíèÿ äëÿ A è B, è ïîäñòàâëÿÿ ðåçóëüòàò
â âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà, ìû íàõîäèì

G(x, y) =

{
(y − b)(x− a)(b− a)−1, x < y,
(y − a)(x− b)(b− a)−1, x > y.

(1.32)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà (1.32) ñèì-
ìåòðè÷íà: G(x, y) = G(y, x).
Ðàññìîòðèì òåïåðü áîëåå îáùóþ çàäà÷ó, êîòîðàÿ ñòà-

âèòñÿ äëÿ ôóíêöèè f(x) íà èíòåðâàëå a < x < b è
ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå ñëåäóþùåãî äèôôåðåíöèàëüíî-
ãî óðàâíåíèÿ

L̂f(x) = φ, (1.33)

L̂ =
d2

dx2
+Q(x)

d

dx
+ U(x). (1.34)
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Äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L̂ (1.34) íàçûâàåòñÿ îïå-
ðàòîðîì Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ. Çäåñü `ñèëà' φ è ôàêòîðû
Q, U ÿâëÿþòñÿ çàäàííûìè ôóíêöèÿìè x. Ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (1.33) ïîäðàçóìåâàåò íàëîæåíèå íåêîòîðûõ ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé íà ôóíêöèþ f(x) íà ãðàíèöàõ èíòåð-
âàëà, òî åñòü ïðè x = a è x = b. Îíè íå îáÿçàòåëüíî
äîëæíû áûòü íóëåâûìè, âîçìîæíû è äðóãèå âàðèàíòû.
Íàïðèìåð, âñòðå÷àþòñÿ íóëåâûå óñëîâèÿ íà ïðîèçâîä-
íóþ f ′ â òî÷êàõ x = a è x = b èëè ñìåøàííûå ãðàíè÷-
íûå óñëîâèÿ, ñâÿçûâàþùèå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé f ′ è
ôóíêöèè f â òî÷êàõ x = a è x = b.
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.33) ìîæíî ïî àíàëîãèè ñ (1.31)

íàïèñàòü â âèäå ñâåðòêè ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1.33)
ñ ôóíêöèåé Ãðèíà G(x, y):

f(x) =

∫ b

a

dy G(x, y)φ(y), (1.35)

êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

L̂G(x, y) = δ(x− y) (1.36)

è ñîîòâåòñòâóþùèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ïðè x = a è
x = b. Äåéñòâèòåëüíî, èíòåãðàë â ôîðìóëå (1.35) óäî-
âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.33) â ñèëó (1.36) è ãðàíè÷íûì
óñëîâèÿì ïî ïîñòðîåíèþ.
Ïðèâåäåííàÿ âûøå êîíñòðóêöèÿ, ðàáîòàþùàÿ ïðè

Q = U = 0, ïîäñêàçûâàåò íàì, êàê íàéòè ôóíêöèþ Ãðè-
íà G(x, y) â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî îïåðàòîðà Øòóðìà-
Ëèóâèëëÿ (1.34). Ââåäåì ñíà÷àëà äâà ðåøåíèÿ îäíîðîä-
íîãî óðàâíåíèÿ (1.36) u è v (òî åñòü L̂u = 0 = L̂v),
êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò `ëåâîìó' (ïðè x = a) è `ïðàâî-
ìó' (ïðè x = b) ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, ñîîòâåòñòâåííî.
Íàïðèìåð, äëÿ íóëåâûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé u(a) = 0 è
v(b) = 0. Ôóíêöèþ Ãðèíà íàäî èñêàòü â âèäå

G(x, y) =

{
Au(x), x < y,
Bv(x), x > y,

(1.37)

ãäå A,B � íåêîòîðûå ïàðàìåòðû, íå çàâèñÿùèå îò x.
Òîãäà óðàâíåíèå (1.36) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ïðè x < y
è x > y âìåñòå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïðè x = a
è x = b. Êîíñòàíòû æå A è B îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèåì
íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè Ãðèíà ïðè x = y è åäèíè÷íûì
çíà÷åíèåì ñêà÷êà ïðîèçâîäíîé ïðè x = y:

G′(y + 0, y)−G′(y − 0, y) = 1. (1.38)

Ðåøàÿ ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ
A è B, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ÿâíîìó âûðàæåíèþ
äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà G(x, y):

G(x, y) =
1

W (y)

{
v(y)u(x), x < y,
v(x)u(y), x > y.

(1.39)

Çäåñü W (x) � òàê íàçûâàåìûé Âðîíñêèàí ðåøåíèé u(x)
è v(x), êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

W (x) = u(x)v′(x)− u′(x)v(x). (1.40)

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî âûðàæåíèå è èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ
L̂u = L̂v = 0, ëåãêî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå W ′(x) =
−Q(x)W (x), îòêóäà ñëåäóåò

W (x) = W (a) exp

[
−
∫ x

a

dy Q(y)

]
. (1.41)

Îòìåòèì, ÷òî ïðè Q = 0 Âðîíñêèàí (1.41) íå çàâèñèò
îò x, è òîãäà ôóíêöèÿ Ãðèíà ñòàíîâèòñÿ ñèììåòðè÷íîé:
G(x, y) = G(y, x).
Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîòåíöèàë Φ(r) çàðÿ-

æåííîãî öèëèíäðà ðàäèóñà b ïðè óñëîâèè, ÷òî ïëîòíîñòü
çàðÿäà çàâèñèò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ r îò òî÷êè íàáëþ-
äåíèÿ äî îñè öèëèíäðà. Óðàâíåíèå äëÿ Φ(r) ïîëó÷àåò-
ñÿ èç óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ïåðåõîäîì ê öèëèíäðè÷åñêèì
êîîðäèíàòàì:

d2

dr2
Φ(r) +

1

r

d

dr
Φ(r) = −4πρ. (1.42)

Âûáåðåì çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà
çà íîëü. Òîãäà ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ ýòîé çàäà÷è
ÿâëÿþòñÿ Φ(b) = 0 è îòñóòñòâèå îñîáåííîñòè â Φ ïðè
r = 0. Ðåãóëÿðíûì ïðè r = 0 `ëåâûì' ðåøåíèåì u ÿâ-
ëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, êîòîðóþ ìû ïîëàãàåì ðàâ-
íîé åäèíèöå, u(r) = 1. `Ïðàâîå' æå ðåøåíèå v èìååò âèä
v(r) = ln(r/b), à âðîíñêèàí ðàâåí W (r) = 1/r. Ïîýòî-
ìó ôîðìóëà (1.39) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ
äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà îïåðàòîðà â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ
(1.42):

G(r,R) =

{
b ln(R/b), r < R,
b ln(r/b), r > R.

(1.43)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ èñõîäíîé çàäà-
÷è ãðàíè÷íîå óñëîâèå Φ(b) = 0 áûëî çàäàíî íà ãðàíèöå
r = b îáëàñòè, â êîòîðîé ìû èùåì ïîòåíöèàë Φ, è ýòî-
ãî óñëîâèÿ äîñòàòî÷íî äëÿ åãî îïðåäåëåíèÿ. Äîïîëíè-
òåëüíîå æå óñëîâèå îòñóòñòâèÿ îñîáåííîñòè ïðè r = 0
âîçíèêàåò èç-çà ïåðåõîäà ê ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò, ïðèâîäÿùåìó ê ñèíãóëÿðíîñòè êîýôôèöèåíòà ïðè
ïåðâîé ïðîèçâîäíîé â óðàâíåíèè (1.42) â òî÷êå r = 0.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè íóëåâûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ è Q =

0 îïåðàòîð (1.34) ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì, ñìîòðè
ðàçäåë 4.3. Äåéñòâèòåëüíî, èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì
ïåðåâîäèò

∫
dx f(d2/dx2 + U)g â

∫
dx g(d2/dx2 + U)f ,

ïðè ýòîì âíå-èíòåãðàëüíûå ÷ëåíû îêàçûâàþòñÿ ðàâíû-
ìè íóëþ â ñèëó íóëåâûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Îïåðàòîð
d2/dx2+U ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì òàêæå è íà êëàñ-
ñå ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé f , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâè-
ÿì f(b) = f(a) è f ′(b) = f ′(a), ïîñêîëüêó ýòè ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ òàêæå ïðèâîäÿò ê çàíóëåíèþ âíå-èíòåãðàëüíûõ
÷ëåíîâ ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ÷àñòÿì.

Çàäà÷à 1.2.1. Íàéòè ôóíêöèþ Ãðèíà îïåðàòîðîâ
L̂1 = (d/dx+x)(d/dx−x) è L̂2 = (d/dx−x)(d/dx+x)
íà èíòåðâàëå (−l,+l) ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèé ôóíêöèþ Ãðèíà íåëüçÿ ïîñòðîèòü â ñîîòâåòñòâèè
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ñ âûðàæåíèåì (1.39), òàê êàê óñëîâèÿ f(b) = f(a) è
f ′(b) = f ′(a) ñâÿçûâàþò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f íà ðàç-
íûõ êîíöàõ èíòåðâàëà, òàê ÷òî íåëüçÿ ââåñòè `ëåâóþ'
è `ïðàâóþ' ôóíêöèè u è v. Ïîýòîìó äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ
ôóíêöèé ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü áîëåå îáùåå âûðàæåíèå

G(x, y) =
∑
n

A−1n
fn(x)fn(y)

λn
, (1.44)

ãäå fn � ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà L̂: L̂fn = λnfn,
óäîâëåòâîðÿþùèå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì.
Âûðàæåíèå (1.44) êîððåêòíî, åñëè âñå ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ λn îòëè÷íû îò íóëÿ. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå
(4.44), ëåãêî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óðàâíåíèÿ (1.36).
Êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ (1.44) óäîâëåòâîðÿåò íåîáõîäè-
ìûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Åñëè æå ñðåäè ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé λn îïåðàòîðà L̂ èìåþòñÿ íóëåâûå, òî ôóíêöèÿ
Ãðèíà íå ñóùåñòâóåò. Ìîæíî îäíàêî, îãðàíè÷èòü êëàññ
ôóíêöèé f òàê, ÷òîáû èñêëþ÷èòü ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
ñ íóëåâûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè. Íà ýòîì îãðàíè-
÷åííîì êëàññå ôóíêöèþ Ãðèíà óæå ìîæíî ïîñòðîèòü.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà àíàëèçà ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷-

íûõ óñëîâèé ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé îïåðàòîð âòîðîãî
ïîðÿäêà L̂ = d2/dx2, à íà ôóíêöèþ f íàëîæèì ïåðèî-
äè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà èíòåðâàëå 0 < x < 2π.
Òîãäà ïîëíûé íàáîð ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà L̂
áóäåò

cos(nx), n = 0, 1, 2, . . . , sin(nx), n = 1, 2, . . . , (1.45)

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λn = −n2.
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ n = 1, 2, . . . ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
íàøåãî îïåðàòîðà ÿâëÿþòñÿ äâàæäû âûðîæäåííûìè, è
÷òî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè (1.45) âûáðàíû òàê, ÷òî âû-
ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè (4.41). Ðàçëîæåíèå
æå (4.42) ÿâëÿåòñÿ íå ÷åì èíûì, êàê ðàçëîæåíèåì â ðÿä
Ôóðüå ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè. Ñîîòíîøåíèå (4.44) â
äàííîì ñëó÷àå ïðèîáðåòàåò âèä

1

2π
+

1

π

∞∑
n=1

[cos(nx) cos(ny)

+ sin(nx) sin(ny)] = δ(x− y). (1.46)

Íà ïðîñòðàíñòâå ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé íå ñóùå-
ñòâóåò ôóíêöèè Ãðèíà îïåðàòîðà L̂ = d2/dx2, ïîñêîëüêó
íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå îïåðàòîð L̂ = d2/dx2 èìååò íóëå-
âîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, êîòîðîå äîñòèãàåòñÿ ïðè n = 0
â ôîðìóëå (1.45). Ïîýòîìó âûðàæåíèå (1.44) îêàçûâà-
åòñÿ íåêîððåêòíûì. Òåì íå ìåíåå, ìîæíî îïðåäåëèòü
ôóíêöèþ Ãðèíà îïåðàòîðà L̂ = d2/dx2 íà ïðîñòðàíñòâå
ôóíêöèé, ãäå îí íå èìååò íóëåâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé. Ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ λ = 0, êàê
ñëåäóåò èç ôîðìóëû (1.45), ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî êîíñòàíòîé:
f = const. Òàêèì îáðàçîì, íàäî èñêëþ÷èòü èç íàáîðà
(1.45) êîíñòàíòó. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, åñëè íàëîæèòü íà

ôóíêöèþ f äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå
∫ 2π

0
dx f(x) = 0.

Ïîñëå ýòîãî ôóíêöèþ Ãðèíà óæå ìîæíî íàéòè â ñîîò-
âåòñòâèè ñ âûðàæåíèåì (1.44).

Ïîó÷èòåëüíî íàéòè ýòó ôóíêöèþ Ãðèíà, èñõîäÿ íåïî-
ñðåäñòâåííî èç äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå
â äàííîì ñëó÷àå ïðèîáðåòàåò âèä

d2

dx2
G(x− y) = δ(x− y)− 1

2π
.

Äîïîëíèòåëüíàÿ êîíñòàíòà â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâ-
íåíèÿ ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî èíòåãðàë îò ýòîé ïðàâîé ÷àñòè
ïî x äîëæåí áûòü ðàâåí íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèþ
Ãðèíà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå G(x, y) = |x− y|/2 + c1 +
c2x−x2/(4π), ãäå êîíñòàíòû c1 è c2 íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèé

ïåðèîäè÷íîñòè G(x− y) è óñëîâèÿ
∫ 2π

0
dx G(x− y) = 0.

Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì

G(x− y) =
1

2
|x− y| − π

6
− (x− y)2

4π
. (1.47)

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà çàâèñèò òîëüêî îò ðàçíî-
ñòè x − y, ÷òî ñâÿçàíî ñ ýôôåêòèâíîé îäíîðîäíîñòüþ
ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è, ïîñêîëüêó èíòåðâàë, íà êîòîðîì
ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíêöèè f , ìîæíî âûáðàòü â âèäå
(w,w + 2π) ñ ïðîèçâîëüíûì w.

Çàäà÷à 1.2.2. Íàéòè ôóíêöèþ Ãðèíà îïåðàòîðà
d2/dx2 +κ2 äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ ïåðèîäîì
2π.

Çàäà÷à 1.2.3. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è

d2

dx2
f = sign(x),

íà êëàññå ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé íà èíòåðâàëå
(−π, π).

Çàäà÷à 1.2.4. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è(
d2

dx2
+ κ2

)
f = sign(x),

íà êëàññå ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé íà èíòåðâàëå
(−π, π).

1.2.2 Òðåõìåðíûé è äâóìåðíûé ñëó÷àè

Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ðÿä òðåõìåðíûõ çàäà÷, âàæíûõ
ïðåæäå âñåãî ñ òî÷êè çðåíèÿ ýëåêòðîäèíàìèêè. Â ýëåê-
òðîñòàòèêå âîññòàíîâëåíèå ïîòåíöèàëà Φ ïî ðàñïðåäåëå-
íèþ çàðÿäà ρ îçíà÷àåò ðåøåíèå çàäà÷è ∇2Φ = −4πρ, ãäå
∇2 � Ëàïëàñèàí. Ïðè èññëåäîâàíèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ
âîëí âîçíèêàåò âîëíîâîå óðàâíåíèå (∇2 − c−2∂2t )f = φ,
ãäå f õàðàêòåðèçóåò ðàñïðîñòðàíÿþùååñÿ ïîëå, c � ñêî-
ðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ, à φ � åãî èñòî÷íèê. Äëÿ ìî-
íîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû ñ ÷àñòîòîé ω ∂2t → −ω2 è ìû
ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ Ãåëüìãîëüöà (Helmholtz) (∇2 +
κ2)f = φ, ãäå κ2 = ω2/c2. Ìû òàêæå ðàññìîòðèì ñâîé-
ñòâà óðàâíåíèÿ Äåáàÿ (Debye) (∇2 − κ2)f = φ, êîòîðîå
îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà â ýëåêòðîëèòàõ è
ïëàçìå.
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Îáû÷íî, ìû áóäåì íàçûâàòü óðàâíåíèÿìè Ëàïëàñà,
Ãåëüìãîëüöà è Äåáàÿ óðàâíåíèÿ áåç ïðàâîé ÷àñòè:

∇2f = 0, Laplace, (1.48)

(∇2 + κ2)f = 0, Helmholtz, (1.49)

(∇2 − κ2)f = 0, Debye. (1.50)

Âñå ïðèâåäåííûå âûøå óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü îïðåäå-
ëåíû â ïðîñòðàíñòâå ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè d. Â
íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ïðàêòè÷åñêè
íàèáîëåå âàæíûõ ñëó÷àÿõ d = 3 è d = 2. Õîòÿ íåêîòî-
ðûå èç ïðèâåäåííûõ íèæå ðåçóëüòàòîâ îáîáùàþòñÿ è íà
ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè.
Ôóíêöèè, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ Ëàïëà-

ñà (1.48), íàçûâàþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè. Çàìåòèì, ÷òî íå
ñóùåñòâóåò ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ âî
âñåì ïðîñòðàíñòâå è ñòðåìÿùèõñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷-
íîñòè. Äëÿ òàêèõ ôóíêöèé õîðîøî îïðåäåëåíî ïðåîáðà-
çîâàíèå Ôóðüå f̃(q). Ïðîèçâåäÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
óðàâíåíèÿ ∇2f = 0, íàõîäèì q2f̃ = 0. Ó ýòîãî óðàâ-
íåíèÿ èìååòñÿ òîëüêî ðåøåíèå f̃ ∝ δ(q), ÷òî îçíà÷àåò
f = const. Åñëè ìû òðåáóåì ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ ôóíêöèè
f íà áåñêîíå÷íîñòè, òî êîíñòàíòà çäåñü äîëæíà áûòü
ðàâíà íóëþ, ÷òî è îáîñíîâûâàåò ñäåëàííîå óòâåðæäåíèå.
Ïîä÷åðêíåì, ÷òî èçëîæåííàÿ àðãóìåíòàöèÿ îòíîñèòñÿ ê
ïðîñòðàíñòâó ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè.
Òî æå îòíîñèòñÿ è ê óðàâíåíèþ Äåáàÿ (1.50): íå ñóùå-

ñòâóåò ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ, îïðåäåëåííûõ âî âñåì
ïðîñòðàíñòâå è ñòðåìÿùèõñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè.
À óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà (1.49) äîïóñêàåò íåòðèâèàëü-
íûå ðåøåíèÿ, êîòîðûå îïðåäåëåíû âî âñåì ïðîñòðàí-
ñòâå, è ñòðåìÿùèõñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè. Íàïðè-
ìåð, â òðåõìåðíîì ñëó÷àå èìååòñÿ åãî ðåøåíèå

f =
1

r
sin(κr). (1.51)

Òàêàÿ ðàçíèöà ñâÿçàíà ñ âîëíîâîé ïðèðîäîé óðàâíåíèÿ
Ãåëüìãîëüöà. Ñêàæåì, ðåøåíèå (1.51) ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ñôåðè÷åñêóþ ñòîÿ÷óþ âîëíó.
Âîçâðàùàåìñÿ ê ãàðìîíè÷åñêèì ôóíêöèÿì. Îáû÷íà

çàäà÷à î ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè f â îãðàíè÷åííîé îá-
ëàñòè. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå Ëàïëàñà (1.48) äîëæ-
íî áûòü äîïîëíåíî óñëîâèÿìè íà ãðàíèöå ýòîé îáëàñòè.
Íàïðèìåð, ìîæíî çàäàòü çíà÷åíèå f íà ãðàíèöå. Âîç-
ìîæíû è èíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, íàïðèìåð, íóëåâîé
ïðîèçâîäíîé â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ãðàíè-
öå. Âïîëíå îñìûñëåíà è çàäà÷à î ðåøåíèè âî âñåì ïðî-
ñòðàíñòâå ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ∇2Φ = −4πρ,
ãäå ïîòåíöèàë Φ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè.
Äëÿ ýòîãî ïëîòíîñòü çàðÿäà ρ òàêæå äîëæíà óäîâëå-
òâîðÿòü îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì. Íàïðèìåð, áûòü îò-
ëè÷íîé îò íóëÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà.
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïîòåíöèàëå, êîòîðûé ñîçäà-

åòñÿ ïëîòíîñòüþ çàðÿäà, íåîáõîäèìî çíàòü Ãðèíîâñêóþ
ôóíêöèþ Ëàïëàñèàíà â íåîãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå.
Îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

∇2G(r) = δ(r). (1.52)

Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ∇2Φ = −4πρ â íåîãðàíè÷åí-
íîì ïðîñòðàíñòâå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå èíòåãðàëà

Φ(r) = −4π

∫
ddr′G(r − r′)ρ(r′), (1.53)

÷òî ÿâëÿåòñÿ ñâåðòêîé ôóíêöèè Ãðèíà Ëàïëàñèàíà ñ
ïðàâîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ ∇2Φ = −4πρ. Â óðàâíå-
íèè (1.53)

∫
ddr îçíà÷àåò èíòåãðèðîâàíèå ïî âñåìó d-

ìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó.

Ðàññìîòðèì òðåõìåðíûé ñëó÷àé. Òîãäà r = (x, y, z),
∇2 = ∂2x + ∂2y + ∂2z , δ(r) = δ(x)δ(y)δ(z). Ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (1.52) â òðåõìåðíîì ñëó÷àå õîðîøî èçâåñòíî � ýòî
ïîòåíöèàë ïîëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà

G(r) = − 1

4πr
, (1.54)

ãäå r =
√
x2 + y2 + z2. Ïîäñòàâëÿÿ â (1.53) â êà÷åñòâå

ôóíêöèè Ãðèíà (1.54), íàõîäèì

Φ(r) =

∫
dV ′

1

|r − r′|
ρ(r′), (1.55)

÷òî ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíûì âûðàæåíèåì äëÿ ýëåêòðîñòàòè-
÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäîâ â íåîãðàíè-
÷åííîì ïðîñòðàíñòâå.

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ïîëó÷åíèÿ âûðàæå-
íèÿ (1.54). Ïðèâåäåì çäåñü âûâîä, îñíîâàííûé íà ïðå-
îáðàçîâàíèè Ôóðüå. Ïðîèçâåäåì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
óðàâíåíèÿ (1.52), ñìîòðè ðàçäåë (4.2.1). Â ðåçóëüòàòå ïî-
ëó÷èì q2G̃(q) = −1, ãäå G̃ � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò
G. Ôóíêöèþ G(r) ìîæíî íàéòè, êàê îáðàòíîå Ôóðüå-
ïðåîáðàçîâàíèå

G(r) = −
∫

d3q

(2π)3
exp(iqr)

q2
.

Ðàçîáüåì q íà êîìïîíåíòó q‖ âäîëü r è ïåðïåíäèêóëÿð-
íóþ r êîìïîíåíòó q⊥. Èíòåãðàë ïî êîìïîíåíòå q‖ äàåò∫

dq‖ exp(iq‖r)
1

q2‖ + q2⊥
=

π

q⊥
exp(−q⊥r),

ãäå ìû ïîäñòàâèëè q2 = q2‖ + q2⊥. Îñòàâøèéñÿ èíòåãðàë
ïî ïåðïåíäèêóëÿðíîé êîìïîíåíòå

G(r) = −
∫

d2q⊥
(2π)3

π

q⊥
exp(−q⊥r),

ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ (1.54).

Çàäà÷à 1.2.5. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.52) â ïðî-
ñòðàíñòâå ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè d.

Çàäà÷à 1.2.6. Íàéòè âûðàæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëà Φ â
ñëó÷àå, êîãäà ρ çàâèñèò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ äî
íà÷àëà êîîðäèíàò.
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Óêàçàííûé âûøå ñïîñîá, ñâÿçàííûé ñ ïðåîáðàçîâàíè-
åì Ôóðüå, íå ðàáîòàåò â äâóìåðíîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó â
ýòîì ñëó÷àå îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôîðìàëüíî
ðàñõîäèòñÿ ïðè ìàëûõ âîëíîâûõ âåêòîðàõ q. Ïîýòîìó â
äâóìåðíîì ñëó÷àå ìû áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(1.52) äðóãèì ñïîñîáîì. ßñíî, ÷òî ôóíêöèÿ G çàâèñèò
òîëüêî îò àáñîëþòíîé âåëè÷èíû ðàäèóñ-âåêòîðà r. Âíå
íà÷àëà êîîðäèíàò, ãäå ñîñðåäîòî÷åíà δ-ôóíêöèÿ, óðàâ-
íåíèå (1.52) èìååò âèä (∂2r + r−1∂r)G(r) = 0. Ïîìèìî
òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ � êîíñòàíòû, ýòî óðàâíåíèå èìå-
åò ñâîèì ðåøåíèåì ln r. Òàêèì îáðàçîì, G ∝ ln r. ×òîáû
íàéòè êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè â ýòîì ñîîòíî-
øåíèè, ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå (1.52) ïî äèñêó ðàäè-
óñà R. Â ïðàâîé ÷àñòè ìû ïîëó÷èì åäèíèöó, à â ëåâîé
÷àñòè ïîòîê ∇G ÷åðåç îêðóæíîñòü � ïîâåðõíîñòü äèñêà,
êîòîðûé ðàâåí 2πR∂G/∂R. Ïðèðàâíèâàÿ ýòó âåëè÷èíó
åäèíèöå, íàõîäèì

d = 2 G(r) =
ln r

2π
. (1.56)

Ðàçóìååòñÿ, ê ýòîé âåëè÷èíå ìîæíî äîáàâèòü ïðîèç-
âîëüíóþ êîíñòàíòó.

Çàäà÷à 1.2.7. Âûâåñòè óêàçàííûì ñïîñîáîì âûðàæå-
íèå (1.54).

Ïåðåõîäèì òåïåðü ê óðàâíåíèþ Äåáàÿ (1.50). Íàéäåì
åãî ôóíêöèþ Ãðèíà, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

(∇2 − κ2)G(r) = δ(r). (1.57)

Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îíà èìååò âèä

G(r) = − 1

4πr
exp(−κr). (1.58)

Êàê è ñëåäóåò, ïðè κ→ 0 âûðàæåíèå (1.58) ïåðåõîäèò â
(1.54). Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â îòëè÷èå îò (1.54)
ôóíêöèÿ (1.58) ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàåò íà áîëüøèõ
ðàññòîÿíèÿõ, êîòîðûå íàìíîãî ïðåâîñõîäÿò κ−1.
Äëÿ âûâîäà (1.58) äåéñòâóåì òàêæå, êàê è ïðè âûâî-

äå âûðàæåíèÿ (1.54). Ïðîèçâåäåì ïðåîáðàçîâàíèå Ôó-
ðüå óðàâíåíèÿ (1.57) ñìîòðè ðàçäåë (4.2.1). Â ðåçóëüòà-
òå ïîëó÷èì (q2 + κ2)G̃(q) = −1, ãäå G̃ � ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå îò G. Ôóíêöèþ G(r) ìîæíî íàéòè, êàê îáðàòíîå
Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå

G(r) = −
∫

d3q

(2π)3
exp(iqr)

q2 + κ2
.

Ðàçîáüåì q íà êîìïîíåíòó q‖ âäîëü r è ïåðïåíäèêóëÿð-
íóþ r êîìïîíåíòó q⊥. Èíòåãðàë ïî êîìïîíåíòå q‖ äàåò∫

dq‖ exp(iq‖r)
1

q2‖ + q2⊥ + κ2
=
π

β
exp (−βr) ,

ãäå β2 = q2⊥ + κ2. Îñòàâøèéñÿ èíòåãðàë ïî ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîé êîìïîíåíòå äàåò

G(r) = − 1

4π

∫ ∞
κ

dβ exp(−βr),

÷òî è ïðèâîäèò ê (1.58).

Çàäà÷à 1.2.8. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (∇2−κ2)Φ =
−4πρ â ñëó÷àå, êîãäà ρ çàâèñèò òîëüêî îò ðàññòî-
ÿíèÿ äî íà÷àëà êîîðäèíàò.

Ïåðåõîäèì òåïåðü ê ôóíêöèè Ãðèíà óðàâíåíèÿ Ãåëüì-
ãîëüöà (1.49), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (∇2 +
κ2)G(r) = δ(r). Åñëè ïîïûòàòüñÿ íàéòè åå òåì æå ìåòî-
äîì, ÷òî è âûøå, òî åñòü ÷åðåç ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, òî
ïîëó÷àåì G̃ = (κ2−q2)−1. Ïîýòîìó îáðàòíîå ïðåîáðàçî-
âàíèå Ôóðüå ñòàíîâèòñÿ íåîïðåäåëåííûì èç-çà îáðàùå-
íèÿ G̃ â áåñêîíå÷íîñòü ïðè q = κ. Ýòà ïðîáëåìà ñâÿçàíà
ñ íàëè÷èåì ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âîëí, êîòîðûå îïèñû-
âàåò óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà, è êîòîðûå êàê ðàç èìåþò
âîëíîâîé âåêòîð q = κ.
Ïîýòîìó ïðèìåíèì äðóãîé ìåòîä. Âíå íà÷àëà êîîð-

äèíàò (∇2 + κ2)G(r) = 0. Ââåäÿ G = χ/r, íàõîäèì
â òðåõìåðíîì ñëó÷àå (∂2r + κ2)χ = 0. Ðåøåíèå ýòîãî
óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ êîìáèíàöèÿ cos(κr) è
sin(κr). Ïðè ìàëûõ r ÷ëåíîì ñ κ â óðàâíåíèè Ãåëüìãîëü-
öà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ïîýòîìó ïðè ìàëûõ r ìû äîëæíû
ïîëó÷èòü (1.54). Ýòîìó óäîâëåòâîðÿåò, íàïðèìåð, ôóíê-
öèÿ G = − cos(κr)/(4πr), êîòîðàÿ è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ (∇2+κ2)G(r) = δ(r). Îäíàêî ìû ìîæåì äîáà-
âèòü ê χ è ñèíóñ ñ ïðîèçâîëüíûì ìíîæèòåëåì. Äðóãèìè
ñëîâàìè, ôóíêöèÿ Ãðèíà óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà îïðå-
äåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ,
êîòîðûì ÿâëÿåòñÿ (1.51) ñ ïðîèçâîëüíûì êîýôôèöèåí-
òîì. ×òîáû îïðåäåëèòü ýòîò êîýôôèöèåíò, òðåáóþòñÿ
äîïîëíèòåëüíûå ñîîáðàæåíèÿ. Åñëè ðå÷ü èäåò î ðåøå-
íèè óðàâíåíèÿ (∇2 +κ2)f = φ, ãäå φ � èñòî÷íèê èçëó÷å-
íèÿ, òî â ôóíêöèè Ãðèíà äîëæíà ñòîÿòü ðàñõîäÿùàÿñÿ
âîëíà

G = −exp(iκr)

4πr
. (1.59)

Âûðàæåíèå (1.59) ìîæíî îáîñíîâàòü, åñëè ââåñòè â
èñõîäíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå, âåäóùåå ê óðàâíåíèþ
Ãåëüìãîëüöà, ìàëîå çàòóõàíèå.

Çàäà÷à 1.2.9. Ïîëó÷èòü (1.59), ââåäÿ â èñõîäíîå âîë-
íîâîå óðàâíåíèå, âåäóùåå ê óðàâíåíèþ Ãåëüìãîëüöà,
ìàëîå çàòóõàíèå.

×àùå âñåãî óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, Ãåëüìãîëüöà è Äå-
áàÿ ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü â îáëàñòè êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ ñ
îïðåäåëåííûìè óñëîâèÿìè, çàäàííûìè íà åå ãðàíèöàõ.
Ê ñîæàëåíèþ, íèêàêèõ îáùèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ òàêîé
çàäà÷è íå ñóùåñòâóåò è åå íàäî êàæäûé ðàç çàíîâî ðå-
øàòü äëÿ îáëàñòè ñ äàííîé ãåîìåòðèåé. Êîíå÷íî, ýòî
ìîæíî ñäåëàòü ÷èñëåííî, íî â ðÿäå ñëó÷àåâ ìîæíî íàé-
òè àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå. Èíîãäà ñïîñîá ðåøåíèÿ ïîä-
ñêàçûâàåò ñèììåòðèÿ îáëàñòè. Íàïðèìåð, ïðè ðàññìîò-
ðåíèè ïîëÿ â âîëíîâîäå ïîñòîÿííîãî ñå÷åíèÿ ìîæíî ââå-
ñòè êîîðäèíàòó âäîëü ýòîãî âîëíîâîäà è ñäåëàòü Ôóðüå-
ïðåîáðàçîâàíèå ïî ýòîé êîîðäèíàòå. Â ñèëó îäíîðîäíî-
ñòè çàäà÷è óðàâíåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ Ôóðüå-ãàðìîíèê
îêàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Òàêèì îáðàçîì óäàåòñÿ ýô-
ôåêòèâíî ïîíèçèòü ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, â êîòî-
ðîì ðåøàåòñÿ çàäà÷à.
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Çàäà÷à 1.2.10. Íàéòè íàáîð ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ
âäîëü âîëíîâîäà êâàäðàòíîãî ñå÷åíèÿ l × l ìîä,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Ãåëüì-
ãîëüöà (1.49) ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
íà ñòåíêàõ âîëíîâîäà.

Çàäà÷à 1.2.11. Íàéòè ôóíêöèþ Ãðèíà óðàâíåíèÿ Ëà-
ïëàñà (1.48) â îáëàñòè âíå øàðà ðàäèóñà R, åñëè íà
åãî ïîâåðõíîñòè çàäàíî íóëåâîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå.

Äâóìåðíûé ñëó÷àé âûäåëåí ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà (∂2x + ∂2y)f = 0, êîòîðîå çàäàåò ãàð-
ìîíè÷åñêèå ôóíêöèè. Äåëî â òîì, ÷òî ðåøåíèåì ýòîãî
óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ g(z), ãäå z = x+ iy, à òàêæå ïî îòäåëüíîñòè åå äåé-
ñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè. Ýòî ñðàçó äàåò îáøèðíûé
êîðïóñ ðåøåíèé äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, à òàê-
æå ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî ïðîäâèíóòüñÿ â ðåøåíèè ýòî-
ãî óðàâíåíèÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ñ çàäàííûìè ãðà-
íè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ïîñêîëüêó íå ñóùåñòâóåò àíàëèòè-
÷åñêèõ íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ôóíêöèé, ñòðå-
ìÿùèõñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè, ìû âîçâðàùàåìñÿ ê
óòâåðæäåíèþ îá îòñóòñòâèè ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé íà
âñåé ïëîñêîñòè, ñòðåìÿùèõñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè.

Ðàçóìååòñÿ, íå ñëó÷àéíî, ÷òî â äâóìåðíîì ñëó÷àå
ôóíêöèÿ Ãðèíà Ëàïëàñèàíà ïðîïîðöèîíàëüíà ln r, ÷òî
ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ àíàëèòè÷åñêîé ôóíê-
öèè ln z. Òîò æå ôàêò, ÷òî Ëàïëàñèàí ln r íå ïðîñòî ðà-
âåí íóëþ, à ïðîïîðöèîíàëåí δ-ôóíêöèè, ñâÿçàí ñ òåì,
÷òî z = 0 ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíîé òî÷êîé ln z. Îáîáùàÿ
ýòî íàáëþäåíèå, ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî Ëàïëàñèàí àíàëè-
òè÷åñêîé ôóíêöèè ðàâåí íóëþ â îáëàñòè åå àíàëèòè÷-
íîñòè, âíå ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê.

Çàäà÷à î ðåøåíèè óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â îáëàñòè ïðî-
èçâîëüíîé ãåîìåòðèè ñ äàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿ-
ìè ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî òðóäíîé äàæå â äâóìåðíîì ñëó-
÷àå. Ìû ïðîàíàëèçèðóåì çäåñü ñëó÷àé, êîãäà èíòåðå-
ñóþùàÿ íàñ îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ ïîëóïëîñêîñòüþ y > 0.
Ïîñòàâèì çàäà÷ó îá îïðåäåëåíèè ãàðìîíè÷åñêîé ôóíê-
öèè f , òî åñòü ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ
(∂2x + ∂2y)f = 0, â ïîëóïëîñêîñòè y > 0, åñëè çàäàíî åå
çíà÷åíèå ïðè y = 0. Â ýòîì ñëó÷àå

f(x, y) =

∫
dξ

y

π[(x− ξ)2 + y2]
f(ξ, 0). (1.60)

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ñïîñîáû âûâîäà ñîîòíîøåíèÿ
(1.60). Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî y/[(x− ξ)2 + y2] = −Im(x−
ξ + iy)−1. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f (1.60) ÿâëÿåòñÿ
ìíèìîé ÷àñòüþ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè è, ñëåäîâàòåëü-
íî, ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé. Äàëåå, ïðè y → 0 ôóíê-
öèÿ (y/π)[(x − ξ)2 + y2]−1 ñòðåìèòñÿ ê δ(x − ξ), ñìîòðè
ðàçäåë (4.1). Ïîýòîìó ïðè y → 0 ôóíêöèÿ (1.60) ñòðå-
ìèòñÿ ê f(x, 0), ÷òî è çàêàí÷èâàåò äîêàçàòåëüñòâî (1.60).

Àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà (1.60) çàêëþ-
÷àåòñÿ ê ïåðåõîäó ê Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèþ ïî x, êîòî-
ðûé ìû îáîçíà÷èì f̃(q, y). Óðàâíåíèå Ëàïëàñà äëÿ ýòîé

âåëè÷èíû èìååò âèä (∂2y − q2)f̃ = 0. Îòñþäà f̃(q, y) =

exp(−|q|y)f̃(q, 0), òî åñòü

f(x, y) =

∫
dq

2π
exp(iqx) exp(−|q|y)f̃(q, 0).

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà f̃(q, 0) =
∫
dξ exp(−iqξ)f(ξ, 0) è áåðÿ

èíòåãðàë ïî q, ìû ïîëó÷àåì (1.60).

Çàäà÷à 1.2.12. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà f
â ïîëóïëîñêîñòè y > 0, åñëè f(x, 0) = exp(ix).

Îáîáùèì âûðàæåíèå (1.60) íà òðåõìåðíûé ñëó÷àé.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óðàâíåíèå Ëàïëàñà ðåøàåòñÿ â ïî-
ëóïðîñòðàíñòâå z > 0 è çàäàíî çíà÷åíèå ôóíêöèè f íà
ïëîñêîñòè z = 0: f(x, y, 0). Òîãäà â çàäàííîì ïîëóïðî-
ñòðàíñòâå

f(x, y, z) =

∫
dξ dη zf(ξ, η, 0)

2π[(x− ξ)2 + (y − η)2 + z2]3/2
. (1.61)

Äåéñòâèòåëüíî, îïðåäåëåííàÿ èíòåãðàëîì â ïðàâîé ÷à-
ñòè (1.61) ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé, ÷òî ïðîâå-
ðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Êðîìå òîãî, ëåãêî ïðîâåðèòü,
÷òî ïðè z → 0 êîýôôèöèåíò ïðè f(ξ, η, 0) â ïîäûíòå-
ãðàëüíîì âûðàæåíèè â ïðàâîé ÷àñòè (1.61) ñòðåìèòñÿ ê
δ(x− ξ)δ(y − η).

Çàäà÷à 1.2.13. Íàéòè ïîâåäåíèå ôóíêöèè (1.61) ïðè
áîëüøèõ z, ñ÷èòàÿ, ÷òî f(x, y, 0) ëîêàëèçîâàíà
âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò.

1.2.3 Óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà â Êóëî-

íîâñêîì ïîëå

Ê çàäà÷àì, ðàññìîòðåííûì íàìè âûøå, ïðèìûêàþò çà-
äà÷è íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà,
â êîòîðûõ íàðÿäó ñ Ëàïëàñèàíîì ôèãóðèðóåò ïîòåíöè-
àë âíåøíåãî ïîëÿ U . Îñîáåííî èíòåðåñåí ñëó÷àé ïðè-
òÿãèâàþùåãî ïîòåíöèàëà, êîãäà âîçìîæíî îáðàçîâàíèå
ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ âîëíî-
âûìè ôóíêöèÿìè, ëîêàëèçîâàííûìè â îãðàíè÷åííîé îá-
ëàñòè ïðîñòðàíñòâà. Êîíå÷íî, â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à íå
èìååò àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Îäíàêî äëÿ ðÿäà âàæ-
íûõ ñëó÷àåâ ýòî îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì. Çäåñü ìû ðàñ-
ñìîòðèì ñëó÷àé êâàíòîâîé ÷àñòèöû, ïîìåùåííîé â ïðè-
òÿãèâàþùèé Êóëîíîâñêèé ïîòåíöèàë. Ïðîáëåìà èçâåñò-
íà, êàê çàäà÷à îá àòîìå âîäîðîäà.
Èçó÷èì äâèæåíèå êâàíòîâîé ÷àñòèöû â ïðèòÿãèâàþ-

ùåì Êóëîíîâñêîì ïîòåíöèàëå. Îáû÷íî ïðè åå èññëåäî-
âàíèè èñïîëüçóþò åäèíèöû èçìåðåíèÿ, â òåðìèíàõ êî-
òîðûõ óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà íà ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì áåçðàçìåðíîì âèäå(

1

2
∇2 +

1

r
+ E

)
ψ = 0, (1.62)

ãäå E � ýíåðãèÿ ñîñòîÿíèÿ, à r � ðàññòîÿíèå äî ïðèòÿ-
ãèâàþùåãî öåíòðà. Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü îòðèöàòåëü-
íûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ñâÿçàííûì ñî-
ñòîÿíèÿì.
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Êàê èçâåñòíî, çàäà÷à äîïóñêàåò ðàçäåëåíèå ïåðåìåí-
íûõ, òî åñòü âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà â
âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ðàäèàëüíîé ôóíêöèè R, çàâèñÿùåé
îò r, è óãëîâîé ôóíêöèè, çàâèñÿùåé îò àçèìóòàëüíîãî
è ïîëÿðíîãî óãëîâ. Óðàâíåíèå íà ðàäèàëüíóþ ôóíêöèþ
èìååò âèä(

d2

dr2
+

2

r

d

dr
− l(l + 1)

r2
+

2

r
+ 2E

)
R = 0, (1.63)

ãäå l � îðáèòàëüíîå êâàíòîâîå ÷èñëî (öåëîå íåîòðèöà-
òåëüíîå). Ââîäÿ ôóíêöèþ Φ = r1+lR, ìû ïîëó÷àåì
óðàâíåíèå (

1

2

d2

dr2
− l

r

d

dr
+

1

r
+ E

)
Φ = 0. (1.64)

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé íóëåâîãî l:(
1

2

d2

dr2
+

1

r
+ E

)
Φ = 0, (1.65)

Óìíîæèì óðàâíåíèå (1.65) íà r è ñäåëàåì ïðåîáðàçîâà-
íèå Ëàïëàñà ïî ýòîé ïåðåìåííîé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
óðàâíåíèå

d

dp

[
(p2/2 + E)Φ̃

]
= Φ̃.

Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå îòðèöàòåëüíîé ýíåðãèè. Ïîäñòàâëÿÿ E =
−α2/2, α > 0, è ðåøàÿ ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå äëÿ Φ̃,
íàõîäèì

Φ̃ ∝ 1

p2 − α2

(
p− α
p+ α

)1/α

. (1.66)

Âûðàæåíèå (1.66) èìååò ñèíãóëÿðíîñòü ïðè p = α, òî
åñòü êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ â îáðàòíîì ïðåîáðàçîâà-
íèè Ëàïëàñà (4.27) äîëæåí èäòè ñïðàâà îò ýòîé òî÷êè.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè áîëüøèõ r ôóíêöèÿ Φ(r) âåäåò ñå-
áÿ ïðîïîðöèîíàëüíî exp(αr). Ýòî ïîâåäåíèå íå ñîîòâåò-
ñòâóåò ñâÿçàííûì ñîñòîÿíèÿì. Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ
ñëó÷àé α = 1/n (n � öåëîå ÷èñëî), òîãäà îñîáåííîñòü ïðè
p = α èñ÷åçàåò. Èìåííî ýòè çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ñâÿ-
çàííûì ñîñòîÿíèÿì ÷àñòèöû ñ ýíåðãèåé E = −1/(2n2):

Φ̃ ∝ (p− 1/n)n−1

(p+ 1/n)n+1
. (1.67)

×òîáû âû÷èñëèòü Φ(r), íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè îáðàò-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà Φ̃(p). Äëÿ ôóíêöèè (1.67)
ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë ñâåäåòñÿ ê âû÷åòó â òî÷-
êå p = −1/n. Òàêèì îáðàçîì, Φ áóäåò ïðîïîðöèîíàëü-
íà exp(−r/n) ñ ïîëèíîìèàëüíûì ìíîæèòåëåì, êîòîðûé
âîçíèêàåò â ñèëó òîãî, ÷òî ïîëþñ (1.67) ÿâëÿåòñÿ êðàò-
íûì. Íàïðèìåð, äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, òî åñòü ïðè
n = 1, ìû íàõîäèì Φ̃ ∝ (p + 1)−2. Òàêèì îáðàçîì èí-
òåãðèðîâàíèå â îáðàòíîì ïðåîáðàçîâàíèè Ëàïëàñà ñâî-
äèòñÿ ê âçÿòèþ âû÷åòà â òî÷êå p = −1. Âû÷èñëÿÿ ýòîò
âû÷åò, íàõîäèì Φ ∝ r exp(−r), òî åñòü R ∝ exp(−r).

Ïåðåõîäèì òåïåðü ê ñëó÷àþ ïðîèçâîëüíîãî l. Óìíî-
æèì óðàâíåíèå (1.64) íà r è ñäåëàåì ïðåîáðàçîâàíèå Ëà-
ïëàñà ïî ýòîé ïåðåìåííîé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâ-
íåíèå

d

dp

[
(p2/2 + E)Φ̃

]
= Φ̃− plΦ̃.

Ïðè âûâîäå ïîñëåäíåãî ÷ëåíà ìû ïðè èíòåãðèðîâàíèè
ïî ÷àñòÿì ó÷ëè, ÷òî Φ(0) = 0 â ñèëó îïðåäåëåíèÿ
Φ = r1+lR. Ðåøàÿ ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå, íàõîäèì ïðÿ-
ìîå îáîáùåíèå (1.66)

Φ̃ ∝ 1

(p2 − α2)l+1

(
p− α
p+ α

)1/α

,

ãäå, êàê è âûøå, E = −α2/2. Ñâÿçàííûì ñîñòîÿíèÿì
ñîîòâåòñòâóþò α = 1/n. Èòàê

Φ̃ ∝ (p− 1/n)n−l−1

(p+ 1/n)n+l+1
, (1.68)

÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì îáîáùåíèåì (1.67). Ïîñêîëüêó ïî-
ëþñ â òî÷êå p = −1/n, êîòîðûé îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå Φ,
ÿâëÿåòñÿ êðàòíûì, òî, êàê è äëÿ ñëó÷àÿ íóëåâîãî îðáè-
òàëüíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà l, ôóíêöèÿ Φ áóäåò ïðîïîð-
öèîíàëüíà exp(−r/n) ñ ïîëèíîìèàëüíûì ìíîæèòåëåì.
Òàêèì îáðàçîì, âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåîáðàçîâàíèåì

Ëàïëàñà, ìû âîñïðîèçâåëè îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, êàñà-
þùèåñÿ çàäà÷è îá àòîìå âîäîðîäà.

Çàäà÷à 1.2.14. Íàéòè ðàäèàëüíóþ ôóíêöèþ R ñâÿ-
çàííîãî ñîñòîÿíèÿ àòîìà âîäîðîäà, ñîîòâåòñòâó-
þùåãî n = 2, l = 0.

Çàäà÷à 1.2.15. Íàéòè ðàäèàëüíóþ ôóíêöèþ R ñâÿ-
çàííîãî ñîñòîÿíèÿ àòîìà âîäîðîäà, ñîîòâåòñòâó-
þùåãî n = 2, l = 1.

1.3 Äèíàìè÷åñêèå ïîëåâûå çàäà-

÷è

Âûøå ìû ðàññìîòðåëè ýâîëþöèîííûå çàäà÷è, ãäå îò
âðåìåíè çàâèñèò îäíà èëè íåñêîëüêî ïåðåìåííûõ. Â òî
æå âðåìÿ âåñüìà ðàñïðîñòðàíåííûìè â ôèçèêå ÿâëÿþò-
ñÿ çàäà÷è, ãäå îò âðåìåíè çàâèñèò ïîëå, êîòîðîå ÿâëÿ-
åòñÿ ôóíêöèåé êîîðäèíàò. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðî-
ñòðàíñòâà ðàçëè÷íîé ðàçìåðíîñòè d, êîíêðåòíûé âûáîð
ðàçìåðíîñòè çàâèñèò îò ôèçè÷åñêîé çàäà÷è. Â íàñòîÿ-
ùåì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ÷àñòî âñòðå÷à-
þùèåñÿ äèíàìè÷åñêèå ïîëåâûå óðàâíåíèÿ.
Â ðÿäå ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé âîçíèêàþò äèôôå-

ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ ïî-
ñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïðèìåðàìè òàêèõ óðàâíå-
íèé ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèå äèôôóçèè è óðàâíåíèå Øð¼-
äèíãåðà äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû. Ýòî õàðàêòåðíî äëÿ îä-
íîðîäíûõ âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâà. Â òî æå âðåìÿ ÷àñòî
ñèòóàöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåîäíîðîäíîé. Ìû ðàññìîòðèì òàêîé
ñëó÷àé íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà äëÿ ÷àñòèöû
âî âíåøíåì êîðîòêîäåéñòâóþùåì ïîòåíöèàëå.
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1.3.1 Óðàâíåíèå äèôôóçèè

Â ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ âñòðå÷àåòñÿ
óðàâíåíèå äèôôóçèè

∂u

∂t
= ∇2u. (1.69)

Ýòî óðàâíåíèå îïèñûâàåò, íàïðèìåð, ýâîëþöèþ ïëîòíî-
ñòè ÷èñëà ÷àñòèö èëè âàðèàöèé òåìïåðàòóðû. Íî îíî æå
îïèñûâàåò ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ñëó÷àéíûõ áëóæäà-
íèé.
Èçó÷èì ñâîéñòâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.69). Â äàëü-

íåéøåì ïîä ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ìû îáû÷íî èìååì â âè-
äó ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè, òî åñòü âîññòàíîâëåíèå ôóíê-
öèè, ïîä÷èíÿþùåéñÿ çàäàííîìó óðàâíåíèþ, ïî åå íà-
÷àëüíîìó çíà÷åíèþ. Åñëè íå îãîâîðåíî îáðàòíîå, çà íà-
÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïðèíèìàåòñÿ t = 0.
Ïðîèçâåä¼ì Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå:

ũ(t, q) =

∫
dy1 . . . dyd exp(−iqy)u(t,y). (1.70)

Òîãäà óðàâíåíèå (1.69) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ ∂ũ/∂t =
−q2ũ äëÿ Ôóðüå-êîìïîíåíòû, êîòîðîå èìååò î÷åâèäíîå
ðåøåíèå ũ(t, q) = exp(−q2t)ũ(0, q). Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âû-
ðàæåíèå â èíòåãðàë Ôóðüå

u(t,x) =

∫
dq1 . . . dqd

(2π)d
exp(iqx)Ũ(t, q), (1.71)

îáðàòíûé ê ñîîòíîøåíèþ (1.70), è áåðÿ èíòåãðàëû ïî q,
ìû íàõîäèì

u(t,x) =

∫
dy1 . . . dyd
(4πt)d/2

exp

[
− (x− y)2

4t

]
u(0,y). (1.72)

Ñîîòíîøåíèå (1.72) â ïðèíöèïå ðåøàåò çàäà÷ó Êîøè,
êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ äàííîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïî íà÷àëüíîìó çíà÷å-
íèþ ôóíêöèè.

Çàäà÷à 1.3.1. Íàéòè àíàëîã ïðåäñòàâëåíèÿ (1.72)
äëÿ îäíîìåðíîãî ïîëÿ u(t, x), äèíàìèêà êîòîðî-
ãî â Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèè çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì
∂ũ/∂t = −|q|ũ.

Åñëè íà÷àëüíîå ïîëå u(0,x) ëîêàëèçîâàíî âáëèçè íà-
÷àëà êîîðäèíàò, òî åñòü åñëè u(0,x) äîñòàòî÷íî áûñòðî
ñïàäàåò ïðè ðîñòå |x|, òî ðåøåíèå u(t,x) îáëàäàåò óíè-
âåðñàëüíîé àñèìïòîòèêîé íà áîëüøèõ âðåìåíàõ. ×òîáû
óñòàíîâèòü ýòó àñèìïòîòèêó, ìû ðàññìîòðèì âðåìåíà
t � l2, ãäå l � äëèíà, íà êîòîðîé ëîêàëèçîâàíî ïîëå
u(0,x). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðàë (1.72) íàáèðàåòñÿ â
îáëàñòè |y| . l. Ïðè ýòîì óñëîâèè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü y
â ýêñïîíåíòå â (1.72). Â ðåçóëüòàòå ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî
ïðè t� l2

u(t,x) ≈ A

(4πt)d/2
exp

[
−x2/(4t)

]
(1.73)

A =

∫
dy1 . . . dyd u(0,y). (1.74)

Îòìåòèì, ÷òî ïðèáëèæåíèå (1.73) ñîîòâåòñòâóåò ïîä-
ñòàíîâêå u(0,y) → Aδ(y). Åñëè äëÿ ëîêàëèçîâàííîãî
âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò ïîëÿ u(0,x) èíòåãðàë A (1.74)
ðàâåí íóëþ, òî àñèìïòîòèêà u(t,x) íà áîëüøèõ âðåìå-
íàõ áóäåò óæå èíîé. Ðàñêëàäûâàÿ ýêñïîíåíòó â (1.72)
ïî y, ìû íàõîäèì ñëåäóþùèé âåäóùèé ÷ëåí ðàçëîæå-
íèÿ ïðè A = 0:

u(t,x) ≈ Bx

(4πt)d/2+1
exp

[
−x2/(4t)

]
(1.75)

B = 2π

∫
dy1 . . . dyd y u(0,y). (1.76)

Âûðàæåíèÿ (1.73,1.75) ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè ìóëüòè-
ïîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ (ïîëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà è ïîëÿ òî-
÷å÷íîãî äèïîëÿ) â ýëåêòðîñòàòèêå.

Çàäà÷à 1.3.2. Íàéòè ðåøåíèå îäíîìåðíîãî äèôôóçè-
îííîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ñëåäóþùåãî íà÷àëüíîãî óñëî-
âèÿ: u(0, x) = exp[−x2/(2l2)]. Ñðàâíèòå îòâåò ñ
àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì (1.73).

Çàäà÷à 1.3.3. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðå-
øåíèÿ îäíîìåðíîãî äèôôóçèîííîãî óðàâíåíèÿ äëÿ
ñëåäóþùèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé: 1) u(0, x) =
x exp[−x2/(2l2)]; 2) u(0, x) = exp(−|x|/l); 3)
u(0, x) = x exp(−|x|/l); 4) u(0, x) = (x2 + l2)−1; 5)
u(0, x) = x (x2 + l2)−2.

Çàäà÷à 1.3.4. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå íà
áîëüøèõ âðåìåíàõ äëÿ îäíîìåðíîãî ïîëÿ u(t, x), äè-
íàìèêà êîòîðîãî â Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèè çàäàåòñÿ
óðàâíåíèåì ∂ũ/∂t = −|q|ũ.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå äèôôóçèè ñ ïðàâîé ÷àñòüþ,

(∂t −∇2)u = φ, (1.77)

ãäå φ èìååò ñìûñë èñòî÷íèêà ÷àñòèö, ïëîòíîñòü êîòî-
ðûõ u â äàëüíåéøåì ýâîëþöèîíèðóåò â ñîîòâåòñòâèè ñ
óðàâíåíèåì äèôôóçèè. Ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ôóíêöèè Ãðèíà G:

u(τ,x) =

∫
dt ddy G(τ − t,x− y)φ(t,y). (1.78)

Ó÷èòûâàÿ îäíîðîäíîñòü çàäà÷è ïî âðåìåíè è ïðîñòðàí-
ñòâó, ìû ñðàçó ïîäñòàâèëè ôóíêöèþ Ãðèíà, êîòîðàÿ çà-
âèñèò òîëüêî îò ðàçíîñòåé âðåìåí è êîîðäèíàò. Ôóíêöèÿ
Ãðèíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

(∂t −∇2
x)G(t,x) = δ(t)δ(x), (1.79)

Ìû óæå ôàêòè÷åñêè íàøëè ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ,
òàê êàê ïðè t > 0 îíî îïèñûâàåò ñâîáîäíóþ ýâîëþöèþ,
êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ G(+0,x) =
δ(x). Ïîäñòàâëÿÿ ýòî íà÷àëüíîå óñëîâèå â (1.72), íàõî-
äèì

G(t,x) =
1

(4πt)d/2
exp

(
−x

2

4t

)
. (1.80)
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Çàäà÷à 1.3.5. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.77) äëÿ
φ = θ(t) exp[−x2/(2l2)] â ÷åòûðåõìåðíîì ñëó÷àå.

Çàìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (1.72) ìîæåò áûòü ïåðåïè-
ñàíî â âèäå

u(t,x) =

∫
ddy G(t,x− y)u(0,y). (1.81)

Ñïðàâåäëèâî òàêæå

u(t+ τ,z) =

∫
ddx G(τ,z − x)u(t,x).

Ñðàâíèâàÿ ýòî ñ ïðÿìûì ïðèìåíåíèåì (1.81) ê u(t+τ,z),
íàõîäèì

G(t+ τ,z − y) =

∫
ddx G(t, z − x)G(τ,x− y).

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïîñòðîåíî òîëüêî íà (1.81) è ñïðàâåä-
ëèâî äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé Ãðèíà óðàâíåíèé ñ ïåðâîé
ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè.
Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

äèôôóçèè â íåîãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå. Âîîáùå ãî-
âîðÿ, ìîæíî ðåøàòü åãî â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðî-
ñòðàíñòâà. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå äîëæíî áûòü äî-
ïîëíåíî óñëîâèÿìè íà ãðàíèöå ýòîé îáëàñòè. Â êà÷åñòâå
èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì ïîëóïðîñòðàíñòâî x1 > 0. Åñ-
ëè ïîëå u = 0 ïðè x1 = 0, òî çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïðè ïîìî-
ùè ôóíêöèè Ãðèíà

G(t,x, z) = (1.82)

1

(4πt)d/2
exp

[
− (x1 − z1)2 + (x2 − z2)2 + . . .

4t

]
− 1

(4πt)d/2
exp

[
− (x1 + z1)2 + (x2 − z2)2 + . . .

4t

]
.

Î÷åâèäíî, ÷òî â ïîëóïðîñòðàíñòâå x1 > 0 âûðàæåíèå
(1.82) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.79), à òàêæå îáðà-
ùàåòñÿ â íîëü ïðè x1 = 0. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ðåøåíèè
çàäà÷è ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì, êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ â
ðàâåíñòâå ïðè x1 = 0 ïðîèçâîäíîé îò u â íàïðàâëåíèè,
ïåðïåíäèêóëÿðíîì ïëîñêîñòè x1 = 0, ñëåäóåò èñïîëüçî-
âàòü ôóíêöèþ Ãðèíà, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò (1.82) çíà-
êîì ïðè âòîðîì ÷ëåíå.

Çàäà÷à 1.3.6. Êàê áóäåò âåñòè ñåáÿ èçíà÷àëüíî ëîêà-
ëèçîâàííîå âáëèçè ñòåíêè x1 = 0 ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ äèôôóçèè íà áîëüøèõ âðåìåíàõ, åñëè íà ñòåí-
êå u = 0.

1.3.2 Óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà

Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ñîñòîÿíèå ÷àñòèöû îïðåäåëÿåòñÿ
åå âîëíîâîé ôóíêöèåé ψ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñ-
íûì ïîëåì, çàâèñÿùåì îò âðåìåíè è êîîðäèíàò. Óðàâ-
íåíèå, êîòîðîìó ïîä÷èíÿåòñÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ êâàí-
òîâîé ÷àñòèöû âî âíåøíåì ïîëå ñ ïîòåíöèàëîì U , èìååò
âèä

i∂tψ = −∇2ψ + Uψ = 0. (1.83)

Â äàëüíåéøåì ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ïîòåíöèàë U íå çàâèñèò
îò âðåìåíè è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ñòðåìëåíèè êîîðäè-
íàò ê áåñêîíå÷íîñòè.
Óðàâíåíèå (1.83) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê óñëîâèå

ýêñòðåìóìà äåéñòâèÿ

S =

∫
dt dr (−iψ?∂tψ +∇ψ?∇ψ + Uψ?ψ) . (1.84)

Çäåñü ψ? îçíà÷àåò âåëè÷èíó, êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííóþ
ê ψ. Ïîñêîëüêó ψ èìååò äâå íåçàâèñèìûå êîìïîíåí-
òû, ïðè âàðüèðîâàíèè äåéñòâèÿ S ïîëÿ ψ è ψ? ìîæíî
ñ÷èòàòü íåçàâèñèìûìè âåëè÷èíàìè. Âàðüèðîâàíèå äåé-
ñòâèÿ (1.84) ïî ψ? è äàåò (1.83).
Äåéñòâèå (1.84) îòíîñèòñÿ ê òèïó (4.69), ðàññìîòðåí-

íîìó â ðàçäåëå 4.6. Ýòî äåéñòâèå, î÷åâèäíî, èíâàðèàíò-
íî îòíîñèòåëüíî ñäâèãà ôàçû ψ, ÷òî âåäåò ê çàêîíó ñî-
õðàíåíèÿ âåëè÷èíû

∫
dr |ψ|2, êîòîðàÿ èìååò ñìûñë ïîë-

íîé âåðîÿòíîñòè íàéòè ÷àñòèöó â êàêîé-ëèáî òî÷êå ïðî-
ñòðàíñòâà, è ïîòîìó äîëæíà áûòü ðàâíà åäèíèöå. Ïî-
ìèìî óïîìÿíóòîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ, çàïèñü óðàâíå-
íèÿ (1.83), êàê ýêñòðåìóìà äåéñòâèÿ (1.84), ãàðàíòèðóåò
çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè (ñìîòðè ðàçäåë 4.6), êîòîðàÿ
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå èíòåãðàëà∫

dr (∇ψ?∇ψ + Uψ?ψ) . (1.85)

Èìïóëüñ æå ñèñòåìû, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñîõðàíÿåòñÿ,
ïîñêîëüêó íàëè÷èå çàâèñÿùåãî îò êîîðäèíàò ïîòåíöèà-
ëà íàðóøàåò ïðîñòðàíñòâåííóþ îäíîðîäíîñòü ñèñòåìû.
Åñëè âíåøíèé ïîòåíöèàë U ðàâåí íóëþ, òî ìû ïî-

ëó÷àåì èç (1.83) óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà äëÿ ñâîáîäíîé
÷àñòèöû

−i∂ψ
∂t

= ∇2ψ, (1.86)

êîòîðîå ïîõîæå íà óðàâíåíèå äèôôóçèè (1.69). Ðàññìîò-
ðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (1.86). Êàê è â ñëó÷àå ñ
óðàâíåíèåì äèôôóçèè, äëÿ åå ðåøåíèÿ ýôôåêòèâíî èñ-
ïîëüçîâàòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ïîñêîëüêó â Ôóðüå-
ïðåäñòàâëåíèè ýâîëþöèîííàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ÿâíî. Ïå-
ðåõîäÿ çàòåì îáðàòíî ê ïðîñòðàíñòâåííîìó ïðåäñòàâëå-
íèþ, íàõîäèì âûðàæåíèå

ψ(t,x) =

∫
dy1 . . . dyd
(4πit)d/2

exp

[
i
(x− y)2

4t

]
ψ(0,y), (1.87)

àíàëîãè÷íîå (1.72).
Îäíàêî èìååòñÿ è ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå ìåæäó âû-

ðàæåíèÿìè (1.72) è (1.87). Â òî âðåìÿ êàê íå ñóùåñòâóåò
èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, ïîçâîëÿþùåãî âîññòàíî-
âèòü u(0,x) ïî u(t,x), âûðàæåíèå (1.87) äîïóñêàåò îá-
ðàùåíèå ïî âðåìåíè:

ψ(0,x) =

∫
dy1 . . . dyd
(−4πit)d/2

exp

[
−i (x− y)2

4t

]
ψ(t,y).

Ýòî ñâÿçàíî ñ ðàçëè÷íûì õàðàêòåðîì ïðîöåññîâ, îïèñû-
âàåìûõ óðàâíåíèÿìè (1.69) è (1.86). Óðàâíåíèå äèôôó-
çèè (1.69) îïèñûâàåò äèññèïàòèâíûé ïðîöåññ, âåäóùèé ê
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ðàñïëûâàíèþ ñî âðåìåíåì ëîêàëèçîâàííûõ ïîëåé, ñìîò-
ðè âûðàæåíèÿ (1.73,1.75). Ïîýòîìó óðàâíåíèå äèôôó-
çèè (1.69) íå äîïóñêàåò îáðàùåíèÿ âðåìåíè. Óðàâíåíèå
æå Øð¼äèíãåðà (1.86), êàê, âïðî÷åì, è óðàâíåíèå (1.83),
îáðàùåíèå âðåìåíè äîïóñêàåò: îíî èíâàðèàíòíî îòíîñè-
òåëüíî çàìåíû t→ −t, ψ → ψ?. Ïîýòîìó íàðÿäó ñ ïðÿ-
ìûì âûðàæåíèåì (1.87) ðàáîòàåò è îáðàòíîå åìó âûðà-
æåíèå.

Çàäà÷à 1.3.7. Íàéòè äëÿ ñâîáîäíîãî óðàâíåíèÿ Øð¼-
äèíãåðà àñèìïòîòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ, àíàëîãè÷-
íûå (1.73,1.75).

Çàäà÷à 1.3.8. Íàéòè ðåøåíèÿ îäíîìåðíîãî ñâîáîäíîãî
óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà äëÿ ñëåäóþùèõ íà÷àëüíûõ
óñëîâèé: 1) ψ(0, x) = exp[−x2/(2l2)]; 2) ψ(0, x) =
x exp[−x2/(2l2)].

Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå (1.83) îäíîðîäíî ïî âðåìåíè,
ìîæíî èçó÷àòü åãî ðåøåíèÿ ψ ∝ exp(−iEt), ãäå E �
ýíåðãèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîñòîÿíèÿ. Óêàçàííàÿ ïîä-
ñòàíîâêà âåäåò ê óðàâíåíèþ

Eψ = −∇2ψ + Uψ. (1.88)

Õàðàêòåð ýòèõ ðåøåíèé ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò çíàêà
E. Åñëè E > 0, òî íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ, ãäå ïîòåíöè-
àëîì U ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, ìû âîçâðàùàåìñÿ ê ñâîáîä-
íîìó óðàâíåíèþ Øð¼äèíãåðà (1.86), ðåøåíèÿìè êîòî-
ðîãî ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèå âîëíû. Îá ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò,
êàê î íåïðåðûâíîì ñïåêòðå. Â ñëó÷àå æå E < 0 ìî-
ãóò ñóùåñòâîâàòü ðåøåíèÿ, ëîêàëèçîâàííûå â îáëàñòè
ïðèñóòñòâèÿ ïîòåíöèàëà U , òàêèå ñîñòîÿíèÿ íàçûâàþò
ñâÿçàííûìè. Îíè ðåàëèçóþòñÿ â ñëó÷àå ïðèòÿãèâàþùå-
ãî ïîòåíöèàëà, êîãäà U < 0.
Ìû ïðîèëëþñòðèðóåì îñîáåííîñòè ýòîãî ñëó÷àÿ íà

ïðîñòåéøåì ïðèìåðå îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèí-
ãåðà äëÿ ÷àñòèöû â êîðîòêîäåéñòâóþùåì ïðèòÿãèâàþ-
ùåì ïîòåíöèàëå, ñîñðåäîòî÷åííîì âáëèçè íà÷àëà êîîð-
äèíàò. Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå èìååò âèä

−i∂ψ
∂t

= ∂2xψ + 2κδ(x)ψ, (1.89)

ãäå κ > 0. Óðàâíåíèå (1.89) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Øð¼-
äèíãåðà (1.83) ñ ïîòåíöèàëîì U = −2κδ(x).
Ðåøàÿ óðàâíåíèå (1.88), ìîæíî íàéòè íàáîð ñîáñòâåí-

íûõ ôóíêöèé äëÿ óðàâíåíèÿ (1.89):

χ(x) =
1√
κ

exp(−κ|x|), E = −κ2, (1.90)

φ(q, x) = sin(qx), E = q2, q > 0, (1.91)

η(q, x) = cos(q|x|+ ϕ), E = q2,

q > 0, tanϕ = κ/q. (1.92)

Ôóíêöèÿ (1.90) îòíîñèòñÿ ê ñâÿçàííîìó ñîñòîÿíèþ, à
ôóíêöèè (1.91,1.92) � ê íåïðåðûâíîìó ñïåêòðó. Ôóíê-
öèÿ (1.90) íîðìèðîâàíà íà åäèíè÷íóþ âåðîÿòíîñòü, òî

åñòü
∫
dx χ2 = 1. Íîðìèðîâêó ôóíêöèé íåïðåðûâíîãî

ñïåêòðà ìîæíî íàéòè èç ñîîòíîøåíèé (4.5):∫
dx φ(q, x)φ(k, x) = πδ(q − k), (1.93)∫
dx η(q, x)η(k, x) = πδ(q − k). (1.94)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèìè ñâîéñòâàìè óðàâíåíèÿ Øð¼-
äèíãåðà (ñìîòðè ðàçäåë 4.3), ôóíêöèè χ, φ, η îðòîãî-
íàëüíû äðóã äðóãó.

Çàäà÷à 1.3.9. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðèòü îðòîãî-
íàëüíîñòü χ è η.

×òîáû íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.89) ñ äàííûì íà-
÷àëüíûì óñëîâèåì ψ(0, x), ñëåäóåò ðàçëîæèòü åãî ïî
ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì χ, φ, η:

ψ(0, x) = aχ+

∫ ∞
0

dq

π
[α(q)φ+ β(q)η] . (1.95)

Ïîñëå ýòîãî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.89) çàïèñûâàåòñÿ â
âèäå

ψ(t, x) = aχ(x) exp(iκ2t)

+

∫ ∞
0

dqπα(q)φ(q, x) exp(−iq2t)

+

∫ ∞
0

dqπβ(q)η(q, x) exp(−iq2t). (1.96)

Ðàçëîæåíèå ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ψ(0, x) (1.95) ìîæíî
íàéòè ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèé (1.93,1.94):

a =

∫
dx ψ(0, x)χ(x), (1.97)

α(q) =

∫
dx ψ(0, x)φ(q, x),

β(q) =

∫
dx ψ(0, x)η(q, x).

Åñëè ôóíêöèÿ ψ(0, x) áûëà ïåðâîíà÷àëüíî ëîêàëèçîâà-
íà âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò, òî åå `÷àñòü' aχ, ñâÿçàííàÿ
ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì, îñòàåòñÿ ëîêàëèçîâàííîé âáëè-
çè íà÷àëà êîîðäèíàò, à åå ÷àñòü,ñâÿçàííàÿ ñ íåïðåðûâ-
íûì ñïåêòðîì, ïîñòåïåííî ðàñïëûâàåòñÿ.

Çàäà÷à 1.3.10. Íàéòè êîýôôèöèåíò a ðàçëîæåíèÿ
(1.95) äëÿ ôóíêöèè ψ(0, x) = exp(−b|x|).

1.3.3 Âîëíîâîå äâèæåíèå

Âîëíîâîå äâèæåíèå âåñüìà ðàñïðîñòðàíåíî â ïðèðîäå.
Îíî ðåàëèçóåòñÿ òîãäà, êîãäà äèññèïàöèÿ â ñèñòåìå îò-
íîñèòåëüíî ñëàáà, è ïîòîìó îòêëîíåíèå åå îò ðàâíîâå-
ñèÿ ïðèâîäèò ê êîëåáàòåëüíûì äâèæåíèÿì. Ðàñïðîñòðà-
íåíèå êîëåáàíèé â ïðîñòðàíñòâå è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
âîëíîâîå äâèæåíèå. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü åãî àìïëèòóäó
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äîñòàòî÷íî ìàëîé äëÿ òîãî, ÷òîáû âîëíû ìîæíî áûëî
îïèñûâàòü â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè.
Õîðîøî èçâåñòíî âîëíîâîå óðàâíåíèå

(∂2t − c2∇2)u = 0, (1.98)

ãäå c � ñêîðîñòü âîëíû. Ýòî óðàâíåíèå îïèñûâàåò ðàñ-
ïðîñòðàíåíèå çâóêà èëè ñâåòà. Îòìåòèì, ÷òî óðàâíå-
íèå (1.98) ñîäåðæèò äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âòî-
ðîãî ïîðÿäêà ñ ðàçíûìè çíàêàìè ïðè âòîðûõ ïðîèç-
âîäíûõ. Òàêîãî ðîäà äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð íà-
çûâàþò ãèïåðáîëè÷åñêèì. Ãèïåðáîëè÷åñêèå îïåðàòîðû
âñòðå÷àþòñÿ îáû÷íî èìåííî â êîíòåêñòå âîëíîâûõ ïðî-
öåññîâ.

Çàäà÷à 1.3.11. Êàê çàïèñûâàåòñÿ ðåøåíèå âîëíîâîãî
óðàâíåíèÿ (1.98) â îäíîìåðíîì ñëó÷àå?

Â ñèëó îäíîðîäíîñòè óðàâíåíèÿ (1.98) èìååò ñìûñë
ñäåëàòü Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå ïî ïðîñòðàíñòâó (ñìîòðè
ðàçäåë 4.2.1). Òîãäà (1.98) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

∂2t ũ(q) = −c2q2ũ(q). (1.99)

Ìû óæå àíàëèçèðîâàëè ïîäîáíîå óðàâíåíèå, ñìîòðè
ðàçäåë 1.1.2. Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðèâåäåííûì òàì ðå-
çóëüòàòîì, ìû çàïèøåì ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâ-
íåíèÿ (1.99) â âèäå

ũ(q) = w1(q) exp(−icqt) + w2(q) exp(icqt). (1.100)

Çäåñü ôóíêöèè w1(q), w2(q) îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè, êîòîðûå ôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ ïîëÿ u
è åãî ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè.

Çàäà÷à 1.3.12. Êàê âûãëÿäèò Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå
(1.100) ïî âðåìåíè?

Îòìåòèì, ÷òî ìû óæå ñòàëêèâàëèñü ñ ïðåäñòàâëåíè-
åì, ïîäîáíûì (1.100), â êîíòåêñòå óðàâíåíèÿ Øð¼äèí-
ãåðà äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû (1.86). Â ýòîì ñëó÷àå

ψ̃(q) = ψ̃(0, q) exp(−iq2t). (1.101)

Íàëè÷èå âñåãî îäíîãî ñëàãàåìîãî â âûðàæåíèè (1.101)
ñâÿçàíî ñ ïåðâûì ïîðÿäêîì ïî âðåìåíè óðàâíåíèÿ
(1.86). Òåì íå ìåíåå, ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîöåí-
íûì âîëíîâûì óðàâíåíèåì.
Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå âîëíîâîãî äâèæåíèÿ â îäíîðîä-

íîì ñëó÷àå äëÿ âîëíîâîãî ïîëÿ ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâ-
ëåíèå òèïà (1.100) èëè (1.101) (â çàâèñèìîñòè îò ïîðÿä-
êà óðàâíåíèÿ ïî âðåìåíè), ãäå ýêñïîíåíòû èìåþò âèä
exp[±i$(q)t], ãäå $(q) íàçûâàåòñÿ çàêîíîì äèñïåðñèè.
Äëÿ çâóêîâûõ âîëí $ = cq, à äëÿ óðàâíåíèÿ Øð¼äèí-
ãåðà (1.86) $ = q2. Ïðèâåäåì áîëåå ñëîæíûé çàêîí äèñ-
ïåðñèè

$2 = gq + (σ/ρ)q3, (1.102)

êîòîðûé ðåàëèçóåòñÿ äëÿ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ íà
ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè. Çäåñü g � óñêîðåíèå ñâîáîäíî-
ãî ïàäåíèÿ, σ � êîýôôèöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæå-
íèÿ, è ρ � ïëîòíîñòü æèäêîñòè. Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå

ãðàâèòàöèîííûõ âîëí (ìàëûå q) âûðàæåíèå (1.102) äà-
åò $ =

√
gq, à â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå êàïèëëÿðíûõ âîëí

(áîëüøèå q) âûðàæåíèå (1.102) äàåò $ = (σ/ρ)1/2q3/2.
Îòíîøåíèå $(q)/q íàçûâàåòñÿ ôàçîâîé ñêîðîñòüþ âîë-
íû.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé âîëíîâîãî ïîëÿ u, êîãäà

ũ(q) ëîêàëèçîâàíî îêîëî âîëíîâîãî âåêòîðà q0 (èëè îêî-
ëî âîëíîâûõ âåêòîðîâ ±q0, ÷òî íåèçáåæíî äëÿ äåéñòâè-
òåëüíîãî ïîëÿ). Â ýòîì ñëó÷àå â t, r-ïðåäñòàâëåíèè

u = Ψ(t, r) exp(−iω0t+ iq0r), (1.103)

ãäå ω0 = $(q0) è (êîìïëåêñíàÿ) àìïëèòóäà ψ ìåíÿåòñÿ
íà âðåìåíàõ ìíîãî áîëüøå ω−10 è íà ìàñøòàáàõ ìíîãî
áîëüøå q−10 . Åñëè ïîëå u ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì, òî â
êà÷åñòâå u ñëåäóåò áðàòü äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü ïðàâîé
÷àñòè (1.103). Ôóíêöèþ ψ â (1.103) îáû÷íî íàçûâàþò
îãèáàþùåé (envelop).
Â Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèè ∂tũ = −i$u. Ïåðåõîäÿ â ýòîì

ñîîòíîøåíèè ê r-ïðåäñòàâëåíèþ, íàõîäèì äëÿ îãèáàþ-
ùåé

∂tΨ = −i[$(q0 − i∇)−$(q0)]Ψ. (1.104)

Ïîñêîëüêó îãèáàþùàÿ Ψ ìåíÿåòñÿ íà ìàñøòàáàõ ìíîãî
áîëüøèõ q−10 , ðàçíîñòü â (1.104) ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä
Òåéëîðà ïî ∇. Â ïåðâîì ïîðÿäêå íàõîäèì

(∂t + V ∇)Ψ = 0, V =
∂$

∂q
(q0). (1.105)

Ñòîÿùàÿ çäåñü âåëè÷èíà V íàçûâàåòñÿ ãðóïïîâîé ñêî-
ðîñòüþ âîëíû.

Çàäà÷à 1.3.13. Íàéòè âûðàæåíèå äëÿ ãðóïïîâîé ñêî-
ðîñòè ïîâåðõíîñòíûõ âîëí ñ çàêîíîì äèñïåðñèè
(1.102).

Óðàâíåíèå (1.105) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì, êîòîðîå ñî-
äåðæèò ïðîèçâîäíûå íå âûøå ïåðâîãî ïîðÿäêà è, ñëåäî-
âàòåëüíî, ìîæåò áûòü ðåøåíî ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê,
ñìîòðè ðàçäåë 4.4. Â äàííîì ñëó÷àå ñêîðîñòü V ÿâëÿ-
åòñÿ êîíñòàíòîé, è ðåøåíèå (1.105) ëåãêî âûïèñûâàåòñÿ
ÿâíî

Ψ = b(r − V t), (1.106)

ãäå b � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, Ψ íå
ìåíÿåòñÿ â ñèñòåìå îòñ÷åòà, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ îòíîñè-
òåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñ ãðóïïîâîé ñêîðîñòüþ.
Åñëè â óðàâíåíèè íà èñõîäíóþ ïåðåìåííóþ u ïðèñóò-

ñòâóåò èñòî÷íèê ñ ÷àñòîòàìè âáëèçè ω0 è âîëíîâûìè
âåêòîðàìè âáëèçè q0, òî ìû ïîëó÷àåì âìåñòî (1.105)

(∂t + V ∇)Ψ = φ. (1.107)

Ýòî óðàâíåíèå ëåãêî ðåøàåòñÿ ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê,
ñìîòðè ðàçäåë 4.4. Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì

Ψ(t, r) = b(r − V t) +

∫ t

dτ φ(τ, r + V τ − V t). (1.108)
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Çàäà÷à 1.3.14. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.107) â
îäíîìåðíîì ñëó÷àå äëÿ íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé
è φ = A cosh−2(x).

Ïîñêîëüêó ðåøåíèå (1.106) íå ïðåäïîëàãàåò íèêàêîé
ýâîëþöèè âîëíîâîãî ïàêåòà â ñèñòåìå îòñ÷åòà, äâèæó-
ùåéñÿ ñ ãðóïïîâîé ñêîðîñòüþ, óðàâíåíèå (1.105) ñëåäóåò
óòî÷íèòü. Äëÿ ýòîãî ðàçíîñòü â óðàâíåíèè (1.104) ñëå-
äóåò ðàçëîæèòü äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ∇, ÷òî äàåò

−i d
dt

Ψ =

[
V

2q0
∇2
⊥ +

1

2

∂V

∂q0
∂2x

]
Ψ, (1.109)

ãäå îñü X íàïðàâëåíà âäîëü q0, à ∇⊥ äåéñòâóåò â ïåð-
ïåíäèêóëÿðíîé ê îñè X ïëîñêîñòè. Â óðàâíåíèè (1.109)
d/dt = ∂t + V ∂x, ýòî ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè â ñèñòåìå
îòñ÷åòà, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ ñ ãðóïïîâîé ñêîðîñòüþ V .
Åñëè îáå âåëè÷èíû, V è ∂v/∂q0, ïîëîæèòåëüíû, òî óðàâ-
íåíèå (1.109) ïåðåìàñøòàáèðîâàíèåì ïåðåìåííûõ ìî-
æåò áûòü ñâåäåíî ê ñâîáîäíîìó óðàâíåíèþ Øð¼äèíãåðà
(1.86). Åñëè æå V è ∂v/∂q0 èìåþò ðàçíûå çíàêè, òî ìû
èìååì â ïðàâîé ÷àñòè (1.109) ãèïåðáîëè÷åñêèé äèôôå-
ðåíöèàëüíûé îïåðàòîð. Íàïðèìåð, ýòî èìååò ìåñòî äëÿ
ãðàâèòàöèîííûõ âîëí ñ çàêîíîì äèñïåðñèè $ =

√
gq.

Çàäà÷à 1.3.15. Íàéòè àíàëîã ïðåäñòàâëåíèÿ (1.87)
äëÿ óðàâíåíèÿ −i∂tψ = (∂2x − ∂2y)ψ.



21 2. Ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè

Ãëàâà 2

ÑÏÅÖÈÀËÜÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ

Ðèñ. 2.1: Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ â èíòåãðàëüíîì ïðåä-
ñòàâëåíèè ãàììà-ôóíêöèè

Ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè áûëè ââåäåíû äëÿ îïèñà-
íèÿ ñëó÷àåâ, êîãäà ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé îêàçûâàåòñÿ
íåäîñòàòî÷íî. Ìû äàåì ñâåäåíèÿ òîëüêî î ñàìûõ ðàñ-
ïðîñòðàíåííûõ ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèÿõ. Êàê ïðàâèëî,
ýòè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, êîòîðûå â ñèëó ñâîåé óíèâåðñàëüíîñòè ÷àñòî
âîçíèêàþò â ñàìûõ ðàçíûõ ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ.

2.1 Ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà

Íà ïðàêòèêå äîâîëüíî ÷àñòî âîçíèêàþò ñëó÷àè, êîãäà
òðåáóåòñÿ âçÿòü èíòåãðàë, ñîäåðæàùèé êîìáèíàöèþ ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîé è ñòåïåííîé ôóíêöèé. Òàêîãî ñîðòà èí-
òåãðàëû ñâîäÿòñÿ ê òàê íàçûâàåìîé Ãàììà-ôóíêöèè
Γ(x), êîòîðàÿ áûëà ââåäåíà Ýéëåðîì åùå â 18 âåêå.
Ãàììà-ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì èíòåãðàëîì

Γ(z) =

∫ ∞
0

dt tz−1e−t. (2.1)

Èíòåãðàë (2.1) ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì ïîëîæèòåëüíîì z,
èëè, åñëè ðå÷ü èäåò î ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåí-
íîé, ïðè ëþáîì z ñ ïîëîæèòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ÷à-
ñòüþ. Èíòåãðàë (2.1) ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ ïóòåì ìíîãî-
êðàòíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïðè öåëîì ïîëîæè-
òåëüíîì z = n. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ Γ(n) = (n−1)!.
Ïîýòîìó ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî Ãàììà-ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ
îáîáùåíèåì ôàêòîðèàëà íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî êîì-
ïëåêñíîãî n. Îòìåòèì òàêæå çíà÷åíèå Γ(1/2) =

√
π, êî-

òîðîå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç (2.1), åñëè ïåðåéòè ê èí-
òåãðèðîâàíèþ ïî

√
t. Îäíîêðàòíîå èíòåãðèðîâàíèå ïî

÷àñòÿì â âûðàæåíèè (2.1) äàåò ñîîòíîøåíèå

Γ(z + 1) = zΓ(z), (2.2)

êîòîðîå òàêæå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî
ñâîéñòâà ôàêòîðèàëà.

Çàäà÷à 2.1.1. Íàéòè ïëîùàäü åäèíè÷íîé ñôåðû â d-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïðè z → 0 çíà÷åíèå èíòåãðàëà (2.1) íåîãðàíè÷åííî
âîçðàñòàåò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè z = 0 ôóíêöèÿ Γ(z)
èìååò îñîáåííîñòü. ×òîáû óñòàíîâèòü õàðàêòåð ýòîé
îñîáåííîñòè è, áîëåå îáùî, ïðîäîëæèòü àíàëèòè÷åñêè
Γ(z) íà z ñ îòðèöàòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ, ìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü ìîäèôèêàöèþ èíòåãðàëà (2.1)

Γ(z) =
1

1− exp(2πiz)

∫
C

dt tz−1e−t, (2.3)

ãäå êîíòóð C èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 2.1.

Â âûðàæåíèè (2.3) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî tz çàäàíî âåò-
âüþ ñ ðàçðåçîì âäîëü äåéñòâèòåëüíîé îñè, ïðè÷åì íà
âåðõíåì áåðåãå ðàçðåçà àðãóìåíò tz ðàâåí íóëþ (òî åñòü
tz äåéñòâèòåëüíî), à êîíòóð C îáõîäèò ýòîò ðàçðåç, ïðè-
õîäÿ èç +∞ ñíèçó ðàçðåçà è óõîäÿ â +∞ ñâåðõó ðàçðåçà.
Åñëè Re z > 0, òî êîíòóðíûé èíòåãðàë (2.3) ìîæåò áûòü
ñâåäåí ê ñóììå èíòåãðàëîâ ïî âåðõíåìó è íèæíåìó áåðå-
ãàì ðàçðåçà, ïðè÷åì èíòåãðàë ïî âåðõíåìó áåðåãó ðàçðå-
çà ñîâïàäàåò ñ èíòåãðàëîì (2.1), à èíòåãðàë ïî âåðõíåìó
áåðåãó ðàçðåçà îòëè÷àåòñÿ îò èíòåãðàëà (2.1) ìíîæèòå-
ëåì − exp(2πiz). Îòñþäà è ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå (2.3).

Ïðàâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (2.3) îïðåäåëåíà è äëÿ z
ñ îòðèöàòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ, òî åñòü îñó-
ùåñòâëÿåò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå Γ(z) íà ýòó îá-
ëàñòü ïåðåìåííîé z. Êîíòóðíûé èíòåãðàë â (2.3) íå
èìååò îñîáåííîñòåé â ïëîñêîñòè z. Ñëåäîâàòåëüíî, îñî-
áåííîñòè ôóíêöèè Γ(z) îïðåäåëÿþòñÿ ðàçíîñòüþ 1 −
exp(2πiz), êîòîðàÿ îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè öåëûõ (êàê
ïîëîæèòåëüíûõ, òàê è îòðèöàòåëüíûõ) z. Ïðè ïîëîæè-
òåëüíûõ öåëûõ z â íîëü îáðàùàåòñÿ òàêæå è êîíòóðíûé
èíòåãðàë, òî åñòü ìû ïðèõîäèì ê íåîïðåäåëåííîñòè, êî-
òîðàÿ äîëæíà ðàñêðûâàòüñÿ ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ. Â
ëþáîì ñëó÷àå, Γ(z) íå èìååò îñîáåííîñòåé ïðè öåëûõ
ïîëîæèòåëüíûõ z, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèâåäåííûì âûøå
àíàëèçîì. Ïðè öåëûõ îòðèöàòåëüíûõ z êîíòóðíûé èí-
òåãðàë â íîëü íå îáðàùàåòñÿ, è ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó,
÷òî â ýòèõ òî÷êàõ Γ(z) èìååò ïðîñòûå ïîëþñà.

Çàäà÷à 2.1.2. Íàéòè êîíòóðíîå ïðåäñòàâëåíèå Γ(z) â
òåðìèíàõ (−t)z−1e−t.

Çàäà÷à 2.1.3. Ïîêàçàòü, ÷òî∫ ∞
0

du uz−1 cosu = cos(πz/2)Γ(z), (2.4)∫ ∞
0

du uz−1 sinu = sin(πz/2)Γ(z). (2.5)

Óñòàíîâèòü îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ýòèõ âûðà-
æåíèé.
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Ðèñ. 2.2: Ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà.

Íàéäåì âû÷åòû ôóíêöèè Γ(z) â ïîëþñàõ z =
0,−1,−2, . . . . Ïðè z = −n (n � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå)
êîíòóðíûé èíòåãðàë â (2.3) ñâîäèòñÿ ê âû÷åòó â íóëå,
ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè íà áå-
ðåãàõ ðàçðåçà ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé. Âû÷èñëÿÿ ýòîò
âû÷åò, íàõîäèì∫

C

dt t−n−1e−t = −2πi(−1)n(n!)−1.

Òàêèì îáðàçîì

res Γ(−n) = (−1)n(n!)−1. (2.6)

Ãðàôèê çàâèñèìîñòè Ãàììà-ôóíêöèè îò ñâîåãî (äåé-
ñòâèòåëüíîãî) àðãóìåíòà ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 2.2. Â
òî÷êàõ x = −n ôóíêöèÿ Γ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.
Ìîæíî íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå Ãàììà-

ôóíêöèè Γ(z) ïðè áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ
z, âîñïîëüçîâàâøèñü ìåòîäîì ïåðåâàëà, ñìîòðè ðàçäåë
4.5.1. Äëÿ ýòîãî â èíòåãðàëå (2.1) ïðîèçâåäåì çàìåíó
t→ tz, êîòîðàÿ ïðèâîäèò åãî ê âèäó

Γ(z) = zz
∫ ∞
0

dt

t
exp[z(ln t− t)],

òî åñòü ê âèäó (4.48). Ñòîÿùàÿ â ýêñïîíåíòå ôóíêöèÿ
ln t − t äîñòèãàåò ìàêñèìóìà â òî÷êå t = 1. Èñïîëüçóÿ
òåïåðü ïðèáëèæåíèå (4.49), íàõîäèì

Γ(z) ≈
√

2π

z
zz exp(−z). (2.7)

Ýòî ñîîòíîøåíèå äàåò ïðèáëèæåííîå (ðàáîòàþùåå
ïðè áîëüøèõ n) âûðàæåíèå äëÿ ôàêòîðèàëà n! ≈√

2πn nne−n, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ñòèðëèí-
ãà. Îòìåòèì, ÷òî àñèìïòîòèêà (2.7) ñïðàâåäëèâà è äëÿ
êîìïëåêñíûõ z ïðè óñëîâèè áîëüøîãî ïîëîæèòåëüíîãî
çíà÷åíèÿ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè z.
×åðåç Ãàììà-ôóíêöèè âûðàæàåòñÿ òàê íàçûâàåìûé

èíòåãðàë Ýéëåðà ïåðâîãî ðîäà:

B(α, β) =

∫ 1

0

dx xα−1(1− x)β−1 =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α+ β)
, (2.8)

ãäå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè α è β ïðåäïîëàãàþòñÿ ïî-
ëîæèòåëüíûìè. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîîòíîøåíèÿ (2.8)
ðàññìîòðèì íåìíîãî áîëåå îáùèé èíòåãðàë

sα+β−1B(α, β) =

∫ s

0

dx xα−1(s− x)β−1.

Èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ïî s ñ âåñîì
e−s, ìû ïîëó÷àåì

Γ(α+ β)B(α, β) =

∫ ∞
0

ds e−s
∫ s

0

dx xα−1(s− x)β−1.

Çàìåíà ïåðåìåííûõ s = x + y ñâîäèò ïðàâóþ ÷àñòü ê
ïðîèçâåäåíèþ èíòåãðàëîâ ïî x ïî y, êîòîðûå äàþò ïðî-
èçâåäåíèå Γ(α)Γ(β). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ñî-
îòíîøåíèþ (2.8).

Çàäà÷à 2.1.4. Íàéòè èíòåãðàë∫ π/2

0

dϕ cosa ϕ sinb ϕ.

Çàäà÷à 2.1.5. Äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå

Γ(z)Γ(z + 1/2) =

√
π

22z−1
Γ(2z).

Âûâåäåì ñîîòíîøåíèå

Γ(1− z)Γ(z) =
π

sin(πz)
. (2.9)

Äëÿ ýòîãî çàïèøåì ëåâóþ ÷àñòü (2.9), êàê ïðîèçâåäåíèå
èíòåãðàëîâ

Γ(1− z)Γ(z) =

∫ ∞
0

dt t−ze−t
∫ ∞
0

ds sz−1e−s.

Ïðîèçâåäÿ çäåñü çàìåíó s = tζ è âçÿâ èíòåãðàë ïî t, ìû
íàõîäèì

Γ(1− z)Γ(z) =

∫ ∞
0

dζ
ζz−1

1 + ζ
.

×òîáû âçÿòü ñòîÿùèé çäåñü èíòåãðàë ïî ζ, ñëåäóåò ïðå-
îáðàçîâàòü åãî â êîíòóðíûé∫ ∞

0

dζ
ζz−1

1 + ζ
=

1

1− exp(2πiz)

∫
C

dζ
ζz−1

1 + ζ
,

ãäå êîíòóð C èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 2.1. Ïîñëå ýòîãî
êîíòóð ìîæíî äåôîðìèðîâàòü, çàãèáàÿ åãî `óñû' â ëåâóþ
ïîëóïëîñêîñòü. Ïîñëå ýòîãî èíòåãðàë ñâåäåòñÿ ê âû÷åòó
â òî÷êå ζ = −1, ÷òî è äàåò âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ïðàâîé
÷àñòè (2.9).
Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëè-

âû äëÿ 0 < Re z < 1. Îäíàêî ïðèíöèï àíàëèòè÷åñêî-
ãî ïðîäîëæåíèÿ ïîçâîëÿåò ðàñïðîñòðàíèòü åãî íà ïðî-
èçâîëüíûå z. Â ÷àñòíîñòè, ñîîòíîøåíèå (2.9) ïîçâîëÿåò
ëåãêî âîñïðîèçâåñòè âûðàæåíèå äëÿ âû÷åòîâ (2.6). Êàê
ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ (2.9), Γ−1(z) íå èìååò ïîëþñîâ
â ïëîñêîñòè z, òî åñòü Γ(z) íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â íîëü.
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Ðèñ. 2.3: Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ âäîëü îòðèöàòåëüíîé
ïîëóîñè.

Çàäà÷à 2.1.6. Ïîëó÷èòü èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

Γ−1(z) =
1

2πi

∫
C∗
dt t−zet, (2.10)

ãäå êîíòóð C∗ èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 2.3.

Çàäà÷à 2.1.7. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë∫ 1

0

dz ln Γ(z).

Çàäà÷à 2.1.8. Íàéòè |Γ(1/2+ix)|, ãäå x äåéñòâèòåëü-
íîå ÷èñëî.

2.2 Ôóíêöèÿ Ýéðè

Â äàííîì ðàçäåëå ìû àíàëèçèðóåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
Ýéðè (Airy)

d2Y/dx2 − xY = 0, (2.11)

êîòîðîå âîçíèêàåò â ðÿäå ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé. Ïî-
æàëóé, íàèáîëåå âàæíûì ïðèëîæåíèåì óðàâíåíèÿ Ýé-
ðè ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ïîâåäåíèÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé
(â êâàíòîâîé ìåõàíèêå) âáëèçè òî÷êè ïîâîðîòà, òî åñòü
âáëèçè òî÷êè, ãäå ýíåðãèÿ ÷àñòèöû ñðàâíèâàåòñÿ ñ ïî-
òåíöèàëîì. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.11) äåìîíñòðèðóþò
ðÿä óíèâåðñàëüíûõ îñîáåííîñòåé ýòîãî ïîâåäåíèÿ.
Óðàâíåíèå Ýéðè (2.11) îòíîñèòñÿ ê êëàññó óðàâíåíèé

(4.32), ðåøåíèÿ êîòîðûõ ìîãóò áûòü ïðîàíàëèçèðîâà-
íû ïðè ïîìîùè ìåòîäà Ëàïëàñà. Äëÿ ýòîãî ñîñòàâëÿåì
ôóíêöèè (4.35)

P (t) = t2, Q(t) = −1.

Äàëåå íàõîäèì èç (4.36) Z = − exp(−t3/3). Ïîäñòàâëÿÿ
ýòî âûðàæåíèå â (4.33), íàõîäèì îáùåå ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ Ýéðè (2.11)

Y (x) ∝
∫
C

dt exp(xt− t3/3). (2.12)

Êîíòóð C â ïðåäñòàâëåíèè (2.12) äîëæåí íà÷èíàòüñÿ
è îêàí÷èâàòüñÿ â îáëàñòÿõ, ãäå ïîäûíòåãðàëüíîå âûðà-
æåíèå â (2.12) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ
ýòîãî êîíòóð C äîëæåí ïðèõîäèòü èç áåñêîíå÷íîñòè è

II

I

III

Ðèñ. 2.4: Âîçìîæíûå êîíòóðû, ïî êîòîðûì èäåò èíòå-
ãðèðîâàíèå â èíòåãðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèè Ýé-
ðè.

óõîäèòü â áåñêîíå÷íîñòü. Ïîñêîëüêó ïîâåäåíèå exp(xt−
t3/3) â áåñêîíå÷íîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ôàêòîðîì −t3, èìå-
åòñÿ òðè ñåêòîðà, â êîòîðûõ ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæå-
íèå â (2.12) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ: −π/6 < Arg t < π/6,
π/2 < Arg t < 5π/6, 7π/6 < Arg t < 3π/2, ñìîòðè ðè-
ñóíîê 2.4, ñåêòîðû I,II,III. Êîíòóð C äîëæåí íà÷èíàòü-
ñÿ â îäíîì èç ýòèõ ñåêòîðîâ è çàêàí÷èâàòüñÿ â äðóãîì.
Èìååòñÿ òðè âàðèàíòà. Îäíàêî ïîëó÷àþùèåñÿ èíòåãðà-
ëû ëèíåéíî ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé, ïîñêîëüêó ñóììà èí-
òåãðàëîâ ïî êîíòóðàì, èäóùèõ èç ñåêòîðà I â ñåêòîð
II, èç ñåêòîðà II â ñåêòîð III, è èç ñåêòîðà III â ñåê-
òîð I, ðàâíà, î÷åâèäíî, íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ
äâå íåçàâèñèìûå âîçìîæíîñòè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âòî-
ðîìó ïîðÿäêó óðàâíåíèÿ Ýéðè, êîòîðîå äîëæíî èìåòü
äâà íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ.

Ðåøåíèþ, êîòîðîå îñòàåòñÿ êîíå÷íûì ïðè x → ±∞
ñîîòâåòñòâóåò êîíòóð, èäóùèé èç ñåêòîðà III â ñåêòîð
I. Ìîæíî âûáèðàòü ðàçëè÷íóþ ôîðìó òàêîãî êîíòóðà
(ñìîòðè ðèñóíîê 2.4), åäèíñòâåííîå òðåáîâàíèå ê ôîðìå
êîíòóðà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû exp(xt−t3/3) ñòðåìè-
ëîñü ê íóëþ íà êîíöàõ ýòîãî êîíòóðà. Ýòî ñâÿçàíî ñ âîç-
ìîæíîñòüþ äåôîðìàöèè êîíòóðà â îáëàñòè àíàëèòè÷-
íîñòè ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ, êîòîðîé â äàííîì
ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ âñÿ êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü. Â ÷àñòíî-
ñòè, ìîæíî âûáðàòü êîíòóð, èäóùèé âäîëü ìíèìîé îñè.
Ââåäÿ îáîçíà÷åíèå t = iu, ìû ñâîäèì ýòîò èíòåãðàë ê
âèäó

Ai(x) =
1

π

∫ ∞
0

du cos(xu+ u3/3), (2.13)

ãäå ìíîæèòåëü âûáðàí òðàäèöèîííûì îáðàçîì. Ââåäåí-
íàÿ (2.13) ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ýéðè ïåðâîãî
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Ðèñ. 2.5: Ôóíêöèÿ Ýéðè ñ àñèìïòîòèêàìè.

ðîäà (èëè ïðîñòî ôóíêöèåé Ýéðè).
Óñòàíîâèì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ôóíêöèè Ýé-

ðè ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ |x|. Ïðè áîëüøèõ îòðèöà-
òåëüíûõ x â èíòåãðàëå (2.13) èìååòñÿ òî÷êà ñòàöèîíàð-
íîé ôàçû u =

√
|x|, îêðåñòíîñòü êîòîðîé äàåò îñíîâ-

íîé âêëàä â èíòåãðàë ïðè áîëüøèõ |x|. Ïðèìåíÿÿ ìåòîä
ñòàöèîíàðíîé ôàçû (ñìîòðè ðàçäåë 4.5.1), íàõîäèì, èñ-
ïîëüçóÿ (4.52)

Ai(x) ≈ 1√
π |x|1/4

cos

(
−2

3
|x|3/2 +

π

4

)
. (2.14)

Ïðè áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ x ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà
â èíòåãðàëå (2.13) îòñóòñòâóåò. ×òîáû íàéòè ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ àñèìïòîòèêó, ìû äîëæíû âåðíóòüñÿ íà øàã
íàçàä:

Ai(x) =
1

2πi

∫ +i∞

−i∞
dt exp(tx− t3/3).

Òåïåðü ìû äîëæíû ïðèìåíèòü îáîáùåííûé ìåòîä ïåðå-
âàëà, ñìîòðè ðàçäåë 4.5. Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ äîë-
æåí áûòü äåôîðìèðîâàí òàê, ÷òîáû îí ïðîõîäèë ÷åðåç
ïåðåâàëüíóþ òî÷êó t = −x1/2 (ñìîòðè âåðòèêàëüíóþ
ïðÿìóþ íà ðèñóíêå 2.4). Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ (4.55), íàõîäèì

Ai(x) ≈ 1

2
√
π x1/4

exp

(
−2

3
x3/2

)
. (2.15)

Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ôóíêöèè Ýéðè îò x ïðèâåäåí íà
ðèñóíêå 2.5. Íà ýòîì æå ãðàôèêå êðàñíûì öâåòîì ïðè-
âåäåíû àñèìïòîòèêè (2.14,2.15).
Â êà÷åñòâå âòîðîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ýéðè (2.11)

âûáèðàþò îáû÷íî ôóíêöèþ

Bi(x) =
1

π

∫ ∞
0

du
[

exp(xu− u3/3)

+ sin(xu+ u3/3)
]
, (2.16)

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ýéðè âòîðîãî ðîäà. Âû-
ðàæåíèå äëÿ Bi ïîëó÷àåòñÿ, åñëè âçÿòü ñóììó êîíòóð-
íûõ èíòåãðàëîâ äëÿ êîíòóðîâ, èäóùèõ èç ñåêòîðà I â

Ðèñ. 2.6: Ôóíêöèè Ýéðè ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà.

Ðèñ. 2.7: Ôóíêöèÿ Ýéðè âòîðîãî ðîäà ñ àñèìïòîòèêàìè.

ñåêòîð II è èç ñåêòîðà III â ñåêòîð II. Âûáèðàÿ ýòè èíòå-
ãðàëû, êàê èäóùèå ñíà÷àëà âäîëü ìíèìîé îñè, à çàòåì
âäîëü äåéñòâèòåëüíîé îñè, ìû è ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ
(2.16). Êîýôôèöèåíò â (2.16) òðàäèöèîíåí. Ñðàâíåíèå
ôóíêöèé Ýéðè Ai è Bi ïðîâåäåíî íà ðèñóíêå 2.6.

Çàäà÷à 2.2.1. Íàéòè çíà÷åíèÿ Ai(0), Ai′(0), Bi(0),
Bi′(0).

Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ôóíêöèè Bi ïðè áîëüøèõ
ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà îïðåäåëÿåòñÿ âû-
ðàæåíèåì

Bi(x) ≈ 1

π1/2x1/4
exp

(
2

3
x3/2

)
. (2.17)

Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ôóíêöèè Bi ïðè áîëüøèõ
îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà îïðåäåëÿåòñÿ âû-
ðàæåíèåì

Bi(x) ≈ 1

π1/2x1/4
cos

(
2

3
|x|3/2 +

π

4

)
. (2.18)

Ñðàâíåíèå ôóíêöèè Bi(x) è åå àñèìïòîòèê ïðèâåäåíû
íà ðèñóíêå 2.7.

Çàäà÷à 2.2.2. Ïîëó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå
ôóíêöèè Bi(x) ïðè x→ ±∞.
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Ðèñ. 2.8: Íåñêîëüêî ïåðâûõ ôóíêöèé Áåññåëÿ.

2.3 Ôóíêöèè Áåññåëÿ

Ôóíêöèè Áåññåëÿ óäèâèòåëüíûì îáðàçîì âîçíèêàþò â
ñàìûõ ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Îíè
åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðèñóòñòâóþò â çàäà÷àõ òåîðèè
ïîëÿ, êîãäà ðå÷ü èäåò î çàâèñÿùèõ îò äâóõ êîîðäè-
íàò ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ òèïà Ãåëüìãîëüöà (1.49), îïè-
ñûâàþùåãî, íàïðèìåð, ðàçëè÷íûå ýëåêòðîìàãíèòíûå è
àêóñòè÷åñêèå ÿâëåíèÿ. Îäíàêî îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè
ôóíêöèé Áåññåëÿ îòíþäü íå îãðàíè÷èâàåòñÿ ýòèìè ïðî-
áëåìàìè, îíè îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíûìè â î÷åíü øèðîêîì
êðóãå ïðèëîæåíèé, ÷åì è îïðåäåëÿåòñÿ âàæíîñòü ýòèõ
ôóíêöèé.
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.49) ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ïëîñ-

êèì âîëíàì, çàâèñèìîñòü ïîëÿ îò êîîðäèíàò â ïëîñêîé
âîëíå îïðåäåëÿåòñÿ ôàêòîðîì exp(ikr), ãäå k � âîëíî-
âîé âåêòîð, à r = (x, y) � ðàäèóñ-âåêòîð. Îäíàêî ÷àñòî
óäîáíûì áûâàåò ðåøàòü çàäà÷è â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êî-
îðäèíàò r, ϕ, ãäå r � ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà îòñ÷åòà äî
òî÷êè íàáëþäåíèÿ, à ϕ � ïîëÿðíûé óãîë. Ïðè ñîîòâåò-
ñòâóþùåì âûáîðå íà÷àëà îòñ÷åòà ïîëÿðíîãî óãëà ϕ ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå kr = rk sinϕ.
Ôóíêöèè Áåññåëÿ ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ðàçëî-

æåíèÿ exp(ikr) â ðÿä Ôóðüå ïî óãëîâûì ãàðìîíèêàì:

exp(iz sinϕ) =

+∞∑
−∞

Jn(z) exp(inϕ), (2.19)

ãäå z = kr. Ãðàôèêè íåñêîëüêèõ ïåðâûõ ôóíêöèé Áåññå-
ëÿ ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå 2.8. Äîáàâëÿÿ π ê ϕ, íàõîäèì

exp(−iz sinϕ) =

+∞∑
−∞

(−1)nJn(z) exp(inϕ).

Ñðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå ñ ïðÿìûì ðàçëîæåíèåì

exp(−iz sinϕ) =

+∞∑
−∞

J−n(z) exp(inϕ),

ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî J−n = (−1)nJn.

Çàäà÷à 2.3.1. Ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå∫ ∞
0

dr rJn(kr)Jn(qr) = k−1δ(k − q).

Óêàçàíèå: âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèåì (2.19) è
Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèåì äâóìåðíîé δ-ôóíêöèè.

Ïîäñòàâëÿÿ â âûðàæåíèå (2.19) t = eiϕ, íàõîäèì ðÿä
Ëîðàíà ïî t

exp
[z

2
(t− 1/t)

]
=

+∞∑
n=−∞

Jn(z)tn. (2.20)

Çäåñü t ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì êîìïëåêñíûì ÷èñ-
ëîì. Äèôôåðåíöèðóåì ñîîòíîøåíèå (2.20) ïî z, ÷òî äà-
åò

1

2
(t− 1/t) exp

[z
2

(t− 1/t)
]

=

+∞∑
n=−∞

∂zJn(z)tn.

Ïîäñòàâëÿÿ çäåñü âìåñòî ýêñïîíåíòû ðàçëîæåíèå (2.20)
è ñîáèðàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ t, íàõîäèì

d

dz
Jn(z) =

1

2
[Jn−1(z)− Jn+1(z)] . (2.21)

Äèôôåðåíöèðóåì ñîîòíîøåíèå (2.20) ïî t, ÷òî äàåò

z

2

(
1 +

1

t2

)
exp

[z
2

(t− 1/t)
]

=

+∞∑
n=−∞

nJn(z)tn−1.

Ïîäñòàâëÿÿ çäåñü âìåñòî ýêñïîíåíòû ðàçëîæåíèå (2.20)
è ñîáèðàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ t, íàõîäèì

2n

z
Jn(z) = Jn−1(z) + Jn+1(z). (2.22)

Êîìáèíèðóÿ (2.21) è (2.22), íàõîäèì

d

dz
[znJn(z)] = znJn−1(z), (2.23)

d

dz

Jn(z)

zn
= −Jn+1(z)

zn
. (2.24)

Â ÷àñòíîñòè, dJ0/dz = −J1. Èç (2.23) ñëåäóåò ñîîòíîøå-
íèå z−2n+1 d

dz [znJn(z)] = z−n+1Jn−1(z). Äèôôåðåíöèðóÿ
åãî ïî z è ïðèìåíÿÿ (2.24), íàõîäèì çàìêíóòîå óðàâíå-
íèå íà Jn

d2

dz2
Jn +

1

z

d

dz
Jn + Jn −

n2

z2
Jn = 0, (2.25)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Áåññåëÿ. Îòìåòèì,
÷òî ìû ñíîâà ñòàëêèâàåìñÿ ñ îïåðàòîðîì Øòóðìà-
Ëèóâèëëÿ (1.34).
Âûïèñûâàÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê (2.19),

íàõîäèì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé Áåñåëÿ

Jn(z) =
1

2π

∫ +π

−π
dθ exp(iz sin θ − inθ)

=
1

π

∫ π

0

dθ cos(z sin θ − nθ), (2.26)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì Ïàðñåâàëÿ. Ïðè ïî-
ëó÷åíèè âòîðîãî ðàâåíñòâà â (2.26) ìû âîñïîëüçîâàëèñü
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òåì, ÷òî ìíèìàÿ ÷àñòü ïåðâîãî èíòåãðàëà ðàâíà íóëþ
èç-çà òîãî, ÷òî ìíèìàÿ ÷àñòü exp(iz sin θ− inθ) àíòèñèì-
ìåòðè÷íà ïî θ, è ÷òî êîñèíóñ ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé ôóíêöè-
åé. Îòìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå (2.26) àâòîìàòè÷åñêè
ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ J−n(z) = (−1)nJn(z).

Çàäà÷à 2.3.2. Äîêàçàòü ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
(2.21), èñõîäÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (2.26).

Ðàñêëàäûâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (2.26) ïî z,
ìû çàêëþ÷àåì ÷òî ïðè n > 0 ïåðâûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ
ïî z ðàâåí

zn

2πn!

∫ +π

−π
dθ (i sin θ)n exp(inθ) =

zn

2nn!
. (2.27)

Ñëåäóþùèå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè Áåññåëÿ ïî z
ìîæíî íàéòè èç òîãî æå âûðàæåíèÿ (2.26). Â ðåçóëüòà-
òå ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðÿä Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèé
Áåññåëÿ

Jn(z) =

∞∑
m=0

(−1)m

m!(n+m)!

(z
2

)n+2m

. (2.28)

Îòìåòèì, ÷òî ýòî ðÿä ïî öåëûì ñòåïåíÿì z, êîòîðûé
ñîäåðæèò òîëüêî ÷åòíûå èëè òîëüêî íå÷åòíûå ñòåïåíè
z, â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè n.

Çàäà÷à 2.3.3. Ïîñòðîèòü ðàçëîæåíèå â ðÿä (2.28),
èñõîäÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (2.26).

Ðÿä (2.28) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ äåéñòâèòåëü-
íûõ z, ïîñêîëüêó îòíîøåíèå êîýôôèöèåíòîâ ïðè ñòåïå-
íÿõ (z/2)n+2m+2 è (z/2)n+2m ðàâíî −[(m+2)(m+1)(n+
m+ 2)(n+m+ 1)]−1, òî åñòü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñ ðîñòîì
m. Òàêèì îáðàçîì, ðÿä (2.28) îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ Áåñ-
ñåëÿ ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ z. Áîëåå òîãî, îí îïðå-
äåëÿåò è ôóíêöèþ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, êîòîðàÿ
ïîëó÷àåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì Jn(z) ñ äåé-
ñòâèòåëüíûõ z. Ïîñêîëüêó ðÿä (2.28) ÿâëÿåòñÿ àáñîëþò-
íî ñõîäÿùèìñÿ, òî ôóíêöèÿ Jn(z) íå èìååò îñîáåííîñòåé
íà âñåé ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî z. Â òî æå
âðåìÿ áåñêîíå÷íîñòü ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé îñîáîé òî÷-
êîé ôóíêöèè Áåññåëÿ Jn(z).
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ìàëûõ z, z � 1. Â ýòîì ñëó÷àå

òðåòüèì ñëàãàåìûì â óðàâíåíèè (2.25) ìîæíî ïðåíå-
áðå÷ü è ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

d2

dz2
g +

1

z

d

dz
g − n2

z2
g = 0, (2.29)

êîòîðîå èìååò ñòåïåííûå ðåøåíèÿ g1 = zn è g2 = z−n.
Îáðàòèì âíèìàíèå íà ïðè÷èíó, ïî êîòîðîé óðàâíåíèå
(2.29) èìååò ñòåïåííûå ðåøåíèÿ, è êîòîðàÿ çàêëþ÷à-
åòñÿ â òîì, ÷òî ïðè ïðåîáðàçîâàíèè z → Az, ãäå A �
ïðîèçâîëüíûé ôàêòîð, âñå òðè ñëàãàåìûõ â óðàâíåíèè
(2.29) ïðåîáðàçóþòñÿ îäèíàêîâûì îáðàçîì, òî åñòü óðàâ-
íåíèå ïåðåõîäèò â ñåáÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.29), êîòîðûå ïðè ïðåîáðàçîâàíèè

z → Az ïåðåõîäÿò â ñåáÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ,
èìåííî òàêèìè ÿâëÿþòñÿ ñòåïåííûå ðåøåíèÿ g1 = zn è
g2 = z−n.

Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå Áåññåëÿ (2.25) íå îáëàäàåò óêà-
çàííûì ñâîéñòâîì ñèììåòðèè óðàâíåíèÿ (2.29), åãî ðå-
øåíèå íå ìîæåò áûòü ñòåïåííûì. Òåì íå ìåíåå ðåøåíèÿ
g1 = zn è g2 = z−n îïðåäåëÿþò ïîâåäåíèå ïðîèçâîëü-
íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ (2.25) ïðè ìàëûõ z.
Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðè n > 0 ðåøåíèå g2 ñèí-
ãóëÿðíî â íóëå, òî åñòü ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè
z → 0. Ïîýòîìó, åñëè ôóíêöèÿ g ðåãóëÿðíà â íóëå, òî
åå ïîâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ g1, òî åñòü g ∝ zn ïðè ìàëûõ
z. Ýòî ïîâåäåíèå ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ îïðåäåëÿåò
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ (2.25). Òàêèìè ðåøåíèÿìè
ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè Áåññåëÿ Jn(z), ïåðâûé ÷ëåí ðàçëî-
æåíèÿ êîòîðîé ïî z îïðåäåëÿåòñÿ (2.27).

Çàìåòèì, ÷òî ïðè n = 0 îáà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.29),
g1 = zn è g2 = z−n, ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé, òî åñòü, êàê
ãîâîðÿò, èìååò ìåñòî âûðîæäåíèå. ×òîáû ðàçîáðàòüñÿ ñ
ýòèì ñëó÷àåì, ñëåäóåò âåðíóòüñÿ ê óðàâíåíèþ (2.29), â
êîòîðîì íàäî ïîëîæèòü n = 0. Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ
óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ dg/dz, ðåøåíèåì êîòî-
ðîãî, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ dg/dz = C1/z, ãäå C1 � ïðîèç-
âîëüíàÿ êîíñòàíòà. Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå äàëüøå,
ìû íàõîäèì îáùåå ðåøåíèå g = C2+C1 ln z, ãäå C2 � âòî-
ðàÿ ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà. (Îòìåòèì, ÷òî âîçíèêíî-
âåíèå ëîãàðèôìà òèïè÷íî äëÿ âûðîæäåííûõ ñëó÷àåâ.)
Òàêèì îáðàçîì, è ïðè n = 0 èìååòñÿ äâà ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ (2.29), îäíî èç êîòîðûõ (êîíñòàíòà) ðåãóëÿðíî â
íóëå, à âòîðîå (ëîãàðèôì) ñèíãóëÿðíî. Ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (2.29) ïðè n = 0, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì â
íóëå, ïðîïîðöèîíàëüíî J0(z).

Ñîîòíîøåíèå (2.26) ïîçâîëÿåò íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå
ïîâåäåíèå ôóíêöèé Áåññåëÿ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ z.
Â ýòîì ñëó÷àå ðàáîòàåò ïðèáëèæåíèå ñòàöèîíàðíîé ôà-
çû, ñìîòðè ðàçäåë 4.5.1. Ïîëîæåíèå òî÷êè ñòàöèîíàðíîé
ôàçû ïîëó÷àåòñÿ èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ ïðîèçâîä-
íîé àðãóìåíòà êîñèíóñà ïî θ â âûðàæåíèè (2.26), ÷òî
äàåò z cos θ0 = n. Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó áîëüøîãî çíà-
÷åíèÿ z ñòàöèîíàðíàÿ ôàçà áëèçêà ê π/2 (÷òî ïðåäïî-
ëàãàåò íåðàâåíñòâî z � n). Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ
ïðèáëèæåíèÿ ñòàöèîíàðíîé ôàçû (4.52), íàõîäèì

Jn(z) ≈
√

2

πz
cos
(
z − πn

2
− π

4

)
. (2.30)

Òàêèì îáðàçîì, Jn(z) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè z →∞.

Çàäà÷à 2.3.4. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå
ôóíêöèè Áåññåëÿ ïðè áîëüøèõ ïî àáñîëþòíîé âå-
ëè÷èíå îòðèöàòåëüíûõ z.

Ââåäåì ôóíêöèè f(λ, z) =
√
z Jn(λz). Ýòè ôóíêöèè

âñëåäñòâèå (2.25) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ(
d2

dz2
− n2 − 1/4

z2

)
f = −λ2f. (2.31)
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Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî çäåñü ñòîèò îïåðàòîð
Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ (1.34) ñ Q = 0. Ïðÿìûì ñëåäñòâè-
åì óðàâíåíèÿ (2.31) ÿâëÿåòñÿ

f(λ, z)f ′′(µ, z)− f ′′(λ, z)f(µ, z) = (λ2 − µ2)f(λ, z)f(µ, z).

Èíòåãðèðóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå íà èíòåðâàëå îò íóëÿ äî
åäèíèöû, ìû íàõîäèì ∫ 1

0

dz f(λ, z)f(µ, z) =

1

λ2 − µ2
[f(λ, 1)f ′(µ, 1)− f ′(λ, 1)f(µ, 1)] .

Ïåðåïèøåì ýòî ñîîòíîøåíèå â òåðìèíàõ ôóíêöèé Áåñ-
ñåëÿ ∫ 1

0

dz zJn(λz)Jn(µz)

=
Jn(λ)µJ ′n(µ)− Jn(µ)λJ ′n(λ)

λ2 − µ2

= −Jn(λ)µJn+1(µ)− Jn(µ)λJn+1(λ)

λ2 − µ2
, (2.32)

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè ñîîòíîøåíèå (2.24). Óñòðåìëÿÿ
çäåñü µ → λ è ðàñêðûâàÿ ïîëó÷èâøóþñÿ íåîïðåäåëåí-
íîñòü ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ, ìû íàõîäèì∫ 1

0

dz zJ2
n(λz) =

1

2
[J2
n+1(λ)− J2

n(λ)]

+
n

λ2
Jn(λ)Jn+1(λ), (2.33)

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè ñîîòíîøåíèÿ (2.23,2.24).
Ðàññìîòðèì ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó, êîãäà ôóíêöèÿ f ïîä-

÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ (2.31), åå çíà÷åíèå ïðè z = 1 ðàâíî
íóëþ è îíà ðåãóëÿðíà â íóëå. Â ýòîì ñëó÷àå èç íàáîðà
f(λ, z) ñëåäóåò âûäåëèòü ôóíêöèè ñ λ = γk, ãäå γk � íóëè
ôóíêöèè Áåññåëÿ Jn: Jn(γk) = 0. Îáîçíà÷èì ýòè ôóíê-
öèè fk, fk(z) =

√
z Jn(γkz). Êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ

(2.32), ôóíêöèè fk îðòîãîíàëüíû:
∫ 1

0
dz fk(z)fm(z) = 0,

åñëè k 6= m. Âïðî÷åì, ýòî ñâîéñòâî ñëåäóåò òàêæå è èç
ñàìîñîïðÿæåííîñòè îïåðàòîðà â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ
(2.31) íà êëàññå ôóíêöèé fk (ñ íóëåâûìè óñëîâèÿìè íà
ãðàíèöå). Íîðìèðîâêó ôóíêöèé fk ìîæíî íàéòè èç ñî-
îòíîøåíèÿ (2.33), êîòîðîå äëÿ λ = γk äàåò

Ak =

∫ 1

0

dz zJ2
n(γkz) =

1

2
J2
n+1(γk). (2.34)

Ôóíêöèè fk ñîñòàâëÿþò ïîëíûé íàáîð äëÿ êëàññà ôóíê-
öèé, îáðàùàþùèõñÿ â íîëü ïðè z = 1. Ïîýòîìó òàêèå
ôóíêöèè ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä:

F (z) =
∑
k

Ck
√
zJn(γkz), (2.35)

Ck = A−1k

∫ 1

0

dz
√
zJn(γkz)F (z). (2.36)

Çàäà÷à 2.3.5. Íàéòè èíòåãðàë∫ ∞
0

dz exp(−az)J0(z).

Çàäà÷à 2.3.6. Íàéòè èíòåãðàë∫ ∞
0

dz exp(−az)J1(z).

Óêàçàíèå: âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèåì
dJ0/dz = −J1.

Çàäà÷à 2.3.7. Íàéòè èíòåãðàë∫ ∞
0

dz z exp(−p2z2)J0(z).

Çàäà÷à 2.3.8. Íàéòè èíòåãðàë∫ ∞
0

dz
J2(z)

z2
.

Çàäà÷à 2.3.9. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ
√
z J1(z) −

z3/2J1(1) íà èíòåðâàëå (0, 1) â ðÿä ïî
√
z J1(γkz)

(òî åñòü íàéòè êîýôôèöèåíòû ýòîãî ðàçëîæå-
íèÿ).

2.4 Ïîëèíîìû Ëåæàíäðà

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ òåîðèè ïîëÿ èëè êâàíòîâîé ìåõàíè-
êè çà÷àñòóþ âîçíèêàþò ñëó÷àè, êîãäà îïèñûâàþùèå ïî-
ëå óðàâíåíèÿ îáëàäàþò ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî âðà-
ùåíèé âîêðóã íåêîòîðîé òî÷êè. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à
äîïóñêàåò ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ. Òèïè÷íûì ïðèìå-
ðîì ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà äëÿ ÷àñòèöû, ïî-
ìåùåííîé â öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå ïîëå, ïîòåíöèàë
êîòîðîãî U çàâèñèò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ r äî íåêîòî-
ðîé òî÷êè, â êîòîðóþ ìû ïîìåñòèì íà÷àëî êîîðäèíàò.
Ïðè ðåøåíèè òàêîãî ðîäà óðàâíåíèé, äèôôåðåíöèàëü-
íàÿ ÷àñòü êîòîðîãî óïðàâëÿåòñÿ Ëàïëàñèàíîì, âîçíèêà-
þò ïîëèíîìû Ëåæàíäðà.

Íàïîìíèì, ÷òî â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Ëàïëà-
ñèàí ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà òî÷å÷íîãî çàðÿ-
äà 1/R ðàâåí íóëþ, ∇2(1/R) = 0. Çäåñü R � ðàññòî-
ÿíèå îò òî÷êè íàáëþäåíèÿ äî òî÷å÷íîãî çàðÿäà. Ïî-
ìåñòèì òî÷å÷íûé çàðÿä â òî÷êó (0, 0, 1) è ïåðåéäåì ê
ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò r, θ, ϕ. Â ýòîì ñëó÷àå
R =

√
1− 2r cos θ + r2. Óñëîâèå æå ∇2R−1 = 0 çàïèñû-

âàåòñÿ â âèäå(
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r

)
R−1 +

1

r2
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂R−1

∂θ

)
= 0.
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Ðèñ. 2.9: Íåñêîëüêî ïåðâûõ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà.

Çäåñü îòñóòñòâóåò ïðîèçâîäíûå ïî ϕ, ïîñêîëüêó R îò
ýòîé ïåðåìåííîé íå çàâèñèò. Ïåðåõîäÿ ê ïåðåìåííîé µ =
cos θ, êîòîðàÿ ìåíÿåòñÿ îò −1 äî +1, ìû íàõîäèì

(r2∂2r + 2r∂r)R
−1 + ∂µ[(1− µ2)∂µR

−1] = 0. (2.37)

Ïîëèíîìû Ëåæàíäðà Pn(µ) ââîäÿòñÿ, êàê êîýôôèöè-
åíòû ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà R−1:

1√
1− 2rµ+ r2

=

∞∑
n=0

Pn(µ)rn. (2.38)

Ïîñêîëüêó îñîáåííîñòè ëåâîé ÷àñòè (2.38) ïî r (òî÷êè

âåòâëåíèÿ) µ ± i
√

1− µ2 ëåæàò íà åäèíè÷íîì ðàññòîÿ-
íèè îò íà÷àëà êîîðäèíàò, òî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà â
ïðàâîé ÷àñòè (2.38) ðàâåí åäèíèöå, òî åñòü îí ñõîäèòñÿ
ïðè r < 1. Çàìåòèì, ÷òî

1√
1− 2rµ+ r2

=
r−1√

r−2 − 2r−1µ+ 1
.

Ýòî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ýêâèâàëåíòíîå (2.38) ðàçëîæå-
íèå ïî îòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì r:

1√
1− 2rµ+ r2

=

∞∑
n=0

Pn(µ)r−1−n. (2.39)

Ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè r > 1.
Êàê ñëåäóåò èç (2.38) èëè (2.39), ôóíêöèÿ Pn(µ) ÿâëÿ-

åòñÿ ïîëèíîìîì n-ãî ïîðÿäêà, ñèììåòðè÷íûì ïî µ ïðè
÷åòíûõ n è àíòèñèììåòðè÷íûì ïî µ ïðè íå÷åòíûõ n.
Îòìåòèì òàêæå ðàâåíñòâî Pn(1) = 1. Îíî íåïîñðåä-
ñòâåííî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðè µ = 1 R = 1 − r, à
(1− r)−1 =

∑
rn. ßâíûé âèä ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà ìî-

æåò áûòü íàéäåí ïðÿìûì ðàçëîæåíèåì R−1 â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ (2.38) èëè (2.39). Ïåðâûå òðè ïîëèíîìà Ëåæàíä-
ðà ðàâíû

P0(µ) = 1, P1(µ) = µ, P2(µ) =
1

2
(3µ2 − 1). (2.40)

Ãðàôèêè íåñêîëüêèõ ïåðâûõ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà ïðè-
âåäåíû íà ðèñóíêå 2.9, ãäå îíè èçîáðàæåíû íà èíòåðâà-
ëå −1 < µ < 1. Â ñèëó àíòèñèììåòðèè äëÿ íå÷åòíîãî
èíäåêñà P2n+1(0) = 0.

Çàäà÷à 2.4.1. Íàéòè çíà÷åíèå P2n(0).

Ïîäñòàâëÿÿ ïðàâóþ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (2.38) âìåñòî
R−1 â óðàâíåíèå (2.37), ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèÿì

d

dµ

[
(1− µ2)

d

dµ
Pn

]
+ n(n+ 1)Pn = 0, (2.41)

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ ïîëó-
÷èâøåãîñÿ ñîîòíîøåíèÿ ïî ñòåïåíÿì r. Óðàâíåíèÿ (2.41)
ïåðåïèñûâàþòñÿ â âèäå P ′′−2µ(1−µ2)−1P ′+n(n+1)(1−
µ2)−1P = 0 (ãäå øòðèõ îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî µ),
òî åñòü ìû îïÿòü èìååì äåëî ñ îïåðàòîðîì Øòóðìà-
Ëèóâèëëÿ (1.34).
Âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì

K̂1
1√

1− 2rµ+ r2
= 0, (2.42)

K̂1 = ∂r − µ (2r∂r + 1) +
(
r2∂r + r

)
, (2.43)

êîòîðîå ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Ïðèìåíÿÿ
îïåðàòîð K̂1 ê ïðàâîé ÷àñòè (2.38) è ïðèðàâíèâàÿ ê íó-
ëþ êîýôôèöèåíòû ïðè âñåõ ñòåïåíÿõ r, íàõîäèì ðåêóð-
ðåíòíîå ñîîòíîøåíèå

(n+ 1)Pn+1 − (2n+ 1)µPn + nPn−1 = 0. (2.44)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò ÿâíî íàõîäèòü Pn+1(µ), Åñ-
ëè èçâåñòíû âûðàæåíèÿ äëÿ Pn−1(µ) è Pn(µ). Òàêèì
îáðàçîì, ñòàðòóÿ ñ ïåðâûõ äâóõ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà,
ìîæíî, ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ (2.44), íàéòè âûðà-
æåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëèíîìà Ëåæàíäðà.

Çàäà÷à 2.4.2. Íàéòè âûðàæåíèå äëÿ P3(µ), âîñïîëü-
çîâàâøèñü ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì (2.44).

Çàäà÷à 2.4.3. Äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå

n∑
k=0

(2k + 1)Pk(x)Pk(y)

= (n+ 1)
Pn(x)Pn+1(y)− Pn+1(x)Pn(y)

y − x
.

Óêàçàíèå: äåéñòâîâàòü ïî èíäóêöèè ñ ó÷åòîì ðå-
êóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (2.44).

Äàëåå, èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

K̂2
1√

1− 2rµ+ r2
= 0, (2.45)

K̂2 = ∂r + (1− µ/r)∂µ, (2.46)

êîòîðîå ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Ïðèìåíÿÿ
îïåðàòîð K̂2 ê ïðàâîé ÷àñòè (2.38) è ïðèðàâíèâàÿ ê íó-
ëþ êîýôôèöèåíòû ïðè âñåõ ñòåïåíÿõ r, íàõîäèì ñîîò-
íîøåíèå

nPn − µ
d

dµ
Pn +

d

dµ
Pn−1 = 0. (2.47)
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Äëÿ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
âûðàæåíèå

Pn(µ) =
1

2nn!

dn

dµn
(µ2 − 1)n. (2.48)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî äîêàçàòü ïî èíäóêöèè, èñõîäÿ
èç ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (2.44): åñëè (2.48) ñïðà-
âåäëèâî äëÿ Pn−1 è Pn, òî â ñèëó (2.44) îíî ñïðàâåäëèâî
è äëÿ Pn+1. Êðîìå òîãî, âûðàæåíèå (2.48) ëåãêî ïðî-
âåðÿåòñÿ äëÿ ïåðâûõ äâóõ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà (2.40),
÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Çàäà÷à 2.4.4. Ïîêàçàòü, ÷òî â ñèëó (2.44) ñîîòíîøå-
íèå (2.48) ñïðàâåäëèâî äëÿ Pn+1, åñëè (2.48) ñïðà-
âåäëèâî äëÿ Pn−1 è Pn.

Çàäà÷à 2.4.5. Íàéòè çíà÷åíèå P2n(0), èñõîäÿ èç
(2.48).

Ïîëèíîìû Ëåæàíäðà óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñî-
îòíîøåíèÿì:

(µ2 − 1)
d

dµ
Pn(µ) = n[µPn(µ)− Pn−1(µ)]. (2.49)

Ñîîòíîøåíèÿ (2.49) ïîçâîëÿþò ñâåñòè ïðîèçâîäíûå îò
ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà ê êîìáèíàöèè ñàìèõ ýòèõ ïîëè-
íîìîâ. Äîêàçàòåëüñòâî ñîîòíîøåíèé (2.49) ìîæíî ïîëó-
÷èòü ïî èíäóêöèè, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (2.44,2.47).

Çàäà÷à 2.4.6. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñîîòíîøåíèå
(2.49) ñïðàâåäëèâî äëÿ n− 1, òî â ñèëó ñîîòíîøå-
íèé (2.44,2.47) îíî ñïðàâåäëèâî è äëÿ n.

Çàäà÷à 2.4.7. Âûâåñòè ñîîòíîøåíèÿ (2.49), èñõîäÿ èç
ñîîòíîøåíèÿ (2.48).

Çàäà÷à 2.4.8. Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óðàâíåíèÿ
(2.41) äëÿ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà, èñõîäÿ èç ôîðìóë
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (2.47,2.49).

Ñîîòíîøåíèå (2.38) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ïîëèíîìîâ Ëå-
æàíäðà. Âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé î âû÷åòå, ìû íà-
õîäèì èç ñîîòíîøåíèÿ (2.38)

Pn(µ) =
1

2πi

∮
dz

zn+1

1√
1− 2zµ+ z2

,

ãäå èíòåãðàë èäåò ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ïî íåáîëü-
øîìó çàìêíóòîìó êîíòóðó, îõâàòûâàþùåìó íà÷àëî êî-
îðäèíàò. Êîðåíü êâàäðàòíûé èìååò òî÷êè âåòâëåíèÿ
ïî z ïðè z± = µ ± i

√
1− µ2, êîòîðûå ëåæàò íà åäè-

íè÷íîé îêðóæíîñòè, åñëè µ � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî è
|µ| < 1. Ýòè òî÷êè âåòâëåíèÿ ðàñïîëîæåíû â òî÷êàõ
z± = exp(±iθ), ãäå µ = cos θ. Òàêèì îáðàçîì, ðàçðåç
ôóíêöèè (1− 2zµ+ z2)−1/2 ìîæíî ïðîâåñòè âäîëü äóãè
åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè â ïëîñêîñòè z, êîòîðàÿ îïðåäå-
ëÿåòñÿ óñëîâèÿìè θ < ϑ < 2π − θ, ãäå θ ïðåäïîëàãàåòñÿ

Re z

Im z

θϑ

Ðèñ. 2.10: Ïðåîáðàçîâàíèå êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ â
èíòåãðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà.

ëåæàùèì â èíòåðâàëå 0 < θ < π, à ϑ � àðãóìåíò z. Ýòî
ïîñòðîåíèå ïðåäñòàâëåíî íà ðèñóíêå 2.10, ãäå ðàçðåç ïî-
êàçàí ÷åðíîé äóãîé.

Äåôîðìèðóåì òåïåðü êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ â ïðèâå-
äåííîì âûøå èíòåãðàëå. Ñíà÷àëà ìû óâåëè÷èì åãî ðà-
äèóñ, à çàòåì �âûâåðíåì� ÷åðåç áåñêîíå÷íîñòü. Â ðåçóëü-
òàòå êîíòóð áóäåò îõâàòûâàòü ðàçðåç ôóíêöèè (1−2zµ+
z2)−1/2. Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåôîðìàöèé ïðîèëëþ-
ñòðèðîâàíà íà ðèñóíêå 2.10, ãäå êîíòóðû èíòåãðèðîâà-
íèÿ ïîêàçàíû ñèíèì öâåòîì. Ïðèæèìàÿ êîíòóð èíòå-
ãðèðîâàíèÿ ê ðàçðåçó, ìû ñâîäèì èíòåãðàë ê èíòåãðàëó
ïî ðàçðåçó îò ñêà÷êà ôóíêöèè z−n−1(1− 2zµ+ z2)−1/2.
Â òåðìèíàõ èíòåãðàëà ïî óãëó ϑ ïîëó÷àåì

Pn(cos θ) =
2

π

∫ π

θ

dϑ
sin[(n+ 1/2)ϑ]√
2(cos θ − cosϑ)

, (2.50)

ãäå ìû ñâåëè èíòåãðàë ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ïîëóäóãå.

Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (2.50) ïîçâîëÿåò íàéòè
àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà
ïðè áîëüøèõ n. Â ýòîì ñëó÷àå â ñèëó áûñòðîé îñöèëëÿ-
öèè sin[(n+1/2)ϑ] ãëàâíûé âêëàä â èíòåãðàë íàáèðàåòñÿ
âáëèçè íèæíåãî ïðåäåëà èíòåãðèðîâàíèÿ èç-çà çíàìåíà-
òåëÿ â (2.50). Ïîäñòàâëÿÿ ϑ = θ + x, ðàñêëàäûâàÿ ïî x
ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå è óñòðåìëÿÿ çàòåì âåðõ-
íèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ìû íàõî-
äèì

Pn(cos θ) ≈ 2

π

∫ ∞
0

dx
sin[(n+ 1/2)(θ + x)]√

2 sin θ x
. (2.51)

Âû÷èñëÿÿ çäåñü èíòåãðàë ïî x, ìû íàõîäèì àñèìïòîòè-
÷åñêîå âûðàæåíèå

Pn(cos θ) ≈ 2 cos[(n+ 1/2)θ − π/4]√
(2n+ 1)π sin θ

. (2.52)

Çàäà÷à 2.4.9. Ïîëó÷èòü âûðàæåíèå (2.52) èç (2.51).
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Âûðàæåíèå (2.52) ìîæíî ïîëó÷èòü òàêæå ìåòîäîì
WKB (ñìîòðè ðàçäåë 4.5.2), êîòîðûé ðàáîòàåò êàê ðàç
ïðè áîëüøèõ n. ×òîáû ïðèìåíèòü ýòîò ìåòîä, ïåðå-
ïèøåì óðàâíåíèå (2.41) â òåðìèíàõ ïåðåìåííîé t =
ln tan(θ/2), ãäå µ = cos θ. Òîãäà îíî ïðèíèìàåò âèä óðàâ-
íåíèÿ (4.56):

d2Pn
dt2

+
n(n+ 1)

cosh2 t
Pn = 0. (2.53)

Òàêèì îáðàçîì

p = i(n+ 1/2)/ cosh t = i(n+ 1/2) sin θ,

S =

∫
dt p(t) = i(n+ 1/2)θ,

ãäå ìû ïîäñòàâèëè
√
n(n+ 1) ≈ n + 1/2. Ïðè áîëüøèõ

n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî dp/dt� p2, ÷òî îïðàâäûâà-
åò ïðèìåíåíèå ìåòîäà WKB. Ñóììèðóÿ òåïåðü äâà ÷ëå-
íà (4.57), ìû è ïîëó÷àåì âûðàæåíèå (2.52). Ðàçóìååò-
ñÿ, ïðèâåäåííûì ìåòîäîì íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü îáùèé
ìíîæèòåëü è ñäâèã ôàçû.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(2.41), ðåãóëÿðíîå â òî÷êå µ = 1, êîãäà îíî ðàçëàãàåòñÿ
â ðÿä Òåéëîðà ïî x = µ−1. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (2.41)
â òåðìèíàõ ïåðåìåííîé x:

(2x+ x2)P ′′ + 2(1 + x)P ′ − n(n+ 1)P = 0,

ãäå øòðèõ îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî x. Ïîäñòàâ-
ëÿÿ â ýòî âûðàæåíèå ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà P ïî x,
P =

∑
k pkx

k, ìû íàõîäèì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

2(k + 1)2pk+1 = [n(n+ 1)− k(k + 1)]pk.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè öåëîì n öåïî÷êà ñîîòíîøåíèé îá-
ðûâàåòñÿ íà k = n, è ðåøåíèå îêàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì
ïîëèíîìîì, êîòîðûé (ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ) ñîâ-
ïàäàåò ñ Pn(µ). Åñëè æå n íå ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì
öåëûì ÷èñëîì, òî â ðàçëîæåíèè ïðèñóòñòâóþò âñå ñòå-
ïåíè x. Â ïðåäåëå áîëüøèõ k ìû èìååì pk+1 = −(1/2)pk.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà ðà-
âåí 2, è, áîëåå òîãî, îí ïðèâîäèò ê ïðîñòîìó ïîëþñó
ïðè x = −2, òî åñòü µ = −1. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçà-
ëè, ÷òî ïîëèíîìàìè Ëåæàíäðà èñ÷åðïûâàþòñÿ ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (2.41), ðåãóëÿðíûå êàê â òî÷êå µ = 1, òàê è â
òî÷êå µ = −1.
Êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (2.41), ïîëèíîìû Ëåæàíäðà

ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè îïåðàòîðà

L̂ =
d

dµ
(1− µ2)

d

dµ
, (2.54)

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì íà êëàññå ôóíê-
öèé, çàäàííûõ íà èíòåðâàëå −1 < µ < 1 è îñòàþ-
ùèõñÿ îãðàíè÷åííûìè íà ýòîì èíòåðâàëå, âêëþ÷àÿ êî-
íå÷íûå òî÷êè. Ñàìîñîïðÿæåííîñòü îïåðàòîðà (2.54), òî
åñòü ñâîéñòâî (4.37), ñìîòðè ðàçäåë 4.3, ëåãêî ïðîâå-
ðÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì. Ïîýòîìó ïîëèíî-
ìû Ëåæàíäðà óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì îðòîãîíàëüíî-
ñòè (4.41): ∫ 1

−1
dµ Pn(µ)Pl(µ) = 0, (2.55)

åñëè n 6= l.

Çàäà÷à 2.4.10. Ïðÿìî äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå îðòî-
ãîíàëüíîñòè (2.55). Óêàçàíèå: âîñïîëüçîâàòüñÿ
ïðåäñòàâëåíèåì (2.48).

Íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü äëÿ ïîëèíîìîâ Ëåæàíä-
ðà äàåòñÿ âûðàæåíèåì∫ 1

−1
dµ P 2

n(µ) =
2

2n+ 1
. (2.56)

Îáùåå ñîîòíîøåíèå (4.44) îçíà÷àåò, ÷òî ïîëèíîìû Ëå-
æàíäðà, êàê ïîëíàÿ ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïå-
ðàòîðà (2.54), êîíå÷íûõ íà èíòåðâàëå (−1,+1), óäîâëå-
òâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

∞∑
k=0

(k + 1/2)Pk(x)Pk(y) = δ(x− y). (2.57)

Çàäà÷à 2.4.11. Ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ íîðìèðî-
âî÷íîãî ìíîæèòåëÿ (2.56). Óêàçàíèå: âîñïîëüçî-
âàòüñÿ ñîîòíîøåíèåì (2.38).

Çàäà÷à 2.4.12. Ïðÿìî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå (2.57).
Óêàçàíèå: âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòîì çàäà÷è
(2.4.3).

Çàäà÷à 2.4.13. Íàéòè
∫ 1

−1 dx x
2Pn−1(x)Pn+1(x).

Çàäà÷à 2.4.14. Íàéòè ðàçëîæåíèå â ðÿä ïî ïîëèíî-
ìàì Ëåæàíäðà Pn(x) ìîíîìà xk.

2.5 Ïîëèíîìû Ýðìèòà

Ïîëèíîìû Ýðìèòà åñòåñòâåííî âîçíèêàþò â çàäà÷å î
êâàíòîâîì îñöèëëÿòîðå, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç áà-
çèñíûõ çàäà÷ êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Ïîìèìî ýòîãî, îíè
âîçíèêàþò â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ, òðåáóþùèõ ðàññìîòðå-
íèÿ ôóíêöèé íà âñåé ïðÿìîé, â îòëè÷èå îò ïîëèíîìîâ
Ëåæàíäðà, êîòîðûå îòíîñÿòñÿ ê îòðåçêó (−1, 1). Êðîìå
òîãî, â ðÿäå ñëó÷àåâ ðàçëîæåíèå ïî ïîëèíîìàì Ýðìèòà
îêàçûâàåòñÿ áîëåå ýôôåêòèâíûì, ÷åì ðÿä Òåéëîðà.
Ïîëèíîìû Ýðìèòà îïðåäåëÿþòñÿ, êàê êîýôôèöèåíòû

ðàçëîæåíèÿ

exp(−t2 + 2tx) =

∞∑
n=0

tn

n!
Hn(x). (2.58)

Ôóíêöèÿ â ëåâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (2.58) ÿâëÿåòñÿ
ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé ïîëèíîìîâ Ýðìèòà. Î÷åâèäíî,
ïîëèíîìû Ýðìèòà ñ ÷åòíûì èíäåêñîì ÿâëÿþòñÿ ÷åòíû-
ìè ôóíêöèÿìè x, à ïîëèíîìû Ýðìèòà ñ íå÷åòíûì èí-
äåêñîì ÿâëÿþòñÿ íå÷åòíûìè ôóíêöèÿìè x.
Ïîäñòàâëÿÿ â âûðàæåíèè (2.58) x = 0 è ðàñêëàäû-

âàÿ exp(−t2) â ðÿä ïî t, íàõîäèì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ
÷åòíûõ ïîëèíîìîâ Ýðìèòà â íóëå

H2n(0) = (−1)n2n(2n− 1)!!, (2.59)
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Ðèñ. 2.11: Íåñêîëüêî ïåðâûõ ïîëèíîìîâ Ýðìèòà.

ãäå (2n − 1)!! ≡ (2n − 1)(2n − 3) . . . . Äàëåå, ïðè ìàëûõ
x exp(−t2 + 2tx) ≈ exp(−t2)(1 + 2tx). Ñíîâà ðàñêëàäû-
âàÿ exp(−t2) â ðÿä ïî t, íàõîäèì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ
ïðîèçâîäíûõ íå÷åòíûõ ïîëèíîìîâ Ýðìèòà â íóëå

H ′2n+1(0) = (−1)n2n+1(2n+ 1)!!. (2.60)

Äèôôåðåíöèðóÿ ñîîòíîøåíèå (2.58) ïî x, ìû íàõîäèì
âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé

dHn(x)

dx
= 2nHn−1(x). (2.61)

Äàëåå, áåðÿ ïðîèçâîäíóþ ïî t îò ñîîòíîøåíèÿ (2.58) è
ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ t, ìû ïîëó-
÷àåì

Hn+1(x) = 2xHn(x)− 2nHn−1(x). (2.62)

Ýòî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò ïîñëåäîâà-
òåëüíî âû÷èñëÿòü ïîëèíîìû Ýðìèòà. Ïåðâûå ïîëèíîìû
Ýðìèòà çàïèñûâàþòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

H0(x) = 1, H1(x) = 2x, H2(x) = 4x2 − 2. (2.63)

Ãðàôèêè íåñêîëüêèõ ïåðâûõ ïîëèíîìîâ Ýðìèòà ïðèâå-
äåíû íà ðèñóíêå 2.11.
Ïîäñòàâëÿåì â ïðàâóþ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (2.61)

Hn−1, âûðàæåííîå â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.62) è äèôôåðåí-
öèðóåì ïîëó÷èâøååñÿ ñîîòíîøåíèå ïî x. Âûðàæàÿ çà-
òåì èç (2.61) dHn+1/dx, íàõîäèì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå

d2Hn

dx2
− 2x

dHn

dx
+ 2nHn = 0, (2.64)

êîòîðîìó ïîä÷èíÿþòñÿ ïîëèíîìû Ýðìèòà. Îòìåòèì,
÷òî îïåðàòîð â (2.64) îòíîñèòñÿ ê òèïó Øòóðìà-
Ëèóâèëëÿ (1.34). Óðàâíåíèå (2.64) èíâàðèàíòíî îòíîñè-
òåëüíî çàìåíû x→ −x è ïîòîìó èìååò ÷åòíûå è íå÷åò-
íûå ðåøåíèÿ, â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêàçàííîì âûøå î ÷åò-
íîñòè ïîëèíîìîâ Ýðìèòà.
×åòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.64) ìîæåò áûòü ðàçëî-

æåíî â ðÿä ïî ÷åòíûì ñòåïåíÿì x:

u =

∞∑
k=0

akx
2k.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå (2.64) è ïðè-
ðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ x, ìû íàõîäèì
ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

ak+1 =
2k − n

(k + 1)(2k + 1)
ak,

êîòîðîå ïîçâîëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿòü êîýôôè-
öèåíòû ðàçëîæåíèÿ u â ðÿä ïî x. Ïðè áîëüøèõ k ìû íà-
õîäèì ak+1 ≈ ak/k, ÷òî äàåò àñèìïòîòèêó u ∝ exp(x2) íà
áîëüøèõ x. Åäèíñòâåííûì èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿþòñÿ ÷åò-
íûå n, òîãäà ðÿä ïî x îáðûâàåòñÿ íà k = n/2, è ìû
èìååì äåëî ñ êîíå÷íûì ïîëèíîìîì, ïðîïîðöèîíàëüíûì
Hn ñ ÷åòíûì èíäåêñîì. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä ïî íå÷åòíûì ñòåïåíÿì x, ïðåäñòàâëÿ-
þùèé íå÷åòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.64), îáðûâàåòñÿ,
åñëè n íå÷åòíî. Ýòîò ðÿä ïðîïîðöèîíàëåí ïîëèíîìó Ýð-
ìèòà Hn ñ íå÷åòíûì èíäåêñîì.
Âûðàæàÿ â ñîîòíîøåíèè (2.61) Hn−1 â ñîîòâåòñòâèè

ñ (2.62), íàõîäèì(
d

dx
− 2x

)
Hn = −Hn+1. (2.65)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ëåãêî ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ïî èíäóêöèè
âûðàæåíèå

Hn(x) = (−1)n exp(x2)
dn

dxn
exp(−x2). (2.66)

Ñîîòíîøåíèå (2.66) î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ ïðè n = 0
âîñïðîèçâîäèòñÿ ïðè ïðèìåíåíèè îïåðàòîðà â ëåâîé ÷à-
ñòè (2.65). Ñîîòíîøåíèå (2.66) ïðèâîäèò ê âûâîäó, ÷òî
Hn ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè n.

Çàäà÷à 2.5.1. Äîêàçàòü, ÷òî ñòàðøèé ÷ëåí ðàçëîæå-
íèÿ Hn(x) èìååò âèä 2nxn.

Çàäà÷à 2.5.2. Ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå (2.58) èç
(2.66).

Äëÿ ïîëèíîìîâ Ýðìèòà ñïðàâåäëèâî èíòåãðàëüíîå
ïðåäñòàâëåíèå

Hn(x) =
2n√
π

∫ +∞

−∞
dt (x+ it)n exp(−t2). (2.67)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà çàìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå (2.67)
âîñïðîèçâîäèò ñîîòíîøåíèå (2.61), à òàêæå óäîâëåòâî-
ðÿåò (2.59,2.60). Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ïî èíäóê-
öèè, ïåðåõîäÿ îò n − 1 ê n, îáîñíîâàòü ïðåäñòàâëåíèå
(2.67). Ïðåäñòàâëÿÿ ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â ñî-
îòíîøåíèè (2.67) â âèäå exp[n ln(x+ it)− t2] è èñïîëüçóÿ
äëÿ áîëüøèõ n ìåòîä ïåðåâàëà, ìû íàõîäèì (ñóììèðóÿ
âêëàäû îò äâóõ ïåðåâàëüíûõ òî÷åê) âûðàæåíèå

Hn(x) ≈
√

2 (2n/e)
n/2

exp(x2/2)

cos
(√

2n x− πn/2
)
, (2.68)

ñïðàâåäëèâîå ïðè n� x, 1.
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Âîçâðàòèìñÿ òåïåðü ê óðàâíåíèþ (2.64). Ôóíêöèè
Ψn(x) ∝ exp(−x2/2)Hn(x) ñîñòàâëÿþò ïîëíûé íàáîð ðå-
øåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ, ñòðåìÿùèåñÿ ê íóëþ ïðè x →
±∞. Â ñèëó òîãî, ÷òî îïåðàòîð â ëåâîé ÷àñòè óðàâ-
íåíèÿ (2.64) ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì íà ýòîì êëàñ-
ñå ôóíêöèé, òî Ψn ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, òî åñòü∫
dx Ψn(x)Ψm(x) = 0, åñëè n 6= m. Ýòî îçíà÷àåò∫

dx exp(−x2)Hn(x)Hm(x) = 0. (2.69)

Îòíîðìèðóåì òåïåðü ôóíêöèè Ψn(x) òàê, ÷òîáû ýòîò íà-
áîð áûë îðòîíîðìèðîâàííûì:

∫
dx Ψn(x)Ψm(x) = δmn.

Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèåì∫ +∞

−∞
dx exp(−x2)H2

n(x) = 2nn!
√
π. (2.70)

Îòñþäà íàõîäèì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ

Ψn(x) =
1

π1/4
√

2nn!
exp(−x2/2)Hn(x). (2.71)

Äîêàæåì òåïåðü ïîëíîòó áàçèñà (2.71). Äëÿ ýòîãî âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì

dn

dxn
exp(−x2) =

√
π

∫ +∞

−∞

dq

2π
(iq)n exp(−q2/4 + iqx).

Äàëåå∑
n

Ψn(x)Ψn(y) =

∫ +∞

−∞

dq

2π
exp(−q2/4 + iqx)

exp(x2/2 + y2/2)
∑
n

(iq)n

2nn!

dn

dyn
exp(−y2).

Ñóììà ïî n ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðÿä Òåéëîðà, êîòîðûé
ñîáèðàåòñÿ â exp[−(y+ iq/2)2]. Ïîäñòàâëÿÿ ýòîò ðåçóëü-
òàò â ïîëó÷åííóþ âûøå ôîðìóëó, ìû íàõîäèì∑

n

Ψn(x)Ψn(y) = exp(x2/2− y2/2)∫ +∞

−∞

dq

2π
exp[iq(x− y)] = δ(x− y),

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîòû.
Òàêèì îáðàçîì, ëþáóþ ôóíêöèþ f(x), çàäàííóþ íà

äåéñòâèòåëüíûõ x è íå ñëèøêîì áûñòðî ñòðåìÿùóþñÿ ê
áåñêîíå÷íîñòè ïðè x→ ±∞, ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä ïî
áàçèñó (2.71):

f(x) =
∑
n

bnΨn(x), bn =

∫
dx Ψn(x)f(x).

Ýòî ðàçëîæåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â òåðìèíàõ ïîëèíî-
ìîâ Ýðìèòà

f(x) =

∞∑
n=0

an exp(−x2/2)Hn(x), (2.72)

an =
1√

π 2nn!

∫ +∞

−∞
dx e−x

2/2Hn(x)f(x). (2.73)

Çàäà÷à 2.5.3. Íàéòè çíà÷åíèå èíòåãðàëà∫ +∞

−∞
dx exp(−x2)H2n(xy).

Çàäà÷à 2.5.4. Íàéòè çíà÷åíèå èíòåãðàëà∫ +∞

−∞
dx exp[−(x− y)2]Hn(x).

Çàäà÷à 2.5.5. Íàéòè çíà÷åíèå èíòåãðàëà∫ +∞

−∞
dx x exp(−x2)H2n−1(xy).

Çàäà÷à 2.5.6. Íàéòè çíà÷åíèå èíòåãðàëà∫ +∞

−∞
dx xn exp(−x2)Hn(xy).

Ïðèìå÷àíèå: Îòâåò âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïîëèíîìû
Ëåæàíäðà.

Çàäà÷à 2.5.7. Íàéòè çíà÷åíèå èíòåãðàëà∫ +∞

0

dx exp(−x2) sinh(βx)H2n+1(x).

Çàäà÷à 2.5.8. Íàéòè çíà÷åíèå èíòåãðàëà∫ +∞

0

dx exp(−x2) cosh(βx)H2n(x).

Çàäà÷à 2.5.9. Äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå

Hn(x) = exp

(
−1

4

d2

dx2

)
(2x)n.

Óêàçàíèå: ïðîñóììèðîâàòü ïî n ïðàâóþ ÷àñòü
ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñ âåñîì tn/n! è ïîêàçàòü, ÷òî
ýòà ñóììà ñâîäèòñÿ ê ëåâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ
(2.58).

Çàäà÷à 2.5.10. Äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå (2.70). Óêàçà-
íèå: ñîñòàâèòü êîìáèíàöèþ exp(−t2 + 2tx − s2 +
2sx), âûðàçèòü åå ÷åðåç äâîéíóþ ñóììó ïî ïîëèíî-
ìàì Ýðìèòà èç ñîîòíîøåíèÿ (2.58) è ïðîèíòå-
ãðèðîâàòü ïîëó÷èâøååñÿ ðàâåíñòâî ïî x ñ âåñîì
exp(−x2). Íà ýòîì ïóòè ïîëó÷àòñÿ è ñîîòíîøå-
íèÿ îðòîãîíàëüíîñòè.
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2.6 Âûðîæäåííàÿ ãèïåðãåîìåòðè-

÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

Âûðîæäåííàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Φ(α, γ, z)
(con�uent hypergeometric function) âîçíèêàåò âî ìíîãèõ
çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-
åì âûðîæäåííîãî ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

z
d2u

dz2
+ (γ − z)du

dz
− αu = 0, (2.74)

ãäå α è γ � ïðîèçâîëüíûå ïàðàìåòðû. Óðàâíåíèå (2.74)
ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå u′′ + (γ/z − 1)u′ − (α/z)u = 0,
òî åñòü ìû ñíîâà ñòàëêèâàåìñÿ ñ îïåðàòîðîì Øòóðìà-
Ëèóâèëëÿ (1.34). Ôóíêöèÿ Φ(α, γ, z) õàðàêòåðèçóåòñÿ
òåì, ÷òî îíà àíàëèòè÷íà â òî÷êå z = 0 è èìååò åäè-
íè÷íîå çíà÷åíèå â íóëå: Φ(α, γ, 0) = 1.
Óðàâíåíèå (2.74) ïîçâîëÿåò íàéòè êîýôôèöèåíòû ðàç-

ëîæåíèÿ âûðîæäåííîé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè
Φ(α, γ, z) â ðÿä Òåéëîðà îêîëî òî÷êè z = 0. Âû÷èñ-
ëÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî êîýôôèöèåíòû ýòîãî ðàçëîæåíèÿ
èç óðàâíåíèÿ (2.74) ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ Φ(α, γ, 0) = 1, ìû
íàõîäèì

Φ = 1 +
α

γ

z

1!
+
α(α+ 1)

γ(γ + 1)

z2

2!
+ . . . , (2.75)

ñ î÷åâèäíûì ñïîñîáîì ïîñòðîåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿ-
äà. Ïðè îòðèöàòåëüíûõ öåëûõ α ðÿä (2.75) îáðûâàåòñÿ è
Φ(α, γ, z) ñâîäèòñÿ ê ïîëèíîìó. Ïðè áîëüøèõ n îòíîøå-
íèå êîýôôèöèåíòîâ ïðè ñòåïåíÿõ zn è zn−1 â ðàçëîæå-
íèè (2.75) ñòðåìèòñÿ ê 1/n. Ïîýòîìó ðÿä (2.75) ñõîäèò-
ñÿ íà âñåé ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, òî åñòü
åäèíñòâåííîé îñîáåííîñòüþ âûðîæäåííîé ãèïåðãåîìåò-
ðè÷åñêîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîñòü, êîòîðàÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé îñîáîé òî÷êîé Φ(α, γ, z).
Ïðè íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ α ðÿä (2.75) îáðû-

âàåòñÿ è âûðîæäåííàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
Φ(α, γ, z) ñâîäèòñÿ ê ïîëèíîìó. Â ÷àñòíîñòè ñïðàâåäëè-
âû ñîîòíîøåíèÿ

H2n(x) = (−1)n
(2n)!

n!
Φ(−n, 1/2, x2), (2.76)

H2n+1(x) = 2(−1)n
(2n+ 1)!

n!
xΦ(−n, 3/2, x2), (2.77)

êîòîðûå ñâîäÿò ïîëèíîìû Ýðìèòà ê âûðîæäåííîé ãè-
ïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè.
Óðàâíåíèå (2.74) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-

íåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà è ïîòîìó èìååò äâà ëèíåé-
íî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ, îäíèì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ
âûðîæäåííàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Φ(α, γ, z).
Âòîðîå íåçàâèñèìîå ðåøåíèå ìîæíî íàéòè, çàìåòèâ,
÷òî åñëè u óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.74), òî zγ−1u
òàêæå óäîâëåòâîðÿåò âûðîæäåííîìó ãèïåðãåîìåòðè÷å-
ñêîìó óðàâíåíèþ ñ êîýôôèöèåíòàìè α′ = α − γ + 1,
γ′ = 2− γ. Òàêèì îáðàçîì, îáùèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
(2.74) ÿâëÿåòñÿ

u = c1Φ(α, γ, z) + c2z
1−γΦ(α− γ + 1, 2− γ, z), (2.78)

Ðèñ. 2.12: Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ â èíòåãðàëüíîì ïðåä-
ñòàâëåíèè âûðîæäåííîé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíê-
öèè.

ãäå c1 è c2 � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû. Ïðè γ = 1 îáà
÷ëåíà â ñóììå (2.78) ñîâïàäàþò. Ýòîò ñëó÷àé òðåáóåò
îñîáîãî ðàññìîòðåíèÿ, òîãäà â îáùåì ðåøåíèè âîçíèêà-
åò äîïîëíèòåëüíûé ëîãàðèôìè÷åñêèé ìíîæèòåëü.
Óðàâíåíèå (2.74) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-

íåíèåì, â êîòîðîì ïåðåìåííàÿ z âõîäèò ëèíåéíî. Â ýòîì
ñëó÷àå ìîæíî íàéòè èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøå-
íèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðè ïîìîùè ìåòîäà Ëàïëàñà, ñìîò-
ðè ðàçäåë 4.2.3. Ñîñòàâëÿåì ôóíêöèè P è Q â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ âûðàæåíèÿìè (4.35): P = γt − α, Q = t(t − 1),
è äàëåå íàõîäèì Z = tα−1(t − 1)γ−α−1. Òàêèì îáðàçîì,
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.74) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå
êîíòóðíîãî èíòåãðàëà

u =

∫
C

dt etztα−1(t− 1)γ−α−1.

Ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðó ê zγ−1u, ìû íàõîäèì

u = z1−γ
∫
C

dt etztα−γ(t− 1)−α.

Ïðîèçâîäÿ â ýòîì èíòåãðàëå çàìåíó ïåðåìåííîé èíòå-
ãðèðîâàíèÿ tz → t, ìû ïîëó÷àåì

u =

∫
C

dt ettα−γ(t− z)−α. (2.79)

Êîíòóð C â èíòåãðàëå (2.79) åñòåñòâåííî âûáðàòü òàê,
÷òîáû îí ïðèõîäèë èç −∞ è âîçâðàùàëñÿ â −∞ (îá-
õîäÿ êàêèì-òî îáðàçîì îñîáåííîñòè ïîäûíòåãðàëüíîãî
âûðàæåíèÿ, èìåþùèåñÿ ïðè t = 0 è t = z), òîãäà ïðîèç-
âåäåíèå ZQ exp(t) íà êîíöàõ ýòîãî êîíòóðà áóäåò ðàâíî
íóëþ.
Èíòåãðàë (2.79) íå èìååò îñîáåííîñòåé ïðè z = 0,

åñëè êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ �îõâàòûâàåò� îáå îñîáåí-
íîñòè. Âûáåðåì êîíòóð C, êîòîðûé ïðèõîäèò �ñíèçó�
èç −∞ îãèáàåò îñîáåííîñòè �ñïðàâà� è âîçâðàùàëñÿ â
−∞ �ñâåðõó�, ñìîòðè ðèñóíîê 2.12. Èíòåãðàë ïî ýòî-
ìó êîíòóðó äîëæåí ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ ñîâ-
ïàäàòü ñ âûðîæäåííîé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé
Φ(α, γ, z). Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ðàçðåçû ôóíêöèé tα−γ è
(t− z)−α èäóò â −∞, à çíà÷åíèÿ ýòèõ ôóíêöèé ïðè ïî-
ëîæèòåëüíîì çíà÷åíèè ïåðåìåííîé ïîëîæèòåëüíû. Ïðè
z = 0 êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ïðåâðàùàåòñÿ â C∗, èçîá-
ðàæåííûé íà ðèñóíêå 2.3, ïðè ýòîì âîçíèêàåò îáðàòíàÿ
Ãàììà-ôóíêöèÿ, ñìîòðè (2.10). Âñïîìèíàÿ òåïåðü, ÷òî
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Φ(α, γ, 0) = 1, íàõîäèì

Φ(α, γ, z) =
Γ(γ)

2πi

∫
C

dt ettα−γ(t− z)−α. (2.80)

Ïðè öåëûõ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ γ ðÿä (2.75) íå
îïðåäåëåí, òàê êàê, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ÷ëåíà, çíàìå-
íàòåëü îáðàùàåòñÿ â íîëü. Ýòîìó ñîîòâåòñòâóåò íàëè-
÷èå ïîëþñà ó Γ(γ) â ñîîòíîøåíèè (2.80). Â òî æå âðåìÿ
ñàì êîíòóðíûé èíòåãðàë â ñîîòíîøåíèè (2.80) îñòàåòñÿ
êîíå÷íûì è ïðè öåëûõ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ γ. Ïî-
ýòîìó Φ(α, γ, z), êàê ôóíêöèÿ γ, èìååò ïðîñòûå ïîëþñà
ïðè γ = 0,−1,−2, . . . .
Ïðîèçâîäÿ â ðàâåíñòâå (2.80) çàìåíó t → t + z, ìû

íàõîäèì ñîîòíîøåíèå

Φ(α, γ, z) = ezΦ(γ − α, γ,−z). (2.81)

Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî z ñîîòíîøåíèÿ (2.80) è èíòå-
ãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì â êîíòóðíîì èíòåãðàëå ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü ðÿä ñîîòíîøåíèé:

d

dz
Φ(α, γ, z) =

α

γ
Φ(α+ 1, γ + 1, z), (2.82)

z

γ
Φ(α+ 1, γ + 1, z) =

Φ(α+ 1, γ, z)− Φ(α, γ, z), (2.83)

αΦ(α+ 1, γ + 1, z) =

(α− γ)Φ(α, γ + 1, z) + γΦ(α, γ, z). (2.84)

Ïðè áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ z îñíîâíîé âêëàä â êîí-
òóðíûé èíòåãðàë â (2.80) îïðåäåëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ
îñîáîé òî÷êè t = z. Äåëàÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ t = z + ζ
è ïðåíåáðåãàÿ çàâèñèìîñòüþ îò ζ â tα−γ , ìû íàõîäèì

Φ(α, γ, z) ≈ Γ(γ)

2πi
ezzα−γ

∫
C∗
dζ eζζ−α,

ãäå êîíòóð C∗ èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 2.3. Ýòîò êîíòóð-
íûé èíòåãðàë ñâîäèòñÿ ê îáðàòíîé Ãàììà-ôóíêöèè, è
ìû ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî

Φ(α, γ, z) ≈ Γ(γ)

Γ(α)
ezzα−γ . (2.85)

Àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå (2.85) ñïðàâåäëèâî è â
êîìïëåêñíîé îáëàñòè äëÿ z ñ áîëüøîé ïîëîæèòåëüíîé
äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ.

Çàäà÷à 2.6.1. Äîêàçàòü, ÷òî Φ(α, α, z) = exp(z).

Çàäà÷à 2.6.2. Äîêàçàòü ñîîòíîøåíèÿ
(2.82,2.83,2.84).

Çàäà÷à 2.6.3. Íàéòè ïîâåäåíèå âûðîæäåííîé ãèïåð-
ãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè Φ(α, γ, z) ïðè γ →
0. Âûïîëíÿåòñÿ ëè ïðè ìàëûõ γ ñîîòíîøåíèå
Φ(α, γ, 0) = 1?

Çàäà÷à 2.6.4. Íàéòè çíà÷åíèå Φ(α, γ, z) ïðè öåëûõ
ïîëîæèòåëüíûõ α è γ, α ≥ γ. Ïðîâåðèòü âûïîëíå-
íèå óñëîâèÿ Φ(α, γ, 0) = 1. Óêàçàíèå: â ýòîì ñëó÷àå
èíòåãðàë (2.80) ñâîäèòñÿ ê âû÷åòó â òî÷êå t = z.

Çàäà÷à 2.6.5. Íàéòè âòîðîå íåçàâèñèìîå ðåøåíèå
âûðîæäåííîãî ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
(2.74) ïðè γ = 1. Óêàçàíèå: â ñîîòâåòñòâèè ñ
(2.78) ïðè ïðîèçâîëüíîì γ âòîðîå íåçàâèñèìîå
ðåøåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

1

1− γ
[
z1−γΦ(α− γ + 1, 2− γ, z)− Φ(α, γ, z)

]
,

çäåñü íàäî ïåðåéòè ê ïðåäåëó γ → 1.



35 3. Íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ

Ãëàâà 3

ÍÅËÈÍÅÉÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Íåëèíåéíûå ÿâëåíèÿ èãðàþò âåñüìà âàæíóþ ðîëü â
ñîâðåìåííîé ôèçèêå. Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ðàññìàò-
ðèâàåì îñíîâíûå íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè,
àíàëèçèðóåòñÿ ðÿä òàê íàçûâàåìûõ `òî÷íî ðåøàåìûõ'
óðàâíåíèé, ãäå ôóíêöèè çàâèñÿò îò âðåìåíè è îäíîé êî-
îðäèíàòû. Òàêèå óðàâíåíèÿ âåäóò ê áåñêîíå÷íîìó ÷èñëó
çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ è îáëàäàþò íàáîðîì íåòðèâèàëüíûõ
ñîëèòîííûõ ðåøåíèé.

3.1 Óðàâíåíèÿ Õîïôà è Áþðãåðñà

Ìû íà÷èíàåì èçó÷åíèå íåëèíåéíûõ ÿâëåíèé ñ àêóñòèêè.
Ñíà÷àëà ìû ðàññìîòðèì îäíîìåðíûé ñëó÷àé, êîãäà âñå
õàðàêòåðèçóþùèå àêóñòè÷åñêîå ïîëå âåëè÷èíû çàâèñÿò
òîëüêî îò îäíîé êîîðäèíàòû x. Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü
ÿâëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ âîëíàìè, ðàñïðîñòðàíÿþùèìèñÿ â
îäíîì íàïðàâëåíèè. Êàê èçâåñòíî, â ëèíåéíîì ïðèáëè-
æåíèè ðåøåíèå îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî àêóñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ ãîâîðèò, ÷òî â ñèñòåìå îòñ÷åòà, äâèæóùåéñÿ
ñ (ëèíåéíîé) ñêîðîñòüþ çâóêà, õàðàêòåðèñòèêè àêóñòè-
÷åñêîãî ïîëÿ íå ìåíÿþòñÿ. Ó÷òåì òåïåðü íåëèíåéíûå
ýôôåêòû, êîòîðûå ìû áóäåì àíàëèçèðîâàòü â òîé æå
ñèñòåìå îòñ÷åòà. Íåëèíåéíûå ýôôåêòû áóäóò ñ÷èòàòü-
ñÿ ñëàáûìè, òî åñòü ìû áóäåì ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå
òîëüêî ãëàâíûå íåëèíåéíûå ÷ëåíû â óðàâíåíèÿõ.

3.1.1 Óðàâíåíèå Õîïôà

Ââåäåì õàðàêòåðèçóþùóþ àêóñòè÷åñêîå ïîëå âåëè÷è-
íó u, êîòîðàÿ, íàïðèìåð, ìîæåò îïèñûâàòü îòêëîíåíèå
ïëîòíîñòè âåùåñòâà îò åãî ðàâíîâåñíîãî çíà÷åíèÿ. Â
ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè â âûáðàííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà
ìû èìååì òðèâèàëüíîå óðàâíåíèå ∂tu = 0. Ó÷òåì òå-
ïåðü íåëèíåéíîñòü. Â ãëàâíîì ïîðÿäêå ýòî êâàäðàòè÷-
íàÿ íåëèíåéíîñòü. Îäíàêî ìû íå ìîæåì ââåñòè â óðàâ-
íåíèå ÷ëåí, ïðîïîðöèîíàëüíûé u2. Äåëî â òîì, ÷òî îä-
íîðîäíîå â ïðîñòðàíñòâå ïîëå u ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòî
èçìåíåíèþ äàâëåíèÿ ñðåäû è íå ìîæåò âûçâàòü ýâîëþ-
öèþ u. Ïîýòîìó ìû äîëæíû ââåñòè â óðàâíåíèå ÷ëåí,
ñîäåðæàùèé ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîèçâîäíûå. Â ãëàâíîì
ïîðÿäêå îí ïðîïîðöèîíàëåí u∂xu.
Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùåãî ïåðåìàñøòà-

áèðîâàíèÿ ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0, (3.1)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå Õîïôà (Hopf). Ìîæíî
ñêàçàòü, ÷òî íåëèíåéíûé ÷ëåí â óðàâíåíèè Õîïôà îò-
ðàæàåò çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè çâóêà îò ïëîòíîñòè (èëè
äàâëåíèÿ). Äåéñòâèòåëüíî, â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îò-
ñ÷åòà óðàâíåíèå (3.1) èìååò âèä ∂tu + (c0 + u)∂xu = 0,

ãäå c0 � ñêîðîñòü çâóêà â ëèíåéíîì óðàâíåíèè. Îòñþäà
âèäíî, ÷òî u � ïîïðàâêà ê ýòîé ñêîðîñòè.
Óðàâíåíèå Õîïôà (3.1) ñîäåðæèò òîëüêî ïåðâûå ïðî-

èçâîäíûå îò u è ëèíåéíî ïî ýòèì ïðîèçâîäíûì. Òàêîå
óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ðåøåíî ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê,
ñìîòðè ðàçäåë 4.4. À èìåííî, ìîæíî íàéòè óðàâíåíèÿ
äëÿ èçìåíåíèÿ ïîëÿ u âäîëü ñïåöèàëüíûõ òðàåêòîðèé
(õàðàêòåðèñòèê), êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè:

du

dt
= 0,

dx

dt
= u. (3.2)

Òàêèì îáðàçîì, íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ïîëÿ u, íå ìåíÿÿñü,
ïåðåíîñÿòñÿ ñî ñêîðîñòüþ u. Ïîëå u âñëåäñòâèå óðàâíå-
íèé (3.2) íåÿâíî îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèé

x = y + ut, u = u(0, y), (3.3)

ãäå, êàê è âûøå, u(0, x) � íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ïîëÿ.
Åñëè u(0, x) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî ðàñòóùåé ôóíêöèåé

x, òî ýâîëþöèÿ, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ (3.3), çàêëþ÷àåòñÿ
â íåðãðàíè÷åííîì `ðàñòÿãèâàíèè' ïîëÿ u âäîëü îñè X,
áåç èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé ýòîãî ïîëÿ. Òàêèì îáðàçîì, ëî-
êàëüíî ïîëå u ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå ïîõîæèì íà ëèíåé-
íûé ïðîôèëü, à íàêëîí ýòîãî ïðîôèëÿ óìåíüøàåòñÿ ñî
âðåìåíåì. Ëåãêî óñòàíîâèòü çàêîí ýòîãî óáûâàíèÿ. Äëÿ
ýòîãî íàéäåì óðàâíåíèå íà ïðîèçâîäíóþ s = ∂u/∂x, êî-
òîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç óðàâíåíèÿ Õîïôà (3.1) ïîñëå äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ:

∂s

∂t
+ u

∂s

∂x
= −s2. (3.4)

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîëæíû ðåøàòü âäîëü õàðàêòåðè-
ñòèêè óðàâíåíèå ds/dt = −s2, ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò
âèä s = (1/s0 + t)−1, ãäå s0 � çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé s
ïðè t = 0. Åñëè s0 > 0 (÷òî ñîîòâåòñòâóåò ìîíîòîííî
ðàñòóùåé ôóíêöèè u), òî íà áîëüøèõ âðåìåíàõ s ≈ t−1,
òî åñòü íàêëîí íà âñåõ õàðàêòåðèñòèêàõ ñòàíîâèòñÿ îäè-
íàêîâûì. Ýòî è îçíà÷àåò ôîðìèðîâàíèå ëèíåéíîãî ïðî-
ôèëÿ.
Îòìåòèì, ÷òî ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê ìîæíî ðåøèòü

è áîëåå îáùåå óðàâíåíèå

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= f, (3.5)

êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò óðàâíåíèÿ Õîïôà (3.1) äîïîëíè-
òåëüíûì ÷ëåíîì â ïðàâîé ÷àñòè, �íàêà÷êîé� f , êîòî-
ðàÿ ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé âðåìåíè t è
ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû x. Òîãäà âìåñòî ñèñòåìû
(3.2) íàäî ðåøàòü óðàâíåíèÿ

du

dt
= f(t, x),

dx

dt
= u. (3.6)
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Îäíàêî äèíàìèêà, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
Õîïôà, îáû÷íî ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ îñîáåííî-
ñòåé â ïîëå u. Îíè ñâÿçàíû ñ òåìè ó÷àñòêàìè â íà÷àëü-
íîì ïðîôèëå, ãäå íàêëîí u(0, x) îòðèöàòåëåí. Ýâîëþ-
öèþ ýòîãî íàêëîíà ìîæíî íàéòè ïðè ïîìîùè òîãî æå
óðàâíåíèÿ (3.4), êîòîðîå ïðèâîäèò ê s = (1/s0+t)−1. Åñ-
ëè s0 < 0, òî çíà÷åíèå s îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü ïðè
t = −1/s0. Òàêèì îáðàçîì, åñëè â íà÷àëüíîì ïðîôèëå
s(0, x) èìåþòñÿ ó÷àñòêè ñ îòðèöàòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè
s, òî çà êîíå÷íîå âðåìÿ ïðîèçâîäíàÿ s = ∂xu îáðàùàåò-
ñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Áûñòðåå âñåãî ýòî ïðîèñõîäèò äëÿ
íàèáîëüøåãî ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå çíà÷åíèÿ s, êîòî-
ðîå îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì ∂s/∂x = ∂2u/∂x2 = 0. Èìåí-
íî íà õàðàêòåðèñòèêå, êîòîðàÿ ñòàðòóåò èç ýòîé òî÷êè,
êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì y0, âïåðâûå îáðàùàåòñÿ â áåñêî-
íå÷íîñòü s.
Ïðîàíàëèçèðóåì ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

Õîïôà âáëèçè õàðàêòåðèñòèêè, ñòàðòóþùåé èç òî÷êè
y0. Ðàñêëàäûâàÿ ôóíêöèþ u(0, y) â ðÿä Òåéëîðà âáëèçè
òî÷êè y0, ìû íàõîäèì

u(0, y) ≈ −c1(y − y0) + c2(y − y0)3,

ãäå c1 è c2 � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû. Ïîëîæèòåëü-
íîñòü c1 îçíà÷àåò îòðèöàòåëüíîñòü s âáëèçè òî÷êè y0,
à ïîëîæèòåëüíîñòü c2 îçíà÷àåò, ÷òî çíà÷åíèå s ìàêñè-
ìàëüíî ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå â òî÷êå y0. Äàëåå, ðå-
øàÿ óðàâíåíèÿ (3.3), ìû íàõîäèì

u = u0− c1(x−ut−x0 +u0/c1) + c2(x−ut−x0 +u0/c1)3,

ãäå ìû ââåëè îáîçíà÷åíèå x0 = y0 + u0/c1. Â ýòîì ñëó-
÷àå â ìîìåíò âðåìåíè t = 1/c1, êîòîðûé è ÿâëÿåòñÿ ìî-
ìåíòîì, êîãäà s îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü â òî÷êå x0,
ïðèâåäåííîå ñîîòíîøåíèå ñâîäèòñÿ ê

c2(u− u0)3 = −c41(x− x0),

ãäå ìû îïóñòèëè ëèíåéíîå ïî x − x0 ñëàãàåìîå â ÷ëåíå
ñ òðåòüåé ñòåïåíüþ, êàê äàþùåå ìàëûå ïîïðàâêè ïðè
ìàëûõ x − x0. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ïðîôè-
ëþ u− u0, êîòîðûé ïðîïîðöèîíàëåí (x− x0)1/3, òî åñòü
ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíûì â òî÷êå x = x0. Ýòà ñèíãóëÿð-
íîñòü è ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíîé ïðè÷èíîé, ïî êîòîðîé s
îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü.
Òàêèì îáðàçîì, äàæå åñëè íåëèíåéíîñòü ñëàáà, îíà

çà êîíå÷íîå âðåìÿ ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ îñîáåííî-
ñòè â ïîëå u. Ïðè ïðèáëèæåíèè ê îñîáåííîñòè óðàâíåíèå
Õîïôà ñòàíîâèòñÿ íåïðèìåíèìûì, òàê êàê ðàñòåò âòî-
ðàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò u, è ïîòîìó äëÿ àíàëèçà äàëüíåéøåé
ýâîëþöèè óðàâíåíèå Õîïôà ñëåäóåò ìîäèôèöèðîâàòü.
Èìåííî íà ýòîì ïóòè âîçíèêàåò óðàâíåíèå Áþðãåðñà.

Çàäà÷à 3.1.1. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Õîïôà (3.1) ñ íà-
÷àëüíûìè óñëîâèÿìè u = −c1x + c2x

3, ïîëó÷åííîå
ñ ïîìîùüþ ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê, ìîæíî ôîð-
ìàëüíî ïðîäîëæèòü è íà âðåìåíà t > c−11 , ÷òî
ïðèâîäèò ê íåîäíîçíà÷íîìó ðåøåíèþ u(x). Íàéòè
îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ýòîé íåîäíîçíà÷íîñòè è
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè u â ýòîé îáëàñòè.

Çàäà÷à 3.1.2. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Õîïôà (3.1)
ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè u = −c1x+ c2x

2.

Çàäà÷à 3.1.3. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.5) ñ íóëå-
âûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè è íàêà÷êîé, êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé f0 íà èíòåðâàëå −x0 < x <
x0 è ðàâíà íóëþ âíå ýòîãî èíòåðâàëà. Êàê çàâèñèò
îòâåò îò çíàêà f0?

Çàäà÷à 3.1.4. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.5) ñ íóëå-
âûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè è íàêà÷êîé, êîòîðàÿ
ðàâíà h0x íà èíòåðâàëå −x0 < x < x0 è ðàâíà íó-
ëþ âíå ýòîãî èíòåðâàëà. Êàê çàâèñèò îòâåò îò
çíàêà h0?

3.1.2 Óðàâíåíèå Áþðãåðñà

Óðàâíåíèå Áþðãåðñà (Burgers) îòëè÷àåòñÿ îò óðàâíåíèÿ
Õîïôà (3.1) ââåäåíèåì äîïîëíèòåëüíîãî ÷ëåíà, êîòîðûé
îïèñûâàåò äèññèïàöèþ, ñâÿçàííóþ ñ âÿçêîñòüþ, è ïîòî-
ìó ïðîïîðöèîíàëüíîãî âòîðîé ïðîèçâîäíîé. Â áåçðàç-
ìåðíûõ ïåðåìåííûõ ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
=
∂2u

∂x2
. (3.7)

êîòîðîå è íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Áþðãåðñà. Ïîä÷åðê-
íåì, ÷òî îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà îò-
íþäü íå îãðàíè÷èâàåòñÿ àêóñòèêîé, îíî âîçíèêàåò âî
ìíîãèõ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷àõ.
Íà ñàìûõ áîëüøèõ âðåìåíàõ ëþáîå ðåøåíèå óðàâíå-

íèÿ (3.7), ñòðåìÿùååñÿ ê íóëþ íà ±∞ ïî x, ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ, u → 0. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó óðàâíåíèÿ Áþð-
ãåðñà

∂

∂t

∫
dx

u2

2
= −

∫
dx

(
∂u

∂x

)2

. (3.8)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ âåëè÷èíà∫
dx u2 óáûâàåò ñî âðåìåíåì è, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì

t, ñòàíîâèòñÿ ñêîëü óãîäíî ìàëûì. Îòñþäà è ñëåäóåò
ïðèâåäåííîå óòâåðæäåíèå.
Ëåãêî íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïî âðåìåíè ïîâåäåíèå

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà u, êîòîðîå ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ ïðè x → ±∞. Òîãäà ïðè áîëüøèõ t çíà÷åíèå u
ñòàíîâèòñÿ ìàëûì è ìû ìîæåì ïðåíåáðå÷ü íåëèíåéíûì
÷ëåíîì â óðàâíåíèè (3.7). Â ðåçóëüòàòå ìû ïðèõîäèì ê
÷èñòî äèôôóçèîííîìó óðàâíåíèþ. Ëîêàëèçîâàííûå ðå-
øåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ èìåþò âèä

u ∝ 1

t1/2
exp

[
− (x− x0)2

4t

]
,

u ∝ x− x0
t3/2

exp

[
− (x− x0)2

4t

]
,

âòîðàÿ àñèìïòîòèêà ðåàëèçóåòñÿ ïðè óñëîâèè
∫
dx u =

0.
Â ñëó÷àå ñèëüíîé íåëèíåéíîñòè, êîòîðûé ðåàëèçóåò-

ñÿ, åñëè äëÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé UL � 1, ãäå L � õà-
ðàêòåðíûé ìàñøòàá (êîððåëÿöèîííàÿ äëèíà) íà÷àëüíî-
ãî ñîñòîÿíèÿ u(0, x), à U � õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå ïî-
ëÿ u(0, x). Â ýòîì ñëó÷àå íà÷àëüíàÿ ýâîëþöèÿ ïîëÿ u
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ìîæåò áûòü îïèñàíà â ïðåíåáðåæåíèå âòîðîé ïðîèçâîä-
íîé â óðàâíåíèè (3.7), êîãäà îíî ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ
Õîïôà (3.1), êîòîðîå, îäíàêî, âåäåò ê ñèíãóëÿðíîñòè.
Óðàâíåíèå Áþðãåðñà ïîçâîëÿåò ïðîàíàëèçèðîâàòü

ñòðóêòóðó, êîòîðàÿ âîçíèêàåò ïîñëå âîçíèêíîâåíèÿ ñèí-
ãóëÿðíîñòè â óðàâíåíèè Õîïôà. Ïîñëå íåêîòîðîãî ïå-
ðåõîäíîãî ïðîöåññà ôîðìèðóåòñÿ ñïåöèàëüíîå ðåøåíèå,
êîòîðîå äâèãàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ u0, òî åñòü ∂u/∂t =
−u0∂u/∂x. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå â óðàâíåíèå
Áþðãåðñà (3.7), ìû íàõîäèì çàòåì åãî ïåðâûé èíòåãðàë
(u − u0)2 − 2∂u/∂x = const. Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ
èìååò âèä

u = u0 − 2a tanh [a(x− x0)] , (3.9)

êîòîðîå íàçûâàþò øîêîì. Ýòî ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò
òîìó, ÷òî â îáëàñòè øèðèíû a−1 ïîëå u èñïûòûâàåò ñêà-
÷îê 4a. Ðåøåíèå (3.9) äàåò óíèâåðñàëüíóþ ôîðìó øî-
êîâ, êîòîðûå ôîðìèðóþòñÿ ïðè óñëîâèè UL� 1, òîãäà
a ∼ U . Çàìåòèì, ÷òî ñòàöèîíàðíîñòü ýòîãî ðåøåíèÿ íå
ïðîòèâîðå÷èò ñäåëàííîìó âûøå óòâåðæäåíèþ î ñòðåì-
ëåíèè u ê íóëþ íà áîëüøèõ âðåìåíàõ, ïîñêîëüêó ïî-
ñëåäíåå ñïðàâåäëèâî òîëüêî äëÿ ðåøåíèé, ñòðåìÿùèõñÿ
ê íóëþ ïðè x → ±∞, â òî âðåìÿ êàê âûðàæåíèå (3.9)
ýòîìó óñëîâèþ íå óäîâëåòâîðÿåò.
Ïîÿñíèì îáùóþ ñòðóêòóðó ïîëÿ u, êîòîðàÿ âîçíèêàåò

ïðè ýâîëþöèè íåêîòîðîãî õàðàêòåðèçóþùåãîñÿ ñèëüíîé
íåëèíåéíîñòüþ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ. Çà êîíå÷íîå âðåìÿ
èç ó÷àñòêîâ u ñ îòðèöàòåëüíûì íàêëîíîì ôîðìèðóþòñÿ
øîêè, à èç ó÷àñòêîâ ñ ïîëîæèòåëüíûì íàêëîíîì ôîð-
ìèðóþòñÿ ïðîìåæóòêè ìåæäó øîêàìè. Â äàëüíåéøåì
ïîëå â ýòèõ ïðîìåæóòêàõ ñòðåìèòñÿ ê ëèíåéíîìó ïðî-
ôèëþ, ïîñêîëüêó åãî ýâîëþöèÿ óïðàâëÿåòñÿ óðàâíåíè-
åì Õîïôà. Êàê ñëåäóåò èç âûðàæåíèÿ (3.9), øîê äâèãà-
åòñÿ ñî ñêîðîñòüþ u0, êîòîðóþ ìîæíî îïðåäåëèòü, êàê
ïîëóñóììó çíà÷åíèé ïîëÿ u íà êðàÿõ øîêà. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî âðåìÿ îò âðåìåíè ïðîèñõîäÿò ñîáûòèÿ, êîãäà
áîëüøîé øîê (ñî çíà÷èòåëüíîé àìïëèòóäîé a) äîãîíÿåò
ìåíüøèé øîê. Ýòî êîí÷àåòñÿ ïîãëîùåíèåì ìàëîãî øîêà
áîëüøèì. Ïîýòîìó êîëè÷åñòâî øîêîâ â ñèñòåìå ïîñòå-
ïåííî óáûâàåò.
Äåòàëè ýòèõ ïðîöåññîâ ìîæíî ïðîñëåäèòü ñ ïîìîùüþ

ïðåîáðàçîâàíèÿ Êîóëà-Õîïôà (Cole-Hopf)

Ψ = exp (−h/2) , u = ∂h/∂x. (3.10)

Îíî ïðèâîäèò óðàâíåíèå Áþðãåðñà (3.7) ê ÷èñòî äèô-
ôóçèîííîìó óðàâíåíèþ

∂Ψ/∂t = ∂2Ψ/∂x2, (3.11)

êîòîðîå èçó÷àëîñü â ðàçäåëå (1.3.1). Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(3.11) ìîæåò áûòü âûðàæåíî â âèäå èíòåãðàëà îò íà-
÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ

Ψ(t, x) =

∫
dy√
4πt

exp

[
− (x− y)2

4t

]
Ψ(0, y), (3.12)

â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.72).

Âûðàæåíèå (3.12) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ïî-
ëó÷åíèÿ ðÿäà òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà.
Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà÷àëüíîå óñëîâèå
Ψ(0, x) = cosh(ax), êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò øîêó (3.9) ñ
u0 = x0 = 0. Â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ, ïðîèçâîäÿ îáðàò-
íîå ïî îòíîøåíèþ ê (3.10) ïðåîáðàçîâàíèå

u = −2∂(ln Ψ)/∂x. (3.13)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå Ψ(0, x) = cosh (ax) â óðàâíå-
íèå (3.12) è âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë ïî y, ìû íàõîäèì
Ψ(t, x) = cosh(ax) exp(a2t). Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå
â ñîîòíîøåíèå (3.13), ìû íàõîäèì òî æå âûðàæåíèå
u = −2a tanh(ax), ïîñêîëüêó äîïîëíèòåëüíûé âðåìåí-
íîé ìíîæèòåëü âûïàäàåò èç îòâåòà. Òàêèì îáðàçîì, ìû
äðóãèì ñïîñîáîì óáåäèëèñü â òîì, ÷òî âûðàæåíèå (3.9)
äàåò ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà. Îáðà-
òèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ìû ïîëó÷èëè ðàñòóùåå ñî âðå-
ìåíåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äèôôóçèè. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì,
÷òî ïîëå Ψ íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò ïðè x→ ±∞.

Çàäà÷à 3.1.5. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.11) ñ íà-
÷àëüíûì óñëîâèåì Ψ(0, x) = cosh(ax) + B cosh(bx).
Âû÷èñëèòü ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëå u. Ïðîñëå-
äèòü, êàê áîëüøîé øîê �ïîåäàåò� ìàëåíüêèé, ñ÷è-
òàÿ b > a è B � 1.

Çàäà÷à 3.1.6. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.11) ñ íà-
÷àëüíûì óñëîâèåì Ψ(0, x) = 1 − A exp(−x2). Âû-
÷èñëèòü ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëå u.

3.2 Óðàâíåíèå Êîðòåâåãà-äå-

Ôðèçà

Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, â îáùåì ñëó÷àå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ Õîïôà (3.1) ïðèâîäèò ê ôîðìèðîâàíèþ îñîáåííî-
ñòè â ïîëå u çà êîíå÷íîå âðåìÿ, è íà á�îëüøèõ âðåìåíàõ
ýâîëþöèÿ ïîëÿ u â ðàìêàõ óðàâíåíèÿ Õîïôà èññëåäîâà-
íà áûòü íå ìîæåò. Â òî æå âðåìÿ óðàâíåíèå Áþðãåðñà
(3.7) äàåò ðåøåíèå ýâîëþöèîííîé çàäà÷è äëÿ ïîëÿ u íà
âñåõ âðåìåíàõ. Ýòî ñâÿçàíî ñ ïðèñóòñòâèåì â óðàâíåíèè
Áþðãåðñà äîïîëíèòåëüíîãî (ïî ñðàâíåíèþ ñ óðàâíåíè-
åì Õîïôà) ÷ëåíà ñî âòîðîé ïðîèçâîäíîé, íàëè÷èå êî-
òîðîãî ïðèâîäèò ê óñòðàíåíèþ îñîáåííîñòè â ïîëå u (ê
êîòîðîé ïðèâîäèò óðàâíåíèå Õîïôà). Äëÿ îäíîìåðíîé
ñëàáî íåëèíåéíîé çâóêîâîé âîëíû ÷ëåí ñî âòîðîé ïðî-
èçâîäíîé ïðåäñòàâëÿåò äèññèïàöèþ. Â ðÿäå çàäà÷ áîëåå
ñóùåñòâåííûì îêàçûâàåòñÿ äðóãîé ýôôåêò, ñâÿçàííûé
ñ äèñïåðñèåé ñêîðîñòè çâóêà, òî åñòü ñ åå çàâèñèìîñòüþ
îò âîëíîâîãî âåêòîðà k. Ýòîò ýôôåêò ÿâëÿåòñÿ áåçäèñ-
ñèïàòèâíûì.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äèññèïàöèåé çâóêà ìîæíî ïðåíå-

áðå÷ü, à äèñïåðñèÿ ñêîðîñòè çâóêà ñóùåñòâåííà. Â îá-
ùåì ñëó÷àå ñêîðîñòü çâóêà ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ôóíê-
öèåé k2, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ k ïåðâàÿ çàâèñÿùàÿ îò
k ïîïðàâêà ê ñêîðîñòè çâóêà ïðîïîðöèîíàëüíà k2. Ýòî
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îçíà÷àåò, ÷òî ê óðàâíåíèþ Õîïôà (3.1) ñëåäóåò äîáà-
âèòü ÷ëåí ñ òðåòüåé ïðîèçâîäíîé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó-
÷àåòñÿ òàê íàçûâàåìîå óðàâíåíèå Êîðòåâåãà äå Ôðèçà
(Korteweg de Vries), êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà êîòîðîãî çà-
ïèñûâàåòñÿ, êàê

∂u

∂t
+ 6u

∂u

∂x
+
∂3u

∂x3
= 0. (3.14)

Ýòî óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ Õîïôà (3.1) â ïðå-
íåáðåæåíèå òðåòüåé ïðîèçâîäíîé è ïîñëå ïåðåìàñøòàáè-
ðîâàíèÿ ïîëÿ 6u→ u.
Óðàâíåíèå ÊäÔ (Êîðòåâåãà - äå Ôðèçà) èìååò, â ÷àñò-

íîñòè, ëîêàëèçîâàííîå ðåøåíèå ñîëèòîííîãî òèïà

u(t, x) =
V

2 cosh2 [κ(x− V t− x0)]
, (3.15)

ãäå V � ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð. Êàê ñëåäóåò èç (3.15),
V èìååò ñìûñë ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ñîëèòîíà. Ïåðèî-
äè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÊäÔ ÿâëÿþòñÿ òàê íàçû-
âàåìûìè êíîèäàëüíûìè âîëíàìè, îïèñûâàåìûìè èíòå-
ãðàëüíûìè ñîîòíîøåíèÿìè:

x− ct− x0 =

∫
du

(
2ε+ cu2 − 2u3

)−1/2
(3.16)

ãäå c, ε � ïàðàìåòðû âîëíû, îïðåäåëÿþùèå å¼ àìïëèòóäó
è ïåðèîä.
Óðàâíåíèå Êîðòåâåãà äå Ôðèçà èìååò èíòåãðàëû äâè-

æåíèÿ âèäà

In =

∫
dx Pn

(
u, ∂xu, ∂

2
xu . . .

)
, (3.17)

ãäå Pn � ïîëèíîìû îò ôóíêöèè u è å¼ ïðîñòðàíñòâåííûõ
ïðîèçâîäíûõ, â ÷àñòíîñòè:

P0 = u , P1 = u2 , P2 = 2u3 − (∂u/∂x)2,

P3 = 5u4 + 5u2∂2u/∂x2 +
(
∂2u/∂x2

)2
. (3.18)

Ïîñêîëüêó ÷èñëî èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ In áåñêîíå÷íî,
ãîâîðÿò, ÷òî óðàâíåíèå ÊäÔ (3.14) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðó-
åìûì.
Óðàâíåíèå ÊäÔ (3.14) ìîæåò áûòü çàïèñàíî, êàê óñëî-

âèå ýêñòðåìóìà äåéñòâèÿ

S =

∫
dt dx

[
1

2

∂h

∂t

∂h

∂x
+

(
∂h

∂x

)3

− 1

2

(
∂2h

∂x2

)2
]
, (3.19)

ãäå, êàê è äëÿ óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà, u = ∂xh. Â ñèëó îä-
íîðîäíîñòè ýòîãî äåéñòâèÿ ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó
îíî ïðèâîäèò ê çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëü-
ñà (ñìîòðè ðàçäåë 4.6), êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ â ñîîò-
âåòñòâèè ñ âûðàæåíèÿìè (4.66,4.68). Íåñëîæíî óâèäåòü,
÷òî ïëîòíîñòü ýíåðãèè è èìïóëüñà ñîâïàäàþò (ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ìíîæèòåëÿ) ñ âûðàæåíèÿìè äëÿ P2 è P1, ñî-
îòâåòñòâåííî, ñìîòðè (3.18). Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûé íå
Í¼òåðîâñêèé èíòåãðàë äâèæåíèÿ óðàâíåíèÿ ÊäÔ îïðå-
äåëÿåòñÿ P3, ñìîòðè (3.18).

Óðàâíåíèå ÊäÔ (3.14) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî
�ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàëèëåÿ� u(t, x)→ v+ u(t, x− 6vt), ãäå
v � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äåé-
ñòâèå (3.19) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ h: h(t, x)→ vx−2v2t+h(t, x−6vt).
Èíôèíèòåçåìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ h èìååò âèä
δh = vx − 6vt∂xh. Äåéñòâóÿ äàëåå, êàê è â ðàçäåëå 4.6,
òî åñòü ïîëàãàÿ v ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé t è x, âû÷èñ-
ëÿÿ âàðèàöèþ äåéñòâèÿ (3.19) è ïðèðàâíèâàÿ åå ê íóëþ,
íàõîäèì çàêîí ñîõðàíåíèÿ

∂t(xu− 3tu2) + ∂x[3xu2 − ∂xu+ x∂2xu

−12tu3 − 6tu∂2xu+ 3t(∂xu)2] = 0.

Çàäà÷à 3.2.1. Íàéòè ∂tP3, ãäå P3 îïðåäåëÿåòñÿ
(3.18), â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì ÊäÔ (3.14)
è óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò ñâîäèòñÿ ê ïîëíîé
ïðîèçâîäíîé ïî x.

3.3 Óðàâíåíèå ñèíóñ-Ãîðäîí

Óðàâíåíèåì ñèíóñ-Ãîðäîí íàçûâàþò óðàâíåíèå

∂2t ϕ− ∂2xϕ+ sinϕ = 0. (3.20)

Òàêîãî ñîðòà óðàâíåíèå âîçíèêàåò äëÿ äèíàìèêè ñè-
ñòåì, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ïåðåìåííîé ϕ, êîòîðàÿ èìå-
åò ñìûñë ôàçû íåêîòîðîé âåëè÷èíû è, ñîîòâåòñòâåííî,
îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà íà èíòåðâàëå îò 0 äî 2π. Óäîáíî,
îäíàêî, ñ÷èòàòü, ÷òî ϕ ìåíÿåòñÿ îò −∞ äî +∞ ñ òåì,
÷òîáû èçáåæàòü ñêà÷êîâ ϕ. Ïðè ýòîì ñîñòîÿíèÿ ñèñòå-
ìû, îòëè÷àþùèåñÿ íà 2πn (n � öåëîå ÷èñëî) ôèçè÷åñêè
ýêâèâàëåíòíû.
Óðàâíåíèå ñèíóñ-Ãîðäîí (3.20), êàê è ÊäÔ, ïðèâîäèò

ê áåñêîíå÷íîìó íàáîðó çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ. Ïîýòîìó
îíî îòíîñèòñÿ ê èíòåãðèðóåìûì óðàâíåíèÿì.
Ïðèìåðîì ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé óðàâíå-

íèåì (3.20), ÿâëÿþòñÿ ïðîâîäÿùèå îäíîìåðíûå öåïî÷êè,
â êîòîðûõ ïðè äîñòàòî÷íî íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ âîçíè-
êàåò òàê íàçûâàåìàÿ âîëíà çàðÿäîâîé ïëîòíîñòè. Ýòà
âîëíà õàðàêòåðèçóåòñÿ ôàçîé ϕ, ñ âàðèàöèÿìè êîòîðîé
ñâÿçàíà òàê íàçûâàåìàÿ Ôð¼ëèõîâñêàÿ ìîäà, êîòîðàÿ
îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (3.20), ïðè ïîäõîäÿùåì âûáî-
ðå åäèíèö èçìåðåíèÿ âðåìåíè t è êîîðäèíàòû x âäîëü
öåïî÷êè.
Ïðè íåáîëüøèõ âàðèàöèÿõ ôàçû, |ϕ| � 1, ìû ìîæåì

çàìåíèòü â óðàâíåíèè (3.20) sinϕ íà ϕ. Â ðåçóëüòàòå
ìû ïîëó÷àåì ëèíåéíîå óðàâíåíèå, êîòîðîå îïèñûâàåò
ñîâîêóïíîñòü ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ìîä. Äåëàÿ Ôóðüå-
ïðåîáðàçîâàíèå ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó, ìû ïðè-
õîäèì äëÿ äàííîé Ôóðüå-êîìïîíåíòû ê ñîîòíîøåíèþ
ω2 = q2 + 1, ãäå ω � ÷àñòîòà, à q � âîëíîâîé âåêòîð. Òà-
êèì îáðàçîì, ÷àñòîòà ω íå ìîæåò áûòü ìåíüøå åäèíèöû.
Â òî æå âðåìÿ ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü ∂ω/∂q = q/

√
q2 + 1

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè óìåíüøåíèè âîëíîâîãî âåêòîðà q.
Ðàññìîòðåííûå âûøå êîëåáàíèÿ îòíîñÿòñÿ ê ìàëûì

âàðèàöèÿì îêîëî ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ϕ = 0 (èëè
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Ðèñ. 3.1: Êèíê è àíòèêèíê.

ϕ = 2πn). Â òî æå âðåìÿ óðàâíåíèå (3.20) èìååò, î÷åâèä-
íî, åùå îäíî ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ϕ = π. Îíî ÿâëÿåò-
ñÿ, îäíàêî, àáñîëþòíî íåóñòîé÷èâûì. Äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ðàññìîòðèì ìàëûå îòêëîíåíèÿ
îò ýòîãî ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ìàëîé ôàçîé
φ: ϕ = π + φ. Â ëèíåéíîì ïî φ ïðèáëèæåíèè óðàâíåíèå
(3.20) äàåò

∂2t φ− ∂2xφ− φ = 0. (3.21)

Ïåðåõîäÿ òåïåðü ê Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèþ, ìû íàõîäèì
ω = ±

√
q2 − 1. Òàêèì îáðàçîì, ïðè q < 1 ÷àñòîòà ÿâëÿ-

åòñÿ ÷èñòî ìíèìîé, è ìíîæèòåëü exp(−iωt) ýêñïîíåíöè-
àëüíî ðàñòåò ñî âðåìåíåì (äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî çíàêà
êâàäðàòíîãî êîðíÿ). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äàæå èñõîäíî ìà-
ëûå âîçìóùåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ϕ = π ñòàíóò
ñî âðåìåíåì áîëüøèìè è ðàçðóøàò ýòî ñîñòîÿíèå.

Ïîìèìî òðèâèàëüíûõ îäíîðîäíûõ ñòàöèîíàðíûõ ðå-
øåíèé óðàâíåíèå (3.20) äîïóñêàåò øèðîêèé íàáîð íåîä-
íîðîäíûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé, ñóùåñòâîâàíèå êîòî-
ðûõ ôîðìàëüíî ñâÿçàíî ñ íåîäíîçíà÷íîñòüþ ôàçû ϕ.
Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøåå òàêîå ðåøåíèå, êîòîðîå õàðàê-
òåðèçóåòñÿ ïðåäåëüíûì ïîâåäåíèåì ϕ → 0 ïðè x →
−∞ è ϕ → 2π ïðè x → +∞. Ñòàöèîíàðíîå óñëîâèå
−∂2xϕ+sinϕ = 0 èìååò âèä óðàâíåíèÿ Íüþòîíà äëÿ (ïå-
ðåâåðíóòîãî) ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà è èìååò, î÷åâèäíî,
ïåðâûé èíòåãðàë (∂xϕ)2/2 + cosϕ, êîòîðûé â ñèëó ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé íàäî ïðèðàâíÿòü ê åäèíèöå.

Â ðåçóëüòàòå ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ ∂xϕ =
2 sin(ϕ/2), êîòîðîå èìååò ðåøåíèå

ϕ = 4 arctan [exp(x− x0)] , (3.22)

ãäå x0 � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà. Ðåøåíèå (3.22) íàçû-
âàþò êèíêîì, à x0 ÿâëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì êèíêà. Èç âû-
ðàæåíèÿ (3.22) ñëåäóåò, ÷òî ôàçà ϕ ìåíÿåòñÿ îò 0 äî 2π

â îêðåñòíîñòè ïîðÿäêà åäèíèöû îêîëî x0, à âíå åå ýêñïî-
íåíöèàëüíî áûñòðî ñòðåìèòñÿ ê ñâîèì ïðåäåëüíûì çíà-
÷åíèÿì, ñìîòðè ðèñóíîê 3.1. Ëåãêî íàéòè ðåøåíèå (àí-
òèêèíê), êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò óáûâàíèþ ôàçû ϕ îò 2π
äî 0:

ϕ = 2π − 4 arctan [exp(x− x0)] ,

ñìîòðè ðèñóíîê 3.1.
Ïîìèìî ïðîñòåéøåãî ðåøåíèÿ (3.22), óðàâíåíèå (3.20)

äîïóñêàåò è áîëåå ñëîæíûå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ. Íà-
ïðèìåð, áåñêîíå÷íûé íàáîð êèíêîâ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
íàéòè ýòî ðåøåíèå, ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì æå
ïåðâûì èíòåãðàëîì (∂xϕ)2/2+cosϕ, êîòîðûé òåïåðü ìû
ïðèðàâíÿåì ê 1 + ε. Òîãäà ìû ïðèäåì ê óðàâíåíèþ

∂xϕ =

√
2ε+ 4 sin2(ϕ/2), (3.23)

êîòîðîå îïèñûâàåò ìîíîòîííî ðàñòóùóþ ïðè óâåëè÷å-
íèè x ôàçó ϕ. Åñëè ε ìàëî, òî ýòî ðåøåíèå ñîîòâåòñòâó-
åò áåñêîíå÷íîé ñîâîêóïíîñòè êèíêîâ, ðàçäåëåííûõ ðàñ-
ñòîÿíèåì ln(1/ε) (÷òî ñïðàâåäëèâî, åñëè ýòîò ëîãàðèôì
ÿâëÿåòñÿ áîëüøîé âåëè÷èíîé). Åñëè â âûðàæåíèè (3.23)
âçÿòü îòðèöàòåëüíûé çíàê ïåðåä êîðíåì, òî ìû ïîëó÷èì
ðåøåíèå ñ ìîíîòîííî óáûâàþùåé ôàçîé.
Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè íåïîäâèæíûé êèíê. Íî

óðàâíåíèå (3.20) äîïóñêàåò ðåøåíèÿ è â âèäå äâèæó-
ùåãîñÿ êèíêà. ×òîáû íàéòè åãî ïðîôèëü äëÿ ñêîðîñòè
äâèæåíèÿ v, ìîæíî ïîäñòàâèòü â óðàâíåíèå (3.20) îáùåå
âûðàæåíèå äëÿ ðàâíîìåðíî äâèæóùåãîñÿ ëîêàëèçîâàí-
íîãî îáúåêòà ϕ = f(x−vt) è ïðîâåñòè òå æå âû÷èñëåíèÿ.
Îäíàêî îòâåò ìîæíî âûïèñàòü è áåçî âñÿêèõ âû÷èñëå-
íèé, âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî óðàâíåíèå (3.20) ÿâëÿ-
åòñÿ �ðåëÿòèâèñòêè èíâàðèàíòíûì�, è ïîòîìó ðåøåíèå
äëÿ äâèæóùåãîñÿ ñî ñêîðîñòüþ v êèíêà ìîæåò áûòü ïî-
ëó÷åíî èç âûðàæåíèÿ (3.22) ïðåîáðàçîâàíèåì Ëîðåíöà.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

ϕ = 4 arctan

[
exp

(
x− x0 − vt√

1− v2

)]
. (3.24)

Îòñþäà ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî êèíê íå ìîæåò äâè-
ãàòüñÿ ñî ñêîðîñòüþ áîëüøå åäèíèöû. Àíàëîãè÷íûì îá-
ðàçîì ìîæåò áûòü íàéäåíî ðåøåíèå äëÿ äâèæóùåãîñÿ
àíòèêèíêà:

ϕ = 2π − 4 arctan

[
exp

(
x− x0 − vt√

1− v2

)]
.

Óðàâíåíèå ñèíóñ-Ãîðäîí îòíîñèòñÿ ê êëàññó óðàâíå-
íèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðîàíàëèçèðîâàíû â ðàìêàõ
ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ, êîòîðûé ïîçâîëÿåò
íàéòè ñåðèþ ãîðàçäî áîëåå ñëîæíûõ ðåøåíèé óðàâíå-
íèÿ (3.20), ÷åì ïðèâåäåííûå âûøå ðåøåíèÿ äëÿ îäèíî÷-
íûõ äâèæóùèõñÿ êèíêîâ è àíòèêèíêîâ. Ýòè ðåøåíèÿ
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìû äâèæóùèõñÿ ñ ðàçëè÷íû-
ìè ñêîðîñòÿìè êèíêîâ è àíòèêèíêîâ, êîòîðûå â ñèëó
ðàçëè÷íûõ ñêîðîñòåé äâèæåíèÿ âðåìÿ îò âðåìåíè ñòàë-
êèâàþòñÿ ìåæäó ñîáîé. Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî ïîñëå òàêîãî
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ñòîëêíîâåíèÿ êèíêè ðàñõîäÿòñÿ è ïðîäîëæàþò äâèãàòü-
ñÿ ñ òåìè æå ñêîðîñòÿìè, ÷òî è äî ñòîëêíîâåíèÿ. Ïðè
ýòîì íå ïðîèñõîäèò íèêàêîãî èçëó÷åíèÿ âîëí, îáñóæ-
äàâøèõñÿ âûøå.

Ïðèâåäåì ðåøåíèå, êîòîðîå íàçûâàþò áðèçåðîì
(breather)

ϕ = 4 arctan

[
tan θ

sin(t cos θ)

cosh(x sin θ)

]
. (3.25)

Ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.20) äëÿ ôóíêöèè
(3.25) îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ïðîèçâîä-
íûõ îò âûðàæåíèÿ (3.25). Ðåøåíèå (3.25) ñîîòâåòñòâóåò
ñâÿçàííîìó ñîñòîÿíèþ êèíêà è àíòèêèíêà, ðàññòîÿíèå
ìåæäó êîòîðûìè îñöèëëèðóåò ñî âðåìåíåì. Ýòî ðåøå-
íèå îïèñûâàåò ïîëå ϕ, öåíòð òÿæåñòè êîòîðîãî ïîêî-
èòñÿ. Ñäåëàâ ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà, ëåãêî ïîëó÷èòü
ïîëå ϕ äëÿ áðèçåðà, äâèæóùåãîñÿ ñ ïðîèçâîëüíîé ñêî-
ðîñòüþ v < 1.

Ïåðåõîäÿ â âûðàæåíèè (3.25) ê ïðåäåëó θ → π/2, íà-
õîäèì ñëåäóþùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.20)

ϕ = 4 arctan
t

coshx
. (3.26)

Ðåøåíèå (3.26) îïèñûâàåò ñáëèæåíèå êèíêà è àíòèêèíêà
ñ èõ ïîñëåäóþùèì ðàñõîæäåíèåì. Ïðè t = 0 ìû èìååì
ϕ = 0, îäíàêî ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ïîëÿ ∂tϕ íóëþ íå
ðàâíà, îíà ñîñðåäîòî÷åíà íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà åäè-
íèöû îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Ïðè t � 1 ðàçìåð ðåøåíèÿ
(3.26) îöåíèâàåòñÿ, êàê ln t. Ýòà âåëè÷èíà èìååò ñìûñë
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êèíêîì è àíòèêèíêîì. Ïîíÿòíî, ÷òî
íà÷àëî êîîðäèíàò è íà÷àëî îòñ÷åòà âðåìåíè ìîãóò áûòü
âûáðàíû ïðîèçâîëüíî, òî åñòü (3.26) îñòàåòñÿ ðåøåíèåì
ïðè çàìåíå t→ t− t0, x→ x− x0.
Óðàâíåíèå (3.20) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî, êàê óñëîâèå

ýêñòðåìóìà äåéñòâèÿ

S =

∫
dt dx

[
1

2
(∂tϕ)2 − 1

2
(∂xϕ)2 + cosϕ

]
. (3.27)

Òàêèì îáðàçîì, â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçäåëîì (4.6) ìû
íàõîäèì ñëåäóþùèå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ, èìåþùèå
ñìûñë ýíåðãèè è èìïóëüñà ñèñòåìû

E =

∫
dx

[
1

2
(∂tϕ)2 +

1

2
(∂xϕ)2 − cosϕ+ 1

]
, (3.28)

P =

∫
dx ∂tϕ∂xϕ, (3.29)

ñìîòðè (4.66,4.68).

Óðàâíåíèå (3.20) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â òåðìèíàõ
ïåðåìåííûõ âäîëü �ñâåòîâîãî êîíóñà� ξ = (x+ t)/2, τ =
(x− t)/2:

∂τ∂ξϕ = sinϕ, (3.30)

ïîñêîëüêó ∂ξ = ∂x + ∂t, ∂τ = ∂x − ∂t. Áåñêîíå÷íûé íà-
áîð çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ óäîáíî ôîðìóëèðîâàòü èìåííî

â òåðìèíàõ ïåðåìåííûõ ξ è τ . Ïåðâûé íåòðèâèàëüíûé
çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìååò âèä

∂τ [(∂ξϕ)4 − 4(∂2ξϕ)2] + 4∂ξ[(∂ξϕ)2 cosϕ] = 0,

êîòîðûé ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, èñõîäÿ èç (3.30).

Çàäà÷à 3.3.1. Ëèíåàðèçóÿ óðàâíåíèå (3.20) íà ôîíå
êàêîãî-ëèáî åãî ðåøåíèÿ ϕ, ìû íàõîäèì äëÿ âîç-
ìóùåíèÿ φ óðàâíåíèå ∂2t φ− ∂2xφ+φ cosϕ = 0. Èìå-
åò ëè ýòî óðàâíåíèå ëîêàëèçîâàííûå ðåøåíèÿ φ íà
ôîíå êèíêà (3.22)?

Çàäà÷à 3.3.2. Íàéòè ýíåðãèþ è èìïóëüñ êèíêà (3.22)
è ðåøåíèÿ (3.26).

Çàäà÷à 3.3.3. Íàéòè çàêîí ñîõðàíåíèÿ, êîòîðûé ñî-
îòâåòñòâóåò Ëîðåíö-èíâàðèàíòíîñòè óðàâíåíèÿ
ñèíóñ-Ãîðäîí (3.20).

Çàäà÷à 3.3.4. Çàïèñàòü çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è
èìïóëüñà â òåðìèíàõ ïåðåìåííûõ ξ è τ . Óêàçàíèå:
âîñïîëüçîâàòüñÿ âûðàæåíèåì äëÿ äåéñòâèÿ â òåð-
ìèíàõ ξ è τ .

3.4 Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øð¼-

äèíãåðà

Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà (ÍÓØ) îïèñûâà-
åò ýâîëþöèþ îãèáàþùèõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí, ïëàç-
ìåííûõ êîëåáàíèé, è òàê äàëåå. Äðóãèìè ñëîâàìè,
ÍÓØ îòíîñèòñÿ ê óíèâåðñàëüíûì âîëíîâûì óðàâíåíè-
ÿì, êîòîðûå ïðèìåíèìû â ñàìûõ ðàçíûõ ôèçè÷åñêèõ
ñëó÷àÿõ.
Êàê ìû óæå óñòàíîâèëè â ðàçäåëå (1.3.3), â ëèíåéíîì

ïðèáëèæåíèè óðàâíåíèå íà îãèáàþùóþ ψ ìîæíî ñâåñòè
ê ñâîáîäíîìó óðàâíåíèþ Øð¼äèíãåðà (1.86) (ìû íå ðàñ-
ñìàòðèâàåì âîçíèêàþùèé èíîãäà ãèïåðáîëè÷åñêèé ñëó-
÷àé). Òåïåðü ìû ó÷òåì íåëèíåéíîñòü â óðàâíåíèè äëÿ
àìïëèòóäû ψ. Äëÿ ðÿäà ñëó÷àåâ ýòà íåëèíåéíîñòü ïî
ôèçè÷åñêèì ñîîáðàæåíèÿì ìîæåò áûòü òîëüêî òðåòüåãî
ïîðÿäêà. Íàïðèìåð, ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ýëåêòðîìàã-
íèòíûõ âîëí â ìàòåðèàëüíûõ ñðåäàõ îñíîâíûì èñòî÷-
íèêîì íåëèíåéíîñòè ÿâëÿåòñÿ ýôôåêò Êåððà, òî åñòü
çàâèñèìîñòü äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ñðåäû îò
íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Äèýëåêòðè÷åñêàÿ
ïðîíèöàåìîñòü ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî ÷åòíûì ñòåïåíÿì íà-
ïðÿæåííîñòè ïîëÿ. Ãëàâíûì ÷ëåíîì ðàçëîæåíèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ êâàäðàòè÷íûé, îòñþäà è êóáè÷åñêàÿ íåëèíåéíîñòü
â óðàâíåíèè íà îãèáàþùóþ.
Íåëèíåéíîñòü äîëæíà áûòü äîáàâëåíà â óðàâíåíèå

Øð¼äèíãåðà (1.86), îíà ïðîïîðöèîíàëüíà òðåòüåé ñòå-
ïåíè ψ. Åñëè ñèñòåìà îäíîðîäíà ïî âðåìåíè, òî èìååò-
ñÿ äîïîëíèòåëüíîå ïðàâèëî îòáîðà íåëèíåéíîãî ÷ëåíà.
Êàê ñëåäóåò èç (1.103), ñäâèã ïî âðåìåíè ýêâèâàëåíòåí
äîáàâëåíèþ ôàçû ê ψ. Ïîýòîìó óðàâíåíèå íà ψ äîëæíî
áûòü èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñäâèãà ôàçû ψ, ÷òî îä-
íîçíà÷íî îïðåäåëÿåò âèä íåëèíåéíîãî ÷ëåíà, êîòîðûé
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äîëæåí áûòü ïðîïîðöèîíàëåí |ψ|2ψ. Åùå îäíèì äîïîë-
íèòåëüíûì ïðàâèëîì îòáîðà ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå äèñ-
ñèïàöèè, ÷òî ôèêñèðóåò äåéñòâèòåëüíûé êîýôôèöèåíò
ïðè |ψ|2ψ â óðàâíåíèè.

Èçìåíÿÿ ìàñøòàáû èçìåðåíèÿ âðåìåíè è êîîðäèíà-
òû, ìîæíî ìåíÿòü ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîýôôèöèåíòà-
ìè ïðè íåëèíåéíîì è äèñïåðñèîííîì ñëàãàåìûõ ÍÓØ,
íî íå èõ îòíîñèòåëüíûé çíàê. Ïîýòîìó ÍÓØ ìîæåò
áûòü ïðèâåäåíî ê äâóì êàíîíè÷åñêèì òèïàì:

i∂tψ +∇2ψ + 2|ψ|2ψ = 0, (3.31)

è

i∂tψ +∇2ψ − 2|ψ|2ψ = 0. (3.32)

Ìû âèäèì, ÷òî îáà ýòèõ óðàâíåíèÿ èìåþò âèä êâàíòîâî-
ìåõàíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà (1.83) ñ ïîòåíöè-
àëîì U , ðàâíûì −2|ψ|2 â ñëó÷àå (3.31) è +2|ψ|2 äëÿ
(3.32). Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå (3.31) ñîîòâåòñòâóåò ïðè-
òÿãèâàþùåìó ïîòåíöèàëó, òî ýòîò ñëó÷àé íàçûâàåòñÿ
`ÍÓØ ñ ïðèòÿæåíèåì', è, ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèå
(3.32) � `ÍÓØ ñ îòòàëêèâàíèåì'. Êàê ìû çíàåì èç êâàí-
òîâîé ìåõàíèêè, âîëíîâûå ôóíêöèè â ïðèòÿãèâàþùèõ
è îòòàëêèâàþùèõ ïîòåíöèàëàõ èìåþò êà÷åñòâåííî ðàç-
íûå ñâîéñòâà. Ïîýòîìó è ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (3.31) è
(3.32) îòëè÷àþòñÿ ðàäèêàëüíûì îáðàçîì. Ñàìûå èíòå-
ðåñíûå ýôôåêòû âîçíèêàþò â ïðèòÿãèâàþùåì ñëó÷àå
(3.31), êîòîðûé, ê òîìó æå, ÷àñòî ðåàëèçóåòñÿ â îïòè÷å-
ñêèõ ïðèëîæåíèÿõ. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû ñîñðåäî-
òî÷èìñÿ èìåííî íà íåì.

3.4.1 Îáùèå ñâîéñòâà íåëèíåéíîãî óðàâ-

íåíèÿ Øð¼äèíãåðà

Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà (3.31) ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà. À èìåííî, îíî ïî-
ëó÷àåòñÿ, êàê ýêñòðåìóì `äåéñòâèÿ'

S =

∫
dt drL,

L = −iψ∗∂tψ +∇ψ∗∇ψ − |ψ|4. (3.33)

Ïðè âàðèàöèè S óäîáíî ðàññìàòðèâàòü ïîëÿ ψ è ψ∗, êàê
íåçàâèñèìûå äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå, ÷òî âîçìîæíî
â ñèëó òîãî, ÷òî ψ èìååò äâå ñòåïåíè ñâîáîäû.

Óðàâíåíèå (3.31) âåäåò ê çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ ðÿäà
âåëè÷èí, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ îáùèìè ñèììåòðèÿìè ýòî-
ãî óðàâíåíèÿ: èíâàðèàíòíîñòüþ ïî îòíîøåíèþ ê ñäâèãó
ôàçû ψ, à òàêæå ïî îòíîøåíèþ ê ñäâèãó íà÷àëà îòñ÷åòà
âðåìåíè è íà÷àëà êîîðäèíàò, ñìîòðè ðàçäåë 4.6. Ñîîò-
âåòñòâóþùèìè èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ ïðè ïðîèçâîëü-
íîì ÷èñëå èçìåðåíèé äëÿ ëîêàëèçîâàííûõ â ïðîñòðàí-
ñòâå ðåøåíèé ÿâëÿþòñÿ `÷èñëî ÷àñòèö' N , `ýíåðãèÿ' E è
`èìïóëüñ' P , òî åñòü dN/dt = 0, dE/dt = 0, dP /dt = 0.
Âûðàæåíèÿ äëÿ ýòèõ (Í¼òåðîâñêèõ) èíòåãðàëîâ äâèæå-

íèÿ

N =

∫
dr |ψ|2, (3.34)

E =

∫
dr
(
−|∇ψ|2 + |ψ|4

)
, (3.35)

P = −i
∫
dr ψ∗∇ψ, (3.36)

ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû â ðàìêàõ îáùåé ïðîöåäóðû èç
Ëàãðàíæèàíà (3.33), ñìîòðè âûðàæåíèÿ (4.66,4.68,4.71).

Äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà èìååòñÿ çà-
ìå÷àòåëüíîå ñîîòíîøåíèå � òåîðåìà Òàëàíîâà, ïîçâî-
ëÿþùåå ñäåëàòü êà÷åñòâåííûå âûâîäû î ïîâåäåíèè ðå-
øåíèé ÍÓØ äëÿ øèðîêîãî êëàññà íà÷àëüíûõ óñëîâèé.
Äëÿ âûâîäà òåîðåìû Òàëàíîâà ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë

I =

∫
dr r2|ψ|2. (3.37)

Äëÿ âîëíîâîãî ïàêåòà, öåíòðèðîâàííîãî âîêðóã íà÷à-
ëà êîîðäèíàò, ýòîò ôóíêöèîíàë ìîæíî îöåíèòü, êàê
I ∼ NR2, ãäå R � ðàçìåð ïàêåòà. Äëÿ èíòåãðàëà (3.37)
ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

d2

dt2
I = 8

∫
dr

(
|∇ψ|2 − d

2
|ψ|4

)
, (3.38)

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óðàâíåíèÿ (3.31). Çäåñü d
� ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà.

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå â ïðàâîé ÷àñòè (3.38) âîçíèêàåò
âûðàæåíèå:

d2

dt2
I = −8E, d = 2. (3.39)

Ïîñêîëüêó E íå çàâèñèò îò âðåìåíè, òî îáùåå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (3.39) ëåãêî âûïèñûâàåòñÿ:

I(t) = I(0) + Ct− 4Et2, d = 2, (3.40)

ãäå êîíñòàíòû C è E îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè óñëî-
âèÿìè. Ïóñòü îíè òàêîâû, ÷òî E > 0. Òîãäà ïðè ëþáûõ
êîíå÷íûõ I(0) è C íàñòóïèò òàêîé ìîìåíò âðåìåíè t∗,
÷òî I(t∗) = 0. Èç ÿâíîãî âèäà I(t) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ
â ìîìåíò t = t∗ cîæìåòñÿ â òî÷êó. Ñîõðàíåíèå ÷èñëà ÷à-
ñòèö N âëå÷åò çà ñîáîé ñèíãóëÿðíîñòü ψ â ýòîò ìîìåíò:
|ψ|2(r → 0, t→ t∗)→∞.

Òàêèì îáðàçîì, â äâóõ èçìåðåíèÿõ ïðè E > 0 ïðîèñ-
õîäèò êîëëàïñ � ÿâëåíèå, â íåëèíåéíîé îïòèêå íàçûâàå-
ìîå ñàìîôîêóñèðîâêîé ñâåòîâîãî ïó÷êà. Êîëëàïñ ìîæåò
ïðîèçîéòè è ïðè E < 0, îäíàêî ïðè E > 0 îí íåèçáåæåí.
Êîëëàïñ îçíà÷àåò, ÷òî â ôóíêöèè ψ çà êîíå÷íîå âðåìÿ
âîçíèêàåò ñèíãóëÿðíîñòü â íåêîòîðîé òî÷êå. Ýòî ìîæåò
ïðîèçîéòè â òî÷êå, îòëè÷íîé îò r = 0, â ìîìåíò âðåìåíè
áîëåå ðàííèé, ÷åì t = t∗. Òî, ÷òî ìû ñåé÷àñ ïîêàçàëè,
îçíà÷àåò, ÷òî íà âðåìåííîì èíòåðâàëå t ≤ t∗ êîëëàïñ
ïðè E > 0 â êàêîé-íèáóäü òî÷êå ïðîñòðàíñòâà îáÿçà-
òåëüíî ïðîèçîéäåò.
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Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå óðàâíåíèå (3.38) äëÿ I(t)
ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó:

d2

dt2
I = −8E − 4

∫
dr|ψ|4 < −8E. (3.41)

Ïîýòîìó âìåñòî ðàâåíñòâà (3.40) ìû ïðèõîäèì ê íåðà-
âåíñòâó

I(t) < I(0) + Ct− 4Et2, d = 3. (3.42)

Ýòî íåðàâåíñòâî ïî-ïðåæíåìó îçíà÷àåò íåèçáåæíîñòü
êîëëàïñà ïðè E > 0.
×òîáû óòî÷íèòü ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ïðîèñõîäèò

êîëëàïñ, ðàññìîòðèì ìîäèôèöèðîâàííûé ôóíêöèîíàë
Òàëàíîâà:

Ia(t) =

∫
dr (r − a)

2 |ψ|2. (3.43)

Íåïîñðåäñòâåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ñ èñïîëüçîâà-
íèåì óðàâíåíèÿ ýâîëþöèè è çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëü-
ñà íàõîäèì d2Ia/dt

2 = d2I/dt2. Ïîýòîìó è äëÿ ôóíêöè-
îíàëà Ia(t) ïðè E > òàêæå ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå îá
îáðàùåíèè åãî â íîëü â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t∗.
Ñàì æå ìîìåíò æå t∗ îáðàùåíèÿ Ia(t) â íîëü ïðè äàí-
íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ çàâèñèò îò a. Ìåñòî è âðåìÿ
êîëëàïñà áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ òàêèì a, ïðè êîòîðîì t∗
áóäåò íàèìåíüøèì. Îòìåòèì, ÷òî ìû ôàêòè÷åñêè ïîêà-
çàëè, ÷òî òàêàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà è ìîìåíò âðåìåíè,
ãäå ðåøåíèå ñòàíîâèòñÿ ñèíãóëÿðíûì, ñóùåñòâóþò.

3.4.2 Îäíîìåðíîå íåëèíåéíîå óðàâíåíèå

Øð¼äèíãåðà

Êà÷åñòâåííî èíàÿ ñèòóàöèÿ ðåàëèçóåòñÿ â îäíîìåðíîì
ñëó÷àå. Òîãäà ñîîòíîøåíèå Òàëàíîâà (3.38) ïðèíèìàåò
âèä:

d2

dt2
I = −4E + 4

∫
dx |∇ψ|2, (3.44)

÷òî îçíà÷àåò íåâîçìîæíîñòü êîëëàïñà. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè ðàçìåð âîëíîâîãî ïàêåòà R(t) óìåíüøàåòñÿ, òî ñî-
õðàíåíèå ÷èñëà ÷àñòèö N òðåáóåò, ÷òîáû êâàäðàò ìîäó-
ëÿ àìïëèòóäû ïàêåòà ðîñ êàê |ψ|2 ∼ R−1(t). Ïðè ýòîì
ïîëîæèòåëüíàÿ äîáàâêà â ïðàâîé ÷àñòè â (3.44) òàêæå
ðàñòåò: ∫

dx |∇ψ|2 ∼ NR−2.

Ïðè óìåíüøåíèè R ýòà âåëè÷èíà íåèçáåæíî ñòàíîâèò-
ñÿ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå áîëüøå îòðèöàòåëüíîãî, íî
ïîñòîÿííîãî −E. Ýòî ïðèâåäåò ê ñòàáèëèçàöèè ïîëÿ ψ.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé àìïëèòóäå íà-
÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ ψ ñî âðåìåíåì âîçíèêíóò ëîêàëèçî-
âàííûå îáúåêòû, íàçûâàåìûå ñîëèòîíàìè.
Ìû íà÷íåì ñ ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ ïîêîÿùåãîñÿ ñîëè-

òîíà. Áóäåì èñêàòü ëîêàëèçîâàííîå â ïðîñòðàíñòâå ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ (3.31) â âèäå

ψ(t, x) = eiη
2(t−t0)g(x). (3.45)

Óðàâíåíèå íà ôóíêöèþ g(x) èìååò âèä g′′ + 2g3 − η2g =
0, ÷òî ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Íüþòîíà â ñòàöèîíàðíîì
ïîòåíöèàëå è ïîýòîìó åãî ïîðÿäîê ìîæåò áûòü ïîíèæåí
â ñèëó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Óìíîæàÿ óðàâíåíèå äëÿ g
íà g′ è èíòåãðèðóÿ ïî x, ìû ïîëó÷àåì

g′ = −g
√
η2 − g2,

η∫
g

dg

g
√
η2 − g2

= x− x0. (3.46)

Çäåñü x0 � êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ, çíàê ìèíóñ äëÿ
êîðíÿ âûáðàí äëÿ óáûâàíèÿ g ñ ðîñòîì |x|. Ïåðâîîá-
ðàçíàÿ â óðàâíåíèè (3.46) ñ ïîìîùüþ çàìåíû g = η/y
ïðèâîäèòñÿ ê òàáëè÷íîé è ìû ïðèõîäèì ê òðåõïàðàìåò-
ðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó ðåøåíèé:

ψ(t, x) = eiη
2(t−t0) η

cosh[η(x− x0)]
. (3.47)

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (3.31) èíâàðèàíòíî îò-
íîñèòåëüíî `ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàëèëåÿ'. À èìåííî, åñëè
ψ(t, x) � ðåøåíèå (3.31), òî è

ψ(t, x− 2βt)eiβx−iβ
2t (3.48)

áóäåò ðåøåíèåì ÍÓØ. Ïðèìåíÿÿ ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ê
(3.47), ìû ïîëó÷èì ñåìåéñòâî îäíîñîëèòîííûõ ðåøåíèé,
çàâèñÿùåå îò ÷åòûðåõ ïàðàìåòðîâ t0, x0, η, β. Ïðè x0 =
t0 = 0 ýòî ðåøåíèå èìååò âèä

ψ(t, x) =
η

cosh [η(x− 2βt)]
exp[i(η2 − β2)t+ iβx]. (3.49)

Â îäíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ÍÓØ ÿâëÿåòñÿ �èíòåãðè-
ðóåìûì�. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîìèìî ñòàíäàðòíûõ (Í¼-
òåðîâñêèõ) èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ, ÍÓØ âåäåò ê äîïîë-
íèòåëüíîìó áåñêîíå÷íîìó íàáîðó èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ.
Ïåðâûì ïðåäñòàâèòåëåì ýòîãî íàáîðà ÿâëÿåòñÿ

R =

∫
dx

[
∂xψ

∗∂2xψ −
3

2
(ψ∗)2∂x(ψ2)

]
. (3.50)

Èíòåãðàë (3.50) óæå íå ñâÿçàí ñ ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííûìè èëè ôàçîâîé ñèììåòðèÿìè óðàâíåíèÿ, åãî
ñîõðàíåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì èíòåãðèðóåìîñòè îäíî-
ìåðíîãî ÍÓØ.

Çàäà÷à 3.4.1. Ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî çàêîíû ñî-
õðàíåíèÿ èíòåãðàëîâ (3.34,3.35,3.36), èñõîäÿ èç
óðàâíåíèÿ (3.31).

Çàäà÷à 3.4.2. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ Í¼òåðîâñêèõ èí-
òåãðàëîâ äâèæåíèÿ N , E, P â îäíîì èçìåðåíèè
äëÿ äâèæóùåãîñÿ ñîëèòîíà (3.49).

Çàäà÷à 3.4.3. Âûâåñòè ñîîòíîøåíèå Òàëàíîâà (3.38).

Çàäà÷à 3.4.4. Äîêàçàòü, ÷òî

d

dt
Ia =

d

dt
I − 4aP .

Çäåñü Ia � ìîäèôèöèðîâàííûé ôóíêöèîíàë Òàëàíî-
âà (3.43).

Çàäà÷à 3.4.5. Ïîêàçàòü, ÷òî âûðàæåíèå (3.50) ÿâëÿ-
åòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ ÍÓØ.
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Ãëàâà 4

ÎÒÄÅËÜÍÛÅ ÂÎÏÐÎÑÛ È ÌÅÒÎÄÛ

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè øèðîêî
ïðèìåíÿåòñÿ ðÿä ìåòîäîâ, êîòîðûå ïðåäñòàâëåíû â äàí-
íîé ãëàâå. Îíà íîñèò äî íåêîòîðîé ñòåïåíè ñïðàâî÷íûé
õàðàêòåð. Ðàçëè÷íûå ïðèëîæåíèÿ ýòèõ ìåòîäîâ âñòðå-
÷àþòñÿ â äðóãèõ ãëàâàõ.

4.1 δ-ôóíêöèÿ Äèðàêà

Çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì îñíîâíûå ñâîéñòâà δ-ôóíêöèÿ
Äèðàêà δ(t). `Ôèçè÷åñêîå' îïðåäåëåíèå δ-ôóíêöèè ñîñòî-
èò â òîì, ÷òî îíà ðàâíà íóëþ äëÿ âñåõ t 6= 0, ðàâíà
áåñêîíå÷íîñòè ïðè t = 0, à èíòåãðàë îò íåå ðàâåí åäèíè-
öå:

∫
dt δ(t) = 1. Ýòó ôóíêöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñå-

áå, êàê ïðåäåë íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé,
êîòîðûå ñòðåìÿòñÿ ê óêàçàííûì ñâîéñòâàì. Íàïðèìåð,
δ-ôóíêöèþ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ïðåäåëà

δ(t) = lim
ε→+0

1

π

ε

t2 + ε2
. (4.1)

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ëþáîì ïîëîæèòåëüíîì ε èíòåãðàë
îò ôóíêöèè â ïðàâîé ÷àñòè (4.1) ðàâåí åäèíèöå, ïðè t 6=
0 ïðàâàÿ ÷àñòü (4.1) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à ïðè t = 0 � ê
áåñêîíå÷íîñòè ïðè ñòðåìëåíèè ε ê íóëþ.
Ïîñêîëüêó çíà÷åíèå δ(t) îòëè÷íî îò íóëÿ òîëüêî ïðè

t = 0, òî äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f(t) ñïðà-
âåäëèâî ñîîòíîøåíèå δ(t)f(t) = δ(t)f(0). Èëè, îáîáùàÿ,
δ(t− s)f(t) = δ(t− s)f(s). Îòñþäà ñëåäóåò âàæíîå ñâîé-
ñòâî δ-ôóíêöèè:∫

dt δ(t− s)f(t) = f(s). (4.2)

Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ (4.2) ÿâëÿåòñÿ∫
dt δ(t) exp(iωt) = 1. (4.3)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê ïðÿìîå
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò δ-ôóíêöèè. Òîãäà îáðàòíîå
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äàåò ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå
ïðåäñòàâëåíèå äëÿ δ-ôóíêöèè

δ(t) =

∫
dω

2π
exp(−iωt). (4.4)

Áåðÿ äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè ýòîãî ñîîòíîøå-
íèÿ, íàõîäèì ∫

dω

2π
cos(ωt) = δ(t),∫
dω

2π
sin(ωt) = 0. (4.5)

Ðàçëîæåíèå â èíòåãðàë Ôóðüå äåéñòâóåò íà áåñêîíå÷-
íîì èíòåðâàëå −∞ < t < +∞. Åñëè æå ìû ðàññìàòðèâà-
åì çàäà÷ó íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå, òî ôóíêöèè ñëåäóåò
ðàñêëàäûâàòü â ðÿä Ôóðüå. Ñîîòíîøåíèå (4.3) ñïðàâåä-
ëèâî è íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå, åñëè îí âêëþ÷àåò íîëü.
Ïîýòîìó åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ êî-
ýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ δ-ôóíêöèè â ðÿä Ôóðüå â ñî-
îòâåòñòâèè ñ (4.21). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ñî-
îòíîøåíèþ

δ(t) =
1

2π

+∞∑
−∞

exp(imt), (4.6)

ãäå äëÿ îïðåäåëåííîñòè âûáðàí èíòåðâàë èçìåíåíèÿ ïà-
ðàìåòðà −π < t < π.
Èç îñíîâíûõ ñâîéñòâ δ-ôóíêöèè ñëåäóåò, ÷òî∫
dt δ(t) = 1 ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ëþáîìó èíòåðâàëó,

êîòîðûé âêëþ÷àåò òî÷êó t = 0. Ïîýòîìó∫ s

−∞
dt δ(t) = θ(s), (4.7)

θ(s) = 0 if s < 0, θ(s) = 1 if s > 0.

Ôóíêöèÿ θ(t) íàçûâàåòñÿ ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé èëè
ôóíêöèåé Õýâèñàéäà. Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè ïåð-
âîîáðàçíóþ δ-ôóíêöèè. Äèôôåðåíöèðóÿ ïî s ñîîòíî-
øåíèå (4.7), ìû íàõîäèì θ′(t) = δ(t). Ìîæíî ââåñòè íå
òîëüêî ïåðâîîáðàçíóþ, íî è ïðîèçâîäíóþ îò δ-ôóíêöèè,
δ′(t). Ïðàâèëà îáðàùåíèÿ ñ ýòèì îáúåêòîì ñëåäóþò èç
ñîîòíîøåíèÿ (4.2). À èìåííî, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, íà-
õîäèì äëÿ ïðîèçâîëüíîé ãëàäêîé ôóíêöèè f∫

dt δ′(t− s)f(t) = −f ′(s). (4.8)

Ïîäñòàâëÿÿ â ñîîòíîøåíèå (4.8) f(t) = (t−s)g(t) è ñðàâ-
íèâ ðåçóëüòàò ñ ñîîòíîøåíèåì (4.2), ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî
tδ′(t) = −δ(t). Ðàñêëàäûâàÿ òåïåðü f(t) â ðÿä Òåéëîðà
(äî ïåðâîãî ïîðÿäêà) âáëèçè òî÷êè t = s è èñïîëüçóÿ
óêàçàííîå ñîîòíîøåíèå, ìû íàõîäèì

f(t)δ′(t− s) = f(s)δ′(t− s)− f ′(s)δ(t− s). (4.9)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî èç ñîîòíîøåíèÿ (4.9) ñëå-
äóåò, ÷òî f(t)δ′(t− s) 6= f(s)δ′(t− s).
Äî ñèõ ïîð ìû íåÿâíî ïîäðàçóìåâàëè, ÷òî ôóíêöèÿ

f è åå ïðîèçâîäíàÿ ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöè-
ÿìè. Åñëè æå ôóíêöèÿ èñïûòûâàåò â íåêîòîðîé òî÷êå
ñêà÷îê èëè èçëîì, òî íàäî áûòü àêêóðàòíûì ïðè îá-
ðàùåíèè ñ åå ïðîèçâîäíûìè (âîçíèêàþùèìè, â ÷àñò-
íîñòè, ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ÷àñòÿì). Ïðèìåðîì òà-
êîé ôóíêöèè, ðàññìîòðåííîé âûøå, ÿâëÿåòñÿ ðàçðûâ-
íàÿ ôóíêöèÿ Õýâèñàéäà, ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé ñâîäèòñÿ
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ê δ-ôóíêöèè. Îáîáùàÿ ýòî íàáëþäåíèå, ìû çàêëþ÷àåì,
÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(t) èñïûòûâàåò ñêà÷îê â òî÷êå s, òî

f ′(t) = [f(s+ 0)− f(s− 0)]δ(t− s) + g(t), (4.10)

ãäå ôóíêöèÿ g(t) îãðàíè÷åíà âáëèçè òî÷êè t = s. Çäåñü
f(s−0) è f(s+0) � çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(t) ñëåâà è ñïðà-
âà îò òî÷êè ðàçðûâà, òî åñòü f(s+ 0)− f(s− 0) � ñêà÷îê
ôóíêöèè íà ðàçðûâå. Ïîäîáíûì æå îáðàçîì àíàëèçè-
ðóåòñÿ ôóíêöèÿ f(t), èñïûòûâàþùàÿ â íåêîòîðîé òî÷êå
èçëîì, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ñêà÷êó ïåðâîé ïðîèçâîä-
íîé. Òîãäà δ-ôóíêöèîííûé âêëàä âîçíèêàåò âî âòîðîé
ïðîèçâîäíîé îò ôóíêöèè f(t).

Çàäà÷à 4.1.1. Äîêàçàòü ñîîòíîøåíèÿ

δ(t) = lim
ε→0

2t2ε

π(t2 + ε2)2
,

δ(t) = lim
ε→0

1√
πε

exp

(
− t

2

ε

)
,

δ′(t) = − lim
ε→0

2tε

π(t2 + ε2)2
,

δ(t) = lim
n→∞

1− cos(nt)

πnt2
.

Çàäà÷à 4.1.2. Ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå (4.3) ïðåäåëü-
íûì ïåðåõîäîì ε → 0 ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ (4.1).

Çàäà÷à 4.1.3. Âûðàçèòü tδ′′(t) ÷åðåç δ′(t).

Çàäà÷à 4.1.4. Äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå(
d2

dt2
− γ2

)
exp(−γ|t|) = −2γδ(t).

Çàäà÷à 4.1.5. Äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå

δ[f(t)] =
∑
n

1

|f ′(sn)|
δ(t− sn),

ãäå ñóììèðîâàíèå èäåò ïî âñåì òî÷êàì sn, â êî-
òîðûõ ôóíêöèÿ f(t) îáðàùàåòñÿ â íîëü. Óêàçà-
íèå: âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé äëÿ äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè è îñíîâíûì ñâîéñòâîì δ-
ôóíêöèè (4.2).

Çàäà÷à 4.1.6. Äîêàçàòü, ÷òî íà èíòåðâàëå (−π, π)

lim
n→∞

sin(nt)

sin(t/2)
= 2πδ(t).

Óêàçàíèå: íàéòè ðàçëîæåíèå ïðèâåäåííîé ôóíê-
öèè â ðÿä Ôóðüå, âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèåì∫ +π

−π
dt

sin(kt)

sin(t/2)
= 2π,

ñïðàâåäëèâûì äëÿ ëþáîãî öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî
k.

4.2 Ïðåîáðàçîâàíèÿ ôóíêöèé

4.2.1 Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Ëþáóþ ôóíêöèþ f(x), çàäàííóþ â d-ìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå, è ñòðåìÿùóþñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè, ìîæíî
ðàçëîæèòü â èíòåãðàë Ôóðüå:

f(x) =

∫
dq1dq2 . . . dqd

(2π)d
exp(iqx)f̃(q), (4.11)

ãäå f̃(q) íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ôóíêöèè
f(x). Ýòó âåëè÷èíó ìîæíî âû÷èñëèòü â ñîîòâåòñòâèè ñ
ïðàâèëîì

f̃(q) =

∫
dx1dx2 . . . dxd exp(−iqx)f(x). (4.12)

Ïðåîáðàçîâàíèÿ (4.11) è (4.12) ÿâëÿþòñÿ îáðàòíûìè
äðóã äðóãó. Èç âûðàæåíèÿ (4.12) ñëåäóåò, ÷òî ïðåîáðàçî-
âàíèå Ôóðüå äåéñòâèòåëüíîé ôóíêöèè f(x) óäîâëåòâî-
ðÿåò ñîîòíîøåíèþ f̃(−q) = f̃?(q), ãäå çâåçäî÷êà îçíà÷à-
åò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå.
Ïðèâåäåì âàæíîå ñîîòíîøåíèå, êàñàþùååñÿ òàê íà-

çûâàåìîé ñâåðòêè äâóõ ôóíêöèé

h(y) =

∫
dx1dx2 . . . dxd f(x)g(y − x). (4.13)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (4.13) â èíòåãðàë Ôóðüå (4.12) è
ïåðåõîäÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî x è y − x, ìû íàõîäèì

h̃(q) = f̃(q) g̃(q). (4.14)

Òàêèì îáðàçîì, ñâåðòêå â îáû÷íîì ïðîñòðàíñòâå ñîîò-
âåòñòâóåò ïðîñòîå ïðîèçâåäåíèå â Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèè.
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ δ-ôóíêöèè, δ(x) ≡

δ(x1)δ(x2) . . . δ(xd), ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ÿâëÿåò-
ñÿ åäèíèöà, δ̃ = 1. Ýòî ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì
îáîáùåíèåì ñîîòíîøåíèé (4.3,4.4). Îòìåòèì òàêæå
îáîáùåíèå íà d-ìåðíûé ñëó÷àé ñîîòíîøåíèÿ (4.2)

f(y) =

∫
dx1dx2 . . . dxd δ(y − x)f(x). (4.15)

Èñïîëüçóÿ òåïåðü ñîîòíîøåíèÿ (4.13,4.14), ìû âîçâðà-
ùàåìñÿ ê δ̃ = 1. Ýòî îáúÿñíÿåò ýôôåêòèâíîñòü âû-
÷èñëåíèÿ Ãðèíîâñêèõ ôóíêöèé ïåðåõîäîì ê Ôóðüå-
ïðåäñòàâëåíèþ.
Ïðè ó÷åòå çàâèñèìîñòè ôóíêöèè f îò âðåìåíè t â ïðå-

îáðàçîâàíèå Ôóðüå ìîæíî âêëþ÷èòü òàêæå è âðåìÿ. Ìû
áóäåì äåëàòü ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì

f̃(ω, q) =

∫
dt dx exp(iωt− iqx)f(t,x), (4.16)

f(t,x) =

∫
dω dq

(2π)d+1
exp(−iωt+ iqx)f̃(ω, q), (4.17)

ãäå d � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, dx = dx1dx2 . . . dxd,
dq = dq1dq2 . . . dqd. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî âðå-
ìÿ t âõîäèò â ïðåîáðàçîâàíèÿ (4.16,4.17) ñ îáðàòíûì ïî
ñðàâíåíèþ ñ ïðîñòðàíñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè çíàêîì.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî d = 2
è èçó÷èì ôóíêöèþ f , çàâèñÿùóþ òîëüêî îò ðàäèóñ-
âåêòîðà r =

√
x21 + x22. Â ýòîì ñëó÷àå f̃ áóäåò çàâèñåòü

òîëüêî îò q =
√
q21 + q22 . Ïåðåõîäÿ òåïåðü â ñîîòíîøåíè-

ÿõ (4.11,4.12) ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ïîëÿðíûì êîîðäè-
íàòàì r, ϕ è q, φ, ìû ïîëó÷àåì

f(r) =

∫
dq q dφ

(2π)2
exp[iqr cos(ϕ− φ)]f̃(q),

f̃(q) =

∫
dr r dϕ exp[−iqr cos(ϕ− φ)]f(r).

Èñïîëüçóÿ òåïåðü ñîîòíîøåíèå (2.26), ìû íàõîäèì

f(r) =

∫
dq q J0(qr)f̄(q), (4.18)

f̄(q) =

∫
dr r J0(qr)f(r). (4.19)

ãäå J0 � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà, à f̄ =
f̃/(2π). Ñîîòíîøåíèÿ (4.18,4.19) ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì è
ìîäèôèêàöèåé ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Àíàëîãè÷íûå ñî-
îòíîøåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ íåíó-
ëåâîãî ïîðÿäêà.
Ïîìèìî ðàçëîæåíèÿ â èíòåãðàë Ôóðüå (4.11), â ìà-

òåìàòè÷åñêîé ôèçèêå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ðàçëîæåíèå
â ðÿä Ôóðüå, êîòîðîå ñïðàâåäëèâî äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ
ôóíêöèé èëè ôóíêöèé, çàäàííûõ íà êîíå÷íîì èíòåðâà-
ëå. Ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà îäíîìåðíîì ñëó÷àå, ïîñêîëü-
êó îáîáùåíèå ïðèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèé íà ìíîãîìåð-
íûé ñëó÷àé, êàê ïðàâèëî, íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà. Îò-
ìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé â âèäå ðÿäà Ôóðüå
ÿâëÿåòñÿ âåäóùèì ñïîñîáîì, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ ïðè
îðãàíèçàöèè ñëîæíîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.
Ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé, ïå-

ðèîä êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì L èëè ñ ôóíêöèåé, çàäàí-
íîé íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå 0 < x < L. (Ýòîãî âñå-
ãäà ìîæíî äîáèòüñÿ ñäâèãîì íà÷àëà êîîðäèíàò.) Òîãäà
ôóíêöèÿ f(x) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñëåäóþùèé ðÿä Ôóðüå

f(x) =

+∞∑
−∞

fn exp(2πinx/L), (4.20)

ãäå n � öåëûå ÷èñëà, ïðîáåãàþùèå îò ìèíóñ äî ïëþñ
áåñêîíå÷íîñòè. Ðÿä (4.20) çàäàåò íåêîòîðóþ ïåðèîäè-
÷åñêóþ ñ ïåðèîäîì L ôóíêöèþ, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà
ïðè ïðîèçâîëüíûõ x. Òàêèì îáðàçîì, åñëè èññëåäóåò-
ñÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà èíòåðâàëå 0 < x < L, òî ðÿä
Ôóðüå (4.20) çàäàåò, êàê ãîâîðÿò, åå ïåðèîäè÷åñêîå ïðî-
äîëæåíèå íà âñþ äåéñòâèòåëüíóþ îñü. Îáðàòèì âíèìà-
íèå íà òî, ÷òî ýòî ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå èìååò,
âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçðûâû â òî÷êàõ xn = nL.
Îáðàòíîå ê (4.20) ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä

fn =

∫ L

0

dx

L
exp(−2πinx/L)f(x). (4.21)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äåéñòâèòåëüíîé ôóíêöèè f(x)
êîýôôèöèåíòû åå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå (4.20) óäî-
âëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ f−n = f?n. Â ýòîì ñëó÷àå ðÿä

Ôóðüå (4.20) èíîãäà çàïèñûâàþò ÷åðåç òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèå ôóíêöèè

f(x) = f0 + 2

+∞∑
1

[Re fn cos(2πnx/L)

−Im fn sin(2πnx/L)]. (4.22)

Äëÿ ôóíêöèé, êîòîðûå ìåíÿþòñÿ íà ìàñøòàáàõ, ãî-
ðàçäî ì�åíüøèõ L, â ðÿäå Ôóðüå (4.20) ñóùåñòâåííû
áîëüøèå n. Òîãäà ýòîò ðÿä ìîæåò áûòü ïðèáëèçèòåëüíî
çàìåíåí íà èíòåãðàë Ôóðüå, êîòîðûé èäåò ïî âîëíîâûì
âåêòîðàì q = 2πn/L. Îòñþäà ñëåäóåò ïðàâèëî ïîäñòà-
íîâêè ∑

n

→ L

∫
dq

2π
,

êîòîðîå ïîçâîëÿåò ïðåîáðàçîâûâàòü ñóììó â èíòåãðàë.
Òàêèì îáðàçîì, ðÿä Ôóðüå ïåðåõîäèò â èíòåãðàë Ôóðüå
ñ ìíîæèòåëåì L � ïåðèîäîì èëè äëèíîé èíòåðâàëà.
Â äàëüíåéøåì ìû ïîëàãàåì L = 2π, ÷åãî âñåãäà ìîæ-

íî äîáèòüñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì âûáîðîì åäèíèö èçìåðå-
íèÿ x. Òîãäà ñîîòíîøåíèÿ (4.20,4.21) ïðèîáðåòàþò ñëå-
äóþùèé âèä

f(x) =

+∞∑
−∞

fn exp(inx), (4.23)

fn =

∫ 2π

0

dx

2π
exp(−inx)f(x). (4.24)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå â (4.24)
ìîæíî âåñòè ïî ïðîèçâîëüíîìó èíòåðâàëó äëèíîé 2π.
Ýòà ñâîáîäà ïîçâîëÿåò èç ñîîáðàæåíèé óäîáñòâà âûáè-
ðàòü èíòåðâàë, íà êîòîðîì çàäàíà ôóíêöèÿ f(x). Îáû÷-
íî æå âûáèðàþò èíòåðâàë −π < x < π.
Åñëè ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè, çàäàííîé

íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå, ñîäåðæèò ðàçðûâû, òî ýòî ïðè-
âîäèò ê ìåäëåííîìó óáûâàíèþ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà
Ôóðüå ïðè ðîñòå n. ×òîáû íàéòè çàêîí ýòîãî óáûâàíèÿ,
ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå δ-ôóíêöèè. Òî÷íåå
ãîâîðÿ, ðå÷ü èäåò î áåñêîíå÷íîé ñóììå δ-ôóíêöèé, êî-
òîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé x. Èñïîëüçóÿ
ñîîòíîøåíèå (4.24), íàõîäèì

+∞∑
k=−∞

δ(x− 2πk) =
1

2π

+∞∑
n=−∞

exp(inx). (4.25)

Â ýòîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ fn âîîáùå íå
çàâèñÿò îò n. Äëÿ ðàçðûâíîé ôóíêöèè δ-ôóíêöèè âîç-
íèêàþò â åå ïðîèçâîäíîé ïî x, òî åñòü êîýôôèöèåíòû
ðàçëîæåíèÿ ýòîé ïðîèçâîäíîé íå çàâèñÿò îò n ïðè áîëü-
øèõ n. Äëÿ ñàìîé ðàçðûâíîé ôóíêöèè f ýòî îçíà÷àåò,
÷òî åå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå âåäóò
ñåáÿ ïðîïîðöèîíàëüíî 1/n ïðè áîëüøèõ n.

Çàäà÷à 4.2.1. Íàéòè Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå ñëåäóþ-
ùèõ ôóíêöèé: f(x) = exp(−x2) â d-ìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå; exp(−|x|) â òðåõìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå; (x2+a2)−1, ãäå a � êîíñòàíòà, â îäíîìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå.
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Re p

Im p

O

•

•

Ðèñ. 4.1: Êîíòóð, ïî êîòîðîìó èäåò èíòåãðèðîâàíèå â
îáðàòíîì ïðåîáðàçîâàíèè Ëàïëàñà.

Çàäà÷à 4.2.2. Íàéòè ìîäèôèêàöèþ ñîîòíîøåíèé
(4.18,4.19), êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîäñòàíîâêå
â ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f = g(r) cosϕ.

Çàäà÷à 4.2.3. Ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f =
exp(αx), çàäàíà íà èíòåðâàëå 0 < x < 2π; f = x,
çàäàíà íà èíòåðâàëå −π < x < π.

4.2.2 Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà

Â çàäà÷àõ, â êîòîðûõ èññëåäóåòñÿ ðåøåíèå ëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿ-
ìè, îáû÷íî áûâàåò ïîëåçíûì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà,
êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ïîëî-
æèòåëüíûõ âðåìåíàõ t. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ôóíê-
öèè Φ(t) îïðåäåëÿåòñÿ, êàê

Φ̃(p) =

∫ ∞
0

dt exp(−pt)Φ(t). (4.26)

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ Φ(t) ðàñòåò ñî âðåìå-
íåì t íå áûñòðåå, ÷åì íåêîòîðàÿ ýêñïîíåíòà îò t. Òî-
ãäà èíòåãðàë (4.26) ñõîäèòñÿ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ p.
Áîëåå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå Φ̃(p) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè
p → ∞. Åñëè æå âûéòè â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü ïî p,
òî ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî èíòåãðàë ñõîäèòñÿ ïðè äîñòà-
òî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ Re p. Äðóãèìè ñëîâàìè, ôóíê-
öèÿ Φ̃(p) çàâåäîìî ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè
Re p > C, ãäå C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.
Ïðåîáðàçîâàíèå, îáðàòíîå ê ïðåîáðàçîâàíèþ Ëàïëà-

ñà, èìååò ñëåäóþùèé âèä

Φ(t) =

∫ c+i∞

c−i∞

dp

2πi
exp(pt)Φ̃(p), (4.27)

ãäå èíòåãðèðîâàíèå èäåò âäîëü ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé
ìíèìîé îñè, â îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèè Φ̃(p),
ñìîòðè ðèñóíîê 4.1. Íà ýòîì ðèñóíêå êîíòóð èíòåãðèðî-
âàíèÿ îáîçíà÷åí ñèíèì öâåòîì, à ïîëîæåíèÿ âîçìîæíûõ

îñîáåííîñòåé ôóíêöèè Φ̃(p) (ïîëþñû, òî÷êè âåòâëåíèÿ)
îáîçíà÷åíû æèðíûìè òî÷êàìè (èç ðàñïîëîæåíèå óñëîâ-
íî).
Ñîîòíîøåíèå (4.27) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê ìîäè-

ôèêàöèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Âîçìîæíû äåôîðìà-
öèè êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ â îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè.
Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðè îòðèöàòåëüíûõ t èí-
òåãðàë (4.27) ðàâåí íóëþ, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå îáà ñî-
ìíîæèòåëÿ, exp(pt) è Φ̃(p), ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè óâåëè-
÷åíèè Re p. Ïîýòîìó, ñäâèãàÿ êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ â
áîëüøèå Re p (è îñòàâàÿñü ïðè ýòîì â îáëàñòè àíàëèòè÷-
íîñòè), ìû ïîëó÷èì íîëü. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ôèçè÷åñêî-
ìó ñìûñëó ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, êîãäà ìû èññëåäó-
åì ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ òîëüêî ïðè ïîëîæèòåëüíûõ
t. Ïðè ïîëîæèòåëüíûõ t êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî
ñäâèãàòü òîëüêî âëåâî äî òåõ ïîð, ïîêà îí íå �íàòêíåòñÿ�
íà îñîáåííîñòü.
Ðàññìîòðèì îïðåäåëåííîå íà ïîëîæèòåëüíûõ t óðàâ-

íåíèå
L(d/dt)Φ(t) = f(t), (4.28)

ãäå L(x) � íåêîòîðûé ïîëèíîì (ïîðÿäîê êîòîðîãî ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü n). Ïðîèçâåäÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëà-
ñà óðàâíåíèÿ (4.28), íàõîäèì L(p)Φ̃(p) = f̃(p). Òàêèì
îáðàçîì, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.28) çàïèñûâàåòñÿ â ñëå-
äóþùåì âèäå

Φ(t) =

∫ c+i∞

c−i∞

dp

2πi
exp(pt)

f̃(p)

L(p)
. (4.29)

Åñëè f̃(p) ïðè áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ Re p ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ, òî âûðàæåíèå (4.29) äàåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Äåéñòâèòåëüíî, â
ýòîì ñëó÷àå äëÿ m = 0, . . . , n− 1

dm

dtm
Φ(+0) =

∫ c+i∞

c−i∞

dp

2πi
pm

f̃(p)

L(p)
= 0,

÷òî äîêàçûâàåòñÿ ñäâèãîì êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ â
áîëüøèå Re p.
Â òàêîì æå âèäå (4.29) ìîæíî çàïèñàòü è ðåøåíèå

çàäà÷è Êîøè îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (4.28) (ñ íóëåâîé
ïðàâîé ÷àñòüþ). Äëÿ ýòîãî íàäî èñïîëüçîâàòü â êà÷å-
ñòâå ôóíêöèè f(t) ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ δ(t) è åå ïðî-
èçâîäíûõ, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò ãåíåðàöèþ íà÷àëüíûõ
óñëîâèé èç íóëåâîé ïðè îòðèöàòåëüíûõ t ôóíêöèè Φ(t).
Êîëè÷åñòâî ïðîèçâîäíûõ îò δ-ôóíêöèè çàâèñèò îò ïî-
ðÿäêà ïîëèíîìà L: åñëè ýòîò ïîðÿäîê ðàâåí n, òî íàäî
áðàòü ïðîèçâîäíûå äî n − 1 ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. Â
ïðåäñòàâëåíèè Ëàïëàñà òàêàÿ ôóíêöèÿ f̃(p) ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ïîëèíîì ïîðÿäêà n−1 ïî p. Îòñþäà ñëåäóåò,
íàïðèìåð, ÷òî ïðè áîëüøèõ t ïîâåäåíèå îäíîðîäíîãî ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.28) áóäåò ýêñïîíåíöèàëüíûì, ïðè-
÷åì âåäóùàÿ ýêñïîíåíòà îïðåäåëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíå-
íèÿ L(p) = 0 ñ íàèáîëüøåé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ. Ïðè
ðåøåíèè ñìåøàííîé çàäà÷è (4.28), êîãäà ïîìèìî ïðàâîé
÷àñòè çàäàíî íà÷àëüíîå óñëîâèå, íàäî áðàòü ëèíåéíóþ
êîìáèíàöèþ âûíóæäåííîãî ðåøåíèÿ (4.29) è ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.
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Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Âîëüòåððû
(Volterra) ïåðâîãî ðîäà ñ îäíîðîäíûì ÿäðîì K:∫ t

0

dsK(t− s)Φ(s) = f(t), (4.30)

ãäå ôóíêöèÿ f(t) çàäàíà, à íàéòè íàäî Φ(t). Ïðîèçâîäÿ
ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ (4.30),
íàõîäèì K̃(p)Φ̃(p) = f̃(p). Ïîäñòàíîâêà ðåøåíèÿ ýòîãî
àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â (4.28) äàåò ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (4.30) â âèäå èíòåãðàëà ïî p. Àíàëîãè÷íûì îáðà-
çîì ðåøàåòñÿ èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Âîëüòåððû âòî-
ðîãî ðîäà ñ îäíîðîäíûì ÿäðîì:

Φ(t) +

∫ t

0

dsK(t− s)Φ(s) = f(t). (4.31)

Ïîñëå ïåðåõîäà ê ïðåäñòàâëåíèþ Ëàïëàñà ìû íàõîäèì
àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå [1 + K̃(p)]Φ̃(p) = f̃(p).

Çàäà÷à 4.2.4. Íàéòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ñëåäóþ-
ùèõ ôóíêöèé: Φ = exp(−λt), Φ = tn, Φ = cos(νt),
Φ = cosh(λt), Φ = t−1/2.

Çàäà÷à 4.2.5. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Φ̈ + Φ =
exp(−λt) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Φ(0) = 1, Φ̇(0) =
0.

Çàäà÷à 4.2.6. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.30) äëÿ
K(t) = exp(−λt), f(t) = tn.

Çàäà÷à 4.2.7. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.30) äëÿ
K(t) = tn, f(t) = cos(νt).

Çàäà÷à 4.2.8. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.30) äëÿ
K(t) = 1/

√
t è íà÷àëüíîãî êîðîòêîãî âîçäåéñòâèÿ,

êîãäà f̃(p) = 1.

4.2.3 Ìåòîä Ëàïëàñà

Ìåòîä Ëàïëàñà ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü èíòåãðàëüíûå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ðåøåíèé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé äëÿ ôóíêöèè Y (x), ëèíåéíûõ ïî ïåðåìåííîé
x:

N∑
m=0

(am + bmx)
dmY

dxm
= 0. (4.32)

Ýòî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå èìååò âèä

Y (x) =

∫
C

dt Z(t) exp(xt), (4.33)

ãäå C � íåêîòîðûé êîíòóð â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè t.
Ïîäñòàâëÿÿ óðàâíåíèå (4.32) â ïðåäñòàâëåíèå (4.33), èñ-
ïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå x exp(xt) = d exp(xt)/dt è ïðåäïî-
ëàãàÿ, ÷òî â èíòåãðàëå (4.33) ìîæíî ïðîèçâåñòè èíòå-
ãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì ïî t áåç ãðàíè÷íûõ ÷ëåíîâ, ìû
íàõîäèì óðàâíåíèå

d

dt
(QZ) = PZ, (4.34)

P (t) =

N∑
m=0

amt
m, Q(t) =

N∑
m=0

bmt
m. (4.35)

Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4.34) ÿâëÿåòñÿ

Z =
1

Q
exp

(∫
dt P/Q

)
, (4.36)

ãäå â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû ñòîèò ïåðâîîáðàçíàÿ îò
P/Q (îïðåäåëåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû). Ïî-
ñêîëüêó P è Q ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè ïî t, ýòó ïåðâîîá-
ðàçíóþ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè.
Âûÿñíèì òåïåðü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíî óïî-

ìÿíóòîå âûøå èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì. Äëÿ ýòîãî
ïðîèçâåäåíèå ZQ exp(xt) äîëæíî èìåòü îäíî è òî æå
çíà÷åíèå íà êîíöàõ êîíòóðà C (êîòîðûé ìîæåò áûòü êàê
çàìêíóòûì, òàê è íåçàìêíóòûì). Íàèáîëåå åñòåñòâåí-
íûì âûáîðîì êîíòóðà C ÿâëÿåòñÿ êîíòóð, êîòîðûé èäåò
âäîëü îäíîãî èç íàïðàâëåíèé èç áåñêîíå÷íîñòè, âäîëü
êîòîðîãî ïðîèçâåäåíèå ZQ exp(xt) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, è
âîçâðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü âäîëü äðóãîãî íàïðàâëå-
íèÿ òàê, ÷òîáû âäîëü ýòîãî íàïðàâëåíèÿ ïðîèçâåäåíèå
ZQ exp(xt) òàêæå ñòðåìèëîñü ê íóëþ. ×èñëî òàêèõ íà-
ïðàâëåíèé ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì ïîðÿäêà óðàâíåíèÿ N ,
÷òî è îáåñïå÷èâàåò íåîáõîäèìîå ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ðå-
øåíèé óðàâíåíèÿ (4.32), êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç âûðà-
æåíèÿ (4.36) ïðè ðàçëè÷íûõ âûáîðàõ êîíòóðà èíòåãðè-
ðîâàíèÿ C.

Çàäà÷à 4.2.9. Íàéòè ìåòîäîì Ëàïëàñà ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (d/dx+ x)Y = 0.

4.3 Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðà-

òîðà

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé, çàäàííûå íà
êîíå÷íîì èíòåðâàëå a < x < b. Áóäåì íàçûâàòü äèôôå-
ðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L̂ ñàìîñîïðÿæåííûì, åñëè äëÿ
ëþáûõ äâóõ ôóíêöèé, f(x) è g(x), èç èíòåðåñóþùåãî
íàñ êëàññà âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå∫ b

a

dx fL̂g =

∫ b

a

dx gL̂f. (4.37)

Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (4.37) ìîæåò áûòü ñâÿçàíî êàê ñî
ñâîéñòâàìè êëàññà ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé, òàê è ñî
ñâîéñòâàìè îïåðàòîðà L̂. Íàïðèìåð, íóëåâûå ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ èëè ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (êîãäà
íà êîíöàõ èíòåðâàëà îäèíàêîâû çíà÷åíèÿ ñàìîé ôóíê-
öèè è îäèíàêîâû çíà÷åíèÿ åå ïðîèçâîäíîé), íàëîæåííûå
íà ôóíêöèè f è g, ïðèâîäÿò ê ñàìîñîïðÿæåííîñòè îïå-
ðàòîðà L̂ = d2/dx2 + U(x).
Â äàëüíåéøåì íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü îáîáùåíèå ñî-

îòíîøåíèÿ (4.37)∫ b

a

dx ρfL̂g =

∫ b

a

dx ρgL̂f, (4.38)

ãäå ρ(x) � ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðóþ îáû÷íî íà-
çûâàþò âåñîâîé ôóíêöèåé èëè ìåðîé èíòåãðèðîâàíèÿ.
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Óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (4.38) îïåðàòîð L̂ óæå íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì. Â ÷àñòíîñòè, èì ìîæåò áûòü
îïåðàòîð Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ

L̂ =
d2

dx2
+Q

d

dx
+ U, (4.39)

ãäå Q è U � ôóíêöèè îò x. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè íó-
ëåâûõ èëè ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ íà ôóíê-
öèè f, g îïåðàòîð (4.39) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (4.38),
åñëè

d

dx
ρ = Qρ → ρ = exp

(∫
dxQ

)
. (4.40)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñîáñòâåííûå ôóíêöèè fn îïåðàòî-
ðà L̂, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ L̂fn = λnfn,
ãäå λn � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà L̂. Óñëîâèå
(4.38) ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ∫

dx ρfnL̂fm = λm

∫
dx ρfnfm = λn

∫
dx ρfnfm.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè λn 6= λm âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå îð-
òîãîíàëüíîñòè ∫ b

a

dx ρfnfm = 0. (4.41)

Êàê ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ (4.37), ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ òàêæå îðòîãîíàëüíû,
ïðè÷åì ñ âåñîì ρ = 1. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì
cos(nx), sin(nx), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíê-
öèÿìè îïåðàòîðà d2/dx2 íà èíòåðâàëå (0, 2π) â êëàññå
ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ïîñêîëüêó äëÿ ýòîãî îïåðàòî-
ðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ (4.39) Q = 0, òî â ñèëó (4.40)
ρ = 1, è ñîîòíîøåíèÿ (4.41) ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ íåïî-
ñðåäñòâåííî.
Äîïîëíèòåëüíîãî êîììåíòàðèÿ òðåáóåò íàëè÷èå âû-

ðîæäåíèÿ (òî åñòü ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ñ ñîâïàäàþùè-
ìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà L̂). Ìû áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî íàáîð ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, ñîîòâåòñòâó-
þùèõ îäíîìó è òîìó æå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ îïåðà-
òîðà L̂, çà ñ÷åò ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âûáðàí òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû âíóòðè ýòîãî íàáîðà òàêæå âûïîëíÿëîñü
óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè (4.41). Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ðàñ-
ñìîòðåííîãî íàìè ïðèìåðà îïåðàòîðà d2/dx2, ñîáñòâåí-
íûå ôóíêöèè êîòîðîãî äâàæäû âûðîæäåíû (ñîáñòâåí-
íîìó çíà÷åíèþ λn = −n2 ñîîòâåòñòâóþò äâå ñîáñòâåí-
íûå ôóíêöèè), óñëîâèþ âçàèìíîé îðòîãîíàëüíîñòè óäî-
âëåòâîðÿþò êàê ðàç cos(nx), sin(nx).
Åñëè fn ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì íàáîðîì ñîáñòâåííûõ ôóíê-

öèé îïåðàòîðà L̂ èç èíòåðåñóþùåãî íàñ êëàññà, òî ëþ-
áóþ ôóíêöèþ f òîãî æå êëàññà ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä
ïî ýòèì ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì:

f =
∑
n

cnfn. (4.42)

Êîýôôèöèåíòû ýòîãî ðàçëîæåíèÿ â ñèëó óñëîâèé îðòî-
ãîíàëüíîñòè (4.41) ðàâíû

cn = A−1n

∫
dx ρfnf, An =

∫
dx ρf2n. (4.43)

Ïðèìåðîì ðàçëîæåíèÿ (4.42) ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèå ïî
óæå óïîìÿíóòûì íàìè ôóíêöèÿì cos(nx), sin(nx), êîòî-
ðîå ÿâëÿåòñÿ íå ÷åì èíûì, êàê ðàçëîæåíèåì â ðÿä Ôó-
ðüå. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (4.43) äëÿ êîýôôèöèåíòîâ
cn â ðàçëîæåíèå (4.42), ìû íàõîäèì ñîîòíîøåíèå

f(x) =

∫
dy ρ

∑
n

fn(x)fn(y)

An
f(y),

êîòîðîå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f èç
âûáðàííîãî íàìè êëàññà. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî ñîîòíî-
øåíèå ∑

n

A−1n fn(x)fn(y) =
1

ρ(y)
δ(x− y), (4.44)

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèåì ïîëíîòû ñèñòåìû ôóíê-
öèé fn.
Ðàññìîòðèì òåïåðü íåîäíîðîäíóþ çàäà÷ó L̂f = φ.

Ïðåäñòàâëÿÿ îáå ôóíêöèè, f è φ, â âèäå ðÿäà ïî ñîá-
ñòâåííûì ôóíêöèÿì îïåðàòîðà L̂: f =

∑
n cnfn è φ =∑

n anfn, ìû íàõîäèì cn = an/λn. Òàêèì îáðàçîì, ìû

ñòàëêèâàåìñÿ ñ ïðîáëåìîé, åñëè ó îïåðàòîðà L̂ èìååò-
ñÿ íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. (Â ýòîì ñëó÷àå ÷àñòî
ãîâîðÿò, ÷òî ó îïåðàòîðà L̂ åñòü íóëåâûå ìîäû.) Ýòà
ïðîáëåìà ÿâëÿåòñÿ íåóñòðàíèìîé â òîì ñìûñëå, ÷òî åñ-
ëè â ðàçëîæåíèè �ñèëû� φ èìååòñÿ íåíóëåâîé âêëàä ñ
ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé, ñîîòâåòñòâóþùåé íóëåâîìó ñîá-
ñòâåííîìó ÷èñëó, òî íåîäíîðîäíàÿ çàäà÷à L̂f = φ íå
ìîæåò áûòü ðåøåíà â áàçèñå ôóíêöèé fn. Ïîÿñíèì ýòî
óòâåðæäåíèå íà ïðèìåðå îïåðàòîðà L̂ = d2/dx2, êîòî-
ðûé èìååò ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ íó-
ëåâîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ (íóëåâóþ ìîäó), êîòîðàÿ
åñòü ïðîñòî êîíñòàíòà. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó ñ
ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Íàëè÷èå êîí-
ñòàíòû â ðàçëîæåíèè φ îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðàë îò φ ïî
ïåðèîäó íå ðàâåí íóëþ. Â òî æå âðåìÿ äëÿ ïåðèîäè÷å-
ñêîé ôóíêöèè f èíòåãðàë ïî ïåðèîäó îò d2f/dx2 ðàâåí
íóëþ. Ïîýòîìó óðàâíåíèå d2f/dx2 = φ íå èìååò ðåøå-
íèÿ íà êëàññå ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé.
Îòìåòèì, ÷òî ê èçó÷àåìîìó íàìè òèïó ôóíêöèé ïðè-

íàäëåæàò ïîëèíîìû Ëåæàíäðà è Ýðìèòà. Êàê ñëåäó-
åò èç óðàâíåíèÿ (2.64) äëÿ ïîëèíîìîâ Ýðìèòà, îíè ÿâ-
ëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè îïåðàòîðà Øòóðìà-
Ëèóâèëëÿ (4.39) c Q = −2x, U = 0. Â ýòîì ñëó÷àå â
ñîîòâåòñòâèè ñ (4.40) ρ = exp(−x2), à èíòåðâàë èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ïî x ïðîñòèðàåòñÿ îò −∞ äî +∞. Ïîñêîëüêó
ρ(x) áûñòðî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè x → ±∞, îò ôóíê-
öèé f ñëåäóåò òðåáîâàòü íå ñëèøêîì áûñòðîãî ðîñòà íà
áåñêîíå÷íîñòè. Ïîýòîìó ìû ïðèõîäèì ê óñëîâèÿì îðòî-
ãîíàëüíîñòè (4.41) äëÿ ïîëèíîìîâ Ýðìèòà, êîòîðûå è
çàôèêñèðîâàíû ñîîòíîøåíèåì (2.69).
Êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (2.41), êîòîðîìó ïîä÷èíÿ-

þòñÿ ïîëèíîìû Ëåæàíäðà, îíè ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííû-
ìè ôóíêöèÿìè îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ (4.39) c
Q = cot θ è U = 0. Â ýòîì ñëó÷àå â ñîîòâåòñòâèè ñ
(4.40) ρ = sin θ. Èíòåðâàë æå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî óã-
ëó θ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ îò 0 äî π. Ïîñêîëüêó ρ îáðà-
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ùàåòñÿ â íîëü íà êîíöàõ èíòåðâàëà, äîñòàòî÷íî ïî-
òðåáîâàòü êîíå÷íîñòè ôóíêöèé f íà ýòîì èíòåðâàëå,
÷òî îïðåäåëÿåò ðàññìàòðèâàåìûé êëàññ ôóíêöèé. Óñëî-
âèå (4.41) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

∫
dµ fnfm = 0, ãäå

µ = cos θ. Òàêèì îáðàçîì, â òåðìèíàõ ïåðåìåííîé µ
ïîëèíîìû Ëåæàíäðà îðòîãîíàëüíû ñ âåñîì åäèíèöà íà
èíòåðâàëå −1 < µ < 1, ÷òî è çàôèêñèðîâàíî ñîîòíî-
øåíèåì (2.55). Îòìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëü-
íîñòè (4.41) íå ïðåäïîëàãàåò, ÷òî îïåðàòîð L̂ ÿâëÿåò-
ñÿ îïåðàòîðîì Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ (4.39). Ïîýòîìó ïðè
äîêàçàòåëüñòâå ñîîòíîøåíèé (2.55) ìîæíî èñõîäèòü è
íåïîñðåäñòâåííî èç óðàâíåíèÿ (2.41), êîòîðîå ïîêàçû-
âàåò, ÷òî ïîëèíîìû Ëåæàíäðà ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè
ôóíêöèÿìè ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà, ÷òî è ïðèâî-
äèò ïðÿìî ê (2.55).

4.4 Ìåòîä õàðàêòåðèñòèê

Ìåòîä õàðàêòåðèñòèê ïîçâîëÿåò ñâåñòè ðåøåíèå îïðåäå-
ëåííîãî êëàññà óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ê ðå-
øåíèþ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
À èìåííî, îí ïðèìåíèì ê óðàâíåíèÿì, êîòîðûå ñîäåð-
æàò òîëüêî ïåðâûå ïðîèçâîäíûå è ëèíåéíûì ïî ýòèì
ïðîèçâîäíûì. Òàêîå óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∂g

∂t
+ V ∇g = f, (4.45)

ãäå g � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè t
è êîîðäèíàò x ïðîñòðàíñòâà ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíî-
ñòè. �Ñêîðîñòü� V è �íàêà÷êà� f ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè
ôóíêöèÿìè âðåìåíè è êîîðäèíàò, t,x, à òàêæå ñàìîé èñ-
êîìîé ôóíêöèè g. Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.45) ìî-
æåò áûòü ïîñòðîåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íàäî íàéòè
ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

dg

dt
= f, (4.46)

dx

dt
= V . (4.47)

Òðàåêòîðèè, îïèñûâàåìûå óðàâíåíèåì (4.47), íàçûâà-
þòñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè ñèñòåìû. ×òîáû íàéòè çíà÷åíèå
ôóíêöèè g â ìîìåíò âðåìåíè t è â òî÷êå x, íåîáõîäèìî
âçÿòü õàðàêòåðèñòèêó, êîòîðàÿ çàêàí÷èâàåòñÿ â ìîìåíò
âðåìåíè t â òî÷êå x. Ïîñëå ýòîãî íàäî ðåøèòü óðàâíåíèå
(4.46) âäîëü ýòîé õàðàêòåðèñòèêè, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå
íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ g(t0,x0), ãäå t0 � íà÷àëüíîå âðåìÿ,
ïðè êîòîðîì çàäàåòñÿ íà÷àëüíîå óñëîâèå íà ôóíêöèþ g,
à x0 � òî÷êà, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(4.47) â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0.

Çàäà÷à 4.4.1. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.45) äëÿ
ñäâèãîâîãî ïîëÿ Vx = sy, Vy = 0 ñ íóëåâûìè íà÷àëü-
íûìè óñëîâèÿìè è ñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ f(x, y) =
∂xF (x, y).

4.5 Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû

4.5.1 Ìåòîä ïåðåâàëà è ñòàöèîíàðíîé

ôàçû

Ìåòîä ïåðåâàëà ïðèìåíèì ê èíòåãðàëàì âèäà

g(ν) =

∫ b

a

dx exp[f(x)], (4.48)

ãäå (äåéñòâèòåëüíàÿ) ôóíêöèÿ f(x) äîñòèãàåò íà èíòåð-
âàëå (a, b) àáñîëþòíîãî ìàêñèìóìà â íåêîòîðîé ïðîìå-
æóòî÷íîé òî÷êå c. Òîãäà ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ôóíê-
öèè f îñíîâíîé âêëàä â èíòåãðàë (4.48) îïðåäåëÿåòñÿ óç-
êîé îêðåñòíîñòüþ ýòîãî ìàêñèìóìà. Ðàñêëàäûâàÿ ôóíê-
öèþ f(x) â ðÿä Òåéëîðà âáëèçè òî÷êè x = c, ìû íàõîäèì
f ≈ f(c) + (1/2)f ′′(c)(x− c)2. Òàê êàê òî÷êà x = c ñîîò-
âåòñòâóåò ìàêñèìóìó ôóíêöèè f , òî f ′′(c) < 0. Ïîäñòàâ-
ëÿÿ ýòî ðàçëîæåíèå â (4.48), ìû ïðèõîäèì ê Ãàóññîâîìó
èíòåãðàëó. Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ f ′′ èíòåãðèðîâàíèå
ïî x â ýòîì èíòåãðàëå ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü îò −∞ äî
+∞. Âû÷èñëÿÿ ïîëó÷èâøèéñÿ Ãàóññîâ èíòåãðàë, íàõî-
äèì àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå

g(ν) ≈

√
2π

−f ′′(c)
exp[f(c)], (4.49)

êîòîðîå ñïðàâåäëèâî ïðè |f ′′(c)| � 1.
Îòìåòèì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x) äîñòèãàåò àáñîëþò-

íîãî ìàêñèìóìà íà îäíîì èç êðàåâ èíòåðâàëà (a èëè b),
òî èìåííî îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè îïðåäåëÿåò îñíîâíîé
âêëàä â èíòåãðàë (4.48) ïðè áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ
f . Ýòîò ñëó÷àé ìîæåò áûòü èññëåäîâàí àíàëîãè÷íî, â
ðàìêàõ ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f(x) âáëèçè a èëè b. Òî-
ãäà ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ëèíåéíûì ÷ëåíîì ðàçëîæåíèÿ
ôóíêöèè f(x) ïî x− a èëè x− b (åñëè òîëüêî ýòîò ÷ëåí
ðàçëîæåíèÿ íå ðàâåí íóëþ), ÷òî óïðîùàåò àíàëèç.
Ìåòîä ñòàöèîíàðíîé ôàçû ðàáîòàåò äëÿ èíòåãðàëîâ

âèäà
∫
dx exp[ih(x)], ãäå h(x) � äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíê-

öèÿ, èìåþùàÿ â îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ ñòàöèîíàðíóþ
òî÷êó x0, òî åñòü dh/dx(x0) = 0, ïðè÷åì |d2h/dx2(x0)| �
1. Â ýòîì ñëó÷àå îñíîâíîé âêëàä â èíòåãðàë îïðåäåëÿåò-
ñÿ îêðåñòíîñòüþ ñòàöèîíàðíîé òî÷êè, òàê êàê èìåííî â
ýòîé îêðåñòíîñòè ôóíêöèÿ exp[ih(x)] îñöèëëèðóåò ìåä-
ëåííåå âñåãî. Â îêðåñòíîñòè ñòàöèîíàðíîé òî÷êè ôóíê-
öèþ h ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä ïî x − x0. Óäåðæèâàÿ
÷ëåíû äî âòîðîãî ïîðÿäêà, ìîæíî íàïèñàòü

h ≈ Θ± A

2
(x− x0)2, (4.50)

ãäå ëèíåéíûé ÷ëåí îòñóòñòâóåò â ñèëó ñòàöèîíàðíîñòè
ôàçû â òî÷êå x0, è ±A = d2h/dx2(x0). Çíàê ± ïåðåä A
ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî ìû ïîëàãàåì A > 0. Äàëåå∫

dx exp[ih(x)] ≈
∫ +∞

−∞
dx exp[iΘ± iA(x− x0)2/2]

=

√
2π

A
exp(iΘ± iπ/4). (4.51)
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Áåðÿ äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ
(4.51), ìû íàõîäèì∫

dx cosh ≈
√

2π

A
cos(Θ± π/4), (4.52)∫

dx sinh ≈
√

2π

A
sin(Θ± π/4). (4.53)

Ìåòîäû ïåðåâàëà è ñòàöèîíàðíîé ôàçû ìîæíî îáîá-
ùèòü íà ñëó÷àé êîíòóðíûõ èíòåãðàëîâ â êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè. Ïðè ýòîì ïåðåâàëüíàÿ òî÷êà (òî÷êà ñòàöèî-
íàðíîé ôàçû) íå îáÿçàíà ëåæàòü íà ýòîì êîíòóðå.
Îáîáùåííûé ìåòîä ïåðåâàëà ïðèìåíèì ê êîíòóðíûì

èíòåãðàëàì òèïà ∫ b

a

dz exp[S(z)] (4.54)

ïðè âûïîëíåíèè îïðåäåëåííûõ óñëîâèé íà ôóíêöèþ
S(z). Ïðåæäå âñåãî ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíê-
öèÿ S(z) àíàëèòè÷íà âáëèçè ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ îò a
ê b è, ñëåäîâàòåëüíî, êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî äå-
ôîðìèðîâàòü â îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè S(z). Äàëåå, ìû
áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè èìå-
åòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíà òî÷êà ñ íóëåâîé ïðîèçâîäíîé
S′(z0) = 0 è ÷òî êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî äåôîð-
ìèðîâàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îí ïðîõîäèë ÷åðåç z0,
ïðè÷åì äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü S(z) äîëæíà äîñòèãàòü â
òî÷êå z0 ìàêñèìóìà ïðè äâèæåíèè âäîëü äåôîðìèðî-
âàííîãî êîíòóðà. Òîãäà òî÷êà z0 íàçûâàåòñÿ ñåäëîâîé,
ïîñêîëüêó äëÿ íàïðàâëåíèÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíîãî êîíòó-
ðó, äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü S(z) äîñòèãàåò â òî÷êå z0 ìè-
íèìóìà.
Åñëè â ñåäëîâîé òî÷êå äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü S(z) äî-

ñòèãàåò àáñîëþòíîãî ìàêñèìóìà âäîëü êîíòóðà èíòå-
ãðèðîâàíèÿ, òî ìîæíî íàäåÿòüñÿ, ÷òî èìåííî îêðåñò-
íîñòü ñåäëîâîé òî÷êè äàñò ãëàâíûé âêëàä â èíòåãðàë
(4.54). Ðàçëîæèì S â ðÿä Òåéëîðà âáëèçè ñåäëîâîé òî÷-
êè: S ≈ S0 +S′′0 (z−z0)2/2, ãäå S0 è S

′′
0 � çíà÷åíèÿ ôóíê-

öèè S è åå âòîðîé ïðîèçâîäíîé â òî÷êå z = z0. Åñëè
S äîñòàòî÷íî áûñòðî ìåíÿåòñÿ âáëèçè ñåäëîâîé òî÷êè,
òî ãëàâíûé âêëàä â èíòåãðàë äàåò óçêàÿ îêðåñòíîñòü
ñåäëîâîé òî÷êè z = z0, è ìû ìîæåì îãðàíè÷èòüñÿ â èí-
òåãðàëå (4.54) ýòèì ðàçëîæåíèåì, ðàñïðîñòðàíèâ èíòå-
ãðèðîâàíèå äî áåñêîíå÷íîñòè â îáå ñòîðîíû. Òîãäà ìû
ïðèõîäèì ê Ãàóññîâîìó èíòåãðàëó, êîòîðûé äàåò∫ b

a

dz exp[S(z)] ≈

√
2π

−S′′0
exp(S0). (4.55)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî îáå âåëè÷èíû, S0 è S′′0 , ìîãóò áûòü
êîìïëåêñíûìè. Çíàê ïåðåä êâàäðàòíûì êîðíåì â (4.55)
îïðåäåëÿåòñÿ íàïðàâëåíèåì, â êîòîðîì êîíòóð èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ïðîõîäèò ÷åðåç ñåäëîâóþ òî÷êó. Óñëîâèåì ïðè-
ìåíèìîñòè ïðèáëèæåíèÿ (4.55) ÿâëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíîå
èçìåíåíèå ôóíêöèè S(z) â îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè ïðè-
âåäåííîãî ðàçëîæåíèÿ, òî åñòü |S′′0 |R2 � 1, ãäå R � ðàäè-
óñ ñõîäèìîñòè ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè S(z) â ðÿä Òåéëîðà
îêîëî òî÷êè z = z0.

Â îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèè S(z) ìîæåò îêà-
çàòüñÿ íåñêîëüêî ñåäëîâûõ òî÷åê. Â ýòîì ñëó÷àå íàäî
âûáðàòü òó èç íèõ, â êîòîðîé ReS0 ìàêñèìàëüíà, ïî-
ñêîëüêó èìåííî îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè äàåò ãëàâíûé
âêëàä â èíòåãðàë (4.54). Âîçìîæíî òàêæå âûðîæäåíèå,
êîãäà äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè S â íåñêîëüêèõ ñåäëîâûõ
òî÷êàõ îäèíàêîâû (èëè ìàëî îòëè÷àþòñÿ). Òîãäà äëÿ
îöåíêè èíòåãðàëà (4.54) íàäî áðàòü ñóììó âûðàæåíèé
(4.55) äëÿ ýòèõ ñåäëîâûõ òî÷åê.
Ðàññìîòðåííûå âûøå ìåòîä ñòàöèîíàðíîé ôàçû è ìå-

òîä ïåðåâàëà ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ, êàê ÷àñòíûå ñëó-
÷àè îáîáùåííîãî ìåòîäà ïåðåâàëà.

Çàäà÷à 4.5.1. Íàéòè çíà÷åíèå èíòåãðàëà∫ +∞
−∞ dx exp(αx2 − x4/2) ïðè áîëüøèõ ïîëî-
æèòåëüíûõ α.

Çàäà÷à 4.5.2. Íàéòè çíà÷åíèå èíòåãðàëà∫ +∞
−∞ dx cos(αx2/2 − x3/3) ïðè áîëüøèõ ïîëî-
æèòåëüíûõ α.

Çàäà÷à 4.5.3. Íàéòè çíà÷åíèå èíòåãðàëà∫ +∞

−∞
dx exp(−x4/4) cos(αx)

ïðè áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ α.

4.5.2 Ìåòîä WKB

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (1.33), ãäå â îïåðàòîðå Øòóðìà-
Ëèóâèëëÿ (1.34) ìû ïîëîæèì Q = 0:

d2

dx2
f + Uf = 0. (4.56)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåëè÷èíà p =
√
−U ìåíÿåòñÿ äîñòà-

òî÷íî ìåäëåííî íà ìàñøòàáå p−1, ÷òî îçíà÷àåò âûïîë-
íåíèå íåðàâåíñòâà dp/dx � p2. Òîãäà äëÿ ôóíêöèè f
ìîæíî ïîñòðîèòü ñëåäóþùåå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå

f =
C1√
p

exp(S) +
C2√
p

exp(−S), (4.57)

S(x) =

∫ x

dy p(y), (4.58)

ãäå C1, C2 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Âûðàæåíèå (4.57) áû-
ëî ïîëó÷åíî Âåíòöåëåì (Wentzel), Êðàìåðñîì (Kramers)
è Áðèëëþýíîì (Brillouin) è íîñèò íàçâàíèå ïðèáëèæå-
íèÿ WKB, ÷òî ÿâëÿåòñÿ àááðåâèàòóðîé èìåí ýòèõ àâòî-
ðîâ.
Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (4.57) â óðàâíåíèå (4.56),

ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì, åñëè ïðå-
íåáðå÷ü â íåì ÷ëåíàìè ñ (dp/dx)2 è d2p/dx2. Ïåðâîå ïðå-
íåáðåæåíèå âîçìîæíî â ñèëó ïðåäïîëàãàåìîãî íåðàâåí-
ñòâà dp/dx� p2, à âòîðîå â ñèëó íåðàâåíñòâà d2p/dx2 �
p dp/dx, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåãî äèôôåðåí-
öèðîâàíèåì ïî x.
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Ôàêòîð U â óðàâíåíèè (4.56) ìîæåò áûòü êàê îòðèöà-
òåëüíûì, òàê è ïîëîæèòåëüíûì, ê îáîèì ýòèì ñëó÷àÿì
îäèíàêîâî ïðèìåíèì ìåòîä WKB. Â ïåðâîì ñëó÷àå âå-
ëè÷èíà p ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé, è äâà ñëàãàåìûõ â
âûðàæåíèè (4.57) ÿâëÿþòñÿ ðàñòóùåé è óáûâàþùåé ïî
x ýêñïîíåíòàìè. Âî âòîðîì ñëó÷àå âåëè÷èíà p ÿâëÿåò-
ñÿ ÷èñòî ìíèìîé, è ìû èìååì äåëî ñ ýêñïîíåíòàìè îò
ìíèìûõ âåëè÷èí S. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû èìååì äåëî
ñ îñöèëëèðóþùèìè ôóíêöèÿìè, åñëè ðå÷ü èäåò î äåé-
ñòâèòåëüíûõ ðåøåíèÿõ. Òîãäà ìû ìîæåì çàïèñàòü

f =
C

|p|1/2
cos(A+ ϕ), (4.59)

ãäå S = iA, C � äåéñòâèòåëüíàÿ êîíñòàíòà è ϕ � íåêîòî-
ðàÿ ôàçà.

Ïðèâåäåííàÿ ñõåìà ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ïðî-
èçâîëüíîãî îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ (1.34)

d2

dx2
f +Q

df

dx
+ Uf = 0.

Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî (4.57,4.58) íàõîäèì

f =
C1√
p
1

exp(S1) +
C2√
p
2

exp(S2), (4.60)

S1,2(x) =

∫ x

dy p1,2(y), (4.61)

ãäå p1,2 ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

p2 +Qp+ U = 0.

Çàäà÷à 4.5.4. Óñòàíîâèòü ìåòîäîì WKB àñèìïòî-
òè÷åñêîå ïîâåäåíèå ôóíêöèé Ýéðè Ai(x) è Bi(x).

4.6 Í¼òåðîâñêèå èíòåãðàëû äâè-

æåíèÿ

Ìíîãèå ýâîëþöèîííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
ïðèâîäÿò ê ñîõðàíåíèþ íåêîòîðûõ âåëè÷èí, êîòîðûå
íàçûâàþò èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ. Íàëè÷èå èíòåãðàëîâ
äâèæåíèÿ îáëåã÷àåò àíàëèç ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùåãî
óðàâíåíèÿ, è ïîòîìó èõ íàõîæäåíèå ÿâëÿåòñÿ âàæíîé
çàäà÷åé. Çäåñü ìû èçëîæèì ñïîñîá íàõîæäåíèÿ èíòå-
ãðàëîâ äâèæåíèÿ, ñâÿçàííûõ ñ íåïðåðûâíîé ñèììåòðè-
åé óðàâíåíèÿ, êîòîðûé áûë ðàçðàáîòàí Í¼òåð. Ïîýòîìó
ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ íàçûâàþòñÿ Í¼-
òåðîâñêèìè.

Í¼òåðîâñêèå èíòåãðàëû âîçíèêàþò â òîì ñëó÷àå, åñëè
èññëåäóåìîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì âàðèàöèîí-
íîãî ïðèíöèïà. À èìåííî, ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëü-
íîå óðàâíåíèå äëÿ ïîëÿ u, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ, êàê ýêñ-
òðåìóì ôóíêöèîíàëà

S =

∫
dt drL(u, u̇,∇u). (4.62)

Îáû÷íî ýòîò ôóíêöèîíàë íàçûâàþò äåéñòâèåì. Óñëîâèå
ýêñòðåìóìà äåéñòâèÿ äàåò óðàâíåíèå

∂

∂t

∂L

∂(u̇)
+∇ ∂L

∂(∇u)
=
∂L

∂u
, (4.63)

êîòîðîìó ïîä÷èíÿåòñÿ ïîëå u.
Óðàâíåíèå (4.63) èëè äåéñòâèå (4.62) îäíîðîäíû â

ïðîñòðàíñòâå è âðåìåíè, òî åñòü èíâàðèàíòíû îòíîñè-
òåëüíî ñäâèãà íà÷àëà îòñ÷åòà âðåìåíè èëè ñäâèãà íà-
÷àëà êîîðäèíàò. Ïðè èíôèíèòåçèìàëüíîì ñäâèãå íà÷à-
ëà îòñ÷åòà âðåìåíè ïîëå u èçìåíÿåòñÿ, ýòî èçìåíåíèå
ðàâíî δu = τ∂tu, ãäå τ � âåëè÷èíà ñäâèãà. Ëåãêî ïðîâå-
ðèòü íåïîñðåäñòâåííî, ÷òî äåéñòâèå (4.62) íå ìåíÿåòñÿ
ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî τ
� íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè. Òîãäà âà-
ðèàöèÿ äåéñòâèÿ S ïðè ïðåîáðàçîâàíèè δu = τ∂tu óæå
íå áóäåò ðàâíà íóëþ, åå ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì
âèäå

δS =

∫
dt dr

[(
∂L

∂u̇
u̇− L

)
τ̇ +

∂L

∂∇u
u̇∇τ

]
, (4.64)

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì è ñîîò-
íîøåíèå

∂tL =
∂L

∂u
u̇+

∂L

∂u̇
ü+

∂L

∂∇u
∇̇u.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ïîëÿ u, êîòîðîå ïîä÷èíÿåòñÿ
óðàâíåíèþ äâèæåíèÿ (4.63), âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ (4.63)
ïðè ëþáîé âàðèàöèè ïîëÿ u, â òîì ÷èñëå è ïðè âàðèàöèè
δu = τ∂tu, äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ. Äðóãèìè ñëîâàìè,
äëÿ ïîëÿ u, êîòîðîå ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ äâèæåíèÿ
(4.63), ðàâíî íóëþ âûðàæåíèå (4.64). Ïîñêîëüêó ïîëå
τ â âûðàæåíèè (4.64) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé
âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâà, ìû ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

∂t

(
∂L

∂u̇
u̇− L

)
+∇

(
∂L

∂∇u
u̇

)
= 0, (4.65)

êîòîðîå èìååò âèä ëîêàëüíîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ.
Îáû÷íî çàêîí (4.65) íàçûâàþò çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ
ýíåðãèè, à ñîõðàíÿþùèéñÿ âñëåäñòâèå ýòîãî óðàâíåíèÿ
èíòåãðàë

E =

∫
dr

(
∂L

∂u̇
u̇− L

)
, (4.66)

íàçûâàþò ýíåðãèåé. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè èìååò
âèä ∂tE = 0.
Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåð-

ãèè (4.65) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â âûðàæåíèè (4.64) äëÿ
âàðèàöèè äåéñòâèÿ ïðèñóòñòâóþò òîëüêî ïðîèçâîäíûå
(ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó) îò ïîëÿ τ , íî íå ñàìî τ . Â
ñâîþ î÷åðåäü, ýòî ñâîéñòâî ñëåäóåò èç èíâàðèàíòíîñòè
äåéñòâèÿ ïî îòíîøåíèþ ê ñäâèãó íà÷àëà îòñ÷åòà âðå-
ìåíè, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò τ = const. Ïîýòîìó ïðè
íå çàâèñÿùåì îò âðåìåíè è êîîðäèíàò ïîëå τ âàðèàöèÿ
äåéñòâèÿ îáÿçàíà îáðàùàòüñÿ â íîëü, ÷òî è îáúÿñíÿåò
îòñóòñòâèå ÷ëåíîâ ñ τ (áåç ïðîèçâîäíûõ) â âàðèàöèè
(4.64). Ïîíÿòíî, ÷òî òàêèì æå îáðàçîì áóäóò ïîëó÷àòü-
ñÿ çàêîíû ñîõðàíåíèÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè äåéñòâèå èíâà-
ðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëÿ u, êîòîðîå
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õàðàêòåðèçóåòñÿ íåêîòîðûì íåïðåðûâíûì ïàðàìåòðîì
òèïà τ . Ïîýòîìó èíîãäà ãîâîðÿò, ÷òî Í¼òåðîâñêèå èí-
òåãðàëû äâèæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì íåïðåðûâíîé
ñèììåòðèè äåéñòâèÿ. Äèñêðåòíàÿ æå ñèììåòðèÿ (òèïà
èíâàðèàíòíîñòè äåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî èçìåíåíèÿ çíà-
êà ïîëÿ u) çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ íå äàåò.

Ðàññìîòðèì çàêîí ñîõðàíåíèÿ, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ
èç èíâàðèàíòíîñòè äåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî ñäâèãà íà-
÷àëà êîîðäèíàò. Ïðè èíôèíèòåçèìàëüíîì ñäâèãå íà÷à-
ëà êîîðäèíàò ïîëå u èçìåíÿåòñÿ, ýòî èçìåíåíèå ðàâíî
δu = ξ∇u, ãäå ξ � âåëè÷èíà ñäâèãà. Ñ÷èòàÿ òåïåðü, ÷òî
ξ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé âðåìåíè è ïðîñòðàí-
ñòâà, âû÷èñëÿÿ âàðèàöèþ äåéñòâèÿ (4.62) ïðè âàðèàöèè
δu = ξ∂xu è ïðèðàâíèâàÿ ðåçóëüòàò ê íóëþ (÷òî ñïðà-
âåäëèâî äëÿ ïîëÿ u, ïîä÷èíÿþùåìóñÿ óðàâíåíèþ äâè-
æåíèÿ), íàõîäèì

∂t

(
∂L

∂u̇

∂u

∂x

)
+∇

(
∂L

∂∇u
∂u

∂x

)
− ∂L

∂x
= 0. (4.67)

Àíàëîãè÷íûå óðàâíåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ îñòàëüíûõ
êîîðäèíàò. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê çàêîíó ñî-
õðàíåíèÿ âåëè÷èíû

P =

∫
dr

∂L

∂u̇
∇u, (4.68)

êîòîðóþ îáû÷íî íàçûâàþò èìïóëüñîì. Çàêîí ñîõðàíå-
íèÿ èìïóëüñà èìååò âèä ∂tP = 0.

×òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü âîçíèêíîâåíèå Í¼òåðîâ-
ñêèõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ, íå ñâÿçàííûõ ñ îäíîðîäíî-
ñòüþ â ïðîñòðàíñòâå è âðåìåíè, ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êî-
ãäà èíòåðåñóþùåå íàñ ïîëå ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì. Îáî-
çíà÷èì åãî ψ. Â ýòîì ñëó÷àå äåéñòâèå S ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå

S =

∫
dt drL(ψ,ψ?, ψ̇, ψ̇?,∇ψ,∇ψ?). (4.69)

Ìû çàïèñàëè çàâèñèìîñòü L îò ψ è ñîïðÿæåííîãî åìó
ïîëÿ ψ? îòäåëüíî, ïîñêîëüêó â ñèëó òîãî, ÷òî ïîëå ψ
èìååò äâå êîìïîíåíòû (äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷à-
ñòè) óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íà ψ èëè ψ? ìîæíî ïîëó÷àòü
íåçàâèñèìûì âàðüèðîâàíèåì ïî ψ èëè ψ?.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî äåéñòâèå (4.69) èíâàðèàíò-
íî îòíîñèòåëüíî ñäâèãà ôàçû (÷òî ñïðàâåäëèâî, íàïðè-
ìåð, äëÿ ÍÓØ). Äëÿ èíôèíèòåçèìàëüíîãî ñäâèãà ýòî
ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä δψ = iαψ, δψ? = −iαψ?. Èí-
âàðèàíòíîñòü äåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî ýòîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî

∂L

∂ψ
ψ+

∂L

∂ψ̇
ψ̇+

∂L

∂∇ψ
∇ψ− ∂L

∂ψ?
ψ?− ∂L

∂ψ̇?
ψ̇?− ∂L

∂∇ψ?
∇ψ?=0.

Ñ÷èòàÿ òåïåðü, ÷òî α ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé
âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâà, âû÷èñëÿÿ âàðèàöèþ äåéñòâèÿ
(4.69) ïðè âàðèàöèè δψ = iαψ, δψ? = −iαψ? è ïðèðàâíè-
âàÿ ðåçóëüòàò ê íóëþ (ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèâåäåííîãî

âûøå âûðàæåíèÿ), íàõîäèì çàêîí ñîõðàíåíèÿ

i∂t

(
∂L

∂ψ̇
ψ − ∂L

∂ψ̇?
ψ?
)

+i∇
(
∂L

∂∇ψ
ψ − ∂L

∂∇ψ?
ψ?
)

= 0. (4.70)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê çàêîíó ñîõðàíåíèÿ âå-
ëè÷èíû

N =

∫
dr i

(
∂L

∂ψ̇
ψ − ∂L

∂ψ̇?
ψ?
)
, (4.71)

êîòîðóþ íàçûâàþò ÷èñëîì ÷àñòèö èëè âîëíîâûì äåé-
ñòâèåì. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìååò âèä ∂tN = 0.

Çàäà÷à 4.6.1. Íàéòè ñîõðàíÿþùèåñÿ âåëè÷èíû äëÿ
îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ ÊäÔ

∂tu+ g∂xu+ ∂x[(∂f/∂u)∂2xf ] = 0,

ãäå f , g � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè u. Óêàçàíèå: íàé-
äèòå äåéñòâèå, ýêñòðåìóìîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
äàííîå óðàâíåíèå.

Çàäà÷à 4.6.2. Íàéòè ñîõðàíÿþùèåñÿ âåëè÷èíû äëÿ
îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ ñèíóñ-Ãîðäîí

∂2t ϕ− ∂2t ϕ+ f(ϕ) = 0,

ãäå f � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäîì 2π, óäî-

âëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ
∫ 2π

0
dϕ f(ϕ) = 0. Óêàçàíèå:

íàéäèòå äåéñòâèå, ýêñòðåìóìîì êîòîðîãî ÿâëÿ-
åòñÿ äàííîå óðàâíåíèå.

Çàäà÷à 4.6.3. Íàéòè ìîìåíò èìïóëüñà ïîëÿ u, äèíà-
ìèêà êîòîðîãî äàåòñÿ äåéñòâèåì

S =

∫
dt d3r

[
1

2
(∂tu)2 − 1

2
(∇u)2 − F (u)

]
,

ãäå F � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ u. Óêàçàíèå: äåé-
ñòâèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî èíôèíèòåçå-
ìàëüíîãî ïîâîðîòà íà óãîë θ, ïðè êîòîðîì ïî-
ëå u ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì δu =
−θiεiknrk∂nu, ãäå εikn � àáñîëþòíî àíòèñèììåò-
ðè÷íûé òåíçîð, à r � ðàäèóñ-âåêòîð.
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