
Ôîíîíû è ýëåêòðîíû â ìåòàëëàõ

ß.Â. Ôîìèíîâ

(Äàòà: 16 äåêàáðÿ 2018)

Ýòî ðàáî÷èå çàìåòêè ê êóðñó ëåêöèé ¾Ôîíîíû è ýëåêòðîíû â ìåòàëëàõ¿ äëÿ

ñòóäåíòîâ 4 êóðñà ÌÔÒÈ, îðãàíèçîâàííîãî êàôåäðîé ¾Ïðîáëåìû òåîðåòè÷åñêîé

ôèçèêè¿ ïðè ÈÒÔ èì. Ë.Ä. Ëàíäàó ÐÀÍ. Ñòðàíèöà êóðñà íàõîäèòñÿ ïî àäðåñó

http://chair.itp.ac.ru/index.php?sub=curriculum/ph-el

Îñíîâíîé ìàòåðèàë êóðñà ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì äëÿ ýòîé îáëàñòè íàóêè è

ïîýòîìó èçëîæåí â ðÿäå èçâåñòíûõ ó÷åáíèêîâ è ìîíîãðàôèé. Ïåðåä íà÷àëîì

êàæäîé èç äâóõ ÷àñòåé äàþòñÿ óêàçàíèÿ î ïîäõîäÿùèõ êíèãàõ.

Ïðåäóïðåæäåíèå. Õîòÿ ýòè çàïèñè èìåþò âèä ñâÿçíîãî òåêñòà è ìîãóò îêà-

çàòüñÿ ïîëåçíû (îñîáåííî ïðè èçó÷åíèè óêàçàííîãî êóðñà), îíè íå ÿâëÿþòñÿ

ïîëíîöåííûì ìåòîäè÷åñêèì ïîñîáèåì. Íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå ïîäðîáíîñòè è
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×ÀÑÒÜ I: ÔÎÍÎÍÛ Â ÊÐÈÑÒÀËËÀÕ

Ïåðâàÿ ÷àñòü êóðñà â áîëüøîé ñòåïåíè îñíîâàíà íà èñòî÷íèêå [1], êîòîðûé íå ÿâ-

ëÿåòñÿ îáùåäîñòóïíûì. Â òî æå âðåìÿ, îáñóæäàåìûå òåìû ðàçîáðàíû â ìîíîãðàôèÿõ

[2,3] è èçâåñòíûõ êíèãàõ [4,5].

Ëèòåðàòóðà ïî ÷àñòè I:

[1] À.Þ. Êèòàåâ, ëåêöèè ïî êóðñó ¾Ôîíîíû¿ äëÿ 4 êóðñà ÷åðíîãîëîâñêîé òåîðãðóïïû

(ÈÒÔ èì. Ë.Ä. Ëàíäàó ÐÀÍ), îñåíü 1996.

[2] Â.Ë. Ãóðåâè÷, ¾Êèíåòèêà ôîíîííûõ ñèñòåì¿, Ì.: Íàóêà, 1980.

[3] À.Ì. Êîñåâè÷, ¾Îñíîâû ìåõàíèêè êðèñòàëëè÷åñêîé ðåø¼òêè¿, Ì.: Íàóêà, 1972.

[4] Å.Ì. Ëèôøèö, Ë.Ï. Ïèòàåâñêèé, ¾Ôèçè÷åñêàÿ êèíåòèêà¿ (¾Òåîðåòè÷åñêàÿ ôèçèêà¿,

òîì X), Ì.: Ôèçìàòëèò, 2007.

[5] ×. Êèòòåëü, ¾Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ òâ¼ðäûõ òåë¿, Ì.: Íàóêà, 1967.
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I. ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈß

Áóäåì ãîâîðèòü î ôîíîíàõ (ò.å. î êîëåáàíèÿõ àòîìîâ) â êðèñòàëëàõ. (Ïîíÿòèå ôîíîíà

ââåäåíî È.Å. Òàììîì â 1932 ã.)

Ïðèáëèæåíèÿ:

1) Àäèàáàòèêà:mýëåêòð �Mÿäðà. Ïîñëå óñðåäíåíèÿ ïî áûñòðûì (ýëåêòðîííûì) ñòåïå-

íÿì ñâîáîäû îñòà¼òñÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ, çàâèñÿùàÿ îò êîîðäèíàò àòîìîâ:

U = U(r1, . . . , rN). Ýíåðãèÿ ñâÿçè èìååò ¾àòîìíûé¿ ìàñøòàá, ò.å. Eñâ ∼ 1 ýÂ.

2) Ãàðìîíè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå (âûïîëíÿåòñÿ õóæå, ïîçæå ìû áóäåì îáñóæäàòü îò-

êëîíåíèÿ îò ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ).

u� a � ìàëûå îòêëîíåíèÿ àòîìîâ îò ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ rj. u = r− rj.

u = ua,j,α, ãäå a � íîìåð ÿ÷åéêè, j � íîìåð àòîìà â ÿ÷åéêå, α = x, y, z � êîìïîíåíòà

âåêòîðà îòêëîíåíèÿ. Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü íàáîð èíäåêñîâ îäíîé áóêâîé:

λ = (a, j, α).

Ãàðìîíè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå (ðàáîòàåò äî òî÷êè ïëàâëåíèÿ):

U =
1

2
Dλλ′uλuλ′ , D ∼ Eñâ

a2
. (1.1)

Êîýôôèöèåíòû Dλλ′ � ñèëîâûå ïîñòîÿííûå. Ñèììåòðèÿ: Dλλ′ = Dλ′λ.

II. ÑÏÅÊÒÐ

ω(k) � ñïåêòð. Âñåãî åñòü 3p âåòâåé ñïåêòðà, ãäå p � ÷èñëî àòîìîâ â ýëåìåíòàðíîé

ÿ÷åéêå.

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ:

K =
1

2

∑
λ

mju̇
2
λ. (2.1)

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ:

mjüλ = −Dλλ′uλ′ . (2.2)

Äëÿ uλ(t) = e−iωtuλ ïîëó÷àåì

mjω
2uλ = Dλλ′uλ′ . (2.3)

Äëÿ ua,j,α = eikavj,α, îáîçíà÷àÿ (j, α) = γ, ïîëó÷àåì

mjω
2vγ = D̂γγ′(k)vγ′ . (2.4)
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Òðàíñëÿöèîííàÿ èíâàðèàíòíîñòü:

Da,γ,a′,γ′ = Dγγ′(a
′ − a). (2.5)

Äèíàìè÷åñêàÿ ìàòðèöà:

D̂γγ′(k) =
∑
a

eikaDγγ′(a). (2.6)

Ñäåëàåì çàìåíó xγ =
√
mjvγ, òîãäà óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðèíèìàåò âèä

ω2xγ =
D̂γγ′(k)
√
mjmj′

xγ′ . (2.7)

Ìàòðèöà â ïðàâîé ÷àñòè èìååò ðàçìåð 3p× 3p, ω2 � å¼ ñîáñòâåííûå ÷èñëà.

Äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå: ∣∣∣∣∣ω2δγγ′ −
D̂γγ′(k)
√
mjmj′

∣∣∣∣∣ = 0 (2.8)

Ïðè çàäàííîì k ýòî àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå ñòåïåíè 3p îòíîñèòåëüíî ω2. Ðàçíûå

ðåøåíèÿ � ðàçíûå âåòâè ñïåêòðà.

III. ÄËÈÍÍÎÂÎËÍÎÂÛÉ ÏÐÅÄÅË, k → 0

U èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îäíîðîäíîãî ñäâèãà ua,j,α 7→ ua,j,α + vα. Ñîîòâåòñòâóþ-

ùàÿ ìîäà èìååò íóëåâóþ ýíåðãèþ.

Òåîðåìà Ãîëäñòîóíà. Åñëè ïðè íåêîòîðîì îäíîðîäíîì ïðåîáðàçîâàíèè ýíåðãèÿ íå

ìåíÿåòñÿ, òî ýòîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ñîîòâåòñòâóåò ìÿãêàÿ ìîäà (ω → 0 ïðè k→ 0).

Íà ÿçûêå ìàòðèöû ñèëîâûõ ïîñòîÿííûõ òðàíñëÿöèîííàÿ èíâàðèàíòíîñòü îçíà÷àåò,

÷òî ∑
a′,j′

Da,j,α,a′,j′,α′ =
∑
b,j′

D(j,α)(j′,α′)(b) = 0. (3.1)

Âñïîìèíàÿ, ÷òî

D̂γγ′(k) =
∑
b

Dγγ′(b)eikb, (3.2)

ïîëó÷àåì ∑
j′

D̂(j,α)(j′,α′)(0) = 0. (3.3)
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Âñïîìèíàÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

mjω
2vjα = D̂(jα)(j′α′)(k)vj′α′ (3.4)

è ïîëàãàÿ â íèõ k = 0 è vjα = vα, âèäèì, ÷òî ω = 0 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì.

Òàêèì îáðàçîì, ìû óáåäèëèñü, ÷òî ò. Ãîëäñòîóíà âûïîëíÿåòñÿ.

Ìîæíî ïîëó÷èòü ÷óòü áîëüøå: ïîëîæèâ â (3.4) k = 0 è ïðîñóììèðîâàâ ïî j, ïîëó÷àåì

ω2(0)
∑
j

mjvj = 0. (3.5)

Ïîýòîìó â öåëîì ïðè k → 0 åñòü äâå âîçìîæíîñòè: ëèáî ω(0) = 0, ëèáî
∑

jmjvj = 0.

Ïåðâûé ñëó÷àé � àêóñòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ (âñå àòîìû îäíîé ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè êî-

ëåáëþòñÿ â ôàçå), âòîðîé � îïòè÷åñêèå (àòîìû îäíîé ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè êîëåáëþòñÿ

òàê, ÷òî öåíòð òÿæåñòè ÿ÷åéêè îñòà¼òñÿ â ïîêîå). 1

Åñëè êðèñòàëë èçîòðîïåí â îòíîøåíèè ñâîèõ óïðóãèõ ñâîéñòâ, òî åñòü îäíà ïðîäîëü-

íàÿ àêóñòè÷åñêàÿ âåòâü è äâå ïîïåðå÷íûå (ñêîðîñòè çâóêà äëÿ äâóõ ïîïåðå÷íûõ ìîä

ðàâíû).

Ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè: ñîáñòâåííûå âåêòîðû x
(s)
jα =

√
mjv

(s)
jα , îòâå÷àþùèå

ðàçíûì íîìåðàì ìîä s, äîëæíû áûòü îðòîãîíàëüíû, ïîýòîìó∑
j,α

mjv
(s)∗
jα v

(s′)
jα = 0 ïðè s 6= s′. (3.6)

Ìû ìîæåì íîðìèðîâàòü ñîáñòâåííûå âåêòîðû v
(s)
jα êàê óãîäíî, ôèçè÷åñêèå àìïëèòóäû

êîëåáàíèé vjα áóäóò âûðàæàòüñÿ ÷åðåç íèõ ñ ïîìîùüþ ðàçìåðíûõ àìïëèòóä ws:

vjα =
∑
s

wsv
(s)
jα . (3.7)

Âûáåðåì ñëåäóþùóþ íîðìèðîâêó: 2∑
j,α

mjv
(s)∗
jα v

(s′)
jα = Mδss′ , (3.8)

1 Ñì. Ëåâèòîâ, Øèòîâ, Çàäà÷à 1. (Êëàññè÷åñêàÿ öåïî÷êà îñöèëëÿòîðîâ).
2 Â äîïîëíåíèå ê (3.8) ìîæíî ïîëó÷èòü åù¼ îäíî ïîëåçíîå ñîîòíîøåíèå:∑

s

v
(s)∗
jα v

(s)
j′β =

M

mj
δjj′δαβ .

Äëÿ ýòîãî íóæíî óìíîæèòü (3.8) íà v
(s)
j′β è ïðîñóììèðîâàòü ïî s.

È ýòî ñîîòíîøåíèå, è (3.8) íà ñàìîì äåëå ïðîñòî ñëåäñòâèÿ òîãî, ÷òî v � ñîáñòâåííûå âåêòîðû

ýðìèòîâîé ìàòðèöû. À âåñîâûå ìíîæèòåëè âîçíèêëè ïîòîìó, ÷òî ýòî íå ìàòðèöà D̂, à ìàòðèöà

D̂/
√
mjmj′ .
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ãäå M � ïîëíàÿ ìàññà ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè. Ïðè ýòîì v
(s)
jα � áåçðàçìåðíûå âåêòîðû.

Àêóñòè÷åñêàÿ ìîäà ñ íîìåðîì β: v
(β)
jα = δαβ ïðè k = 0. Îíà îðòîãîíàëüíà ëþáîé

îïòè÷åñêîé ìîäå, ïîýòîìó ∑
j,α

mjv
(β)
jα v

îïò
jα = 0 =

∑
j

mjv
îïò
jβ . (3.9)

Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî öåíòð ìàññ â îïòè÷åñêîé ìîäå äåéñòâèòåëüíî íå ñìåùà-

åòñÿ.

IV. ÑÈÍÃÓËßÐÍÎÑÒÈ ÂÀÍ ÕÎÂÀ

Ïóñòü ìû âû÷èñëÿåì âåëè÷èíó òèïà ýíåðãèè (èëè òåïëî¼ìêîñòü è ò.ä.). Ïðè ýòîì

âîçíèêàþò èíòåãðàëû âèäà∫
f (ω(k))

dk

(2π)d
=

∫
f(ω)ν(ω)dω, ν(ω) =

∫
δ (ω − ω(k))

dk

(2π)d
. (4.1)

Çäåñü ν(ω) � ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé.

Íàïðèìåð,

E =

∫
ω(k)

exp ω(k)
T
− 1

dk

(2π)d
. (4.2)

Íàïîìèíàëêà (ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé):

δ (g(x)) =
1

|g′(x0)|
δ(x− x0). (4.3)

Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé (äëÿ íàãëÿäíîñòè â 2D):

ν(ω) =

∫
ω(k)=ω

1

|ω′(k)|
d2k

(2π)2
. (4.4)

Â çíàìåíàòåëå âîçíèêàåò ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü:

v(k) =
dω

dk
. (4.5)

Êðèòè÷åñêèå òî÷êè v(k) = 0, â íèõ îñîáåííîñòè ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé. Ýòî íàçûâàåòñÿ

ñèíãóëÿðíîñòè Âàí Õîâà (Van Hove singularities), îíè äàþò áîëüøîé âêëàä â âû÷èñëÿ-

åìóþ âåëè÷èíó. Ýòî îáùàÿ âåùü äëÿ âñåõ òèïîâ êâàçè÷àñòèö, íå òîëüêî äëÿ ôîíîíîâ.

Ñêàæåì, 1D öåïî÷êà àòîìîâ ñî ñïåêòðîì, îñöèëëèðóþùèì ìåæäó ωmin è ωmax. Âáëèçè

ýêñòðåìóìà

ω(k) ≈ ω0 +
A

2
(k − k0)2, v(k) ≈ A(k − k0). (4.6)



9

Òîãäà

ν(ω) ∝ 1

v

∣∣∣∣
k=k0±

√
|ω−ω0|
|A|

∝ 1√
|ω − ω0|

. (4.7)

V. ×ÀÑÒÎÒÍÀß ÇÀÂÈÑÈÌÎÑÒÜ ÄÈÝËÅÊÒÐÈ×ÅÑÊÎÉ

ÏÐÎÍÈÖÀÅÌÎÑÒÈ

Ñâåò âçàèìîäåéñòâóåò ñ îïòè÷åñêèìè ôîíîíàìè (ïî÷åìó íå ñ àêóñòè÷åñêèìè � óâè-

äèì ÷óòü ïîçæå). Ôîíîíû äàþò âêëàä â äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü ε(ω). Ýòî âå-

ëè÷èíà, êîòîðàÿ äëÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ïîëÿ îïðåäåëÿåò ñâÿçü íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåê-

òðè÷åñêîãî ïîëÿ è ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè:

D = ε(ω)E. (5.1)

ε(∞) îïðåäåëÿåòñÿ ýëåêòðîíàìè (íàðóøàåòñÿ àäèàáàòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå). Ìîæíî

çàïèñàòü ε(ω) = ε(∞)+4πκ(ω), ãäå κ(ω) � äèýëåêòðè÷åñêàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü ôîíîíîâ.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü îäíîðîäíîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå (k � a−1). Óðàâíåíèå äâèæå-

íèÿ ïðè íàëè÷èè ïîëÿ:

mj v̈jα = −D̂jα,j′α′(0)vj′α′ + qjEα. (5.2)

Èùåì ðåøåíèå äëÿ ñìåùåíèÿ â âèäå v ∝ e−iωt, ãäå ω � ÷àñòîòà ïîëÿ. Ðåøåíèå ìîæíî

ðàçëîæèòü ïî ôîíîííûì ìîäàì êàê

vjα =
∑
s

wsv
(s)
jα , (5.3)

ãäå v
(s)
jα � ñîáñòâåííûå âåêòîðû äèíàìè÷åñêîé ìàòðèöû:

D̂jα,j′α′(0)v
(s)
j′α′ = mjω

2
sv

(s)
jα . (5.4)

Ïîäñòàâëÿåì-ïîëó÷àåì:

−
∑
s

mjω
2v

(s)
jαws = −

∑
s

mjω
2
sv

(s)
jαws + qjEα. (5.5)

Ñîáñòâåííûå âåêòîðû v
(s)
jα áåçðàçìåðíûå, à vjα è ws èìåþò ðàçìåðíîñòü äëèíû.

Ïðèìåíÿÿ îïåðàöèþ ∑
jα

v
(s′)
jα × (5.6)
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è èñïîëüçóÿ îðòîíîðìèðîâàííîñòü (3.8), íàõîäèì

ws =

∑
jα v

(s)
jα qjEα

M(ω2
s − ω2)

. (5.7)

Êîìáèíàöèÿ

q(s)
α =

∑
j

v
(s)
jα qj (5.8)

èìååò ñìûñë ýôôåêòèâíîãî äèïîëüíîãî ìîìåíòà, ñîîòâåòñòâóþùåãî s-òîé ìîäå. Òàêèì

îáðàçîì,

ws =

∑
α q

(s)
α Eα

M(ω2
s − ω2)

. (5.9)

Ïîëÿðèçàöèÿ (òî÷íåå, äèïîëüíûé ìîìåíò îäíîé ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè):

Pα =
∑
j

vjαqj =
∑
sj

wsv
(s)
jα qj =

∑
s

wsq
(s)
α =

∑
s

q
(s)
α q

(s)
β

M(ω2
s − ω2)

Eβ. (5.10)

Òóò ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ïî÷åìó ìû ðàññìàòðèâàåì èìåííî îïòè÷åñêèå ôîíîíû: àêóñòè-

÷åñêèå íå èìåþò äèïîëüíîãî ìîìåíòà. ×òîáû ïîëó÷èòü äèïîëüíûé ìîìåíò åäèíèöû

îáú¼ìà, íóæíî åùå óìíîæèòü íà êîíöåíòðàöèþ N ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê â âåùåñòâå. Â

ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì òåíçîð äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè:

εαβ(ω) = εαβ(∞) + 4π
∑
s

Nq
(s)
α q

(s)
β

M(ω2
s − ω2)

. (5.11)

Îòâåò ê çàäà÷å áóäåò èìåòü âèä

ε(ω) = ε(∞) +
A

ω2
0 − ω2

. (5.12)

Ðàññìîòðèì òåïåðü òð¼õìåðíûé êóáè÷åñêèé êðèñòàëë. Ñ÷èòàåì k � a−1.

Ïóñòü ìû âîçáóæäàåì ñîáñòâåííóþ ïðîäîëüíóþ ìîäó. Òîãäà

∇ ·D = 0 ⇒ k ·D = 0 ⇒ D = 0, (5.13)

ïîýòîìó ε(ω‖) = 0.

Òåïåðü ïóñòü ìû âîçáóæäàåì ñîáñòâåííóþ ïîïåðå÷íóþ ìîäó. Åñëè ω/c� k, òî

∇× E = 0 ⇒ k× E = 0 ⇒ E = 0, (5.14)

ïîýòîìó ε(ω⊥) =∞.
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Ðèñ. 1. ε(ω) äëÿ ñëó÷àÿ îäíîé îïòè÷åñêîé ìîäû. Â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ Ωt ≡ ω⊥, Ωl ≡ ω‖.

Èíòåðâàë ÷àñòîò, â êîòîðîì ε(ω) < 0 � ýòî îáëàñòü íåïðîçðà÷íîñòè êðèñòàëëà. [Ðèñóíîê èç

êíèãè Â.Ë. Ãóðåâè÷à ¾Êèíåòèêà ôîíîííûõ ñèñòåì¿.]

Ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ îçíà÷àþò, ÷òî

ω⊥ = ω0, (5.15)

ω2
‖ = ω2

0 +
A

ε(∞)
. (5.16)

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ýêñïåðèìåíòà A íàïðÿìóþ íåèçâåñòíî. Èçáàâëÿÿñü îò íå¼, ìîæåì ïå-

ðåïèñàòü (5.12) â âèäå

ε(ω) = ε(∞)
ω2 − ω2

‖

ω2 − ω2
⊥
, (5.17)

ïðè÷¼ì ÷àñòîòû ω‖ è ω⊥ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì Ëèääàíà�Ñàêñà�Òåëëåðà:

ω2
‖

ω2
⊥

=
ε(0)

ε(∞)
. (5.18)

Åñëè íå ïðåäïîëàãàòü óñëîâèÿ ω/c� k, òî äëÿ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé íóæíî ïèñàòü:

∇× E = −1

c

∂B

∂t
⇒ k× E =

ω

c
B. (5.19)

Åñëè âåùåñòâî íåìàãíèòíî, òî ìîæíî çàìåíèòü B íà H. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ îïåðàöèþ k×

è èñïîëüçóÿ åù¼ îäíî óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà

k×H = −ω
c
D, (5.20)
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ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

k2 =
ω2

c2
ε(ω). (5.21)

Ðèñ. 2. Äâå âåòâè ïîëÿðèòîíîâ ω1,2(k) è äâå àñèìïòîòèêè ω = ck/
√
ε(0) è ω = ck/

√
ε(∞).

Ïîëÿðèòîíû � ýòî ïîïåðå÷íûå îïòè÷åñêèå ôîíîíû, âçàèìîäåéñòâóþùèå ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì

ïîëåì.

VI. ÒÅÎÐÈß ÓÏÐÓÃÎÑÒÈ ÄËß ÀÊÓÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÊÎËÅÁÀÍÈÉ

Àòîìû â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå êîëåáëþòñÿ â ôàçå, âîëíîâîé âåêòîð ìîäû ïðåäïîëà-

ãàåòñÿ ìàëûì, k � a−1. Â ýòîì ñëó÷àå ñìåùåíèå î÷åíü ìåäëåííî ìåíÿåòñÿ â ïðîñòðàí-

ñòâå è âåùåñòâî ìîæíî ñ÷èòàòü íåïðåðûâíîé ñðåäîé. Òîãäà ðàáîòàåò òåîðèÿ óïðóãîñòè.

Â ãàðìîíè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ýíåðãèþ óïðóãîé äåôîðìàöèè ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç

òåíçîð äåôîðìàöèè

uij =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
(6.1)

â ñëó÷àå uij � 1 êàê

E =
1

2

∫
drλijkluijukl. (6.2)

[Ïîëåçíî ïîíèìàòü, ÷òî ñëó÷àé ∂ui/∂xj = −∂uj/∂xi, â êîòîðîì òåíçîð äåôîðìàöèè

çàíóëÿåòñÿ, ñîîòâåòñòâóåò ïîâîðîòó.]

Ïóñòü íà âåùåñòâî äåéñòâóþò ñèëû fi(r). Ýòî ïðèâîäèò ê äåôîðìàöèè è èçìåíåíèþ

ýíåðãèè:

δE =

∫
drλijklδuijukl =

∫
drλijkl

∂(δui)

∂xj
ukl. (6.3)
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Ââîäÿ ïîíÿòèå òåíçîðà óïðóãèõ íàïðÿæåíèé

σij = λijklukl, (6.4)

ìîæåì íàïèñàòü

δE =

∫
drσij

∂(δui)

∂xj
=

∫
dr

(
−δui

∂σij
∂xj

+
∂

∂xj
(σijδui)

)
= −

∫
dr
∂σij
∂xj

δui +

∫
dSσijδuinj.

(6.5)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èçìåíåíèå ýíåðãèè ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç äåéñòâèå âíåøíèõ ñèë:

δE =

∫
drfiδui + δEsurface. (6.6)

Íàñ èíòåðåñóåò îáú¼ìíàÿ ÷àñòü. Âèäèì, ÷òî óñëîâèåì ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ

fi = −∂σij
∂xj

. (6.7)

Âåëè÷èíû λijkl ñîñòàâëÿþò òåíçîð ìîäóëåé óïðóãîñòè. Â èçîòðîïíîì ñëó÷àå ìîæíî

äîêàçàòü, ÷òî îí çàäà¼òñÿ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè, êîýôôèöèåíòàìè Ëàìý

λ è µ (âòîðîé êîýôôèöèåíò Ëàìý µ � ýòî ìîäóëü ñäâèãà):3

λijkl = λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk). (6.8)

Ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ:

ρüi =
∂σij
∂xj

= (6.9)

=
∂

∂xj

(
λijkl

∂uk
∂xl

)
= λijkl

∂2uk
∂xj∂xl

, (6.10)

îòêóäà ïîëó÷àåì

− ρω2ui = −λijklkjkluk. (6.11)

3 Ïîêàæåì, êàê êîýôôèöèåíòû Ëàìý ñâÿçàíû ñ ìîäóëåì âñåñòîðîííåãî ñæàòèÿ K. Ìîäóëü âñåñòîðîí-

íåãî ñæàòèÿ ââîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

uij =
ε

3
δij , σij = −pδij , δV = uii = ε,

K = −p
ε
,

ãäå p � äàâëåíèå.

Ïðè ýòîì

σij = λijklukl = λδijukk + 2µuij =

(
λ+

2

3
µ

)
εδij ,

ïîýòîìó

K = λ+
2

3
µ.
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Çàïèñûâàÿ âîëíîâîé âåêòîð ñ ïîìîùüþ íàïðàâëÿþùèõ êîñèíóñîâ,

kj = νjk, (6.12)

âèäèì, ÷òî çàêîí äèñïåðñèè äîëæåí èìåòü âèä

ω(k) = cs(ν)k, (6.13)

à ñêîðîñòü çâóêà cs íàõîäèòñÿ èç äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ∣∣ρc2
sδik − λijklνjνl

∣∣ = 0. (6.14)

VII. ÀÍÃÀÐÌÎÍÈÇÌ È ÒÅÏËÎÂÎÅ ÐÀÑØÈÐÅÍÈÅ

Ïîìèìî ãàðìîíè÷åñêîãî åñòü òàêæå àíãàðìîíè÷åñêèå âêëàäû â ýíåðãèþ äåôîðìàöèè

êðèñòàëëà, ãëàâíûé èç íèõ � êóáè÷åñêèé:

U =
1

2

∑
λλ′

Dλλ′uλuλ′ +
1

6

∑
λλ′λ′′

Kλλ′λ′′uλuλ′uλ′′ . (7.1)

Ìîæíî ñäåëàòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è çàïèñàòü êóáè÷åñêèé àíãàðìîíèçì â âèäå

U3 =
∑
qq′q′′

K(q,q′,q′′)uquq′uq′′ . (7.2)

Âñëåäñòâèå òðàíñëÿöèîííîé èíâàðèàíòíîñòè äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå

q + q′ + q′′ = 0. (7.3)

Çäåñü ñîäåðæàòñÿ ðàçëè÷íûå ïðîöåññû. Îáðàòèì âíèìàíèå íà ñëó÷àé q = 0 (ýòî

ñîîòâåòñòâóåò îäíîðîäíîìó ðàñøèðåíèþ, ò.å. íàñ èíòåðåñóåò âêëàä∑
q′

K(0,q′,−q′)u0uq′u−q′ . (7.4)

Ýòîò âêëàä îïèñûâàåò ñäâèã ÷àñòîòû ôîíîíîâ çà ñ÷¼ò îäíîðîäíîãî ðàñøèðåíèÿ:

ω̃s,q = ωs,q(1 + γε), uij =
ε

3
δij. (7.5)

Çäåñü γ � êîíñòàíòà Ãðþíàéçåíà. Äëÿ ìíîãèõ âåùåñòâ îíà îêàçûâàåòñÿ ïðèìåðíî ðàâ-

íîé −2. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ìåæàòîìíûå ñèëû â ðàçëè÷íûõ âåùåñòâàõ èìåþò

ïîõîæèé âèä.
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Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ñ ó÷¼òîì âêëàäîâ îäíîðîäíîãî ðàñøèðåíèÿ è ñâîáîäíîãî ôîíîí-

íîãî ãàçà:

F =
Kε2

2
+ Fph(ε), (7.6)

ãäå K � ìîäóëü îäíîðîäíîãî ñæàòèÿ, à4

Fph = T
∑
s,q

ln
(

1− e−
~ω̃s,q
T

)
. (7.7)

Ìèíèìèçèðóåì F ïî ε:
∂F

∂ε
= 0 = Kε+

∂Fph

∂ε
. (7.8)

Íàéä¼ì ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå:

∂Fph

∂ε
=
∑
s,q

e−
~ω̃s,q
T ~∂ω̃s,q

∂ε

1− e−
~ω̃s,q
T

= γ
∑
s,q

~ωs,qns,q = γEph. (7.9)

Ïîýòîìó ïîëó÷àåì

ε =
−γ
K
Eph, (7.10)

÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ε ðàñò¼ò ñ òåìïåðàòóðîé.

VIII. ÊÂÀÍÒÎÂÀÍÈÅ ÔÎÍÎÍÎÂ

ns,q � 1 ïðè T � TD è íàîáîðîò, ns,q � 1 ïðè T � TD. Îáû÷íî TD ∼ 100-1000Ê.

Èìåÿ â âèäó ôîðìóëû

ua,j,α =
∑
q

eiqavj,α, vj,α =
∑
s

ws,qv
(s,q)
j,α , (8.1)

ââåä¼ì íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû Qs,q =
√
Nws,q:

ua,j,α =
1√
N

∑
s,q

eiqav
(s,q)
j,α Qs,q, (8.2)

ãäå N � ÷èñëî ÿ÷ååê âî âñ¼ì êðèñòàëëå. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèÿ

Q∗s,q = Qs,−q,
(
v

(s,q)
j,α

)∗
= v

(s,−q)
j,α , (8.3)

4 Ïîÿñíåíèå ê ôîðìóëå (7.7):

Fph =
∑
s,q

F
(s,q)
ph =

∑
s,q

−T ln
∑
n

e−En/T = −T
∑
s,q

ln
∑
n

e−n~ωs,q/T =

= −T
∑
s,q

ln
1

1− e−n~ωs,q/T
= T

∑
s,q

ln
(

1− e−
~ω̃s,q

T

)
.
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êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âî-ïåðâûõ, vj,α � ñîáñòâåííûå âåêòîðû äè-

íàìè÷åñêîé ìàòðèöû D̂(q). Â çàäà÷å ìû äîêàçûâàëè, ÷òî D̂† = D̂ è D̂(−q) = D̂T (q).

Îòñþäà D̂(−q) = D̂∗(q). Ïîýòîìó ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìîæíî âçÿòü òàêèìè, ÷òîáû

èçìåíåíèå çíàêà èìïóëüñà ïðèâîäèëî ê êîìïëåêñíîìó ñîïðÿæåíèþ. À äàëüøå ìîæíî

ñêàçàòü, ÷òî ua,j,α � âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, ïîýòîìó äëÿ å¼ ôóðüå-îáðàçà v
(s,q)
j,α Qs,q èç-

ìåíåíèå çíàêà ïðèâîäèò ê êîìïëåêñíîìó ñîïðÿæåíèþ. Ýòî äà¼ò íóæíîå ñîîòíîøåíèå

è äëÿ Q.

Â íîðìàëüíûõ êîîðäèíàòàõ ïîëó÷àåì

K =
1

2

∑
λ

mju̇
2
λ =

1

2N

∑
a,j,α

∑
s,q

∑
s′,q′

mje
iqa+iq′av

(s,q)
j,α v

(s′,q′)
j,α Q̇s,qQ̇s′,q′ . (8.4)

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå ∑
a

ei(q+q′)a = Nδq,q′ , (8.5)

óñëîâèå íîðìèðîâêè (3.8) è ñîîòíîøåíèÿ (8.3), ïîëó÷àåì (ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ âû-

÷èñëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî)

K =
M

2

∑
s,q

|Q̇s,q|2, U =
M

2

∑
s,q

ω2
s,q|Qs,q|2, (8.6)

ãäå M � ìàññà ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè.

Òåïåðü ìîæíî ïðîèçâåñòè êâàíòîâàíèå ïî àíàëîãèè ñ ãàðìîíè÷åñêèì îñöèëëÿòîðîì,

â êîòîðîì

H =
p2

2m
+
mω2x2

2
= ~ω

(
â†â+

1

2

)
, (8.7)

â =

√
mω

2~
x+ i

p√
2~mω

. (8.8)

Â íàøåì ñëó÷àå

Q̂s,q =

√
~

2Mωs,q
(âs,q + â†s,−q), (8.9)

P̂s,q = −i
√

~Mωs,q
2

(âs,q − â†s,−q), (8.10)

÷òî îçíà÷àåò (ò.ê. âs,q ∝ e−iωs,qt)

Ps,q = MQ̇s,q. (8.11)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

|Ps,q|2 = Ps,qPs,−q, (8.12)
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ìîæåì ïåðåïèñàòü ãàìèëüòîíèàí â âèäå

H =
∑
s,q

(
|Ps,q|2

2M
+
Mω2

s,q

2
|Qs,q|2

)
=
∑
s,q

~ωs,q
(
â†s,qâs,q +

1

2

)
. (8.13)

Âåëè÷èíó òåïëîâûõ ôëóêòóàöèé ïîëîæåíèé àòîìîâ ìîæíî âûÿñíèòü, ïîñ÷èòàâ ïðè

çàäàííîé òåìïåðàòóðå ñëåäóþùåå ñðåäíåå: 5

〈ua,j,αua,j,β〉 =
1

N

∑
s,q,s′,q′

v
(s,q)
j,α v

(s′,q′)
j,β ei(q+q′)a 〈Qs,qQs′,q′〉 . (8.14)

Ðàññìîòðèì ïîëó÷èâøååñÿ ñðåäíåå îò íîðìàëüíûõ êîîðäèíàò:

〈Qs,qQs′,q′〉 =
~

2M
√
ωs,qωs′,q′

〈
(as,q + a†s,−q)(as′,q′ + a†s′,−q′)

〉
. (8.15)

Íåíóëåâîé ðåçóëüòàò â ýòîì ñðåäíåì ïîëó÷èòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå s′ = s, q′ = −q:

〈Qs,qQs,−q〉 =
~

2Mωs,q

(〈
as,qa

†
s,q

〉
+
〈
a†s,−qas,−q

〉)
=

=
~

2Mωs,q
(ns,q + ns,−q + 1) . (8.16)

Â ðåçóëüòàòå (8.14) äà¼ò:

〈ua,j,αua,j,β〉 =
1

N

∑
s,q

v
(s,q)
j,α v

(s,q)∗
j,β 〈Qs,qQs,−q〉 =

1

N

∑
s,q

v
(s,q)
j,α v

(s,q)∗
j,β

~
Mωs,q

(
ns,q +

1

2

)
.

(8.17)

Â ïðåäåëå áåñêîíå÷íîãî êðèñòàëëà (îáú¼ì V → ∞) ñóììà ïî q ïðåâðàùàåòñÿ â èíòå-

ãðàë:

〈ua,j,αua,j,β〉 =
V

N

∑
s

∫
dq

(2π)d
v

(s,q)
j,α v

(s,q)∗
j,β

~
Mωs,q

(
ns,q +

1

2

)
. (8.18)

×àñòîòà îêàçàëàñü â çíàìåíàòåëå, ïîýòîìó îñîáåííî âàæíû ìÿãêèå ìîäû. Ó àêóñòè-

÷åñêèõ ìîä ω ∝ q, ïîýòîìó âêëàä êâàíòîâûõ ôëóêòóàöèé èìååò âèä∫
1

ω
ddq ∝

∫
ddq

q
. (8.19)

Â ðàçìåðíîñòè d = 1 âîçíèêàåò èíôðàêðàñíàÿ ðàñõîäèìîñòü, ïîýòîìó áåñêîíå÷íûõ

îäíîìåðíûõ êðèñòàëëîâ íå ñóùåñòâóåò.

Âêëàä òåïëîâûõ ôëóêòóàöèé èìååò âèä∫
1

ω
nqd

dq ∝
∫
nqd

dq

q
. (8.20)

5 Ñì. Ëåâèòîâ, Øèòîâ, Çàäà÷à 38. (Ôëóêòóàöèè ñìåùåíèé ðåø¼òêè).
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Ïðè íåíóëåâîé òåìïåðàòóðå è ìàëûõ q äëÿ ìÿãêèõ ìîä èìååì

nq =
1

e
~ω
T − 1

≈ T

~ω
. (8.21)

Ïîýòîìó àêóñòè÷åñêèå ôîíîíû äàþò ñëåäóþùèé âêëàä â òåïëîâûå ôëóêòóàöèè:∫
ddq

q2
. (8.22)

Â ðàçìåðíîñòÿõ d = 1, 2 âîçíèêàåò èíôðàêðàñíàÿ ðàñõîäèìîñòü. Ñ îäíîìåðíûìè êðè-

ñòàëëàìè âñ¼ ñîâñåì ïëîõî, ðàñõîäèìîñòü ñèëüíàÿ. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå � ëîãàðèô-

ìè÷åñêàÿ, íî âñå ðàâíî áåñêîíå÷íûõ äâóìåðíûõ êðèñòàëëîâ íå ñóùåñòâóåò. Â öåëîì,

ðîëü ôëóêòóàöèé ðàñò¼ò ñ ïîíèæåíèåì ðàçìåðíîñòè (ìåíüøå ñîñåäåé, ôëóêòóàöèè ëåã-

÷å ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ).

Çäåñü íóæíî îãîâîðèòüñÿ, çàìåòèâ, ÷òî ðå÷ü èä¼ò î ÷èñòî îäíîìåðíûõ è äâóìåð-

íûõ êðèñòàëëàõ. Ìîæåò âîçíèêíóòü âîïðîñ: à êàê æå ãðàôåí? Äåëî â òîì, ÷òî ãðàôåí

ïðè ñîáñòâåííîé äâóìåðíîñòè âëîæåí â òð¼õìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ïîýòîìó âîçìîæíà

ðÿáü, äåëàþùàÿ åãî íå ñîâñåì ïëîñêèì, à êðîìå òîãî ïîìèìî äåôîðìàöèé â ïëîñêî-

ñòè èìåþòñÿ òàêæå ïîïåðå÷íûå äåôîðìàöèè. Â ðåçóëüòàòå ðàññóæäåíèå ñ äâóìåðíûì

èíòåãðèðîâàíèåì ïî q ê ãðàôåíó íåïðèìåíèìî è îí îêàçûâàåòñÿ ñòàáèëüíûì.

IX. ÐÀÑÑÅßÍÈÅ ÇÂÓÊÀ ÍÀ ÏÐÈÌÅÑÈ

Ðàññìàòðèâàåì òî÷å÷íûé äåôåêò. Íàïðèìåð, ýòî ìîæåò áûòü àòîì ïðèìåñè, çàìå-

ùàþùèé îñíîâíîé àòîì ðåø¼òêè. Îò ïðèìåñè åñòü äâà ýôôåêòà: 1) ó íå¼ äðóãàÿ ìàññà,

ïîýòîìó ìåíÿåòñÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, 2) îíà ïî-äðóãîìó âçàèìîäåéñòâóåò ñ ñîñåä-

íèìè àòîìàìè, ïîýòîìó ìåíÿþòñÿ ñèëîâûå êîíñòàíòû (ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ). Äëÿ

ïðîñòîòû áóäåì ãîâîðèòü îá èçîòîïè÷åñêîì ðàññåÿíèè, êîãäà âàæåí òîëüêî ïåðâûé ýô-

ôåêò. Èçìåíåíèå ìàññû ïðè ýòîì ïî÷òè âñåãäà ìàëî (çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àåâ âîäîðîäà

è ãåëèÿ), áóäåì ñ÷èòàòü åãî ìàëûì ïàðàìåòðîì è äåëàòü òåîðèþ âîçìóùåíèé.

Âûáåðåì íà÷àëî îòñ÷¼òà â òî÷êå ðàñïîëîæåíèÿ ïðèìåñè. Òîãäà âîçìóùåíèå èìååò

âèä

δH =
δm

2
u̇2

0,j,α = −V
N

δm

2

∑
s,s′

∫
dq

(2π)3

dq′

(2π)3
v

(s,q)
j,α v

(s′,q′)
j,α Qs,qQs′,q′ωs,qωs′,q′ . (9.1)
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Ïîäñòàâëÿåì Q ÷åðåç a (êàê â (8.15)) è íàõîäèì ìàòðè÷íûé ýëåìåíò, âõîäÿùèé â çàïèñü

H = H0 +
∑
q,q′

Vqq′a
†
q′aq. (9.2)

Îí èìååò âèä

Vqq′ = −V
N

δm

2

√
~

Mωs,q

√
~

Mωs′,q′
(vv)ωs,qωs′,q′ . (9.3)

Âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà â åäèíèöó âðåìåíè:

w =

∫
dq′

(2π)3

2π

~
|Vqq′|2δ(~ωs′q′ − ~ωsq). (9.4)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

δ(~ωs′q′ − ~ωsq) =
δ(q′ − c

c′
q)

~c′
(9.5)

(ïîñêîëüêó c′ = dω′/dq′), ïîëó÷àåì

dw

dΩ
=

2π

~2

|Vqq′|2

c′
4πq′2

(2π)3
, q′ =

c

c′
q. (9.6)

Ìàòðè÷íûé ýëåìåíò âåä¼ò ñåáÿ êàê

Vqq′ = −δm
2

(. . . )

√
~
Mω

√
~

Mω′
ωω′ ∝

√
ωω′. (9.7)

Ïîýòîìó ÷àñòîòíîå ïîâåäåíèå ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ îêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèì:

dσ

dΩ
∝ dw

dΩ
∝ ω4. (9.8)

Ðàññåÿíèå ñ òàêèì çàêîíîì íàçûâàþò ðýëååâñêèì ðàññåÿíèåì.

X. ÊÈÍÅÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÄËß ÔÎÍÎÍÍÎÃÎ ÃÀÇÀ

Áóäåì äåðæàòü â ãîëîâå çàäà÷ó î ïðèëîæåííîì ãðàäèåíòå òåìïåðàòóðû, â ðåçóëü-

òàòå ÷åãî ÷åðåç ðåø¼òêó íà÷èíàåò òå÷ü òåïëî (ò.å. ôîíîíû). Â ýòîì ñëó÷àå èìååòñÿ

ïðîñòðàíñòâåííàÿ íåîäíîðîäíîñòü ìàêðîñêîïè÷åñêîãî ìàñøòàáà. Òîãäà óäîáíî èñïîëü-

çîâàòü ïðåäñòàâëåíèå ôîíîííûõ âîëíîâûõ ïàêåòîâ (âîëíîâîé ïàêåò � ýòî ñóïåðïîçèöèÿ

ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ êîëåáàíèé ðåø¼òêè, ïðèíàäëåæàùèõ ê îïðåäåë¼ííîé âåòâè, çàíè-

ìàþùàÿ îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå). 6 Åñëè ó âîëíîâîãî ïàêåòà ðàçìåð a,

òî ðàçáðîñ èìïóëüñîâ ñîñòàâëÿþùèõ åãî êîëåáàíèé èìååò ïîðÿäîê δk ∼ 1/a.

6 Ïåðåõîä ê îïèñàíèþ ñ ïîìîùüþ âîëíîâûõ ïàêåòîâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êàíîíè÷åñêîå ïðåîá-

ðàçîâàíèå.
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Ïðåäïîëàãàåì

L� a� λ, (10.1)

ãäå L � ðàçìåð îáðàçöà (íàïðèìåð, â íàïðàâëåíèè ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû). Ïåðâîå

óñëîâèå ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î êîîðäèíàòå ïàêåòà r. Âòîðîå óñëîâèå îçíà÷àåò 1/δk �

2π/k, ò.å. k � δk, ò.å. ìîæíî ãîâîðèòü îá îïðåäåë¼ííîì èìïóëüñå ïàêåòà k.

Â ðåçóëüòàòå, î ïàêåòàõ ìîæíî ãîâîðèòü êàê î ÷àñòèöàõ ñ êîîðäèíàòîé è èìïóëüñîì.

Èõ äàëüøå è áóäåì íàçûâàòü ôîíîíàìè.

Ââåä¼ì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå f (ò.å. ïëîòíîñòü âåðî-

ÿòíîñòè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå), òàê ÷òî ÷èñëî ôîíîíîâ â èíòåðâàëå èìïóëüñîâ è

êîîðäèíàò åñòü

f(r,k, t)
d3kdV

(2π)3
. (10.2)

Çàêîí äèñïåðñèè ω(k, r) ìîæåò çàâèñåòü îò êîîðäèíàòû â íåîäíîðîäíîì ñëó÷àå.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (ìîæíî âûâåñòè, íî íå áóäåì ýòîãî äåëàòü äëÿ ýêîíîìèè âðå-

ìåíè, ôàêòè÷åñêè âñå ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî ω ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà):

dr

dt
= v =

∂ω(r, r)

∂k
, (10.3)

dk

dt
= −∂ω

∂r
. (10.4)

Åñëè ÷èñëî ôîíîíîâ ôèêñèðîâàíî, òî df/dt = 0, ÷òî ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

∂f

∂t
+
∂f

∂r
ṙ +

∂f

∂k
k̇ = 0, (10.5)

èëè
∂f

∂t
+ v

∂f

∂r
− ∂ω

∂r

∂f

∂k
= 0. (10.6)

Åñëè æå åñòü ïðîöåññû, â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ ÷èñëî ôîíîíîâ ìîæåò ìåíÿòüñÿ, òî â ïðà-

âîé ÷àñòè ñòîèò òàê íàçûâàåìûé èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé Iñò(f) [èíîãäà åãî îáîçíà÷àþò

(∂f/∂t)ñò èëè (df/dt)ñò] � â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå

∂f

∂t
+ v

∂f

∂r
− ∂ω

∂r

∂f

∂k
= Iñò(f) . (10.7)

Â èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé ìîãóò äàâàòü âêëàä ðàçíûå ïðîöåññû, íàïðèìåð,

Iñò = Iph-ph + Iimp + Ib, (10.8)
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ãäå ïåðâûé âêëàä � èç-çà ôîíîí-ôîíîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (àíãàðìîíèçì), âòîðîé �

îò ðàññåÿíèÿ íà ïðèìåñÿõ, òðåòèé � îò ðàññåÿíèÿ íà ñòåíêàõ. Óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè

êèí.óðàâíåíèÿ:

ωτ � 1, (10.9)

ãäå τ � âðåìÿ ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ìåæäó ñòîëêíîâåíèÿìè (ò.å. τ âåëèêî ïî ñðàâíåíèþ

ñ ïåðèîäîì êîëåáàíèé ðåø¼òêè).

Ïðè ó÷¼òå àíãàðìîíèçìà îòäåëüíûå ôîíîííûå ñîñòîÿíèÿ íå ñòàöèîíàðíû, ìåæäó

íèìè ïðîèñõîäÿò êâàíòîâûå ïåðåõîäû. Åñëè àíãàðìîíèçì ìàë, òî ïåðåõîäû ðåäêè, à

ìåæäó íèìè ôîíîíû âåäóò ñåáÿ êàê ñâîáîäíûå ÷àñòèöû (àíàëîãèÿ ñ ïî÷òè èäåàëüíûì

ãàçîì). Ïðè ôîíîí-ôîíîííûõ ñòîëêíîâåíèÿõ ÷èñëî ôîíîíîâ ìîæåò íå ñîõðàíÿòüñÿ (îíè

ìîãóò ðîæäàòüñÿ è óíè÷òîæàòüñÿ).

Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå â ñèñòåìå åñòü

ñëàáûé ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû, òåìïåðàòóðà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé êîîðäèíàòû. Â òî æå

âðåìÿ, ω îò r íå çàâèñèò. Â τ -ïðèáëèæåíèè èìååì

v
∂f

∂r
= −f − f0

τ
= −δf

τ
, (10.10)

ãäå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ f ñëàáî îòëè÷àåòñÿ îò ðàâíîâåñíîé f0. Ïîòîê òåïëà îáî-

çíà÷èì Q. Òîãäà

Qi = −κij∇jT =

∫
d3k

(2π)3
~ω(k)vi(k)δf = −

∫
d3k

(2π)3
τ~ω(k)vi(k)

(
v(k)

∂f

∂T
∇T
)
.

(10.11)

Ìàëîñòü çäåñü óæå ñîäåðæèòñÿ â ãðàäèåíòå òåìïåðàòóðû, ïîýòîìó f ìîæíî çàìåíèòü

íà f0. Â ðåçóëüòàòå

κij =

∫
d3k

(2π)3
τ~ω(k)vi(k)vj(k)

∂f0

∂T
. (10.12)

Íèçêèå òåìïåðàòóðû (T � TD):

κ ∼
∫
dk · k2τ~ωc2 · ~ω

T 2

1

sh2 ~ω
2T

∼ τT 3

~3c

TD/2T∫
0

x4dx

sh2 x
∝ T 3 (10.13)

� çàêîí Êàçèìèðà. 7

7 Ýòî áàëëèñòè÷åñêèé (êíóäñåíîâñêèé) ðåæèì. Äðóãèå ðåæèìû: äèôôóçèîííûé, ïóàçåéëåâ, âòîðîé

çâóê.
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XI. ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅ ÔÎÍÎÍÎÂ

Áóêâà v çàíÿòà ñêîðîñòüþ, áóäåì îáîçíà÷àòü ñîáñòâåííûå âåêòîðû äèíàìè÷åñêîé

ìàòðèöû áóêâîé e (ïîëÿðèçàöèÿ êîëåáàíèé). À áóêâà a çàíÿòà îïåðàòîðîì óíè÷òîæå-

íèÿ, áóäåì îáîçíà÷àòü âåêòîð ÿ÷åéêè áóêâîé R. Òîãäà

u =

√
~

2MN

∑
k,s

ekse
ikR√

ω(k)
(aks + a†−ks). (11.1)

Ýíåðãèÿ äåôîðìàöèè èìååò âèä

U = U0 +
∑
R,R′

D1(R−R′)
(
u(R)− u(R′)

)2
+

+
∑

R,R′,R′′

K1(R−R′,R−R′′)
(
u(R)− u(R′)

)(
u(R)− u(R′′)

)(
u(R′)− u(R′′)

)
.

(11.2)

Àíãàðìîíè÷åñêîå ñëàãàåìîå äà¼ò(
~

2MN

)3/2 ∑
R,R′,R′′

K2(R−R′,R−R′′)
∑

k,k′,k′′

1√
ω(k)ω(k′)ω(k′′)

×

×(ak + a†−k)(ak′ + a†−k′)(ak′′ + a†−k′′)
(
eikR − eikR′

)(
eik
′R − eik′R′′

)(
eik
′′R′ − eik′′R′′

)
.

(11.3)

Çäåñü åñòü ðàçíûå ïðîöåññû (ïðî ïðîöåññû aaa è a†a†a† íå ãîâîðèì, ïîòîìó ÷òî â

ãëàâíîì ïîðÿäêå â ðàìêàõ çîëîòîãî ïðàâèëà Ôåðìè îíè íå ñðàáîòàþò � â íèõ íåëüçÿ

óäîâëåòâîðèòü çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè; â òî æå âðåìÿ îíè ìîãóò äàâàòü âêëàä â

áîëåå âûñîêèå ïîðÿäêè òåîðèè âîçìóùåíèé êàê âèðòóàëüíûå ïðîöåññû):

Ñëèÿíèå: akak′a
†
−k′′ ,

Ðàñïàä: aka
†
−k′a

†
−k′′ ,

ïðè÷¼ì àìïëèòóäû ýòèõ ïðîöåññîâ óìíîæàþòñÿ íà

ei(k+k′+k′′)R
(

1− eik(R′−R)
)(

1− eik′(R′′−R)
)(

eik
′′(R′−R) − eik′′(R′′−R)

)
. (11.4)

Èç-çà ñóììèðîâàíèÿ ïî R ïåðâûé ìíîæèòåëü äà¼ò ÷òî-òî òèïà äåëüòà-ôóíêöèè. Íî òóò

íóæíà íåêîòîðàÿ îñòîðîæíîñòü.
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Êàê ìû ôîðìóëèðóåì çàäà÷ó î êðèñòàëëå? Îáû÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåø¼òêà ñ äèñ-

êðåòíûì ðàñïîëîæåíèåì àòîìîâ è ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàí.óñëîâèÿìè, u(L) = u(0). Âñïî-

ìèíàÿ ôîðìóëó (11.1), ïîíèìàåì, ÷òî äîëæíî áûòü

eikL = 1, (11.5)

ïîýòîìó k äèñêðåòíû ñ øàãîì 2π/L (èìåííî ýòî ìû è èìååì â âèäó, êîãäà ïèøåì ñóììó

ïî k). Òî åñòü, îãðàíè÷åííîñòü êîîðäèíàòû ñâåðõó ïðèâåëà ê äèñêðåòíîñòè ïðè ìàëûõ k.

Àíàëîãè÷íî, äèñêðåòíîñòü ïîëîæåíèé àòîìîâ íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ ïðèâîäèò ê îãðà-

íè÷åííîñòè k ñâåðõó (ò.å. ìû ìîæåì ñ÷èòàòü k ëåæàùèìè â ïåðâîé çîíå Áðèëëþýíà).

Â ðåçóëüòàòå,

kx =
2π

L
n, n = 0, . . . ,

L

ax
, (11.6)

kx ∈
(

0,
2π

ax

)
èëè − π

ax
< kx <

π

ax
. (11.7)

Áàçèñíûå âåêòîðû îáðàòíîé ðåø¼òêè:

b1 =
2π[a2 × a3]

a1 · [a2 × a3]
. (11.8)

Òàê âîò, èç-çà ñóììèðîâàíèÿ ïî R â ôîðìóëå (11.4) ñóììà (k + k′ + k′′) äîëæíà áûòü

ðàâíà íóëþ ñ òî÷íîñòüþ äî âåêòîðà îáðàòíîé ðåø¼òêè:

k + k′ + k′′ = b. (11.9)

Â ðåçóëüòàòå àíãàðìîíè÷åñêîå ñëàãàåìîå (11.3) ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

Hâç =
1√
N

∑
k+k′+k′′=b

B(akak′a
†
−k′′ + aka

†
−k′a

†
−k′′), (11.10)

ãäå

B(k,k′,k′′) =

(
~

2M

)3/2
1√

ωω′ω′′

∑
R−R′,R−R′′

K2(R−R′,R−R′′)×

×
(

1− eik(R′−R)
)(

1− eik′(R′′−R)
)(

eik
′′(R′−R) − eik′′(R′′−R)

)
. (11.11)

Äâà ñëàãàåìûõ â ãàìèëüòîíèàíå (11.10) ýðìèòîâî ñîïðÿæåíû äðóã äðóãó è îïèñûâàþò

îáðàòíûå äðóã äðóãó ïðîöåññû. Ïåðâîå � ýòî ñëèÿíèå (äâà â îäèí), à âòîðîå � ðàñïàä

ôîíîíîâ (îäèí â äâà). Åñëè b = 0, òî ýòî N-ïðîöåññ (íîðìàëüíûé). Åñëè b 6= 0, òî ýòî

U-ïðîöåññ (Umklapp � ïðîöåññ ïåðåáðîñà).
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Ýíåðãèÿ äîëæíà ñîõðàíÿòüñÿ,

ω(k)± ω(k′)− ω(k′′) = 0 (11.12)

(âåðõíèé çíàê � ñëèÿíèå, íèæíèé � ðàñïàä). Ïðè ýòîì ïîëåçíî èìåòü â âèäó ñîîòíî-

øåíèÿ

ω(−k) = ω(k), ω(k + b) = ω(k). (11.13)

Îáñóäèì íåêîòîðûå îñîáåííîñòè N- è U-ïðîöåññîâ. Ìû ãîâîðèì î òð¼õôîíîííûõ ïðî-

öåññàì. Â N-ïðîöåññàõ âñå òðè ôîíîíà ìîãóò áûòü äëèííîâîëíîâûìè, à ìîãóò áûòü êî-

ðîòêîâîëíîâûìè (ò.å. ñ äëèíîé âîëíû ïîðÿäêà ìåæàòîìíîãî ðàññòîÿíèÿ). Â U-ïðîöåññå

ïî êðàéíåé ìåðå äâà ôîíîíà èç òð¼õ äîëæíû áûòü êîðîòêîâîëíîâûìè (îäèí � â íà÷àëü-

íîì, îäèí � â êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè). Òðåòèé ìîæåò áûòü ëþáûì. Ýòî ìîæíî óãëÿäåòü

èç çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà è ýíåðãèè:

k1 + k2 + k3 = b, (11.14)

k1 ± k2 − k3 = 0, (11.15)

ãäå ± â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå (çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè) ñîîòâåòñòâóåò ñëèÿíèþ è ðàñ-

ïàäó ñîîòâåòñòâåííî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî k1 è k3 � êîðîòêîâîëíîâûå. Åñëè æå òðåòèé

ôîíîí k2 äëèííîâîëíîâûé, òî k1 ≈ k3, à k1 ≈ k3 ≈ b/2, ïîýòîìó íà÷àëüíûé èìïóëüñ

k1 ñìåíÿåòñÿ íà ïî÷òè ïðîòèâîïîëîæíûé −k3 ≈ −k1, îòñþäà è íàçâàíèå ¾ïðîöåññû

ïåðåáðîñà¿.

Òåïåðü âûÿñíèì âèä èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé, îáóñëîâëåííîãî âçàèìîäåéñòâèåì ôî-

íîíîâ. Ðàññìîòðèì âêëàä îò ðàñïàäíîãî ñëàãàåìîãî aka
†
−k′a

†
−k′′ â ãàìèëüòîíèàíå âçàè-

ìîäåéñòâèÿ. Ó íàñ çàäà÷à ñòàòôèçè÷åñêàÿ, ïîýòîìó èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé áóäåò çà-

âèñåòü îò ÷èñåë çàïîëíåíèÿ ó÷àñòâóþùèõ â ïðîöåññå ñîñòîÿíèé, íî ýòèì ìû çàéì¼ìñÿ

÷óòü ïîçæå. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì çàäà÷ó êâàíòîâîìåõàíè÷åñêóþ, â êîòîðîé åñòü èñõîä-

íûé ôîíîí, à îáà êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèÿ ñâîáîäíû. Òîãäà ïî çîëîòîìó ïðàâèëó Ôåðìè

ìîæíî íàïèñàòü âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà â åäèíèöó âðåìåíè:

wfi =
2π

~
|〈f |Hâç| i〉|2 δ(Ef − Ei). (11.16)

Â íàøåì ñëó÷àå ýòà îáùàÿ ôîðìóëà äà¼ò

wk7→k′,k′′ =
2π

~
|B|2

N
δ(~ωk − ~ωk′ − ~ωk′′)δk+k′+k′′,b (11.17)
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� çäåñü ìû åù¼ ó÷ëè êðîìå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè çàêîí ñîõðàíåíèÿ êâàçèèìïóëü-

ñà (ñ òî÷íîñòüþ äî âåêòîðà îáðàòíîé ðåø¼òêè).

Èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé � ýòî ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Äëÿ èí-

òåðåñóþùåãî íàñ ñîñòîÿíèÿ (ñ äàííîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ) ðàñïàäíîå ñëàãàåìîå

äà¼ò êàê ïðèõîäíûé, òàê è óõîäíûé ïðîöåññû:
nk + 1

nk′ − 1

nk′′ − 1

 ====⇒
ïðèõîä


nk

nk′

nk′′

 ==⇒
óõîä


nk − 1

nk′ + 1

nk′′ + 1

 . (11.18)

Çäåñü ïîñåðåäèíå íàïèñàíà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ êîòîðîé íàñ

èíòåðåñóåò (òî÷íåå, èíòåðåñóåò íàñ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ôóíêöèè nk, à ïî k è k′ ìû

ïîòîì áóäåì ñóììèðîâàòü). Äëÿ óõîäíîãî ïðîöåññà ïîëó÷àåì:

〈f |Hâç| i〉 =
〈
nk − 1, nk′ + 1, nk′′ + 1

∣∣aka†−k′a†−k′′∣∣nk, nk′ , nk′′〉 =
√
nk(nk′ + 1)(nk′′ + 1).

(11.19)

Äëÿ ïðèõîäíîãî:

〈f |Hâç| i〉 =
〈
nk, nk′ , nk′′

∣∣aka†−k′a†−k′′∣∣nk + 1, nk′ − 1, nk′′ − 1
〉

=
√

(nk + 1)nk′nk′′ . (11.20)

Â ðåçóëüòàòå

Iñò/ðàñï =
∑
k′,k′′

wk 7→k′,k′′ [−nk(nk′ + 1)(nk′′ + 1) + (nk + 1)nk′nk′′ ] . (11.21)

Îáùåå óòâåðæäåíèå: ðàâíîâåñíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ çàíóëÿåò èíòåãðàë ñòîëê-

íîâåíèé. Ïðîâåðèì ýòî íà äàííîì ïðèìåðå:

−nk(nk′ + 1)(nk′′ + 1) + (nk + 1)nk′nk′′ = −f0e
~ω′/Tf ′0e

~ω′′/Tf ′′0 + e~ω/Tf0f
′
0f
′′
0 =

= f0f
′
0f
′′
0

(
−e(~ω′+~ω′′)/T + e~ω/T

)
= 0. (11.22)

Ïîýòîìó íóæíî îòêëîíåíèå îò ðàâíîâåñíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü îòêëîíåíèå

� òîëüêî â nk = f0 + δn, òîãäà êàê nk′ è nk′′ ðàâíîâåñíûå. Òîãäà èç (11.21) ïîëó÷àåì

− δn(f ′0 + 1)(f ′′0 + 1) + δnf ′0f
′′
0 = −δn(f ′0 + f ′′0 + 1). (11.23)

Â ñêîáêå êîìáèíàöèÿ (f ′0 + f ′′0 ) ïðèâîäèò ê èíäóöèðîâàííîìó ðàñïàäó, à 1 � ê ñïîíòàí-

íîìó ðàñïàäó.
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Åñëè â ïðîöåññàõ, îïèñûâàåìûõ ôîðìóëàìè (11.10) è (11.11), âñå òðè ôîíîíà àêó-

ñòè÷åñêèå, òî íàñ èíòåðåñóþò ìàëûå k, k′, k′′ è b = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî âûÿñíèòü,

êàê âåäåò ñåáÿ B.

Åñëè âñïîìíèòü çàïèñü (7.2), òî â ïðåäåëå ìàëûõ q, q′, q′′ èìååòñÿ ñëåäóþùåå ñîîá-

ðàæåíèå. Ïðè q → 0 àêóñòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ïåðåõîäÿò â òðàíñëÿöèþ (ïàðàëëåëüíûé

ïåðåíîñ ðåø¼òêè êàê öåëîãî). Òàêîå äâèæåíèå íå ìîæåò èçìåíèòü ýíåðãèþ ñèñòåìû,

ïîýòîìó ïðè ìàëûõ q àíãàðìîíè÷åñêèé âêëàä â ýíåðãèþ äîëæåí çàâèñåòü íå îò ñàìîãî

ñìåùåíèÿ, à ëèøü îò åãî ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ. Òàêîå æå ðàññóæäåíèå âåðíî

è äëÿ äâóõ äðóãèõ èìïóëüñîâ. Ïîýòîìó â äëèííîâîëíîâîì ïðåäåëå àíãàðìîíè÷åñêèå

êîýôôèöèåíòû äîëæíû âåñòè ñåáÿ êàê

K(q,q′,q′′) ∝ qq′q′′. (11.24)

Íà ÿçûêå ôîðìóëû (11.11) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôèãóðèðóþùàÿ òàì ñóììà âåä¼ò ñåáÿ

êàê kk′k′′. Ïîýòîìó â öåëîì â ñëó÷àå N-ïðîöåññîâ ñ òðåìÿ àêóñòè÷åñêèìè ôîíîíàìè

èìååì

B ∝
√
ωω′ω′′, (11.25)

ãäå êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè � ôóíêöèÿ îò óãëîâ, îïèñûâàþùèõ íàïðàâëåíèÿ

èìïóëüñîâ.

Ó÷èòûâàÿ (11.25), ïèøåì
|B|2

N
= A~3ωkωk′ωk′′ . (11.26)

Ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó

A ∼ a3
0

mc2V
, (11.27)

ãäå V � îáú¼ì âñåãî êðèñòàëëà. Ìîæíî ýòî äåëàòü, íà÷èíàÿ ñ âûðàæåíèÿ äëÿ àíãàðìî-

íè÷åñêîé ýíåðãèè: ïðè ñìåùåíèè àòîìîâ íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà ìåæàòîìíîãî ðàññòîÿíèÿ

a0 àíãàðìîíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ â ðàñ÷¼òå íà îäèí àòîì � ïîðÿäêà àòîìíîé (à òà � ïîðÿä-

êà mc2, ãäå m � ñðåäíÿÿ ìàññà àòîìà ðåø¼òêè), ïîýòîìó â ôîðìóëå (11.2) ïîëó÷àåì

K1(R1,R2,R3) ∼ mc2/a3
0 è ò.ä. Íî ìîæíî ýòî ñîîáðàçèòü è ïî ðàçìåðíîñòè. Èç ôîðìóë

(11.17) è (11.26) ñëåäóåò, ÷òî ðàçìåðíîñòü A åñòü îáðàòíàÿ ýíåðãèÿ. Ïðè ýòîì ýòà áóêâà

ìîæåò ñêëàäûâàòüñÿ èç ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ a0, m, c è ïîëíîãî îáú¼ìà V

(ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèÿ è ò.ä.). Ìîæíî ñíà÷àëà ïðîâåðèòü, ÷òî çàâèñèìîñòü îò V èìååò

âèä A ∝ 1/V . Òîãäà íóæíóþ ðàçìåðíîñòü ìû ïîëó÷èì, îáåçðàçìåðèâ îáú¼ì ñ ïîìîùüþ

a3
0 è ñäåëàâ ýíåðãèþ mc2. Ýòî è äà¼ò îöåíêó (11.27).



27

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ïðîöåññîâ ñëèÿíèÿ (ðàññåÿíèÿ)

Iñò/ñë =
∑
k′,k′′

wk,k′ 7→k′′ [. . . ] , (11.28)

ãäå [. . . ] � ñì. çàäà÷ó 4, à

wk,k′ 7→k′′ =
2π

~2

|B|2

N
δ(ωk + ωk′ − ωk′′)δk+k′+k′′,b. (11.29)

XII. ÂÐÅÌß ÑÂÎÁÎÄÍÎÃÎ ÏÐÎÁÅÃÀ ÎÒ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß

ÔÎÍÎÍÎÂ

Âðåìÿ ðåëàêñàöèè τ îïðåäåëÿåì òàê:

Iñò = −δnk
τ
. (12.1)

Îò ÷åãî çàâèñèò: τ = τ(T, ω). Âàæíî, ÷òî ïðè ýòîì τ íå çàâèñèò îò ôóíêöèè ðàñïðåäå-

ëåíèÿ nk. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàáîòàåò τ -ïðèáëèæåíèå � ôîðìóëà (12.1) ñîîòâåòñòâóåò

èìåííî òàêîìó âèäó.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà N-ïðîöåññû.

Ó÷èòûâàÿ ∑
k

= V

∫
d3k

(2π)3
, (12.2)

èìååì (k çàäàíî, ïî k′ èíòåãðèðóåì; ïðè êàæäîì k′ òðåòèé âîëíîâîé âåêòîð k′′ îïðåäå-

ë¼í îäíîçíà÷íî, ïîýòîìó òîëüêî îäíî èíòåãðèðîâàíèå)(
1

τN

)
ðàñï

= 2π~V
∫

d3k′

(2π)3
Aωω′ω′′(fk′ + fk′′ + 1)δ(ω − ω′ − ω′′), (12.3)(

1

τN

)
ñë

= 2π~V
∫

d3k′

(2π)3
Aωω′ω′′(fk′ − fk′′)δ(ω + ω′ − ω′′). (12.4)

Ó÷ò¼ì åù¼, ÷òî

d3k′ =
ω′2dω′dΩk′

c3
. (12.5)

Ïîëó÷èì îöåíêè 1/τ äëÿ íåñêîëüêèõ ñëó÷àåâ:

1. Ñïîíòàííûé ðàñïàä.

Îñíîâíîé âêëàä äà¼ò îáëàñòü ω ∼ ω′ ∼ ω′′, â ðåçóëüòàòå (ó÷èòûâàÿ, ÷òî ωD =

ckD = c/a0)(
1

τ

)
ñï.ðàñï.

∼ ~a3
0ω

5

mc5
=

~a3
0ω

5
D

mc5

(
ω

ωD

)5

=
~
ma2

0

(
ω

ωD

)5

= ωD

(
~ωD
mc2

)(
ω

ωD

)5

.

(12.6)
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Îöåíèì ÷èñëåííî ïàðàìåòð, êîòîðûé çäåñü âîçíèê (ñ÷èòàåì c ∼ 1 êì/ñ):

γ =
~ωD
mc2

=
~

a0mc
∼ 10−27

5 · 10−8 · (10−27 · 2 · 103 · 102) · 105
∼ 10−3. (12.7)

2. Ðàñïàä õîëîäíîãî ôîíîíà (èíäóöèðîâàííûé).

Õîëîäíûé ôîíîí îçíà÷àåò ôîíîí ñ ~ω � T . Èç-çà çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

èç õîëîäíîãî ôîíîíà ìîãóò ðîäèòüñÿ òîëüêî äâà õîëîäíûõ. Îñíîâíîé âêëàä äà¼ò

îáëàñòü ~ω ∼ ~ω′ ∼ ~ω′′ � T , ïðè ýòîì f(ω) ≈ T/~ω. Ïîëó÷àåòñÿ êîìáèíàöèÿ

âèäà

ω5(fω′ + fω′′). (12.8)

Â ðåçóëüòàòå (
1

τN

)
èíä.ðàñï.

∼ ωD

(
~ωD
mc2

)
ω4T

~ω5
D

. (12.9)

3. Ñëèÿíèå äëÿ õîëîäíîãî ôîíîíà.

Â ýòîì ñëó÷àå ~ω � T , ïðè ýòîì ôîíîí, ñ êîòîðûì ñëèâàåìñÿ, ìîæåò áûòü òåï-

ëîâûì ñ ~ω′ ∼ T , òîãäà è ïîëó÷àþùèéñÿ ôîíîí áóäåò òåïëîâûì. Èìåííî ýòîò

ñëó÷àé äà¼ò îñíîâíîé âêëàä: ~ω′ ∼ ~ω′′ ∼ T . Ïðè ýòîì â ðàçíîñòè (fω′ − fω′′),

âõîäÿùåé â ôîðìóëó (12.4), êàæäîå ñëàãàåìîå ïîðÿäêà åäèíèöû, à ðàçíîñòü ìàëà

ïî ïàðàìåòðó ~ω/T . Íî ýòî åù¼ íå âñ¼. Â ýòîì ñëó÷àå åñòü õèòðîñòü, ñâÿçàííàÿ

ñ äåëüòà-ôóíêöèåé δ(ω + ω′ − ω′′), îáåñïå÷èâàþùåé çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.

Äåëî â òîì, ÷òî åñëè âñå òðè ôîíîíà ïðèíàäëåæàò îäíîé àêóñòè÷åñêîé âåòâè

ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ çâóêà, òî çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà äàþò

ñîîòíîøåíèÿ

k + k′ + k′′ = 0, (12.10)

k + k′ − k′′ = 0, (12.11)

è åäèíñòâåííûé âàðèàíò (ïðè çàäàííîì k èñõîäíîãî ôîíîíà) ýòèì ñîîòíîøåíèÿì

óäîâëåòâîðèòü � ýòî íàïðàâèòü k′ è k′′ âäîëü òîé æå ïðÿìîé (èíà÷å ïî íåðàâåíñòâó

òðåóãîëüíèêà k + k′ > k′′). Òîãäà óãëîâîå èíòåãðèðîâàíèå ïî d3k′ âûðîæäàåòñÿ

(ïðèâîäèò ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ëèíèè, à íå ïî ïîâåðõíîñòè, êàê ìîãëî áû áûòü).

Çíà÷èò, íåîáõîäèìî ó÷àñòèå ôîíîíîâ äâóõ ðàçíûõ âåòâåé (ïðè ýòîì òåïëîâûå

ôîíîíû k′ è k′′ äîëæíû îòíîñèòüñÿ ê îäíîé âåòâè � ïåðåêëþ÷èòü âåòâü ïðè



29

ñòîëü ìàëîé ðàçíèöå è ìåæäó èìïóëüñàìè, è ìåæäó ýíåðãèÿìè, íå ïîëó÷èòñÿ; à

âîò èñõîäíûé õîëîäíûé ôîíîí äîëæåí áûòü ñ äðóãîé âåòâè). Òîãäà

ω′′ − ω′ ≡ ω−k′′ − ωk′ =
∂ωk′

∂k′
k = c′k cos θ = ω

c′

c
cos θ, (12.12)

ãäå θ � óãîë ìåæäó k è k′ ≈ −k′′. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â äåëüòà-ôóíêöèþ, ïîëó÷àåì

δ(ω + ω′ − ω′′) = δ

(
ω − ωc

′

c
cos θ

)
=

1

ω
δ

(
1− c′

c
cos θ

)
. (12.13)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëàñü äîïîëíèòåëüíàÿ ñòåïåíü ω â çíàìåíàòåëå, à äåëüòà-

ôóíêöèÿ ñíèìåòñÿ óãëîâûì èíòåãðèðîâàíèåì â d3k′, ïîýòîìó â öåëîì èç êîìáè-

íàöèè dω′ δ(ω+ω′−ω′′) ìû çàðàáàòûâàåì áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð ω′/ω (à ðàíüøå

ïîëó÷àëè åäèíèöó, ò.ê. ãîâîðèëè, ÷òî äåëüòà-ôóíêöèÿ ñíèìàåòñÿ èíòåãðèðîâàíè-

åì ïî ÷àñòîòå). Íåîáõîäèìî óòî÷íèòü, ÷òî òàêîå âîçìîæíî òîëüêî åñëè c′/c > 1,

ò.å. èñõîäíûé ôîíîí äîëæåí áûòü ñ âåòâè ñ íå ñàìîé áîëüøîé ñêîðîñòüþ, ò.å. îí

ÿâëÿåòñÿ ïîïåðå÷íûì. À â ðàññìîòðåííûõ âûøå ñëó÷àÿõ ðàñïàäà èñõîäíûé ôîíîí

èç-çà íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà k < k′ + k′′ íå ìîæåò áûòü ñ âåòâè ñ íàèìåíüøåé

ñêîðîñòüþ çâóêà; áîëüøèõ èëè ìàëûõ ïàðàìåòðîâ â ýòîì ñëó÷àå íå âîçíèêàåò, ò.ê.

íåò ðàçäåëåíèÿ ìàñøòàáîâ ÷àñòîò.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ êîìáèíàöèÿ âèäà

ωω′3ω′′(fω′ − fω′′)
ω′

ω
∼ ωT 4. (12.14)

Â èòîãå (
1

τN

)
ñë.

∼ ωD

(
~ωD
mc2

)
ωT 4

~4ω5
D

. (12.15)

4. Ðàñïàä è ñëèÿíèå òåïëîâûõ ôîíîíîâ.

Îöåíêó äëÿ ñëó÷àÿ ~ω ∼ T ìîæíî ïîëó÷èòü èç âûøåïðèâåä¼ííûõ ôîðìóë (îíè

âñå ñòûêóþòñÿ â ýòîì ñëó÷àå):

1

τN
∼ ωD

(
~ωD
mc2

)(
T

~ωD

)5

. (12.16)

5. Ïðîöåññû ïåðåáðîñà äëÿ òåïëîâûõ ôîíîíîâ.

Ïðè T � TD èñõîäíûé èìïóëüñ òåïëîâîãî ôîíîíà íåäîñòàòî÷åí äëÿ ïðîöåññà

ïåðåáðîñà, ïîýòîìó ðàñïàäû (íè ñïîíòàííûå, íè èíäóöèðîâàííûå) íåâîçìîæíû.
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Ñëèÿíèÿ âîçìîæíû, ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ñëèÿíèå ñ ëþáûì ôîíîíîì � ýòîò

ïðîöåññ ìîæåò ñîäåðæàòü ìàëîñòü èç-çà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, íî îí âîçìîæåí.

Îñíîâíîé âêëàä áóäåò îò ω′ ∼ ω′′ ∼ ωD (íàì íóæíû áîëüøèå ÷àñòîòû, ÷òîáû áûë

ïåðåáðîñ). Ïîëó÷àåòñÿ êîìáèíàöèÿ âèäà

ωω′3ω′′(fω′ − fω′′) ∼ Tω4
De
−TD/T . (12.17)

Â ðåçóëüòàòå

1

τU
∼ ωD

(
~ωD
mc2

)
T

TD
e−TD/T . (12.18)

XIII. ÒÅÏËÎÏÐÎÂÎÄÍÎÑÒÜ ÐÅØ�ÒÊÈ ÏÐÈ ÍÈÇÊÈÕ ÒÅÌÏÅÐÀÒÓÐÀÕ

(T < TD)

Îòòàëêèâàÿñü îò ôîðìóëû (10.12) è èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå óäåëüíîé òåïëî¼ìêîñòè ôî-

íîíîâ ñ èìïóëüñîì k, cph(k) = ∂(~ω(k)f0)/∂T , ìû ìîæåì âìåñòî (10.13) çàïèñàòü òî æå

ñàìîå ÷óòü â äðóãîì âèäå:

κ ∼
∫
d3k · cph(k)lc, l = cτ. (13.1)

Åñëè æå τ íå çàâèñèò îò k (à ìû íèæå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òåïëîâûå ôîíîíû, äëÿ êî-

òîðûõ ýòî ìîæíî ñ÷èòàòü ñïðàâåäëèâûì, ò.ê. èõ ÷àñòîòà çàäàíà òåìïåðàòóðîé), òî èíòå-

ãðèðîâàíèå îòíîñèòñÿ òîëüêî ê òåïëî¼ìêîñòè íà èìïóëüñå è äà¼ò â ðåçóëüòàòå óäåëüíóþ

òåïëî¼ìêîñòü ñ ó÷¼òîì âñåãî ñïåêòðà (ïîëíóþ â ýòîì ñìûñëå):

κ ∼ cphlc. (13.2)

Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî åñòü îáðàçåö ñ íåêîòîðûì ïîïåðå÷íûì ðàçìåðîì d, à òåïëîïðîâîäíîñòü

ìû èçìåðÿåì âäîëü îáðàçöà. Ïðè ñàìûõ íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà

îïðåäåëÿåòñÿ ðàññåÿíèåì íà ñòåíêàõ, ïîýòîìó l ∼ d, ÷òî ñ ó÷¼òîì

cph ∼
(
T

~c

)3

∼ k3
D

(
T

TD

)3

(13.3)

äà¼ò

κ ∼ ω3
D

c2

(
T

TD

)3

d. (13.4)
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Ýòî � çàêîí Êàçèìèðà T 3, êîòîðûé ìû óæå ïîëó÷àëè [ñì. (10.13) � òåïåðü ìû óòî÷íè-

ëè, ÷òî çà τ òàì âîçíèêàåò]. Ñîîòâåòñòâóåò áàëëèñòè÷åñêîìó (êíóäñåíîâñêîìó íà ãèäðî-

äèíàìè÷åñêîì ÿçûêå) ðåæèìó � ôîíîíû ðàññåèâàþòñÿ íà ñòåíêàõ, ìåæäó ðàññåÿíèÿìè

ëåòÿò ïî ïðÿìîé.

Ïðè ñàìûõ íèçêèõ T

d� lN � lU . (13.5)

Çàêîí T 3 ðàáîòàåò, ïîêà d < lN , ãäå lN îáóñëîâëåíà íîðìàëüíûìè ïðîöåññàìè. Ãðà-

íèöà � T1:
1

d
=

1

τNc
=
ωD
c
γ

(
T1

TD

)5

, (13.6)

îòêóäà

T1 = TD

(
1

dkDγ

)1/5

. (13.7)

Åñëè âçÿòü d ∼ 1 ñì, òî ïîëó÷àåì îöåíêó

T1 = TD

(
5 · 10−8

1 · 10−3

)1/5

≈ TD
10
. (13.8)

Ñ ïîâûøåíèåì T óáûâàþò lN è lU , ïîýòîìó ìîæåì ïîïàñòü â ðåæèì

lN � d� lU . (13.9)

Ïðè T > T1 ïîëó÷àåì lN < d. Êàçàëîñü áû, òîãäà â ôîðìóëå (13.2) ïðîñòî íóæíî

â êà÷åñòâå l âçÿòü lN . Îäíàêî, âñ¼ íåñêîëüêî õèòðåå. Äåëî â òîì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè

òåïëîïðîâîäíîñòè âàæíû ïðîöåññû ðàññåÿíèÿ, ìåíÿþùèå èìïóëüñ ôîíîííîé ñèñòåìû â

öåëîì. Ðàññåÿíèå íà ñòåíêàõ îòíîñèëîñü èìåííî ê òàêèì ïðîöåññàì. À âîò N-ïðîöåññû

ïîëíûé èìïóëüñ ôîíîííîé ñèñòåìû íå ìåíÿþò:

dP

dt
=
∑
k

~k
dnk
dt

=
∑
k

~kIñò/N = 0. (13.10)

Ïîýòîìó ðåæèì äâèæåíèÿ ôîíîíîâ èçìåíèëñÿ, íî èçìåíåíèå ïîëíîãî èìïóëüñà ïî-

ïðåæíåìó áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ðàññåÿíèåì íà ñòåíêàõ.

Îäíàêî, ìåæäó ñòåíêàìè äâèæåíèå äèôôóçíîå ñ øàãîì lN . ×òîáû ïðîéòè ðàññòîÿíèå

d, íóæíî ñäåëàòü (d/lN)2 øàãîâ, ïîýòîìó ïîëíàÿ äëèíà, êîòîðóþ íàäî ïðîëåòåòü äî

ñòîëêíîâåíèÿ ñî ñòåíêîé, åñòü

leff ∼ lN

(
d

lN

)2

. (13.11)
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Â ðåçóëüòàòå

κ ∼ cph
d2

τNc
c ∼ ω4

D

c3
γ

(
T

TD

)8

d2. (13.12)

Ýòî íàçûâàåòñÿ îáëàñòü Ãóðäæè: ïóàçåéëåâî òå÷åíèå ôîíîíîâ (êàê ïðè (ëàìèíàðíîì)

òå÷åíèè âÿçêîé æèäêîñòè ïî òðóáå), ôîíîíû ðàññåèâàþòñÿ íà ñòåíêàõ, íî äî íèõ ëåòÿò

íå ïî ïðÿìîé.

Ïðè äàëüíåéøåì ðîñòå T âêëþ÷àòñÿ U-ïðîöåññû è ìû ìîæåì ïîïàñòü â ðåæèì

lU �
d2

lN
. (13.13)

Ýòî ïðîèñõîäèò ïðè T2, òàêîì ÷òî

leff = lU , d2 = lN lU = c2τNτU . (13.14)

Ïðè ýòîì

κ ∼ cphlUc =
k2
Dc

γ

(
T

TD

)2

eTD/T . (13.15)

Òàêîé çàêîí áûëî ïîëó÷åí Ïàéåðëñîì. Ýòà ôóíêöèÿ óáûâàåò ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû

ïðè T < TD/2.

Â îáðàçöàõ î÷åíü ìàëûõ ðàçìåðîâ d ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû

lU ∼ lN ñòàëî ðàíüøå, ÷åì lN ñòàëî ìåíüøå d, ò.å. èìååò ìåñòî ñèòóàöèÿ

d� lN ∼ lU . (13.16)

Òîãäà îáëàñòè Ãóðäæè íå áóäåò, ïîñëå T 3 ñðàçó ïîéä¼ò ýêñïîíåíòà.

XIV. ÐÀÑÑÅßÍÈÅ ÍÀ ÏÐÈÌÅÑßÕ

Âðåìÿ ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ:

1

τi
= Nicσ. (14.1)

Çàêîí Ðýëåÿ: σ ∝ ω4. Ïðåôàêòîð ìîæíî âîññòàíîâèòü ïî ðàçìåðíîñòè: σ ∝ (R6/c4)ω4,

ãäå R � ðàçìåð ïðèìåñè. Ó÷ò¼ì, ÷òî R ∼ a è áóäåì ïî âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàòü

ωD ∼ c/a. Åù¼ äîëæåí áûòü áåçðàçìåðíûé ìíîæèòåëü, îïèñûâàþùèé ñèëó ïðèìåñè.

Íàïðèìåð, äëÿ èçîòîïè÷åñêèõ ïðèìåñåé ïîëó÷àåòñÿ ìàëîñòü (δm/m)2. Â ðåçóëüòàòå

1

τi
=

(
δm

m

)2

Nia
3ωD

(
ω

ωD

)4

. (14.2)
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Âñïîìèíàÿ âûâîä êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè (10.13) ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ

(T � TD), ìû ìîæåì ïðèñïîñîáèòü åãî ê ñëó÷àþ, êîãäà ðàññåÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïðè-

ìåñÿìè. Ïðè âûâîäå çàêîíà Êàçèìèðà (10.13) èç ôîðìóëû (10.12) ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî

τ íå çàâèñèò îò ÷àñòîòû, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè ìîæåò áûòü îáóñëîâëåíî ðàññåÿíèåì

íà ñòåíêàõ. Åñëè æå ðå÷ü èä¼ò î ïðèìåñÿõ, òî çàâèñèìîñòü îò ÷àñòîòû åñòü, ïîýòîìó

ïîäñòàâèì (14.2) â (10.13):

κ ∼
∫
dk · k2τi~ωc2 · ~ω

T 2

1

sh2 ~ω
2T

. (14.3)

Ïåðåõîäÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ω è àíàëèçèðóÿ ïîâåäåíèå èíòåãðàëà íà ìàëûõ ω, íà-

õîäèì

κ ∝
∫
dω · ω2 1

ω4
ω · ω

ω2
∝
∫
dω

ω2
, (14.4)

ò.å èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ. Íî ýòî ïðîñòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàññåÿíèÿ íà ïðèìåñÿõ ñàìè ïî ñå-

áå íå ìîãóò äàòü êîíå÷íîãî òåïëîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ, äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî âñïîìíèòü

îá îñòàëüíûõ ìåõàíèçìàõ ðàññåÿíèÿ. Â òî æå âðåìÿ, ðàññåÿíèå íà ïðèìåñÿõ ïîõîæå

íà ïðîöåññû ïåðåáðîñà â òîì ñìûñëå, ÷òî â ýòèõ ïðîöåññàõ íå ñîõðàíÿåòñÿ èìïóëüñ.

Ïîýòîìó ïðè τi < τU ðîëü ïðîöåññîâ ïåðåáðîñà ïåðåõîäèò ê ïðèìåñíîìó ðàññåÿíèþ, è

â ôîðìóëàõ íóæíî çàìåíÿòü τU 7→ τi (êîíå÷íî, íóæíà àêêóðàòíîñòü, íî â íåêîòîðûõ

ñëó÷àÿõ èìåííî òàê).

Ïîëåçíî åù¼ èìåòü â âèäó ñëåäóþùóþ êàðòèíó ðåëàêñàöèè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

çà ñ÷¼ò ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ. Âîò åñòü τi ∝ 1/ω4, à åñòü íà ìàëûõ ÷àñòîòàõ ðàññåÿ-

íèå õîëîäíûõ ôîíîíîâ τN ∝ 1/ω.8 Ïîýòîìó ïðè ìàëûõ ω èìååì τN < τi è ðàññåÿíèå

îïðåäåëÿåòñÿ τN . Íî N-ïðîöåññû íå ïðèâîäÿò ê ðåëàêñàöèè èìïóëüñà. Ïîýòîìó áóäåò

ïðîèñõîäèòü ñëåäóþùàÿ äâóõñòóïåí÷àòàÿ ðåëàêñàöèÿ. Ñíà÷àëà íåðàâíîâåñíàÿ ôóíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ nk çà âðåìåíà ïîðÿäêà τN áóäåò ðåëàêñèðîâàòü ê ðàâíîâåñíîé (ðåëàê-

ñàöèÿ ïî ÷èñëó ÷àñòèö), íî ñ íåíóëåâîé ñðåäíåé ñêîðîñòüþ (îïðåäåëÿåìîé èñõîäíûì

ðàñïðåäåëåíèåì):

nk 7→ f0

(
~ω − ku

T

)
, u =

∑
k vknk∑
k nk

. (14.5)

À óæå çàòåì çà âðåìÿ τi îòðåëàêñèðóåò èìïóëüñ:

f0

(
~ω − ku

T

)
7→ f0

(
~ω
T

)
. (14.6)

8 Âñïîìèíàåì, ÷òî äëÿ ñïîíòàííîãî ðàñïàäà τ−1N ∝ ω5, äëÿ èíäóöèðîâàííîãî ðàñïàäà õîëîäíîãî ôî-

íîíà τ−1N ∝ ω4, äëÿ ñëèÿíèÿ õîëîäíîãî ôîíîíà τ−1N ∝ ω.
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Åñëè æå, íàîáîðîò, τi < τN , òî ñíà÷àëà ðàñïðåäåëåíèå çà âðåìÿ τi îòðåëàêñèðóåò

ïî èìïóëüñó ê íåêîòîðîìó îäíîðîäíîìó, íî íåòåïëîâîìó (ïðèìåñè óïðóãèå, ïîýòîìó

íàïðàâëåíèÿ èìïóëüñîâ îíè ïåðåìåøèâàþò, íî ñàìè èìïóëüñû íå ìåíÿþò):

nk 7→ nk = nk, (14.7)

à çàòåì çà âðåìÿ τN ïðîèçîéä¼ò ðåëàêñàöèÿ ê ðàâíîâåñíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ:

nk 7→ f0

(
~ω
T

)
. (14.8)

XV. ÂÒÎÐÎÉ ÇÂÓÊ

Ôîíîííûé ãàç ïîõîæ íà ãàç îáû÷íûõ ÷àñòèö, îñîáåííî ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ, êî-

ãäà ðàññåÿíèÿ îáóñëîâëåíû N-ïðîöåññàìè (à ïðîöåññàìè ïåðåáðîñà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü),

τN � τU . Â ýòîì ñëó÷àå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà � îáû÷íûå. Â îáû÷-

íîì ãàçå ìîæåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ çâóê (êîëåáàíèÿ ïëîòíîñòè). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ãàçå

ôîíîíîâ òîæå ìîãóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ êîëåáàíèÿ ïëîòíîñòè. Êîëåáàíèÿ ïëîòíîñòè ôî-

íîííîãî ãàçà (ò.å. êîëåáàíèÿ òåìïåðàòóðû) íàçûâàþòñÿ âòîðûì çâóêîì (ïåðâûé çâóê �

ýòî ñàìè ôîíîíû).

Íóæíî, ÷òîáû òåìïåðàòóðà óñïåâàëà óñòàíîâèòüñÿ ëîêàëüíî. Åñëè ω è λ � ÷àñòîòà

è äëèíà âîëíû âòîðîãî çâóêà, íóæíî âûïîëíåíèå óñëîâèé

ωτ � 1, l � λ. (15.1)

Êèí.óðàâíåíèå [f(r,k, t) ≡ nk(r, t)]:

∂nk

∂t
+ vk

∂nk

∂r
= Iñò, (15.2)

ïðè÷¼ì vk = c, ïîýòîìó äëÿ âåêòîðà ìîæíî íàïèñàòü vk = ck/k.

Ïëîòíîñòü ýíåðãèè è èìïóëüñà ôîíîííîãî ãàçà:

E(r) =

∫
d3k

(2π)3
~ωknk(r), (15.3)

P(r) =

∫
d3k

(2π)3
~knk(r). (15.4)

Äîìíîæèì (15.2) íà ~ωk è íà ~k è ïðîèíòåãðèðóåì ïî èìïóëüñàì:

∂E(r)

∂t
+ c2 ∂

∂ri

∫
d3k

(2π)3
~kink =

∫
d3k

(2π)3
~ωkIñò, (15.5)

∂Pi(r)

∂t
+ c

∂

∂rj

∫
d3k

(2π)3

~kikj
k

nk =

∫
d3k

(2π)3
~kiIñò. (15.6)
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Â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ïîëó÷àþòñÿ íóëè â ñèëó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà ïðè

íîðìàëüíûõ ñòîëêíîâåíèÿõ:

dE

dt
=

∫
d3k

(2π)3
~ωkIñò = 0, (15.7)

dP

dt
=

∫
d3k

(2π)3
~kIñò = 0. (15.8)

Êðîìå òîãî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî âòîðîé çâóê ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì âîçìóùåíèåì è íå íàðóøà-

åò èçîòðîïèþ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî k, ìîæåì ïðåîáðàçîâàòü âòîðîå ñëàãàåìîå â

ëåâîé ÷àñòè (15.6) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

c
∂

∂rj

∫
d3k

(2π)3

~δij
3

k2

k
nk =

1

3

∂

∂ri

∫
d3k

(2π)3
~ωknk. (15.9)

Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèÿ (15.5)-(15.6) ïðèíèìàþò âèä

∂E

∂t
+ c2 divP = 0, (15.10)

∂P

∂t
+

1

3
gradE = 0, (15.11)

îòêóäà ñëåäóåò

∂2E

∂t2
− c2

3
∆E = 0. (15.12)

Ýòî âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ âòîðîãî çâóêà, åãî ñêîðîñòü åñòü c2 = c/
√

3. Ìîæíî åù¼

ñêàçàòü, ÷òî âòîðîé çâóê � ýòî êîëåáàíèÿ òåìïåðàòóðû.

Ïðî ðàñïðîñòðàíåíèå òåìïåðàòóðû ìû îáû÷íî äóìàåì êàê ïðî äèññèïàòèâíûé ïðî-

öåññ. Ïî÷åìó æå çäåñü íåçàòóõàþùèå âîëíû? Èíûìè ñëîâàìè, åñëè ëîêàëüíî âêà÷àòü

ýíåðãèþ, ïî÷åìó áóäåò íå äèôôóçèÿ (óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè), à ðàñïðîñòðàíåíèå

âîëí (âîëíîâîå óðàâíåíèå)? Äåëî â òîì, ÷òî ìû ó÷ëè òîëüêî N-ïðîöåññû, ïðè êîòîðûõ

ïîëíûé èìïóëüñ ôîíîííîé ñèñòåìû ñîõðàíÿåòñÿ. Åñëè æå ó÷åñòü U-ïðîöåññû èëè ðàññå-

ÿíèå íà ïðèìåñÿõ, òî âîçíèêàåò âîçìîæíîñòü ñáðîñèòü èìïóëüñ (ðåø¼òêå èëè ïðèìåñÿì

ñîîòâåòñòâåííî), è ýòî ïðèâåä¼ò ê äèôôóçèè.

Ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàòü âòîðîé çâóê ìîæíî, íàïðèìåð, çàïóñêàÿ èìïóëüñ òåï-

ëà ñ îäíîé ñòîðîíû è äåòåêòèðóÿ åãî ïðè ïîìîùè ñâåðõïðîâîäÿùåãî áîëîìåòðà ñ äðó-

ãîé ñòîðîíû (íàïðèìåð, ñì. V. Narayanamurti, R. Dynes, �Observation of Second Sound

in Bismuth�, Phys. Rev. Lett. 28, 1461 (1972)).
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XVI. ÑÒÐÓÊÒÓÐÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÒÂ�ÐÄÛÕ ÒÅË (ÌÅÒÎÄÛ

ÐÀÑÑÅßÍÈß)

Çàïóñêàåì â êðèñòàëëè÷åñêèé îáðàçåö âîëíó, ñëàáî âçàèìîäåéñòâóþùóþ ñ êðèñòàë-

ëîì (íàïðèìåð, ìåäëåííûå íåéòðîíû, ðåíòãåí). Íà âõîäå � âîëíà ñ èìïóëüñîì k, íà

âûõîäå � âîëíà k′. Âåðîÿòíîñòü ðàññåÿíèÿ wfi ∝ |M |2 (îíà æå ïðîïîðöèîíàëüíà ñå÷å-

íèþ ðàññåÿíèÿ). Ïðè ýòîì

M = 〈f |
∫
e−ik

′rV (r)eikrd3r |i〉 , (16.1)

ãäå |i〉 è |f〉 � íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå îáðàçöà, à ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ

âîëíû è îáðàçöà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñóììû ïî àòîìàì:

V (r) =
∑
l

Vl(r− rl). (16.2)

Îïðåäåëèâ âåêòîð ðàññåÿíèÿ K = k′ − k, ìîæåì çàïèñàòü èíòåãðàë â ôîðìóëå (16.1)

êàê ∑
l

∫
e−iK(r−rl)e−iKrlVl(r− rl)d

3(r− rl) =
∑
l

Vl(K)e−iKrl . (16.3)

Òàêèì îáðàçîì,

|M |2 ∝

∣∣∣∣∣∑
l

Vl(K)e−iKrl

∣∣∣∣∣
2

=
∑
l,m

VlV
∗
me
−iK(rl−rm). (16.4)

Â ïîòåíöèàëå (16.2) åñòü êîãåðåíòíàÿ ÷àñòü (îäèíàêîâàÿ äëÿ âñåõ àòîìîâ) è äîáàâ-

êà, ðàçíàÿ äëÿ ðàçíûõ àòîìîâ (îáóñëîâëåíà ëîêàëüíûìè äåôåêòàìè êðèñòàëëè÷åñêîé

ðåø¼òêè èëè òåïëîâûìè êîëåáàíèÿìè àòîìîâ:

Vl = V + δVl, (16.5)

Åñëè ìåæäó âåëè÷èíàìè δVl è δVm íåò êîððåëÿöèè, òî ñòàòèñòè÷åñêîå ñðåäíåå (ïî àí-

ñàìáëþ) èìååò âèä

VlV ∗m = |V |2 + δlm|δV |2, (16.6)

ïîýòîìó

|M |2 ∝

∣∣∣∣∣V (K)
∑
l

e−iKrl

∣∣∣∣∣
2

+N |δV |2. (16.7)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå � êîãåðåíòíîå áðýããîâñêîå ðàññåÿíèå (ðåçóëüòàò èíòåðôåðåíöèè âîëí,

ðàññåÿâøèõñÿ íà ðàçíûõ àòîìàõ), âòîðîå � äèôôóçíîå ðàññåÿíèå (çíàåò ïðî îäèí àòîì,

íå çíàåò ïðî èíòåðôåðåíöèþ).
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Ðàññìîòðèì êîãåðåíòíîå ðàññåÿíèå, ó÷òÿ, ÷òî åñòü ðàâíîâåñíûå ïîëîæåíèÿ àòîìîâ

è ìàëûå ñìåùåíèÿ îòíîñèòåëüíî íèõ, rl = Rl + ul. Òîãäà îò ðàâíîâåñíûõ ïîëîæåíèé

ïîëó÷èòñÿ:

M ∝ V (K)
∑
l

e−iKRl = V (K)NδK,b, (16.8)

ãäå b � ëþáîé âåêòîð îáðàòíîé ðåø¼òêè. Ïîëó÷àþòñÿ áðýããîâñêèå ïèêè.

Âåêòîðà ñìåùåíèÿ ìîæíî ðàçëîæèòü íà ôóðüå-ãàðìîíèêè. Ðàññìîòðèì îäíó èç íèõ:

rl = Rl + a sinQRl. (16.9)

Òîãäà

M ∝
∑
l

e−iK(Rl+a sinQRl) =
∑
l

e−iKRl

(
1− iKa

eiQRl − e−iQRl

2i

)
=

=
∑
l

[
e−iKRl − Ka

2

(
e−i(K−Q)Rl − e−i(K+Q)Rl

)]
. (16.10)

Ïîýòîìó â äîïîëíåíèå ê îñíîâíûì áðýããîâñêèì ïèêàì (δk,b) ïîÿâëÿþòñÿ åù¼ è ñàòåë-

ëèòû (δk,Q+b è δk,−Q+b). Òàê ìîæíî ¾óâèäåòü¿ ñìåùåíèÿ.

XVII. ÍÅÓÏÐÓÃÎÅ ÐÀÑÑÅßÍÈÅ ÍÅÉÒÐÎÍÎÂ

Èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðàññåèâàÿ íà êðèñòàëëå íåéòðîíû íåóïðóãèì îáðàçîì, ñ âîç-

áóæäåíèåì ôîíîíîâ, ìû ìîæåì, äåòåêòèðóÿ âûëåòàþùèå íåéòðîíû, ïîëó÷èòü èíôîð-

ìàöèþ î ôîíîíàõ â êðèñòàëëå. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé êóáè÷åñêîãî

êðèñòàëëà ñ îäíèì àòîìîì â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå (èçîòðîïíàÿ ñðåäà).

Ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòü ðàññåÿíèÿ (ïðîïîðöèîíàëüíóþ ñå÷åíèþ ðàññåÿíèÿ):

wfi =
2π

~
|M |2δ(εf + ~ω − εi), (17.1)

M = 〈f |
∑
l

e−iKrl |i〉V (K), K = k′ − k. (17.2)

Çäåñü |i〉 è |f〉� íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå êðèñòàëëà, ~ω � ïåðåäàííàÿ êðèñòàëëó

ýíåðãèÿ.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îáðàçåö íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè |i〉 ñ âåðîÿòíîñòüþ pi (ãèááñîâñêîå

ðàñïðåäåëåíèå), ïîëó÷àåì

w =
2π

~
|V (K)|2

∑
l,m;i,f

pi 〈i| eiKrl |f〉 〈f | e−iKrm |i〉 δ(εf + ~ω − εi). (17.3)
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Èñïîëüçóÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äåëüòà-ôóíêöèè è ãåéçåíáåðãîâñêîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå îïåðàòîðîâ,

2πδ(εf + ~ω − εi) =
1

~

∫
dt ei(εf/~+ω−εi/~)t, (17.4)

eiH0t/~rme
−iH0t/~ = rm(t), (17.5)

ìîæåì íàïèñàòü

w =
1

~2
|V (K)|2

∫
dt eiωt

∑
l,m;i,f

pi 〈i| eiKrl(0) |f〉 〈f | e−iKrm(t) |i〉 =

=
1

~2
|V (K)|2

∫
dt eiωt

∑
l,m

〈
eiKrl(0)e−iKrm(t)

〉
T
, (17.6)

ãäå 〈. . . 〉T îçíà÷àåò êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîå ñðåäíåå è ñòàòèñòè÷åñêîå ñðåäíåå (ãèááñîâ-

ñêîå) ïðè òåìïåðàòóðå T .

Ýòîò ðåçóëüòàò ïîëåçíî ñâÿçàòü ñ âåëè÷èíîé, íàçûâàåìîé äèíàìè÷åñêèì ñòðóêòóð-

íûì ôàêòîðîì (è ÿâëÿþùåéñÿ ôóðüå-îáðàçîì êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ïëîòíîñòåé):

S(K, ω) =

∫
dt eiωt

∑
l,m

〈
eiKrl(0)e−iKrm(t)

〉
T

=

=

∫
dt d3r d3r′ eiωt+iK(r−r′) 〈ρ(r, 0)ρ(r′, t)〉T , (17.7)

ãäå îïåðàòîð ïëîòíîñòè (òî÷íåå, êîíöåíòðàöèè) åñòü

ρ(r, t) =
∑
l

δ (r− rl(t)) . (17.8)

Òàêèì îáðàçîì,

w =
1

~2
|V (K)|2S(K, ω). (17.9)

Íàì íóæíî ðàçîáðàòüñÿ ñ âûðàæåíèåì

S(K, t) =
∑
l,m

〈
eiKrl(0)e−iKrm(t)

〉
T
. (17.10)

Çàïèøåì îïåðàòîðû êîîðäèíàòû ÷åðåç ðàâíîâåñíûå ïîëîæåíèÿ àòîìîâ è îïåðàòîðû

ñìåùåíèÿ:

rl(0) = Rl + ul(0), (17.11)

rm(t) = Rm + um(t), (17.12)
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òîãäà

S(K, t) =
∑
l,m

eiK(Rl−Rm)
〈
eiKul(0)e−iKum(t)

〉
T
. (17.13)

Ïðîáëåìà ñ ýêñïîíåíòàìè, ñîäåðæàùèìè îïåðàòîðû ñìåùåíèÿ, ñîñòîèò â òîì, ÷òî îïå-

ðàòîðû u(t) â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè íå êîììóòèðóþò. ×òîáû â ýòîì óáåäèòüñÿ,

çàïèøåì èõ âî âòîðè÷íî êâàíòîâàííîì âèäå:

um(t) =

√
~

2MN

∑
q,s

eqs√
ωqs

(
aqse

iϕm + a†qse
−iϕm

)
, ϕm = qRm − ωq,st. (17.14)

Òîãäà

[ul(0),um(t)] =
~

2MN

∑
q,q′,s,s′

eqseq′s′√
ωqsωq′s′

(
δqq′δss′e

iqRl−iq′Rm+iωq′s′ t − δqq′δss′e−iqRl+iq
′Rm−iωq′s′ t

)
=

=
i~
MN

∑
q,s

sinϕlm
ωqs

, ϕlm = ϕl(0)− ϕm(t). (17.15)

Òàêèì îáðàçîì, êîììóòàòîð äåéñòâèòåëüíî íå íîëü, îäíàêî ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì.

Âñïîìíèì ïîëåçíûé ôàêò èç æèçíè îïåðàòîðîâ. Åñëè åñòü îïåðàòîðû A è B òàêèå,

÷òî

[A, [A,B]] = [B, [A,B]] = 0, (17.16)

òî

eAeB = eA+Be
1
2

[A,B]. (17.17)

Ïîñêîëüêó ó íàñ êîììóòàòîð � ÷èñëî, ýòà ôîðìóëà â íàøåì ñëó÷àå ðàáîòàåò. Òàêèì

îáðàçîì,

S(K, t) =
∑
l,m

eiK(Rl−Rm)
〈
eiK(ul(0)−um(t))

〉
T
e

1
2

[Kul(0),Kum(t)]. (17.18)

Ïîñêîëüêó â èçîòðîïíîé ñðåäå âñå ôîíîííûå êîëåáàíèÿ ñ çàäàííûì âîëíîâûì âåêòîðîì

q âûðîæäåíû, ìû ìîæåì âûáðàòü îäíî èç òð¼õ íàïðàâëåíèé ïîëÿðèçàöèè ïàðàëëåëü-

íûì K. Òîãäà

S(K, t) =
∑
l,m

eiK(Rl−Rm)
〈
eiK(ul(0)−um(t))

〉
T
e
K2

2
[u(0),u(t)], (17.19)

ãäå u � àìïëèòóäà êîëåáàíèÿ âäîëü K. Äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà

〈
eiK(ul(0)−um(t))

〉
T

= e−
K2

2 〈(ul(0)−um(t))2〉
T . (17.20)
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Ðàñïèñûâàÿ ñðåäíåå â ýêñïîíåíòå, ïîëó÷àåì:

〈
(ul(0)− um(t))2

〉
T

=
~

2MN

∑
q

1

ωq

〈(
aq
(
eiϕl(0) − eiϕm(t)

)
+ a†q

(
e−iϕl(0) − e−iϕm(t)

))2
〉
T

=

=
~

2MN

∑
q

1

ωq

〈
aqa

†
q + a†qaq

〉
T

(2− 2 cosϕlm) =

=
~

MN

∑
q

1

ωq

(2nq + 1) (1− cosϕlm) . (17.21)

Çäåñü ñóììèðîâàíèå ïî (òð¼ì) âåòâÿì ñïåêòðà ïðîïàëî, ò.ê. äëÿ êàæäîãî q ìû îñòàâèëè

îäíó âåòâü, ó êîòîðîé ïîëÿðèçàöèÿ ïàðàëëåëüíà K.

Ñîáèðàÿ âñ¼ âìåñòå, ïîëó÷àåì

S(K, t) =
∑
l,m

eiK(Rl−Rm) exp

[
~K2

2MN

∑
q

i sinϕlm − (1− cosϕlm)(2nq + 1)

ωq

]
=

= e−2W
∑
l,m

eiK(Rl−Rm) exp

[
~K2

2MN

∑
q

i sinϕlm + (2nq + 1) cosϕlm
ωq

]
, (17.22)

ãäå â ïîñëåäíåé çàïèñè ìû îòäåëèëè íåçàâèñÿùèé îò âðåìåíè ìíîæèòåëü

e−2W = exp

[
− ~K2

2MN

∑
q

2nq + 1

ωq

]
, (17.23)

íàçûâàåìûé ôàêòîðîì Äåáàÿ-Óîëëåðà.

Â îáùåì ñëó÷àå, íå âûáèðàÿ íàïðàâëåíèÿ ïîëÿðèçàöèè ñïåöèàëüíûì îáðàçîì, ìîæíî

çàïèñàòü ôàêòîð Äåáàÿ-Óîëëåðà â âèäå

e−2W = exp
(
−
〈
(Ku)2

〉
T

)
.

Ïðåîáðàçóåì çàâèñÿùèé îò âðåìåíè ìíîæèòåëü â (17.22), ó÷èòûâàÿ, ÷òî àðãóìåíò

ýêñïîíåíòû ìàë â ñèëó áîëüøîãî N (îñòàâëÿåì ïåðâûé ïîðÿäîê, ò.å. ïðåíåáðåãàåì ìíî-

ãîôîíîííûìè ïðîöåññàìè):

S(K, t) = e−2W
∑
l,m

eiK(Rl−Rm)

{
1 +

~K2

2MN

∑
q

1

ωq

[
(nq + 1)eiϕlm + nqe

−iϕlm
]
,

}
=

= e−2W
∑
l,m

{
eiK(Rl−Rm) +

~K2

2MN

∑
q

1

ωq

[
(nq + 1)ei(Rl−Rm)(K+q)eiωqt+

+ nqe
i(Rl−Rm)(K−q)e−iωqt

]}
. (17.24)



41

Çäåñü òðè ñëàãàåìûõ � ýòî (i) óïðóãîå ðàññåÿíèå, (ii) íåóïðóãîå ðàññåÿíèå, ïðè êîòîðîì

íåéòðîí èñïóñêàåò ôîíîí è (iii) íåóïðóãîå ðàññåÿíèå, ïðè êîòîðîì íåéòðîí ïîãëîùàåò

ôîíîí. Ôàêòîð Äåáàÿ-Óîëëåðà îïèñûâàåò óìåíüøåíèå ïèêîâ ðàññåÿíèÿ èç-çà òåïëîâîãî

äâèæåíèÿ àòîìîâ.
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×ÀÑÒÜ II: ÝËÅÊÒÐÎÍÛ Â ÌÅÒÀËËÀÕ

Èçëîæåíèå ýòîé ÷àñòè â îñíîâíîì ñëåäóåò êíèãå [1]. Òàêæå ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåç-

íûìè êíèãè [2,3].

Ëèòåðàòóðà ïî ÷àñòè II:

[1] À.À. Àáðèêîñîâ, ¾Îñíîâû òåîðèè ìåòàëëîâ¿, Ì.: Ôèçìàòëèò, 2009.

[2] Å.Ì. Ëèôøèö, Ë.Ï. Ïèòàåâñêèé, ¾Ôèçè÷åñêàÿ êèíåòèêà¿ (¾Òåîðåòè÷åñêàÿ ôèçèêà¿,

òîì X), Ì.: Ôèçìàòëèò, 2007.

[3] Å.Ì. Ëèôøèö, Ë.Ï. Ïèòàåâñêèé, ¾Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ôèçèêà. ×àñòü 2.¿ (¾Òåîðåòè÷å-

ñêàÿ ôèçèêà¿, òîì IX), Ì.: Ôèçìàòëèò, 2004.
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XVIII. ÊÈÍÅÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÄËß ÝËÅÊÒÐÎÍÎÂ Â ÌÅÒÀËËÅ

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå: f(t, r,p). Ìåíÿåòñÿ çà ñ÷¼ò ñòîëê-

íîâåíèé ýëåêòðîíà ñ äðóãèìè ýëåêòðîíàìè, ôîíîíàìè, è äåôåêòàìè êðèñòàëëà (ïðè-

ìåñíûå àòîìû, ñòðóêòóðíûå äåôåêòû). Êèí.óðàâíåíèå:

df

dt
= Iñò(f), (18.1)

ãäå Iñò(f) � èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé. Ïîñêîëüêó

dr

dt
= v,

dp

dt
= eE, (18.2)

ìîæåì íàïèñàòü9

∂f

∂t
+ v

∂f

∂r
+ eE

∂f

∂p
= Iñò(f). (18.3)

Ðàññìîòðèì ðàññåÿíèå íà ïðèìåñÿõ â áîðíîâñêîì ïðèáëèæåíèè. Âåðîÿòíîñòü ðàññå-

ÿíèÿ â åäèíèöó âðåìåíè:

w =
2π

~

∫
|Vp′p|2δ(ε(p)− ε(p′)) d3p′

(2π~)3
V, (18.4)

ãäå Vp′p � ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíà ñ ïðèìåñÿìè, ðàñïî-

ëîæåííûìè â òî÷êàõ Ri:

V (r) =
∑
i

v(r−Ri). (18.5)

Ìàòðè÷íûé ýëåìåíò áåð¼òñÿ ìåæäó áëîõîâñêèìè ôóíêöèÿìè:

1√
V
eipr/~up(r) (18.6)

[çäåñü V � îáú¼ì îáðàçöà, ïîýòîìó ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè up(r) íîðìèðîâàíû íà

åäèíèöó]. Ïîýòîìó

Vp′p =
1

V

∑
i

∫
v(r−Ri)e

−ip′r/~eipr/~u∗p′(r)up(r)d3r. (18.7)

Ïðåäïîëîæèì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî ïðèìåñè îäèíàêîâû è çàíèìàþò ýêâèâàëåíòíûå ïîëî-

æåíèÿ â ÿ÷åéêàõ êðèñòàëëà (ò.å. ðàñïîëîæåíû ñëó÷àéíûì îáðàçîì â íåêîòîðûõ óçëàõ

9 Â ñëó÷àå ôîíîíîâ òðåòüå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè èìåëî âèä

dk

dt

∂f

∂k
= −∂ω

∂r

∂f

∂k

è èãðàëî ðîëü òîëüêî â îñîáûõ ñëó÷àÿõ êðóïíîìàñøòàáíîé íåîäíîðîäíîñòè ðåø¼òêè.
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ïåðèîäè÷åñêîé ðåø¼òêè, èìåþùåé òó æå ïåðèîäè÷íîñòü, ÷òî è êðèñòàëëè÷åñêàÿ ðåø¼ò-

êà). Òîãäà ìîæíî ñäâèíóòü ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèé íà Ri è ó÷åñòü, ÷òî up(r) �

ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ:

Vp′p =
1

V

∑
i

e−i(p
′−p)Ri/~

∫
v(r)e−i(p

′−p)r/~u∗p′(r)up(r)d3r =
1

V

∑
i

e−i(p
′−p)Ri/~vp′p.

(18.8)

Òîãäà

w =
2π

~
1

V

∫
|vp′p|2

∑
i,k

e−i(p
′−p)(Ri−Rk)/~δ(ε(p)− ε(p′)) d3p′

(2π~)3
. (18.9)

Â ñóììå èç-çà áûñòðûõ îñöèëëÿöèé îáðàòÿòñÿ â íóëü âñå ñëàãàåìûå êðîìå i = k, ïî-

ýòîìó ∑
i,k

e−i(p
′−p)(Ri−Rk)/~ 7→ Ni, (18.10)

ãäå Ni � ÷èñëî ïðèìåñåé.

Â ðåçóëüòàòå

w =
2π

~
ni

∫
|vp′p|2δ(ε(p)− ε(p′)) d3p′

(2π~)3
, (18.11)

ãäå ni � êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñåé.

Äî ñèõ ïîð ìû äóìàëè ïðî îäèí ýëåêòðîí. Òåïåðü ó÷ò¼ì, ÷òî ýëåêòðîíîâ ìíîãî, îíè

îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ. Äëÿ çàäàííîãî èìïóëüñà p ìîãóò áûòü óõîä-

íûå ïðîöåññû (p 7→ p′) è ïðèõîäíûå ïðîöåññû (p′ 7→ p). ×òîáû ïðîöåññ ïðîèçîø¼ë,

íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå äîëæíî áûòü çàïîëíåíî, êîíå÷íîå � ñâîáîäíî. Ïîýòîìó

Iñò(f) =
2π

~
ni

∫
|vp′p|2 [−f(p)(1− f(p′)) + f(p′)(1− f(p))] δ(ε(p)− ε(p′)) d3p′

(2π~)3
=

=
2π

~
ni

∫
|vp′p|2 [f(p′)− f(p)] δ(ε(p)− ε(p′)) d3p′

(2π~)3
, (18.12)

Èíòåãðèðîâàíèå â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü

dS � ýëåìåíò èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ε(p) = const â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå.

Òîãäà

d3p = dSdpn, (18.13)

ãäå dpn îáîçíà÷àåò èíòåãðèðîâàíèå ïî íîðìàëè ê dS. Ïðè ýòîì

dpn =
dε

|∂ε/∂p|
=
dε

v
. (18.14)
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Ïîýòîìó

d3p = dS
dε

v
. (18.15)

Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé (â ðàñ÷¼òå íà îäíó ïðîåêöèþ ñïèíà) òîãäà ìîæíî çàïèñàòü êàê

ν(ε) =

∫
dS

v(2π~)3
. (18.16)

Òàêèì îáðàçîì,

Iñò(f) =
2π

~
ni

∫
|vp′p|2 [f(p′)− f(p)]

dS ′

v(p′)(2π~)3
, (18.17)

ãäå èíòåãðèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî ïîâåðõíîñòè ε(p′) = ε(p).

Ðàâíîâåñíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ f0 çàâèñèò òîëüêî îò ýíåðãèè, ïîýòîìó èíòå-

ãðàë ñòîëêíîâåíèé çàíóëÿåòñÿ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî â íåãî íà ñàìîì äåëå âõîäèò òîëüêî

îòêëîíåíèå îò ðàâíîâåñíîé ôóíêöèè:

f = f0 + f1. (18.18)

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñèòóàöèè, êîãäà âíåøíåå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå è ãðà-

äèåíò òåìïåðàòóð ìàëû, â ýòîì ñëó÷àå îòêëîíåíèå îò ðàâíîâåñíîé ôóíêöèè ìàë�î:

|f1| � f0.

Â èçîòðîïíîì ñëó÷àå èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü � ýòî ñôåðà, è âûðàæåíèÿ

óïðîùàþòñÿ. vp′p çàâèñèò òîëüêî îò óãëà θ ìåæäó p′ è p (êîòîðûå ðàâíû ïî ìîäóëþ), à

èíòåãðèðîâàíèå ïî dS ′ ïðåâðàùàåòñÿ â èíòåãðèðîâàíèå ïî òåëåñíîìó óãëó. Ïîñêîëüêó

ν(ε) =

∫
p2dΩ

v(2π~)3
=

4πp2

v(2π~)3
, (18.19)

ìîæåì íàïèñàòü

Iñò(f) =

∫
W (θ) [f1(p′)− f1(p)]

dΩ

4π
, (18.20)

ãäå

W (θ) =
2π

~
ni|v(θ)|2ν(ε). (18.21)

Ïóñòü åñòü ñëàáîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå (àíàëîãè÷íî äëÿ ìàëîãî ãðàäèåíòà òåìïåðà-

òóðû). f1(p) äîëæíî áûòü ñêàëÿðîì, ëèíåéíûì ïî E (â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè). Ïîýòîìó

îíî äîëæíî èìåòü âèä

f1(p) = pEη(ε). (18.22)
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Òîãäà

Iñò(f) = pEη(ε)

∫
W (θ)

[
cos(p̂′,E)− cos(p̂,E)

] dΩ

4π
. (18.23)

Ïîëÿðíàÿ îñü z ó íàñ íàïðàâëåíà âäîëü p. Ìîæåì íàïèñàòü

p′E = p′zEz + p′⊥E⊥. (18.24)

Äåëèì íà p′E, ïîëó÷àåì

cos(p̂′,E) = cos θ cos(p̂,E) + sin θ sin(p̂,E) cos(p̂′⊥,E⊥). (18.25)

Èíòåãðèðîâàíèå â (18.23) âåä¼òñÿ ïî sin θdθdϕ, ãäå óãëû îïðåäåëÿþò íàïðàâëåíèå âåê-

òîðà p′. Åäèíñòâåííàÿ âåëè÷èíà, êîòîðàÿ çàâèñèò îò ϕ � ýòî cos(p̂′⊥,E⊥), è èíòåãðèðî-

âàíèå ïî dϕ çàíóëÿåò ñîîòâåòñòâóþùåå ñëàãàåìîå. Ïîëó÷àåì

Iñò(f) = (pE)η(ε)

∫
W (θ) [cos θ − 1]

dΩ

4π
. (18.26)

Òî åñòü ìû ïîëó÷èëè, ÷òî

Iñò(f) = −f1

τ
,

1

τ
=

∫
W (θ)(1− cos θ)

dΩ

4π
. (18.27)

Ýòî ïðèìåð ïðèìåíèìîñòè τ -ïðèáëèæåíèÿ.

XIX. ÏÐÎÂÎÄÈÌÎÑÒÜ, ÎÁÓÑËÎÂËÅÍÍÀß ÏÐÈÌÅÑßÌÈ

Ïóñòü â ìåòàëëå åñòü îäíîðîäíîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå E. Â êèí.óðàâíåíèè (18.3) èñ-

÷åçàþò ïåðâûå äâà ÷ëåíà, îñòà¼òñÿ

eE
∂f0

∂p
= −f1

τ
, (19.1)

ãäå â ëåâîé ÷àñòè ìû çàìåíèëè f íà ðàâíîâåñíóþ ôóíêöèþ f0, ò.ê. ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå

ñëàáîå. Ïðè ýòîì f0 çàâèñèò òîëüêî îò ýíåðãèè, ïîýòîìó

∂f0

∂p
=
∂f0

∂ε

∂ε

∂p
= v

∂f0

∂ε
. (19.2)

Ýòî äà¼ò

f1 = −eEvτ ∂f0

∂ε
. (19.3)
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Ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì:

j = 2e

∫
vf

d3p

(2π~)3
. (19.4)

Ôóíêöèÿ f0(ε) çàíóëÿåò èíòåãðàë èç-çà íå÷¼òíîñòè ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ, ïî-

ýòîìó âìåñòî f ìîæíî íàïèñàòü f1. Ïîëó÷àåì

j = −2e2

∫
v(vE)τ

∂f0

∂ε
ν(ε)dε

dΩ

4π
. (19.5)

Åñëè ôóíêöèÿ ν(ε) ìåäëåííî ìåíÿåòñÿ â îêðåñòíîñòè ε = µ øèðèíû T , òî ìîæíî ñ÷è-

òàòü

∂f0

∂ε
≈ −δ(ε− µ). (19.6)

Â èçîòðîïíîì ñëó÷àå, èíòåãðèðóÿ ïî óãëàì, ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò

j = σE, σ =
2e2

3

[
v2τν(ε)

]
ε=µ

. (19.7)

Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèòü ìîäåëü ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ, òî ïîëó÷èì

ν(ε) =
mp

2π2~3
=
m
√

2mε

2π2~3
, (19.8)

ne = 2

µ∫
0

ν(ε)dε = 2ν(µ)
2

3
µ, (19.9)

σ =
2e2

3
v2τ

3ne
4µ

=
nee

2τ

m
(19.10)

� ôîðìóëà Äðóäå.

XX. ÒÅÏËÎÏÐÎÂÎÄÍÎÑÒÜ

Â ñëó÷àå ìåòàëëîâ â òåïëîïðîâîäíîñòü åñòü êàê ôîíîííûé, òàê è ýëåêòðîííûé âêëàä,

ïðè÷¼ì îáû÷íî ýëåêòðîííûé âêëàä áîëüøå (íàïðèìåð, îí ëèíååí ïî T ïðè T → 0 â

îòëè÷èå îò T 3 äëÿ ôîíîíîâ). Ðàññìîòðèì ýëåêòðîííóþ òåïëîïðîâîäíîñòü.

Äëÿ ðàñ÷¼òà òåïëîïðîâîäíîñòè ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ìîäåëüþ ñâîáîäíîãî ýëåêòðîí-

íîãî ãàçà, íî ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ìîäåëüþ êâàçè÷àñòèö è íà ýòîì ïðèìåðå ïîçíàêî-
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ìèìñÿ ñ êèí.óðàâíåíèåì äëÿ êâàçè÷àñòèö. Èõ ñïåêòð, çàðÿä è ñêîðîñòü:

εêâ = |ξ|, ξ = ε(p)− µ, (20.1)

eêâ = e sgn ξ, (20.2)

vêâ =
∂|ξ|
∂p

= v sgn ξ, v =
∂ε

∂p
=

p

m∗
, (20.3)

ãäå ìû ó÷ëè, ÷òî â ðàìêàõ òåîðèè ôåðìè-æèäêîñòè Ëàíäàó ýôôåêòèâíàÿ ìàññà êâàçè-

÷àñòèö m∗ ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò ìàññû ðåàëüíûõ ýëåêòðîíîâ.

Ðàâíîâåñíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êâàçè÷àñòèö åñòü

f0 =
1

e|ξ|/T + 1
. (20.4)

Õèì.ïîòåíöèàë äëÿ êâàçè÷àñòèö ðàâåí íóëþ � ýòî óñëîâèå ìèíèìóìà òåðìîäèíàìè÷å-

ñêîãî ïîòåíöèàëà ïî ÷èñëó ÷àñòèö (êîòîðîå íå çàäàíî).

Êèí.óðàâíåíèå äëÿ êâàçè÷àñòèö èìååò âèä

∂f

∂t
+ v sgn ξ

∂f

∂r
+ eE sgn ξ

∂f

∂p
= −f − f0

τ
, (20.5)

ïðè÷¼ì τ äëÿ êâàçè÷àñòèö òàêîå æå, êàê äëÿ ýëåêòðîíîâ, ò.ê. â íåãî âõîäèò êâàäðàò

çàðÿäà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñòü ñëàáûé ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû (f = f0 + f1). Òîãäà â ëåâîé

÷àñòè êèí.óðàâíåíèÿ îñòà¼òñÿ òîëüêî âòîðîé ÷ëåí. Òåìïåðàòóðà â ýòîé çàäà÷å çàâèñèò

îò êîîðäèíàòû, ïîýòîìó ëåâàÿ ÷àñòü ïðèîáðåòàåò âèä10

v sgn ξ
∂f0

∂r
=

(
∂f0

∂T

)
sgn ξ(v∇T ) = −|ξ|

T

(
∂f0

∂|ξ|

)
sgn ξ(v∇T ) = − ξ

T

(
∂f0

∂|ξ|

)
(v∇T ).

(20.6)

Ïîýòîìó êèí.óðàâíåíèå äà¼ò

f1 = τ
ξ

T

(
∂f0

∂|ξ|

)
(v∇T ). (20.7)

Ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè:

q = 2

∫
|ξ|∂|ξ|

∂p
f1

d3p

(2π~)3
= 2

∫
ξvf1

d3p

(2π~)3
= 2

∫
v(v∇T )τν(ε)

ξ2

T

∂f0

∂|ξ|
dξ
dΩ

4π
. (20.8)

10 Èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèå

∂f0
∂T

= −|ξ|
T

(
∂f0
∂|ξ|

)
.
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Ðàçáåð¼ìñÿ ñ èíòåãðàëîì ïî dξ. Ïîñêîëüêó

∂f0

∂|ξ|
= − 1

4T ch2(|ξ|/2T )
= − 1

4T ch2(ξ/2T )
, (20.9)

ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå:∫
ξ2 ∂f0

∂|ξ|
dξ = − 1

4T

∞∫
−∞

ξ2dξ

ch2(ξ/2T )
= −2T 2

∞∫
−∞

x2dx

ch2 x
= −2T 2π

2

6
. (20.10)

Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì

q = −κ∇T, κ =
2π2

9
T
[
v2τν(ε)

]
ε=µ

. (20.11)

Ñðàâíèâàÿ ýòîò ðåçóëüòàò ñ ïðîâîäèìîñòüþ (19.7), íàõîäèì

κ
σT

=
π2

3e2
(20.12)

� çàêîí Âèäåìàíà-Ôðàíöà, êîíñòàíòà â ïðàâîé ÷àñòè íàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííîé Ëîðåíöà.

Â àíèçîòðîïíîì ñëó÷àå òàêîå æå ñîîòíîøåíèå ïîëó÷èòñÿ ìåæäó òåíçîðàìè òåïëî-

ïðîâîäíîñòè è ýëåêòðîïðîâîäíîñòè. Íî ýòî âñ¼ äëÿ óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ. Åñëè æå ðàñ-

ñåÿíèå ýëåêòðîíîâ ïåðåñòà¼ò áûòü óïðóãèì, çàêîí íå âûïîëíÿåòñÿ.

XXI. ÐÀÑÑÅßÍÈÅ ÍÀ ÏÐÈÌÅÑßÕ

Â ðåàëüíûõ ìåòàëëàõ ñïåêòðû ε(p) è àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ óñòðîåíû ñëîæíî, ïî-

ýòîìó òî÷íî ïîñ÷èòàòü ïðîâîäèìîñòü è òåïëîïðîâîäíîñòü èç ïåðâûõ ïðèíöèïîâ òðóäíî.

Íî ìîæíî îòíîñèòåëüíî ëåãêî íàéòè ïîðÿäêè ýòèõ âåëè÷èí è èõ çàâèñèìîñòü îò òåì-

ïåðàòóðû.

Ðàññìîòðèì ðàññåÿíèå íà ïðèìåñÿõ. Ïóñòü Σ � ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîíîâ íà ïðè-

ìåñÿõ, åãî õàðàêòåðíàÿ âåëè÷èíà Σ ∼ 10−16 ñì2. Ïóñòü ýëåêòðîí ïðîëåòåë ðàññòîÿíèå l.

Ïðè ýòîì îí ñòîëêí¼òñÿ ñ ïðèìåñÿìè, íàõîäÿùèìèñÿ â îáú¼ìå Σl. Åñëè ni � ïëîòíîñòü

ïðèìåñåé, òî âñåãî ñòîëêíîâåíèé niΣl. Äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ñîîòâåòñòâóåò òîìó,

÷òî áóäåò ïîðÿäêà îäíîãî ñòîëêíîâåíèÿ, ïîýòîìó

l ∼ 1

niΣ
. (21.1)

Ïîäñòàâèì ýòî â ôîðìóëó Äðóäå:

σ ∼ nee
2τ

m
∼ nee

2l

p0

∼ nee
2

p0niΣ
. (21.2)
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×èñëî ýëåêòðîíîâ îáû÷íî òîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî è ÷èñëî àòîìîâ, ïîýòîìó ni/ne ∼ ci

� ïîðÿäêà àòîìíîé êîíöåíòðàöèè ïðèìåñåé. Ó÷ò¼ì òàêæå, ÷òî ñêîðîñòè Ôåðìè â ìå-

òàëëàõ îáû÷íî ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ åäèíèö íà 108 ñì/ñ, ò.å. íà äâà ïîðÿäêà ìåíüøå

ñêîðîñòè ñâåòà. Ïîýòîìó e2/~v ∼ 1. Â ðåçóëüòàòå

σ ∼ ~v
p0ciΣ

∼ ~
mciΣ

∼ 1016

ci
ñ−1. (21.3)

Ýòà âåëè÷èíà (îñòàòî÷íàÿ ïðîâîäèìîñòü) íå çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû.

Òåïëîïðîâîäíîñòü, êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ [ñì. (20.11)], èìååò ðàçìåðíîñòü

ýðã/ñì · ñ ·Ê. Íàéä¼ì å¼ èç çàêîíà Âèäåìàíà-Ôðàíöà (20.12):

κ =
π2

3e2
σT ∼ 9

3 · 52 · 10−20ýðã · ñì
1016

ci

1

ñ
T ∼ 1035

ci
T

1

ýðã · ñì · ñ
∼

∼ 1035

ci
T

ýðã

ñì · ñ ·Ê2 ·
Ê2

ýðã2
∼ 103

ci

T

1 Ê

ýðã

ñì · ñ ·Ê
. (21.4)

XXII. ÝËÅÊÒÐÎÍ-ÝËÅÊÒÐÎÍÍÎÅ ÐÀÑÑÅßÍÈÅ

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ðàññåÿíèÿ äëÿ èñõîäíîãî ýëåêòðîíà, íàõîäÿùåãîñÿ íàä ôåðìè-

ìîðåì. Ðàçáåð¼ìñÿ, êàê óñòðîåíû èìïóëüñû. Ýëåêòðîí 1 ðàññåèâàåòñÿ íà ýëåêòðîíå 2,

ïîëó÷àþòñÿ ýëåêòðîíû 1′ è 2′.

Ïåðâûé ýëåêòðîí � âíå ôåðìè-ñôåðû, âòîðîé íóæíî áðàòü âíóòðè. 1′ è 2′ äîëæíû

áûòü âíå ôåðìè-ñôåðû, èç-çà ïðèíöèïà Ïàóëè. Ñîõðàíåíèå èìïóëüñà:

p1 + p2 = p′1 + p′2, (22.1)

p1, p
′
1, p
′
2 > p0, p2 < p0. (22.2)

Îáðàòíîå âðåìÿ ñâîáîäíîãî ïðîáåãà � ïîðÿäêà âåðîÿòíîñòè ðàññåÿíèÿ â åäèíèöó

âðåìåíè:
1

τ
∝
∫
δ(ε1 + ε2 − ε′1 − ε′2)d3p2d

3p′1. (22.3)

Èíòåãðèðîâàòü ïî p′2 íå íóæíî, ò.ê. ýòîò èìïóëüñ ôèêñèðóåòñÿ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ

èìïóëüñà. Èíòåãðèðóÿ ïî óãëó ìåæäó p2 è p′1, ìû ïðîéä¼ì êîíôèãóðàöèþ, ïðè êîòîðîé

â äîïîëíåíèå ê çàêîíó ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà âûïîëíèòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.

Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî èíòåãðèðîâàíèå ñíèìàåò äåëüòà-ôóíêöèþ îò ýíåðãèé.

Îñòà¼òñÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ìîäóëÿì âåêòîðîâ p2 è p
′
1.
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Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî p1 áëèçêî ê p0. Òîãäà âñå îñòàëüíûå èìïóëüñû ïî ìîäó-

ëþ òàêæå áëèçêè ê p0. Â ðåçóëüòàòå îáà òðåóãîëüíèêà íà ðèñóíêå (p1,p2,p1 + p2 è

p′1,p
′
2,p1 + p2) ïî÷òè ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé è ÿâëÿþòñÿ ðàâíîáåäðåííûìè. Óãëû ïî-

÷òè ñîâïàäàþò, ïîýòîìó èç ðàâåíñòâà ñóìì ïðîåêöèé íà îñíîâàíèå ñëåäóåò ïðèìåðíîå

ðàâåíñòâî ñóìì ìîäóëåé: p1 + p2 ≈ p′1 + p′2. Ó÷èòûâàÿ âåëè÷èíû ìîäóëåé âåêòîðîâ,

ôîðìóëû (22.2), ïîëó÷àåì, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå ïî p2 è p
′
1 îãðàíè÷åíî íà èíòåðâàëû

2p0 − p1 < p2 < p0, p0 < p′1 < p1 + p2 − p0. (22.4)

Îòñþäà ∫
dp2dp

′
1 =

(p1 − p0)2

2
(22.5)

òî åñòü
1

τ
∝ ξ2. (22.6)

Ïðè êîíå÷íîé òåìïåðàòóðå ξ ∼ T , à äëÿ îáåçðàçìåðèâàíèÿ ó íàñ åñòü õèì.ïîòåíöèàë µ.

Ïîýòîìó ïîëó÷àåì îöåíêó

τ ∼ ~
µ

T 2
. (22.7)

Ïîýòîìó (e2 ∼ ~v)

σ ∼ nee
2~µ

mT 2
∼
(p0

~

)3 ~2v

mµ

(µ
T

)2

∼ ~
m

(p0

~

)2 (µ
T

)2

. (22.8)

Îöåíèâàÿ ~/p0 ∼ 10−8 ñì, ïîëó÷àåì

σ ∼ 1016
(µ
T

)2

ñ−1. (22.9)

Èç çàêîíà Âèäåìàíà-Ôðàíöà îöåíèâàåì

κ =
π2

3e2
σT ∼ 9

3 · 52 · 10−20ýðã · ñì
1016 1

ñ

(
~2 · 1016 ñì−2

2m

)2
1

T
∼

∼ 1019 · 1016

ýðã · ñì · ñ
(
0.5 · 10−11ýðã

)2 1

T
∼ 1012 ýðã

ñì · ñ
· 1

T
. (22.10)

Âîîáùå-òî ýëåêòðîí-ýëåêòðîííûå ñòîëêíîâåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ óïðóãèìè, ò.ê. ýëåêòðî-

íû îáìåíèâàþòñÿ ýíåðãèåé, ïîýòîìó çàêîí Âèäåìàíà-Ôðàíöà íå îáÿçàí áûòü ïðèìåíèì.

Íî íà ñàìîì äåëå åãî íåïðèìåíèìîñòü ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî âîçíèêàþò äâà ðàçíûõ âðå-

ìåíè τ � äëÿ èìïóëüñíîé è ýíåðãåòè÷åñêîé ðåëàêñàöèè. Äëÿ ee ñòîëêíîâåíèé ýíåðãèè

ýëåêòðîíîâ ïîðÿäêà T , è ïåðåäà÷à ýíåðãèè òîãî æå ïîðÿäêà. Èìïóëüñû ïîðÿäêà p0, è

ïåðåäà÷à èìïóëüñà òîãî æå ïîðÿäêà. Ïîýòîìó îáà ïðîöåññà ðåëàêñàöèè ïðîõîäÿò îäèíà-

êîâî ýôôåêòèâíî, è èõ τ îäèíàêîâûå. Òàêèì îáðàçîì, íîâîãî ïàðàìåòðà íå âîçíèêàåò,

è â ðåçóëüòàòå çàêîí Âèäåìàíà-Ôðàíöà ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ðàáîòàåò.
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XXIII. ÝËÅÊÒÐÎÍ-ÔÎÍÎÍÍÎÅ ÐÀÑÑÅßÍÈÅ

Ïðè äåôîðìàöèè ðåø¼òêè âîçíèêàåò ïîëÿðèçàöèÿ P(r) (ñåé÷àñ ðàññìàòðèâàåì ðå-

ø¼òêó â íåïðåðûâíîì ïðåäåëå). Ïîëÿðèçàöèîííûé çàðÿä åäèíèöû îáú¼ìà åñòü divP, à

ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ ñ ýòèì çàðÿäîì ðàâíà

e

∫
Q(r− r′) divP(r′)d3r′. (23.1)

Áåç ýêðàíèðîâàíèÿ ÿäðî áûëî áû ÷èñòûì êóëîíîâñêèì âçàèìîäåéñòâèåì: Q = 1/|r −

r′|. Îäíàêî, èç-çà ýêðàíèðîâêè îíî ñòàíîâèòñÿ êîðîòêîäåéñòâóþùèì. Ñ÷èòàÿ àòîìíûå

ðàññòîÿíèÿ ìàëûìè, ìîæåì ñ÷èòàòü ÿäðî äåëüòà-ôóíêöèåé:

Q(r− r′) ≈ a2δ(r− r′), (23.2)

ãäå a èìååò ïîðÿäîê àòîìíîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî ìàñøòàáà, a ∼ 10−8 ñì ∼ 1/p0. Ïî-

ëÿðèçàöèþ ìîæíî îöåíèòü êàê P ∼ neu, ãäå n � ïëîòíîñòü àòîìîâ (ïîðÿäêà ïëîò-

íîñòè ýëåêòðîíîâ), u � ñìåùåíèå. Âçàèìîäåéñòâèå ñîäåðæèò divP, ïîýòîìó â ôóðüå-

êîìïîíåíòó âîéä¼ò ikuk èëè −iku†k, ïðè òîì ÷òî äëÿ äëèííîâîëíîâûõ ôîíîíîâ ω = ck.

Vk ∼ ie2a2n
ω

c
uk. (23.3)

Â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé åñòü ïðîöåññû, ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðè÷íûì

ýëåìåíòàì ak è a
†
k, ò.å. ïðîöåññàì ñ ïîãëîùåíèåì èëè èñïóñêàíèåì îäíîãî ôîíîíà. Íà-

ïðèìåð, äëÿ èñïóñêàíèÿ áóäåò ìàòðè÷íûé ýëåìåíò 〈nk + 1| a†k |nk〉 =
√
nk + 1, è ìû

ïîëó÷èì (N � ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê, M � ìàññà ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè):

Vp−~k,p ∼ −ie2a2n

(
~(nk + 1)

NMω

)1/2
ω

c
∼ −ina3 e

2

a

(
~ω(nk + 1)

N

)1/2
1

c
√
M
. (23.4)

Ïîñêîëüêó na3 ∼ 1, e2/a ∼ p2
0/m, c

√
M ∼ v

√
m, ïîëó÷àåì

Vp−~k,p ∼ −ip0

(
~ω(nk + 1)

Nm

)1/2

. (23.5)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðåäåëüíûå ñëó÷àè âûñîêèõ è íèçêèõ òåìïåðàòóð.

1. Âûñîêèå òåìïåðàòóðû, T � ~ωD. Íàèáîëåå âåðîÿòíî èñïóñêàíèå è ïîãëîùåíèå

ôîíîíîâ ñ áîëüøèìè ýíåðãèÿìè, ïîðÿäêà ~ωD. Âåðîÿòíîñòü ðàññåÿíèÿ ñ èñïóñêàíèåì

ôîíîíà ðàâíà

W =
2π

~

∫
|Vp−~k,p|2δ (ε(p)− ε(p− ~k)− ~ω(k))

V d3k

(2π)3
. (23.6)



53

Äåëüòà-ôóíêöèþ â ýòîé ôîðìóëå ìîæíî çàïèñàòü êàê

δ

(
p2

2m
− (p− ~k)2

2m
− ~ω(k)

)
= δ

(
~pk
m
− ~2k2

2m
− ~ω(k)

)
=

m

~pk
δ

(
cos θ − ~k

2p
− mω

pk

)
.

(23.7)

Â íàøåì ïðåäåëå ~k/p ∼ ~kD/p0 ∼ 1. Êðîìå òîãî, mω/pk ∼ mc/p0 ∼ c/v � 1. Ïîýòîìó

äåëüòà-ôóíêöèÿ ñðàáîòàåò ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî óãëàì (ïðè÷¼ì cos θ ∼ 1, ò.å. ôîíîíû

èìåþò øèðîêîå óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå. Èíòåãðèðîâàíèå äåëüòà-ôóíêöèè ïî d3k äà¼ò

ìíîæèòåëü ïîðÿäêà

δ(. . .)d3k ∼ m

~p0

k2
D ∼

mp0

~3
. (23.8)

Â ìàòðè÷íîì ýëåìåíòå âçàèìîäåéñòâèÿ ìîæíî âçÿòü

nk + 1 ≈ nk ≈
T

~ωD
. (23.9)

Â ðåçóëüòàòå
1

τ
∼ W ∼ 1

~
p3

0T

~3n
∼ T

~
. (23.10)

Ïîýòîìó

σ ∼ nee
2τ

m
∼ ~
m

(p0

~

)2 µ

T
∼ 1016 µ

T
ñ−1. (23.11)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûñîêèõ T ïîëó÷àåì ρ ∝ T .

Ïîñêîëüêó ~ωD � T , ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ ïî÷òè íå ìåíÿåòñÿ, ïî-

ýòîìó ñòîëêíîâåíèÿ ïî÷òè óïðóãèå, è ðàáîòàåò çàêîí Âèäåìàíà-Ôðàíöà. Îòñþäà

κ = const ∼ 1019

ýðã · ñì
· 1016

ñ
· 0.5 · 10−11ýðã · kB ∼ 108 ýðã

ñ · ñì ·Ê
. (23.12)

2. Íèçêèå òåìïåðàòóðû, T � ~ωD. Îñíîâíóþ ðîëü èãðàþò ôîíîíû ñ ýíåðãèåé ~ω ∼

T , ïîýòîìó ýíåðãèÿ ýëåêòðîíîâ ñóùåñòâåííî èçìåíÿåòñÿ ïðè êàæäîì ñòîëêíîâåíèè.

Èìïóëüñ ôîíîíîâ ïîðÿäêà ~ω/c ∼ T/c, à èìïóëüñ ýëåêòðîíîâ ïîðÿäêà p0, ïîýòîìó

îòíîñèòåëüíàÿ âåëè÷èíà èçìåíåíèÿ èìïóëüñà ýëåêòðîíà ïðè êàæäîì ñòîëêíîâåíèè åñòü

T/cp0 ∼ T/~ωD � 1. Òî åñòü ýíåðãèÿ ìåíÿåòñÿ ñèëüíî, à èìïóëüñ ñëàáî. Ïîýòîìó

ýòîò ñëó÷àé ïðîòèâîïîëîæåí óïðóãèì ñòîëêíîâåíèÿì, ïðè êîòîðûõ, íàîáîðîò, ýíåðãèÿ

ìåíÿåòñÿ ñëàáî, à èìïóëüñ ñèëüíî. Èç-çà ýòîãî ïðèìåíÿòü Âèäåìàíà-Ôðàíöà íåëüçÿ.

Íî ìîæíî ââåñòè ðàçíûå τ äëÿ ýëåêòðî- è òåïëîïðîâîäíîñòè. Äëÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

êàæäîå ñòîëêíîâåíèå ýôôåêòèâíî (èìïóëüñ ïåðåäà¼òñÿ ñëàáî, çàòî ýíåðãèÿ ïåðåäà¼òñÿ

õîðîøî), ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùåå τt ìîæíî íàéòè êàê W−1, ñì. ôîðìóëó (23.6). Â
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äåëüòà-ôóíêöèè (23.7) òåïåðü èìååì ~k/p0 � 1, à òðåòüå ñëàãàåìîå ïî-ïðåæíåìó ìàëî

â ìåðó c/v � 1. Ïîýòîìó äåëüòà-ôóíêöèÿ îïðåäåë¼ííî ñðàáîòàåò ïðè èíòåãðèðîâàíèè

ïî óãëàì (ïðè÷¼ì cos θ � 1, ò.å. èìïóëüñ ôîíîíà ïî÷òè ïåðïåíäèêóëÿðåí èìïóëüñó

ýëåêòðîíà). Â ðåçóëüòàòå îñòà¼òñÿ11

W ∼ 1

~
p2

0

T

Nm
V

m

~p0k
k3 ∼ p0k

2T

~2n
∼ p0

~2(p0/~)3

(
T

~c

)2

T ∼
(

T

~ωD

)2
T

~
. (23.13)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ìîæíî èñïîëüçîâàòü τt ∼ 1/W . Ïîýòîìó (ïåðâîå

ñîîòíîøåíèå àíàëîãè÷íî òîìó, ÷òî ìû ïîëó÷àëè äëÿ ôîíîííîé òåïëîïðîâîäíîñòè)12

κ ∼ celv ∼ cev
2τt ∼

mp0

~3
T
(p0

m

)2
(
~ωD
T

)2 ~
T
∼ p3

0

~2m

(
~ωD
T

)2

∼

∼ κ(T � ~ωD)
(ωD
T

)2

∼ 108

(
~ωD
T

)2
ýðã

ñ · ñì ·Ê
. (23.14)

Òåïåðü ïîäóìàåì ïðî ýëåêòðîïðîâîäíîñòü. Êîãäà ìû âûâîäèëè èíòåãðàë ñòîëêíîâå-

íèé äëÿ ïðèìåñåé è ïîëó÷àëè èç íåãî âðåìÿ ñâîáîäíîãî ïðîáåãà (18.27), ôàêòè÷åñêè

èñïîëüçîâàëîñü òîëüêî òî, ÷òî èìïóëüñ ýëåêòðîíà ïî÷òè íå ìåíÿåòñÿ ïî ìîäóëþ ïðè

ñòîëêíîâåíèÿõ. Ýòî è ñåé÷àñ ñïðàâåäëèâî, ïîýòîìó ïîëó÷åííóþ òîãäà ôîðìóëó äëÿ τ

ìîæíî ïðèìåíÿòü. Â ýòîé ôîðìóëå ó÷ò¼ì, ÷òî óãîë ðàññåÿíèÿ θ ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû

ðàâåí îòíîøåíèþ èìïóëüñà ôîíîíà ê èìïóëüñó ýëåêòðîíà:

θ ∼ ~k
p0

∼ T

~ωD
� 1. (23.15)

Ïîýòîìó (18.27) äà¼ò

1

τe
∼ W (θ)θ2 ∼

(
T

~ωD

)4
T

~
(23.16)

[â W (θ) áóäåò äåëüòà-ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ïðîñòî äàñò ïðàâèëüíîå çíà÷åíèå θ ïîä çíàêîì

óñðåäíåíèÿ]. Ñðàâíèâàÿ ýòîò ðåçóëüòàò ñ (23.10), âìåñòî (23.11) ìîæåì ñðàçó íàïèñàòü

σ ∼ σ(T � ~ωD)

(
~ωD
T

)4

∼ 1016 µ

T

(
~ωD
T

)4

ñ−1. (23.17)

11 Ñì. Ëåâèòîâ, Øèòîâ, çàäà÷à 28 (Âðåìÿ æèçíè êâàçè÷àñòèö). Òàì íóæíî âû÷èñëèòü ñîáñòâåííî-

ýíåðãåòè÷åñêóþ ÷àñòü äëÿ ýëåêòðîíîâ èç-çà ðàññåÿíèÿ íà ôîíîíàõ ïðè T = 0. Å¼ ìíèìàÿ ÷àñòü

îïðåäåëÿåò çàòóõàíèå êâàçè÷àñòèö. Ïðè |ε| < ωD ïîëó÷àåòñÿ

Im Σ(ε) = − ζπ

12p20c
2
ε3,

ãäå ζ � áåçðàçìåðíàÿ êîíñòàíòà ýëåêòðîí-ôîíîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Â íàøåì æå âû÷èñëåíèè çà-

òóõàíèå êâàçè÷àñòèö � ýòî W , à ÷òîáû ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû, âìåñòî T íàäî âçÿòü ýíåðãèþ êâàçè-

÷àñòèöû (òåìïåðàòóðà, ñîáñòâåííî, âîçíèêëà êàê õàðàêòåðíàÿ âåëè÷èíà ýòîé ýíåðãèè). Âèäèì, ÷òî

ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñëåííîãî êîýôôèöèåíòà ðåçóëüòàòû ñîâïàäàþò.
12 Ýëåêòðîííàÿ òåïëî¼ìêîñòü ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê

ce =
mp0
3~3

T.
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè íèçêèõ T ïîëó÷àåì ρ ∝ T 5 (çàêîí Áëîõà-Ãðþíàéçåíà).

Çàêîí Âèäåìàíà-Ôðàíöà â ýòîì ñëó÷àå íå âûïîëíÿåòñÿ, âìåñòî íåãî ïîëó÷àåì

κ
σ
∼ T

e2

(
T

~ωD

)2

. (23.18)

XXIV. ÒÅÌÏÅÐÀÒÓÐÍÀß ÇÀÂÈÑÈÌÎÑÒÜ ÏÐÎÂÎÄÈÌÎÑÒÈ È

ÒÅÏËÎÏÐÎÂÎÄÍÎÑÒÈ

Ìû ðàññìàòðèâàëè ìåõàíèçìû ðàññåÿíèÿ ïî-îòäåëüíîñòè. Åñëè æå îíè äåéñòâóþò

îäíîâðåìåííî, òî â ñëó÷àå ðåäêèõ ïðîöåññîâ âåðîÿòíîñòè ðàññåÿíèÿ äîëæíû ñêëàäû-

âàòüñÿ (ïðåíåáðåãàåì èíòåðôåðåíöèåé ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ ðàññåÿíèÿ). Â ýòîì ñëó÷àå

äîëæíû ñêëàäûâàòüñÿ ñîïðîòèâëåíèÿ (ò.ê. îíè ïðîïîðöèîíàëüíû 1/τ) � ïðàâèëî Ìà-

òèññåíà. Ïîýòîìó ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ (T < TD) ìîæíî îæèäàòü

ρ = c+ aT 2 + bT 5, (24.1)

ãäå ñëîæåíû âêëàäû îò ïðèìåñåé, ýëåêòðîí-ýëåêòðîííîãî è ýëåêòðîí-ôîíîííîãî ðàññå-

ÿíèÿ. Äëÿ òåïëîïðîâîäíîñòè èìååì

1

κ
=
d

T
+ fT + gT 2. (24.2)

Ïåðâûå äâà âêëàäà ïîä÷èíÿþòñÿ çàêîíó Âèäåìàíà-Ôðàíöà, òðåòèé � íåò.

Ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ (T > TD) îáû÷íî îñíîâíîé âêëàä äà¼ò ýëåêòðîí-ôîíîííîå

ðàññåÿíèå:

ρ = BT, κ = const. (24.3)

Ýëåêòðîí-ýëåêòðîííîå ïðè ýòîì ìíîãî ìåíüøå: ñîïîñòàâëÿÿ (22.8) è (23.11), ïîëó÷àåì

ρe-e
ρe-ph

∼ T

µ
� 1. (24.4)

Ìåðó ÷èñòîòû îáðàçöà ýêñïåðèìåíòàëüíî ÷àñòî îöåíèâàþò ñ ïîìîùüþRRR (residual-

resistivity ratio). Â èäåàëå � ýòî îòíîøåíèå ñîïðîòèâëåíèÿ ïðè êîìíàòå è ïðè íóëå,

RRR =
ρ(300 K)

ρ(0 K)
, (24.5)

â ðåàëüíîñòè áåðóò íàèìåíüøóþ äîñòóïíóþ òåìïåðàòóðó (õîòÿ áû ãåëèåâóþ, 4.2 Ê).

×åì ýòà âåëè÷èíà áîëüøå, òåì ÷èùå îáðàçåö (ò.ê. îñòàòî÷íîå ñîïðîòèâëåíèå îïðåäåëÿ-

åòñÿ ïðèìåñÿìè).
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XXV. ÊÈÍ.ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÏÐÈ ÍÀËÈ×ÈÈ ÌÀÃÍÈÒÍÎÃÎ ÏÎËß

Ïðè íàëè÷èè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé äèíàìèêà ýëåêòðîíîâ ñóùåñòâåí-

íî çàâèñèò îò òîïîëîãèè ôåðìè-ïîâåðõíîñòè. Â ýòîì âîïðîñå óäîáíî ãîâîðèòü ïðî âñþ

îáðàòíóþ ðåø¼òêó (íå òîëüêî ïåðâóþ çîíó Áðèëëþýíà). Ýíåðãèÿ çàâèñèò îò êâàçè-

èìïóëüñà ïåðèîäè÷åñêè (ñ ïåðèîäàìè, îïðåäåëÿåìûìè âåêòîðàìè îáðàòíîé ðåø¼òêè).

Èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè (â ÷àñòíîñòè, ôåðìè-ïîâåðõíîñòü) òàêæå ïåðèîäè÷íû.

Ïîñêîëüêó äèíàìèêà ñâÿçàíà ñ äâèæåíèåì ýëåêòðîíà ïî ôåðìè-ïîâåðõíîñòè, âàæíî,

ÿâëÿåòñÿ ëè ôåðìè-ïîâåðõíîñòü çàìêíóòîé (íå äîõîäèò äî ãðàíèö ïåðâîé çîíû Áðèë-

ëþýíà) èëè îòêðûòîé (äîõîäèò äî ãðàíèö è ïåðèîäè÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ äàëüøå).

Ðàññìîòðèì ýëåêòðîí â ìàãíèòíîì ïîëå. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ:

dp

dt
=
e

c
[vH] = F. (25.1)

Èçìåíåíèå ýíåðãèè:
dε

dt
=
∂ε

∂p

dp

dt
= vF = 0. (25.2)

Èç ýòèõ óðàâíåíèé ñëåäóåò

ε = const, pz = const, (25.3)

ãäå â êà÷åñòâå îñè z âûáðàíî íàïðàâëåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ H.

Òàêèì îáðàçîì, â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå òðàåêòîðèÿ � ýòî ñå÷åíèå èçîýíåð-

ãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ε(p) = const ïëîñêîñòüþ pz = const. Ó çàìêíóòîé ôåðìè-

ïîâåðõíîñòè âñå ñå÷åíèÿ � çàìêíóòûå êîíòóðà. Åñëè ôåðìè-ïîâåðõíîñòü îòêðûòàÿ,

òî ñå÷åíèå ìîæåò áûòü êàê çàìêíóòûì, òàê è îòêðûòûì (ïðîäîëæàþùèìñÿ ïî âñåé

îáðàòíîé ðåø¼òêå).

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ â êîìïîíåíòàõ:

dpx
dt

=
e

c
vyH,

dpy
dt

= −e
c
vxH. (25.4)

Âîçâîäèì â êâàäðàò è ñêëàäûâàåì:

dp2
x + dp2

y

dt2
=
(e
c

)2

(v2
x + v2

y)H
2. (25.5)

Îáîçíà÷àÿ dl =
√
dp2

x + dp2
y ýëåìåíò äëèíû òðàåêòîðèè â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå, ìû
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ìîæåì íàïèñàòü

dt =
c

eH

dl

v⊥
, t =

c

eH

∫
dl

v⊥
, (25.6)

v⊥ =
√
v2
x + v2

y. (25.7)

Â ñëó÷àå çàìêíóòîé òðàåêòîðèè èíòåãðàë ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó äà¼ò ïåðèîä äâèæå-

íèÿ:

T =
c

eH

∮
dl

v⊥
. (25.8)

Ïëîùàäü ñå÷åíèÿ pz = const äà¼òñÿ èíòåãðàëîì

S =

∫
dpxdpy. (25.9)

Íî óäîáíåå ïåðåéòè îò ýòèõ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò ê àíàëîãó ïîëÿðíûõ, èíòåãðèðóÿ â

ïëîñêîñòè pz = const âäîëü êîíòóðîâ ε = const è ïî íîðìàëè ê íèì. Êîëüöî ìåæäó

êîíòóðàìè ñ ε, ðàçëè÷àþùèìèñÿ íà dε, â äàííîì ìåñòå èìååò øèðèíó

dε

|∂ε/∂p⊥|
=
dε

v⊥
. (25.10)

×òîáû ïîëó÷èòü ïëîùàäü êîëüöà, íàäî âçÿòü èíòåãðàë ïî dl, à ïëîùàäü ñå÷åíèÿ â

ðåçóëüòàòå ðàâíà

S =

∫
dε

∮
dl

v⊥
. (25.11)

Ñîïîñòàâëÿÿ ñ (25.8), ïîëó÷àåì

T =
c

eH

∂S

∂ε
. (25.12)

Îïðåäåëèì òàê íàçûâàåìóþ ¾öèêëîòðîííóþ ìàññó¿ (èìååò ñìûñë ëèøü äëÿ çàìêíóòûõ

îðáèò)

m∗ =
1

2π

∂S

∂ε
. (25.13)

Ïåðèîä äâèæåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç ëàðìîðîâñêóþ ÷àñòîòó:

T =
2π

Ω
, Ω =

eH

m∗c
. (25.14)

Åñëè âíóòðè îðáèòû ε = const � îáëàñòü ìåíüøåé ýíåðãèè, òî m∗ ïîëîæèòåëüíî

(ýëåêòðîíîïîäîáíûå íîñèòåëè; íàïðèìåð, ïî÷òè ïóñòàÿ çîíà). Íàîáîðîò � òîãäà m∗

îòðèöàòåëüíî (äûðî÷íîïîäîáíûå íîñèòåëè; íàïðèìåð, ïî÷òè çàïîëíåííàÿ çîíà).
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Îò äâèæåíèÿ â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ïåðåéòè ê äâèæåíèþ â êîîðäèíàò-

íîì ïðîñòðàíñòâå. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïåðåïèøåì â âèäå

dp =
e

c
[drH]. (25.15)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîåêöèÿ òðàåêòîðèè ýëåêòðîíà íà ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ H,

îïðåäåëÿåòñÿ òðàåêòîðèåé â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû

x 7→ − c

eH
py, y 7→ c

eH
px, (25.16)

â òî âðåìÿ êàê ïî z ïðîèñõîäèò äâèæåíèå ñî ñêîðîñòüþ vz = ∂ε/∂pz. Åñëè ñå÷åíèå

ôåðìè-ïîâåðõíîñòè ïëîñêîñòüþ pz = const � çàìêíóòîå, òî òðàåêòîðèÿ � ñïèðàëü ñ

îñüþ âäîëü H. Åñëè òðàåêòîðèÿ îòêðûòà â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå, òî îíà áóäåò

îòêðûòîé è â ïðîñòðàíñòâå êîîðäèíàòíîì.

Â ïðèñóòñòâèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ óäîáíî ïåðåéòè îò px è py ê íîâûì íåçàâèñèìûì

ïåðåìåííûì � ýíåðãèè ε è ¾âðåìåíè äâèæåíèÿ ïî òðàåêòîðèè¿

t1 =
c

eH

∫
dl

v⊥
. (25.17)

Ïðè íàëè÷èè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (à íèæå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêóþ ñèòóàöèþ)

ýòî óæå íå èñòèííîå âðåìÿ, à íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ px è py. Êàê ìû óæå çíàåì,∫
dpxdpy =

∫
dε
dl

v⊥
, (25.18)

ïîýòîìó â íîâûõ ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèå ïî èìïóëüñíîìó ïðîñòðàíñòâó ïðèîáðå-

òàåò âèä ∫
dpxdpydpz =

eH

c

∫
dt1dεdpz. (25.19)

Ïðè íàëè÷èè ïîñòîÿííûõ è îäíîðîäíûõ ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé êèí.óðàâíåíèå

ìîæíî íàïèñàòü â âèäå [ðàíüøå ó íàñ áûëî f(t, r,p); òåïåðü ÿâíîé çàâèñèìîñòè îò t

íåò, çàâèñèìîñòè îò êîîðäèíàòû r òîæå íåò, à îò òð¼õ êîìïîíåíò p ïåðåõîäèì ê òð¼ì

íîâûì ïåðåìåííûì]
∂f

∂t1
ṫ1 +

∂f

∂ε
ε̇+

∂f

∂pz
ṗz = Iñò(f). (25.20)

Ïðè ýòîì

ε̇ =
∂ε

∂p

dp

dt
= v

dp

dt
, (25.21)

ṗ =
e

c
[vH] + eE, (25.22)
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îòêóäà

ε̇ = evE, (25.23)

ṗz = eEz. (25.24)

Ïåðåìåííàÿ t1 äîëæíà áûòü îïðåäåëåíà èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ âèäà (25.4), â êîòîðûõ

íåò ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Íî â ðåàëüíîñòè ýòî îòëè÷èå ïî÷òè íèêîãäà íå âàæíî (åñëè

òîëüêî ìàãíèòíîå ïîëå íå ýêñòðåìàëüíî ñëàáîå), ò.ê. îáû÷íî (v/c)H � E. 13 Ïîýòîìó

ṫ1 ≈ 1. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

∂f

∂t1
+
∂f

∂ε
evE +

∂f

∂pz
eEz = Iñò(f). (25.25)

Áóäåì ïàðàìåòðèçîâàòü îòêëîíåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îò ðàâíîâåñèÿ íîâîé

ôóíêöèåé ψ:

f = f0 −
∂f0

∂ε
ψ. (25.26)

Ñåé÷àñ ìû ðàáîòàåì â íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ε, pz è t1, ïîýòîìó f0 íóæíî ñ÷èòàòü

íåçàâèñÿùåé îò pz (è îò t1, ñàìî ñîáîé). Õîòèì ëèíåàðèçîâàòü êèí.óðàâíåíèå ïî ψ.

Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ñ÷èòàåì ñëàáûì è âêëàäàìè, ñîäåðæàùèìè ïðîèçâåäåíèå ψ è E,

ïðåíåáðåãàåì. Ïîýòîìó ïîëó÷àåì

− ∂f0

∂ε

∂ψ

∂t1
+
∂f0

∂ε
evE = Iñò(f), (25.27)

îòêóäà
∂ψ

∂t1
− I1(ψ) = evE, (25.28)

ãäå ìû îáîçíà÷èëè

I1(ψ) =
Iñò
(
f0 − ∂f0

∂ε
ψ
)

−∂f0
∂ε

. (25.29)

Ïî t1 äîëæíû áûòü ãðàí.óñëîâèÿ. Åñëè òðàåêòîðèÿ ýëåêòðîíà çàìêíóòàÿ, òî ψ äîëæ-

íà çàâèñåòü îò t1 ïåðèîäè÷åñêè (èíòåðâàë èíòåãðèðîâàíèÿ ïî t1 â ýòîì ñëó÷àå � îäèí

ïîëíûé ïåðèîä). Åñëè òðàåêòîðèÿ îòêðûòàÿ, òî ôóíêöèÿ ψ äîëæíà áûòü êîíå÷íîé.

13 Íàïðèìåð, âîçüì¼ì ìàãíèòíîå ïîëå Çåìëè, H0 ≈ 0.5 Ý, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî E = (v/c)H0. Ïóñòü

ñîïðîòèâëåíèå ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå îïðåäåëÿåòñÿ ôîíîíàìè, ñì. ôîðìóëó (23.11). Òîãäà äëÿ

òîêà ìû ïîëó÷èì

j = σE ∼ 1016
µ

T
ñ−1 · v

c
H0 ∼ 1016 · 104

102
· 10−2 · 0.5Ý

ñ
.

×òîáû ïåðåâåñòè â ÑÈ, íàäî ïîäåëèòü íà êîýôôèöèåíò 3 · 109, îïðåäåëÿþùèé ïåðåõîä îò åäèíèö

çàðÿäà ÑÃÑÝ ê Êë, ïîýòîìó j ∼ 106 À/ñì2. Ïðè òàêèõ ïëîòíîñòÿõ òîêà ìåòàëë èñïàðèòñÿ.
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XXVI. ÝÔÔÅÊÒ ÕÎËËÀ È ÌÀÃÍÈÒÎÑÎÏÐÎÒÈÂËÅÍÈÅ Â ÑËÀÁÎÌ

ÌÀÃÍÈÒÍÎÌ ÏÎËÅ

Ðàññìîòðèì ñëàáîå ìàãíèòíîå ïîëå â ðàìêàõ èçîòðîïíîé ìîäåëè ñ èñïîëüçîâàíèåì

τ -ïðèáëèæåíèÿ (ñëàáîñòü ïîëÿ áóäåò îçíà÷àòü Ωτ � 1). Â ýòîì ñëó÷àå

I1(ψ) = −ψ
τ
. (26.1)

Êèí.óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

∂ψ

∂t1
+
ψ

τ
= ev(t1)E, (26.2)

Ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå, ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé:

ψ(t1) = a(t1)e−t1/τ , (26.3)

∂a

∂t1
= ev(t1)Eet1/τ , (26.4)

â ðåçóëüòàòå ðåøåíèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

ψ(t1) =

t1∫
C

ev(t2)Ee−(t1−t2)/τdt2. (26.5)

Êîíñòàíòà C äîëæíà íàõîäèòüñÿ èç ãðàí.óñëîâèé. Â èçîòðîïíîì ñëó÷àå âñå îðáèòû

çàìêíóòû, ïîýòîìó ôóíêöèè ψ è v äîëæíû áûòü ïåðèîäè÷åñêèìè.

Åñëè ïîñòàíîâêà ýêñïåðèìåíòà òàêîâà, ÷òî òîê òå÷¼ò òîëüêî â x-íàïðàâëåíèè, òî

jy = 0, jx =
nee

2τ

m∗
Ex, (26.6)

Ey = ΩτEx. (26.7)

Òàêèì îáðàçîì, â íàøåì ïðèáëèæåíèè ìàãíèòíîå ïîëå íå ìåíÿåò ïðîâîäèìîñòü, íî ïðè-

âîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíîãî òîêó è ìàãíèòíîìó

ïîëþ. Ýòî ýôôåêò Õîëëà. Õîëëîâñêàÿ êîíñòàíòà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

RH =
Ey
Hjx

=
1

neec
. (26.8)

Åñëè âñ¼-òàêè èíòåðåñîâàòüñÿ ìàëîé ïîïðàâêîé â ïðîâîäèìîñòü îò ìàãíèòíîãî ïî-

ëÿ, òî å¼ ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Òðàåêòîðèè ýëåêòðîíîâ â ìàãíèòíîì
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ïîëå èñêðèâëÿþòñÿ (â ñëàáîì ïîëå ýòî ñëàáûé ýôôåêò), ïîýòîìó çà âðåìÿ ñâîáîäíîãî

ïðîáåãà ýëåêòðîí áóäåò ïðîõîäèòü ðàññòîÿíèå l âäîëü äóãè, à âäîëü íàïðàâëåíèÿ òî-

êà (ò.å. âäîëü âíåøíåãî ïîëÿ E) � ìåíüøåå ðàññòîÿíèå. Ïîýòîìó ýôôåêòèâíàÿ äëèíà

ñâîáîäíîãî ïðîáåãà â íàïðàâëåíèè òîêà óìåíüøàåòñÿ, ýòî äîëæíî ïðèâîäèòü ê ðîñòó

ñîïðîòèâëåíèÿ.

Â ìàãíèòíîì ïîëå â ïëîñêîñòè xy äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ïî îêðóæíîñòè, èìåþùåé

ëàðìîðîâñêèé ðàäèóñ

rL =
v

Ω
=
cp0

eH
. (26.9)

Ïóñòü ìåæäó äâóìÿ ðàññåÿíèÿìè íà ïðèìåñÿõ ýëåêòðîí ïðîõîäèò äóãó ñ óãëîâûì ðàç-

ìåðîì 2ϕ, òîãäà l = 2rLϕ. Ïðè ýòîì âäîëü íàïðàâëåíèÿ òîêà îí ïåðåìåñòèòñÿ íà ðàñ-

ñòîÿíèå, ðàâíîå äëèíå õîðäû, íà êîòîðóþ îïèðàåòñÿ äóãà. Ðàçíîñòü äëèí äóãè è õîðäû

ñîñòàâëÿåò

2rLϕ− 2rL sinϕ ≈ rLϕ
3

3
∼ l

(
l

rL

)2

. (26.10)

Òàêèì îáðàçîì, ýôôåêòèâíàÿ äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà âäîëü íàïðàâëåíèÿ òîêà îòëè-

÷àåòñÿ îò l â ìåíüøóþ ñòîðîíó íà âåëè÷èíó, èìåþùóþ îòíîñèòåëüíûé ïîðÿäîê (l/rL)2 ∼

(Ωτ)2. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ïîëîæèòåëüíîå ïîïåðå÷íîå ìàãíèòîñîïðîòèâëåíèå (ìàã-

íèòíîå ïîëå ïåðïåíäèêóëÿðíî òîêó)

∆ρ ∼ ρ(Ωτ)2. (26.11)

XXVII. ÝÔÔÅÊÒ ÕÎËËÀ Â ÑÈËÜÍÎÌ ÌÀÃÍÈÒÍÎÌ ÏÎËÅ

Ðàññìîòðèì ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ñèëüíûõ ìàãíèòíûõ ïîëåé, Ωτ � 1, äëÿ ñëó÷àÿ

ïðîèçâîëüíîãî ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà. Íàøå ðàññìîòðåíèå ñëåäóåò ðàáîòå [È.Ì. Ëèô-

øèö, Ì.ß. Àçáåëü, Ì.È. Êàãàíîâ, ÆÝÒÔ 31, 63 (1956)]. Â çàäà÷å åñòü ìàëûé ïàðàìåòð

γ = 1/Ωτ , è ìû áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå ðÿäà

ψ =
∑
k

ψk, ψk ∼ γk (27.1)

ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Íàì áóäåò âàæíî, ÷òî èíòåãðàë ñòîëêíîâå-

íèé I1(ψ) ëèíååí îòíîñèòåëüíî ψ. Ñíà÷àëà ìû íå áóäåì ïðåäïîëàãàòü çàìêíóòîñòü

îðáèò, õîòÿ ïîçæå ïåðåéä¼ì èìåííî ê ýòîìó ñëó÷àþ.
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Ìàãíèòíîå ïîëå âåëèêî, à t1 ∝ 1/H, ïîýòîìó ïåðâîå ñëàãàåìîå â êèí.óðàâíåíèè

(25.28) áîëüøå îñòàëüíûõ. Òàêèì îáðàçîì, â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè

∂ψ0

∂t1
= 0. (27.2)

Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè
∂ψ1

∂t1
− I1(ψ0) = evE. (27.3)

Âî âòîðîì è äàëüíåéøèõ ïðèáëèæåíèÿõ

∂ψk
∂t1
− I1(ψk−1) = 0, k = 2, 3, . . . (27.4)

Ïîëó÷àåì

ψ0 = C0, (27.5)

ψ1 =

t1∫
0

[I1(C0) + ev(t2)E] dt2 + C1 ≡ ψ̃1 + C1, (27.6)

ψk =

t1∫
0

I1(ψk−1)dt2 + Ck ≡ ψ̃k + Ck, k = 2, 3, . . . (27.7)

Êîíñòàíòû C çäåñü íå çàâèñÿò îò t1, íî ìîãóò çàâèñåòü îò ε è pz. Èõ ìîæíî íàé-

òè, óñðåäíèâ ïî âðåìåíè óðàâíåíèÿ (27.3)-(27.4). Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ψ óñðåäíå-

íèå ïðîèçâîäíîé âñåãäà äà¼ò íóëü (â ñëó÷àå îòêðûòûõ îðáèò íóæíî èíòåãðèðîâàòü äî

áåñêîíå÷íîñòè, êàê è íàïèñàíî; â ñëó÷àå çàìêíóòûõ äîñòàòî÷íî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî

ïîëíîìó ïåðèîäó):

∂ψ

∂t1
= lim

T1→∞

1

T1

T1∫
0

∂ψ

∂t1
dt1 = lim

T1→∞

ψ(T1)− ψ(0)

T1

= 0. (27.8)

Ïîýòîìó ïîëó÷àåì

−I1(ψ0) = evE, (27.9)

−I1(ψk) = 0, k = 1, 2, . . . , (27.10)

îòêóäà

−I1(C0) = evE, (27.11)

−I1(Ck) = I1(ψ̃k), k = 1, 2, . . . (27.12)
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Ýòèìè óðàâíåíèÿìè îïðåäåëÿþòñÿ êîíñòàíòû C.

Òåïåðü îò ïðîèçâîëüíûõ îðáèò ïåðåéä¼ì ê ñëó÷àþ çàìêíóòûõ îðáèò. Ïðè ýòîì vx

è vy ïåðèîäè÷íû, ïîýòîìó vx = vy = 0. Èç óðàâíåíèÿ (27.11) ïîëó÷àåì, ÷òî C0 ìîæåò

çàâèñåòü òîëüêî vzEz. Ïîýòîìó âêëàäû, ïðîïîðöèîíàëüíûå Ex è Ey, ìîãóò áûòü òîëüêî

â ψ1. Âûðàæàÿ vx è vy èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ïîëó÷àåì

ψ1 =
c

H

t1∫
0

(
−dpy
dt2

Ex +
dpx
dt2

Ey

)
dt2 +

t1∫
0

[I1(C0) + evz(t2)Ez] dt2 + C1 = (27.13)

=
c

H
[−Ex(py(t1)− py(0)) + Ey(px(t1)− px(0))] +

t1∫
0

[I1(C0) + evz(t2)Ez] dt2 + C1.

(27.14)

Îñòàâøèéñÿ èíòåãðàë â öåëîì ïðîïîðöèîíàëåí Ez, îáîçíà÷èì åãî ϕ(t1)Ez.

Íàéä¼ì êîìïîíåíòó òîêà jx. Èç îáùåé ôîðìóëû äëÿ òîêà ïîëó÷àåì

jx =
2e2H

(2π~)3c

∫
dpz

T∫
0

ψ1(t1)vx(t1)dt1 = − 2e

(2π~)3

∫
dpz

T∫
0

ψ1(t1)
dpy
dt1

dt1 =

= − 2e

(2π~)3

∫
dpz

{
− c

H
Ex

T∫
0

(py(t1)− py(0))
dpy
dt1

dt1 +
c

H
Ey

T∫
0

(px(t1)− px(0))
dpy
dt1

dt1+

+ Ez

T∫
0

ϕ(t1)
dpy
dt1

dt1 + C1

T∫
0

dpy
dt1

dt1

}
. (27.15)

Çàâèñèìîñòü py îò âðåìåíè ïåðèîäè÷íà: py(T ) = py(0). Èç-çà ýòîãî îáðàùàþòñÿ â íîëü:

ïåðâûé èíòåãðàë â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ, ñîäåðæàùàÿ px(0) ÷àñòü âòîðîãî èíòåãðàëà è

÷åòâ¼ðòûé èíòåãðàë. Îñòà¼òñÿ

jx = − 2e

(2π~)3

∫
dpz

{
c

H
Ey

T∫
0

px(t1)
dpy
dt1

dt1 + Ez

T∫
0

ϕ(t1)
dpy
dt1

dt1

}
. (27.16)

Ðàññìîòðèì xy-êîìïîíåíòó òåíçîðà ïðîâîäèìîñòè:

σxy = − 2ec

(2π~)3H

∫
dpz

T∫
0

px
dpy
dt1

dt1 = − 2ec

(2π~)3H

∫
dpz

∮
pxdpy =

=
2ec

(2π~)3H

∫
dpz [Se(pz, µ)− Sh(pz, µ)] . (27.17)
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Çäåñü Se è Sh � ýòî ïëîùàäè ñå÷åíèé ôåðìè-ïîâåðõíîñòè ïëîñêîñòüþ pz = const äëÿ

ñëó÷àåâ, êîãäà âíóòðè êîíòóðà íàõîäèòñÿ îáëàñòü ìåíüøèõ èëè áîëüøèõ ýíåðãèé ñî-

îòâåòñòâåííî. Äëÿ äûðîê ïîëó÷àåòñÿ äðóãîé çíàê, ò.ê. èõ äâèæåíèå ïî îðáèòå ïðîòè-

âîïîëîæíî äâèæåíèþ ýëåêòðîíà. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìîãóò áûòü è ýëåêòðîííûå, è

äûðî÷íûå ó÷àñòêè ôåðìè-ïîâåðõíîñòè, è ìåòàëë íåêîìïåíñèðîâàííûé (ne 6= nh).

Â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî dpz áóäóò ïîëó÷àòüñÿ îáú¼ìû èìïóëüñíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà VF , çàêëþ÷¼ííûå âíóòðè ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòè ôåðìè-ïîâåðõíîñòè. Îíè

ñâÿçàíû ñ ïëîòíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ êâàçè÷àñòèö ñîîòíîøåíèåì

n =
2VF

(2π~)3
. (27.18)

Ïîýòîìó

σxy =
ec

H
(ne − nh). (27.19)

Ýòà ôîðìóëà ñîõðàíÿåò ñìûñë òàêæå è â ñëó÷àå, êîãäà ôåðìè-ïîâåðõíîñòü îòêðûòàÿ, íî

ïðè äàííîì íàïðàâëåíèè ïîëÿ âñå å¼ ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòÿìè pz = const çàìêíóòû. Â ýòîì

ñëó÷àå ïîä VF íóæíî ïîíèìàòü îáú¼ì, îãðàíè÷åííûé ôåðìè-ïîâåðõíîñòüþ è ãðàíÿìè

çîíû Áðèëëþýíà (âåëè÷èíû ne è nh òîãäà ìîãóò çàâèñåòü îò íàïðàâëåíèÿ ïîëÿ).

Ôîðìóëà (27.19) � ðåçóëüòàò ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî γ (îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî τ âûïà-

ëî, ò.ê. ïåðâûé ïîðÿäîê ïî γ îçíà÷àåò σ ∼ σ0/Ωτ).

Åù¼ îäíèì ñëåäñòâèåì ðåçóëüòàòà (27.16) äëÿ jx ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â ïåðâîì ïîðÿäêå

ïî γ ìû ïîëó÷èëè êîíå÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ σxz. Â òî æå âðåìÿ, â ðàññìîòðåííîì íàìè

ïåðâîì ïîðÿäêå ïî γ ïîëó÷àåòñÿ σxx = 0. Ïîýòîìó σxx � ïî êðàéíåé ìåðå âòîðîãî

ïîðÿäêà ïî γ. Ðàññìàòðèâàÿ óðàâíåíèÿ â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

òàêîé âêëàä äåéñòâèòåëüíî åñòü. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî σyz ∝ γ, σyy ∝ γ2. Â òî

æå âðåìÿ, σzz � íóëåâîãî ïîðÿäêà.

Òàêèì îáðàçîì, âûäåëÿÿ ÿâíî ãëàâíûå ïîðÿäêè ïî γ, ìû ìîæåì çàïèñàòü òåíçîð

ïðîâîäèìîñòè â âèäå

σik =


γ2axx γaxy γaxz

γayx γ2ayy γayz

γazx γazy azz

 . (27.20)

Â ïðåäåëå H →∞ âñå êîìïîíåíòû êðîìå σzz ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ôèçè÷åñêè ýòî ñâÿçà-

íî ñ ëîêàëèçàöèåé ýëåêòðîíîâ íà îðáèòàõ, ìàëûõ ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé ñâîáîäíîãî
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ïðîáåãà; êîíå÷íîñòü æå σzz ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî äâèæåíèå âäîëü ìàãíèòíîãî ïîëÿ âñåãäà

èíôèíèòíî.

Äëÿ òåíçîðà ñîïðîòèâëåíèÿ (êîòîðûé îáðàòíûé ïî îòíîøåíèþ ê òåíçîðó ïðîâîäè-

ìîñòè) â ãëàâíîì ïîðÿäêå ïî γ ïîëó÷àåì

ρik =


bxx γ−1bxy bxz

γ−1byx byy byz

bzx bzy bzz

 , (27.21)

ãäå

bxx =
ayyazz − ayzazy
axyayxazz

, bxy =
1

ayx
,

byy =
axxazz − axzazx
axyayxazz

, byx =
1

axy
, (27.22)

bzz =
1

azz
, bxz =

azy
axyazz

, byz = − azx
ayxazz

.

Õîëëîâñêèå êîìïîíåíòû σxy è ρyx â ýòîì ïðèáëèæåíèè îêàçûâàþòñÿ îáðàòíûìè äðóã

äðóãó. Â îáùåì ñëó÷àå, êîíå÷íî, ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû òåíçîðîâ ïðîâîäèìîñòè

è ñîïðîòèâëåíèÿ íå ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì òàêèì ïðîñòûì ñîîòíîøåíèåì (îáðàùàòü

íóæíî ìàòðèöó). Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïðè H →∞ äèàãîíàëüíûå êîìïîíåíòû ρxx è

ρyy (â îòëè÷èå îò σxx è σyy) âûõîäÿò íà êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ.

Äëÿ êîíñòàíòû Õîëëà ïîëó÷àåì:

RH =
Ey
jxH

=
ρyx
H

=
1

σxyH
=

1

(ne − nh)ec
. (27.23)

XXVIII. ÒÅÐÌÎÝËÅÊÒÐÈ×ÅÑÊÈÅ ßÂËÅÍÈß

Ìû óæå ðàññìàòðèâàëè ïðîâîäèìîñòü è òåïëîïðîâîäíîñòü. Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó-

÷àé, êîãäà îäíîâðåìåííî åñòü è ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, è ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû:

j = σE + β∇T, (28.1)

q = γE + ζ∇T (28.2)

(ïî÷åìó íàïèñàíî ζ, à íå −κ, îáñóäèì ÷óòü ïîçæå).

Ïåðåêð¼ñòíûå êîýôôèöèåíòû β è γ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì, ñëåäóþùèì èç ïðèíöèïà

ñèììåòðèè êèíåòè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ Îíçàãåðà. Ïðèíöèï çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþ-

ùåì. Ïóñòü ê ñèñòåìå ïðèëîæåíû îáîáù¼ííûå ñèëû F1, . . . , Fn, ïîä âëèÿíèåì êîòîðûõ
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â ñèñòåìå âîçíèêàþò îáîáù¼ííûå òîêè J1, . . . , Jn, ñâÿçàííûå ñ ñèëàìè ñîîòíîøåíèÿìè

Ji = −
∑
k

γikXk. (28.3)

Ïóñòü ïðè ýòîì ñèëû è òîêè îïðåäåëåíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè

ýíòðîïèè ñèñòåìû çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Ṡ = −
∑
i

JiXi. (28.4)

Òîãäà ïðèíöèï Îíçàãåðà óòâåðæäàåò, ÷òî ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ñèììåòðè÷íà:

γik = γki. (28.5)

Â íàøåì ñëó÷àå èçìåíåíèå ýíòðîïèè âî âðåìåíè ïðîèñõîäèò ïî äâóì ïðè÷èíàì. Çà

ñ÷¼ò ðàáîòû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â åäèíèöå îáú¼ìà â åäèíèöó âðåìåíè äèññèïèðóåò

ýíåðãèÿ jE. Êðîìå òîãî, èç-çà òåïëîâîãî ïîòîêà èç åäèíèöû îáú¼ìà çà åäèíèöó âðåìåíè

óõîäèò êîëè÷åñòâî òåïëîòû div q. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî δQ = TdS, ïîëó÷àåì

Ṡ =

∫
jE

T
d3r−

∫
div q

T
d3r. (28.6)

Âçÿâ ïî ÷àñòÿì âòîðîé èíòåãðàë, ïîëó÷àåì

Ṡ =

∫
jE

T
d3r +

∫
q∇

(
1

T

)
d3r. (28.7)

Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå îáîáù¼ííûõ òîêîâ j è q � òîãäà, ñîãëàñíî (28.4), îáîáù¼ííûìè

ñèëàìè ÿâëÿþòñÿ −E/T è −∇(1/T ) = (∇T )/T 2. Ïåðåïèñûâàÿ (28.1)-(28.2) â âèäå

j = −σT
(
−E

T

)
+ βT 2

(
∇T
T 2

)
, (28.8)

q = −γT
(
−E

T

)
+ ζT 2

(
∇T
T 2

)
, (28.9)

èç ñîîòíîøåíèÿ (28.5) ïîëó÷àåì

γ = −βT. (28.10)

Â ðåàëüíîì ýêñïåðèìåíòå ëåã÷å êîíòðîëèðîâàòü ýëåêòðè÷åñêèé òîê, ÷åì ýëåêòðè÷å-

ñêîå ïîëå âíóòðè îáðàçöà. Ïîýòîìó ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèÿ â âèäå

E = ρj +Q∇T, (28.11)

q = Πj− κ∇T, (28.12)
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ãäå

ρ =
1

σ
, Q = −β

σ
, Π =

γ

σ
, κ =

γβ

σ
− ζ. (28.13)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (28.10) ñëåäóåò, ÷òî

Π = QT, κ = −β
2T

σ
− ζ. (28.14)

Äëÿ ðåàëüíûõ ìåòàëëîâ ïåðâîå ñëàãàåìîå â ôîðìóëå äëÿ κ âñåãäà ìíîãî ìåíüøå

âòîðîãî (â ýòîì ìû óáåäèìñÿ íèæå). Èìåííî ïîýòîìó, âìåñòî äåéñòâèòåëüíîãî âû÷èñ-

ëåíèÿ κ (â ïîñòàíîâêå çàäà÷è ñ îòñóòñòâóþùèì ýëåêòðè÷åñêèì òîêîì), ìû ðàíüøå íà

ñàìîì äåëå âû÷èñëÿëè −ζ (ò.å. ðàññìàòðèâàëè çàäà÷ó áåç ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ � íà

ñàìîì äåëå, îíî åñòü, íî èì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü).

Èç óðàâíåíèÿ (28.11) ñëåäóåò, ÷òî ïðè íàëè÷èè ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû äàæå â îòñóò-

ñòâèå ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà áóäåò âîçíèêàòü ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå E = Q∇T � ýôôåêò

Çååáåêà, âîçíèêàåò òåðìî-ý.ä.ñ. Åñëè çàïèñàòü E = −∇ϕ, òî ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ

äèôôåðåíöèàëüíîé òåðìî-ý.ä.ñ.:

− dϕ

dT
= Q. (28.15)

Íàéä¼ì äèôôåðåíöèàëüíóþ òåðìî-ý.ä.ñ. (êîýôôèöèåíò Q) äëÿ èçîòðîïíîãî ìåòàëëà

â ïðåäïîëîæåíèè óïðóãîñòè ñòîëêíîâåíèé. Êàê è ïðè âû÷èñëåíèè òåïëîïðîâîäíîñòè,

áóäåì ðàáîòàòü â ïðåäñòàâëåíèè êâàçè÷àñòèö, ïîýòîìó ïèøåì êèí.óðàâíåíèå â ôîðìå

(20.5):
∂f

∂t
+ v sgn ξ

∂f

∂r
+ eE sgn ξ

∂f

∂p
= −f − f0

τ
, (28.16)

ïðè÷¼ì τ äëÿ êâàçè÷àñòèö òàêîå æå, êàê äëÿ ÷àñòèö, ò.ê. â íåãî âõîäèò êâàäðàò çàðÿäà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñòü ñëàáîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå è ñëàáûé ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû

(f = f0 + f1, f1 � f0). Òîãäà â ëåâîé ÷àñòè êèí.óðàâíåíèè îñòàþòñÿ âòîðîé è òðåòèé

÷ëåíû (â êîòîðûõ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ íóæíî âçÿòü ðàâíîâåñíóþ), êîòîðûå èìåþò

âèä14

v sgn ξ
∂f0

∂r
= v sgn ξ

(
∂f0

∂T

)
∇T = −|ξ|

T

(
∂f0

∂|ξ|

)
sgn ξ(v∇T ) = − ξ

T

(
∂f0

∂|ξ|

)
(v∇T ),

(28.17)

eE sgn ξ
∂f0

∂p
= eE sgn ξ

(
∂f0

∂|ξ|

)
∂|ξ|
∂p

=

(
∂f0

∂|ξ|

)
eEv. (28.18)

14 Íàïîìèíàëêà:

f0 =
1

e|ξ|/T + 1
,

∂f0
∂T

= −|ξ|
T

(
∂f0
∂|ξ|

)
;

∂ξ

∂p
= v.
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Ïîýòîìó êèí.óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä(
∂f0

∂|ξ|

)[
eEv − ξ

T
(v∇T )

]
= −f1

τ
. (28.19)

Ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà:15

j = 2

∫
(e sgn ξ)(v sgn ξ)f1

d3p

(2π~)3
= 2e

∫
vf1

d3p

(2π~)3
=

= −2e2

∫
v(vE)τν(ε)

∂f0

∂|ξ|
dξ
dΩ

4π
+ 2e

∫
v(v∇T )τν(ε)

ξ

T

∂f0

∂|ξ|
dξ
dΩ

4π
=

= −2e2

3
E

∫
v2τν(ε)

∂f0

∂|ξ|
dξ +

2e

3
∇T

∫
v2τν(ε)

ξ

T

∂f0

∂|ξ|
dξ. (28.20)

Ïðàâàÿ ÷àñòü çäåñü ñîäåðæèò êîýôôèöèåíòû σ è β, ñì. (28.1).

Ïîñêîëüêó
∂f0

∂|ξ|
= − 1

4T
· 1

ch2 ξ
2T

(28.21)

ïðè T → 0 äà¼ò −δ(ξ), äëÿ σ ïîëó÷àåì óæå èçâåñòíûé íàì ðåçóëüòàò [ñì. ôîðìóëó

(19.7)]

σ =
2e2

3
(v2τν)µ. (28.22)

Ôîðìóëà äëÿ β ïðè íàëè÷èè ýëåêòðîí-äûðî÷íîé ñèììåòðèè (ξ ↔ −ξ) äà¼ò íóëü èç-

çà íå÷¼òíîñòè ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ïî ξ. Ïîýòîìó íóæíî ó÷èòûâàòü ñëàáóþ

àñèììåòðèþ:

(v2τν)ε ≈ (v2τν)µ + ξ
d

dµ
(v2τν)µ. (28.23)

Òîãäà ìû ïîëó÷àåì èíòåãðàë âèäà, ñ êîòîðûì ìû óæå âñòðå÷àëèñü [ñì. ôîðìóëó

(20.10)]:

β =
2e

3T

d(v2τν)µ
dµ

∫
ξ2 ∂f0

∂|ξ|
dξ = − 2e

3T

d(v2τν)µ
dµ

· 2T 2

∞∫
−∞

x2dx

ch2 x
= − 2e

3T

d(v2τν)µ
dµ

· 2T 2 · π
2

6
=

= −2π2

9
eT
d(v2τν)µ

dµ
. (28.24)

Â ðåçóëüòàòå

Q = −β
σ

=
π2T

3e
· d ln(v2τν)µ

dµ
. (28.25)

15 Èñïîëüçóåì

d3p

(2π~)3
= ν(ε)dξ

dΩ

4π
.
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Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ìû ðàññìàòðèâàåì ñâîáîäíûå ýëåêòðîíû, ðàññåèâàþùèåñÿ íà ïðè-

ìåñÿõ, çàâèñèìîñòü îò µ ïîä ïðîèçâîäíîé ñëåäóþùàÿ:

τ =
l

v
, l ∝ const, v ∝ ν ∝ √µ. (28.26)

Ïîýòîìó
d ln(v2τν)µ

dµ
=

1

µ
. (28.27)

Òîãäà ïîëó÷àåì

Q =
π2

3e
· T
µ
. (28.28)

Òåïåðü ìîæíî âåðíóòüñÿ ê ôîðìóëå (28.14) è îáúÿñíèòü, ïî÷åìó ìû ñ÷èòàëè κ ≈ −ζ.

Ñîãëàñíî çàêîíó Âèäåìàíà-Ôðàíöà, âû÷èñëÿâøàÿñÿ íàìè κ (êîòîðàÿ, íà ñàìîì äåëå,

−ζ), èìååò ïîðÿäîê

κ ∼ 1

e2
σT. (28.29)

Â òî æå âðåìÿ, ñîãëàñíî (28.14), ìû ïðåíåáðåãëè ñëåäóþùåé âåëè÷èíîé:

β2T

σ
∼ Q2σT ∼ 1

e2
σT

(
T

µ

)2

, (28.30)

÷òî îïðàâäàíî â ñèëó ìàëîãî ïàðàìåòðà T/µ.

Ìàëîñòü òåðìîýëåêòðè÷åñêèõ ÿâëåíèé ïî ýòîìó ïàðàìåòðó � îáùåå ÿâëåíèå. Îáû÷íî

áûâàåò òàê, ÷òî ïðè íàëè÷èè ýëåêòðîí-äûðî÷íîé ñèììåòðèè ýôôåêò çàíóëÿåòñÿ, à ó÷¼ò

ñëàáîé àñèììåòðèè äà¼ò èìåííî òàêóþ ìàëîñòü.

Ýòî âñ¼ áûëî äëÿ èçîòðîïíîãî ìåòàëëà. Â îáùåì æå ñëó÷àå âìåñòî ôîðìóë (28.11)-

(28.12) áóäóò àíàëîãè÷íûå âûðàæåíèÿ ñ òåíçîðíûìè êîýôôèöèåíòàìè:

Ei =
∑
k

ρikjk +
∑
k

Qik∇kT, (28.31)

qi =
∑
k

Πikjk −
∑
k

κik∇kT. (28.32)

Ïðèíöèï ñèììåòðèè êèíåòè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ â ýòîì ñëó÷àå ñîîáùàåò, ÷òî

ρik = ρki, κik = κki, Πik = TQki. (28.33)

XXIX. ÒÅÐÌÎÌÀÃÍÈÒÍÛÅ ßÂËÅÍÈß Â ÑËÀÁÎÌ ÌÀÃÍÈÒÍÎÌ ÏÎËÅ

Åñëè ê ìåòàëëó ïðèëîæåíî ìàãíèòíîå ïîëå, òî óðàâíåíèÿ (28.31)-(28.32) ñîõðàíÿ-

þò ñâîé âèä, íî êîýôôèöèåíòû íà÷èíàþò çàâèñåòü îò ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïðè âûâîäå
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ïðèíöèïà ñèììåòðèè êèíåòè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ èñïîëüçóåòñÿ ñèììåòðèÿ óðàâíå-

íèé ìåõàíèêè ïî îòíîøåíèþ ê îáðàùåíèþ âðåìåíè, ïîýòîìó íóæíî ó÷åñòü, ÷òî ïðè

òàêîì îáðàùåíèè ìàãíèòíîå ïîëå ìåíÿåò çíàê. Â ðåçóëüòàòå, âìåñòî (28.33) ïîëó÷àåòñÿ

ρik(H) = ρki(−H), κik(H) = κki(−H), Πik(H) = TQki(−H). (29.1)

Íàëè÷èå ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðèâîäèò ê àíèçîòðîïèè äàæå â ñëó÷àå èçîòðîïíîãî ìåòàë-

ëà, ïîýòîìó ñîîòíîøåíèÿ îñòàþòñÿ òåíçîðíûìè. Â òî æå âðåìÿ, íåêîòîðîå óïðîùåíèå

âîçíèêàåò, åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ëèíåéíûìè ïî H ÷ëåíàìè, ó÷èòûâàÿ, ÷òî H � àêñèàëü-

íûé âåêòîð, òîãäà êàê E, ∇T , q è j � ïîëÿðíûå. Ïîýòîìó â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé

(28.11)-(28.12) ìîãóò ëèøü ïîÿâèòüñÿ ÷ëåíû [H× j] è [H×∇T ]:

E = ρj +R[H× j] +Q∇T +N [H×∇T ], (29.2)

q = Πj +B[H× j]− κ∇T + L[H×∇T ]. (29.3)

Èç ïðèíöèïà ñèììåòðèè êèíåòè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ ñëåäóåò, ÷òî B = NT . Îòíîñè-

òåëüíûé ïîðÿäîê íîâûõ âêëàäîâ â ýòèõ óðàâíåíèÿõ � Ωτ . Íàïðèìåð, RH/ρ ∼ Ωτ .

Çäåñü ñèäèò êó÷à ðàçíûõ ýôôåêòîâ. Ïóñòü H ñìîòðèò ïî z, à òîê òå÷¼ò âäîëü x.

Âòîðîé ÷ëåí â (29.2) � ýòî ýôôåêò Õîëëà (ïðè óñëîâèè ∇T = 0) [îáðàòèòå âíèìàíèå:

ðàíüøå ìû ïîëó÷àëè ñîîòíîøåíèÿ R = 1/σxyH, σxy ∼ σ0/Ωτ , îòêóäà ñëåäóåò ïðèâå-

ä¼ííàÿ âûøå îöåíêà RH/ρ0 ∼ Ωτ ]. À åñëè ïîñòàâèòü óñëîâèå qy = 0, òî ýòî áóäåò òàê

íàçûâàåìûé àäèàáàòè÷åñêèé ýôôåêò Õîëëà:

qy ≈ BHjx − κ∇yT = 0 =⇒ ∇yT ≈
BHjx
κ

, (29.4)

ïîýòîìó

Ey ≈ RHjx +Q∇yT =

(
R +

QB

κ

)
Hjx. (29.5)

Ïîëå ïî îñè y ìîæåò áûòü ñîçäàíî íå òîëüêî òîêîì ïî x (ýôôåêò Õîëëà), íî è

ãðàäèåíòîì òåìïåðàòóðû ïî x. Ïðè óñëîâèè j = 0, ∇yT = 0 èç (29.2) ïîëó÷àåì

Ey = NH∇xT. (29.6)

Ýòî íàçûâàåòñÿ ýôôåêòîì Íåðíñòà.
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XXX. ÒÅÐÌÎÌÀÃÍÈÒÍÛÅ ßÂËÅÍÈß Â ÑÈËÜÍÎÌ ÌÀÃÍÈÒÍÎÌ ÏÎËÅ

Â ðàçäåëå XXVII, ïîñâÿù¼ííîì ýôôåêòó Õîëëà â ñèëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå, ìû âû-

÷èñëÿëè òåíçîðû σik è ρik = σ−1
ik â ïðåäåëå Ωτ � 1. Ìîæíî âû÷èñëèòü è äðóãèå òåí-

çîðíûå êîýôôèöèåíòû â óðàâíåíèÿõ (28.31)-(28.32) â ýòîì ïðåäåëå. Óñëîâèå Ωτ � 1

ïîäðàçóìåâàåò áîëüøóþ äëèíó ñâîáîäíîãî ïðîáåãà, ïîýòîìó åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü

ñëó÷àé íèçêèõ òåìïåðàòóð, êîãäà ðàññåÿíèå ýëåêòðîíîâ îïðåäåëÿåòñÿ ïðèìåñÿìè. Ïðè

ýòîì ñòîëêíîâåíèÿ óïðóãèå.

Ïîñòóïàÿ àíàëîãè÷íî âûâîäó (28.19), ìîæåì ïðèâåñòè îáùóþ çàïèñü (20.5) êèí.óðàâíåíèÿ

äëÿ êâàçè÷àñòèö ê âèäó

∂f1

∂t1
− Iñò(f1) = −

[
eEv − ξ

T
(v∇T )

]
∂f0

∂|ξ|
. (30.1)

Â f1 äîëæíû áûòü âêëàäû îò E è ∇T , ïîýòîìó áóäåò èñêàòü å¼ â âèäå

f1 = −
∑
i

eEiψi
∂f0

∂|ξ|
+
∑
i

(∇iT )ϕi
ξ

T

∂f0

∂|ξ|
. (30.2)

Ïîñêîëüêó ñòîëêíîâåíèÿ óïðóãèå è ýíåðãèÿ ñîõðàíÿåòñÿ, â èíòåãðàëå ñòîëêíîâåíèé

ìíîæèòåëè, çàâèñÿùèå îò ýíåðãèè, âûíîñÿòñÿ çà çíàê èíòåãðàëà. Â ðåçóëüòàòå, ψ è ϕi

óäîâëåòâîðÿþò îäèíàêîâûì óðàâíåíèÿì âèäà

∂ψi
∂t1
− Iñò(ψi) = vi. (30.3)

Òàê êàê ãðàí.óñëîâèÿ äëÿ îáåèõ ôóíêöèé îäèíàêîâû, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè ïðîñòî

ðàâíû äðóã äðóãó,

ψi = ϕi. (30.4)

Åñëè îò ôîðìóë äëÿ j è q ïåðåéòè ê çàïèñè (28.31)-(28.32), â êîòîðîé âûðàæåíû E

è q, òî ïîëó÷àåòñÿ ñâÿçü ìåæäó òåíçîðàìè ëèíåéíîãî îòêëèêà:

ρik = σ−1
ik , Qik = −

∑
l

ρilβlk, (30.5)

Πik =
∑
l

γilρlk, κik =
∑
l,m

γilρlmβmk − ζik. (30.6)

Êàê è â ðàçäåëå ïðî òåðìîýëåêòðè÷åñêèå ÿâëåíèÿ, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïåðâîå ñëàãàå-

ìîå â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû äëÿ κik ìàëî ïî ïàðàìåòðó (T/µ)2, ïîýòîìó

κik = −ζik =
π2T

3e2
σik. (30.7)
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Òàêèì îáðàçîì, çàêîí Âèäåìàíà-Ôðàíöà äëÿ ñëó÷àÿ óïðóãèõ ñòîëêíîâåíèé èìååò

ìåñòî è ïðè íàëè÷èè ñèëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Ïîýòîìó çàâèñèìîñòü îò ìàãíèòíîãî ïîëÿ ó κik òàêàÿ æå, êàê ó σik � ñì. ôîðìóëó

(27.20), êîòîðóþ ìû ïîëó÷èëè, ðàññìàòðèâàÿ ýôôåêò Õîëëà â ñèëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå.

Â ÷àñòíîñòè, êîìïîíåíòû κxx è κyy (äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà z íàïðàâëåíî ïî ìàãíèòíîìó ïî-

ëþ) äëÿ çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé óáûâàþò êàê 1/H2. Ïîýòîìó ìàãíèòíûì ïîëåì ìîæíî

ïîäàâèòü ýëåêòðîííûé âêëàä â òåïëîïðîâîäíîñòü, âûäåëèâ, òàêèì îáðàçîì, ôîíîííóþ

òåïëîïðîâîäíîñòü (êîòîðàÿ îò ìàãíèòíîãî ïîëÿ íå çàâèñèò). À âûêëþ÷èâ ïîëå, ìîæíî

óâèäåòü äîáàâêó îò ýëåêòðîíîâ.

Òåïåðü ðàññìîòðèì òåíçîð òåðìî-ý.ä.ñ. Qik, êîòîðûé âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ρik è βik.

Òåíçîð βik (êàê ïîêàçàíî â ðåøåíèè äîìàøíåé çàäà÷è) çàâèñèò îò ìàãíèòíîãî ïîëÿ òàê

æå, êàê σik � ñì. ôîðìóëó (27.20):

βik =


γ2cxx γcxy γcxz

−γcxy γ2cyy γcyz

−γcxz −γcyz czz

 (30.8)

� çäåñü ìû ó÷ëè àíòèñèììåòðèþ íåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ïî ïåðåñòàíîâêå èíäåêñîâ

(ñëåäñòâèå ïðèíöèïà Îíçàãåðà è ëèíåéíîñòè ïî ìàãíèòíîìó ïîëþ). Äîìíîæàåì ñëåâà

íà −ρik [ñëó÷àé çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé íà ïîâåðõíîñòè Ôåðìè â íåêîìïåíñèðîâàííîì

ìåòàëëå, ñì. ôîðìóëó (27.21)], ïîëó÷àåì

Qik =


νxx γνxy νxz

γνyx νyy νyz

γνzx γνzy νzz

 (30.9)

Ïðè ýòîì

νxx = bxycxy, (30.10)

νyy = −byxcxy, (30.11)

è ó÷èòûâàÿ àíòèñèììåòðèþ byx = −bxy, ïîëó÷àåì

Qxx = Qyy = bxycxy. (30.12)

Ó íàñ

cxy =
βxy
γ

= −1

γ

π2T

3e

∂

∂µ
σxy(µ), (30.13)
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à bxy ñâÿçàíî ñ ñîîòâåòñòâóþùèì êîýôôèöèåíòîì â òåíçîðå σik [ñì. ôîðìóëû (27.20),

(27.22)], â ðåçóëüòàòå ÷åãî

bxy =
1

ayx
= − 1

axy
= − 1

σxy/γ
. (30.14)

Òàêèì îáðàçîì,

Qxx = Qyy =
π2T

3e

∂

∂µ
lnσxy(µ). (30.15)

À ïîñêîëüêó â ñëó÷àå çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé â íåêîìïåíñèðîâàííîì ìåòàëëå ó íàñ

ïîëó÷àëàñü ôîðìóëà (27.19) äëÿ õîëëîâñêîé ïðîâîäèìîñòè, íàõîäèì îêîí÷àòåëüíî

Qxx = Qyy =
π2T

3e

∂

∂µ
ln[ne(µ)− nh(µ)]. (30.16)

Â ðåçóëüòàòå, ïîïåðå÷íàÿ òåðìî-ý.ä.ñ. èçîòðîïíà, íå çàâèñèò îò âðåìåíè ñâîáîäíîãî

ïðîáåãà è îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ýíåðãåòè÷åñêèì ñïåêòðîì. Ïðîèçâîäíàÿ, âõîäÿùàÿ â

ýòó ôîðìóëó, õàðàêòåðèçóåò ñïåêòð (à ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà äà¼ò ñïîñîá îïðåäåëèòü

ýòó õàðàêòåðèñòèêó èç ýêñïåðèìåíòà).

XXXI. ÍÎÐÌÀËÜÍÛÉ ÑÊÈÍ-ÝÔÔÅÊÒ

Ðàññìîòðèì ìåòàëë â âûñîêî÷àñòîòíîì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî

ïðè ýòîì ïîëå ïðîíèêàåò òîëüêî â ïðèïîâåðõíîñòíûé ñëîé ìåòàëëà � ýòî íàçûâàåòñÿ

ñêèí-ýôôåêò.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé ëîêàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïîëåì è òîêîì, j = σE

(ýòîò ñëó÷àé íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì ñêèí-ýôôåêòîì; äëÿ ïðîñòîðû ñ÷èòàåì ìåòàëë

èçîòðîïíûì). Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà:

rotE = −1

c

∂H

∂t
, (31.1)

rotH =
4π

c
j =

4π

c
σE. (31.2)

Òîêàìè ñìåùåíèÿ ïðåíåáðåãëè (â ìåòàëëàõ ýòî õîðîøåå ïðèáëèæåíèå ïðè íå ñëèøêîì

áîëüøèõ ÷àñòîòàõ).

Ïðåäïîëàãàåì ñëåäóþùóþ ãåîìåòðèþ: ìåòàëë çàíèìàåò ïîëóïðîñòðàíñòâî x > 0,

âîëíà ïàäàåò ïî íîðìàëè, ïðè÷¼ì E íàïðàâëåíî ïî y, à H � ïî z.
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Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå, ïðîïîðöèîíàëüíîå exp(ikx− iωt). Ïîäñòàâëÿåì, ïîëó÷àåì

ikEy =
iω

c
Hz, (31.3)

−ikHz =
4π

c
σEy. (31.4)

Ïîäñòàâëÿÿ îäíî â äðóãîå, íàõîäèì âîëíîâîé âåêòîð:

k2 =
4πiσω

c2
, k = k1 + ik2 =

√
2πσω

c2
(1 + i). (31.5)

Ãëóáèíà ïðîíèêíîâåíèÿ ïîëÿ â ìåòàëë (òîëùèíà ñêèí-ñëîÿ):

δ =
1

k2

=

√
c2

2πσω
. (31.6)

Ñâîéñòâà ìåòàëëà â âûñîêî÷àñòîòíîì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå õàðàêòåðèçóåò ïîâåðõ-

íîñòíûé èìïåäàíñ Z (êîìïëåêñíàÿ âåëè÷èíà):

Z =
Ey(0)

∞∫
0

jy(x)dx

= R− iX. (31.7)

R � àêòèâíàÿ ÷àñòü èìïåäàíñà, X � ðåàêòèâíàÿ. Äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ ìîæíî èçìåðÿòü

àìïëèòóäó è ôàçó âîëíû, îòðàæ¼ííîé îò ïîâåðõíîñòè ìåòàëëà. Èëè èçìåðÿòü èçìåíåíèå

ñâîéñòâ ðåçîíàòîðà ïðè ïîìåùåíèè â íåãî îáðàçöà êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ. Àêòèâíàÿ ÷àñòü

R òàêæå ìîæåò áûòü íàéäåíà ïî âûäåëåíèþ òåïëà â ìåòàëëå, ò.ê. îíà îïðåäåëÿåò ïîòåðè

ýíåðãèè âîëíû ïðè îòðàæåíèè.

Ýòî îïðåäåëåíèå ïîâåðõíîñòíîãî èìïåäàíñà ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê äðóãîìó âèäó ñ

ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà (31.2):

Z =
Ey(0)

− c
4π

∞∫
0

∇xHz

=
4π

c

Ey(0)

Hz(0)
. (31.8)

À ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà (31.1) òåïåðü ìîæíî íàïèñàòü

Z =
4π

c

Ey(0)

Hz(0)
=

4π

c2

ω

k
. (31.9)

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ôîðìóëû (31.8) è (31.9) ñïðàâåäëèâû ïðè ëþáîé ñâÿçè ìåæäó

j è E.

Â ñëó÷àå æå ëîêàëüíîé ñâÿçè, ïîäñòàâëÿÿ (31.5), íàõîäèì

Z =

√
4πω

ic2σ
=

√
2πω

c2σ
(1− i). (31.10)

Òàêèì, îáðàçîì â ñëó÷àå íîðìàëüíîãî ñêèí-ýôôåêòà èìååì

R = X =

√
2πω

c2σ
. (31.11)
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XXXII. ÀÍÎÌÀËÜÍÛÉ ÑÊÈÍ-ÝÔÔÅÊÒ

Èç ôîðìóë (31.6) âèäíî, ÷òî ãëóáèíà ñêèí-ñëîÿ δ äîëæíà óìåíüøàòüñÿ ñ óìåíü-

øåíèåì òåìïåðàòóðû (èç-çà ðîñòà σ), à òàêæå ñ óâåëè÷åíèåì ÷àñòîòû ïîëÿ. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, ïðè ïîíèæåíèè òåìïåðàòóðû ðàñò¼ò äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà l. Ïîýòîìó ïðè

íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ è âûñîêèõ ÷àñòîòàõ δ ìîæåò ñòàòü ìåíüøå l. Â ýòîì ñëó÷àå ëî-

êàëüíàÿ ñâÿçü òîêà ñ ïîëåì j = σE, îñíîâàííàÿ íà ïðåäïîëîæåíèè îäíîðîäíîãî ïîëÿ,

ïåðåñòà¼ò ðàáîòàòü, ò.ê. ïîëå ñòàíîâèòñÿ íåîäíîðîäíûì íà ìàñøòàáå äëèíû ñâîáîäíîãî

ïðîáåãà.

Ðàññìîòðèì ïðåäåë δ � l � ýòîò ñëó÷àé íàçûâàåòñÿ àíîìàëüíûì ñêèí-ýôôåêòîì.

Ïðîâåä¼ì óïðîù¼ííîå ðàññóæäåíèå, êîòîðîå çàòåì ïîäòâåðäèòñÿ ðàñ÷¼òîì íà îñíîâå

êèí.óðàâíåíèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ñêèí-ýôôåêòå ó÷àñòâóþò ëèøü ýëåêòðîíû, äâè-

æóùèåñÿ ïî÷òè ïàðàëëåëüíî ãðàíèöå, à ñëåäîâàòåëüíî äîëãî íàõîäÿùèåñÿ ïîä äåéñòâè-

åì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è òàêèì îáðàçîì îòáèðàþùèå ó âîëíû ÷àñòü å¼ ýíåðãèè. Òå æå

ýëåêòðîíû, êîòîðûå äâèæóòñÿ ïîä êîíå÷íûì (íå ìàëûì) óãëîì ê ãðàíèöå, áûñòðî ïî-

êèäàþò îáëàñòü ñêèí-ñëîÿ, è ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ñêèí-ýôôåêòå îíè íå ó÷àñòâóþò

(íåýôôåêòèâíû).

Äîëÿ òàêèõ ýëåêòðîíîâ â ñëó÷àå èçîòðîïíîãî ñïåêòðà ðàâíà äîëå òåëåñíîãî óãëà,

â êîòîðîì ëåæàò èõ èìïóëüñû. Âûáåðåì ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òî ïî-

âåðõíîñòü � ýòî ýêâàòîðèàëüíàÿ ïëîñêîñòü. Åñëè èìïóëüñ ýëåêòðîíà ïî÷òè ïàðàëëåëåí

ïëîñêîñòè, îí îñòà¼òñÿ òàêîâûì íà äëèíå ñâîáîäíîãî ïðîáåãà (çàòåì ýëåêòðîí ðàññåè-

âàåòñÿ ïîä, âîîáùå ãîâîðÿ, áîëüøèì óãëîì). Ïîýòîìó òàêèå ýëåêòðîíû çàíèìàþò èí-

òåðâàë dθ ∼ δ/l ïðè θ ≈ π/2, à çíà÷èò

dΩ ∼ 2π sin θdθ ∼ 2πδ/l. (32.1)

Ïëîòíîñòü ýôôåêòèâíûõ (ó÷àñòâóþùèõ â ñêèí-ýôôåêòå) ýëåêòðîíîâ òîãäà åñòü

nýôô ∼ ne
dΩ

4π
∼ δ

l
ne. (32.2)

Ïîñêîëüêó ïðîâîäèìîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà ÷èñëó ýëåêòðîíîâ, ýôôåêòèâíàÿ ïðîâîäè-

ìîñòü òàêæå äîëæíà áûòü ïîäàâëåíà:

σýôô ∼
δ

l
σ ∼ σ

k2l
. (32.3)
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Èç ÷åñòíîãî ðåøåíèÿ (ñì. ðàçäåë XXXIII) îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìîæíî çàïèñàòü

σýôô = ia
σ

kl
, (32.4)

ãäå a ∼ 1 � äåéñòâèòåëüíûé êîýôôèöèåíò. Çàìåíà k2 íà k ñïðàâåäëèâà ïî ïîðÿäêó

âåëè÷èíû (òàê áûëî â íîðìàëüíîì ñêèí-ýôôåêòå, òàê îêàæåòñÿ è â àíîìàëüíîì). Ïî-

ýòîìó íåòðèâèàëüíîñòü ôîðìóëû (32.4) â òîì, ÷òî êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà σýôô òàêàÿ

æå, êàê ó êîìáèíàöèè i/k. Ýòî íåëüçÿ óãàäàòü, ýòî áåð¼òñÿ èç ÷åñòíîãî ðåøåíèÿ (ïîçæå

ìû ýòî ïîëó÷èì).

Âîçüì¼ì òåïåðü ôîðìóëó (31.5) äëÿ k2 è ïîäñòàâèì â íå¼ σýôô âìåñòî σ. Ïîëó÷àåòñÿ

óðàâíåíèå íà k, êîòîðîå äà¼ò

k =

(
4πaσω

c2l

)1/3

eiπ/3. (32.5)

Çäåñü ìû îïðåäåë¼ííûì îáðàçîì âûáðàëè êóáè÷åñêèé êîðåíü èç −1. Ýòî áûëî ñäå-

ëàíî èç óñëîâèÿ óáûâàíèÿ ðåøåíèÿ ïðè x → ∞. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïî ïîðÿäêó

âåëè÷èíû k1 è k2 ñîâïàäàþò.

Ãëóáèíà ñêèí-ñëîÿ � âåëè÷èíà, îáðàòíàÿ ìíèìîé ÷àñòè k, ïîýòîìó

δ =

(
c2l

4πaσω

)1/3
1

sin(π/3)
. (32.6)

Â òî æå âðåìÿ, ïîäñòàâëÿÿ k, äëÿ ïîâåðõíîñòíîãî èìïåäàíñà ïîëó÷àåì

Z =
4π

c2

ω

k
=

(
4πω

c2

)2/3(
l

aσ

)1/3

e−iπ/3 =

(
2

a

)1/3 (πω
c2

)2/3
(
l

σ

)1/3

(1− i
√

3). (32.7)

Âàæíûå ñëåäñòâèÿ:

• Z ∝ ω2/3 (à ïðè íîðìàëüíîì ñêèí-ýôôåêòå áûëî Z ∝ ω1/2)

• X =
√

3R (à ïðè íîðìàëüíîì ñêèí-ýôôåêòå áûëî X = R)

• Êîìáèíàöèÿ σ/l = nee
2/p0 íå çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû è îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî

ýëåêòðîííûì ñïåêòðîì.

Ìîæíî ïîñòðîèòü ãðàôèê çàâèñèìîñòè R−1 îò σ1/2. Îí äîëæåí íà÷èíàòüñÿ ëèíåé-

íûì ó÷àñòêîì (íîðìàëüíûé ñêèí-ýôôåêò, âûñîêèå òåìïåðàòóðû) à çàòåì âûõîäèòü íà

êîíñòàíòó (àíîìàëüíûé ñêèí-ýôôåêò, íèçêèå òåìïåðàòóðû). Òàêàÿ çàâèñèìîñòü äåé-

ñòâèòåëüíî íàáëþäàåòñÿ â ýêñïåðèìåíòå.
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Îöåíèì, ïðè êàêèõ ÷àñòîòàõ ìîæíî íàáëþäàòü àíîìàëüíûé ñêèí-ýôôåêò. Âîçüì¼ì

ôîðìóëó (31.6) äëÿ δ è ïîòðåáóåì δ < l. Ýòî äà¼ò

ω >
c2

2πσl2
=

c2p0

2πnee2l3
=
c2~(3π2ne)

1/3

2πnee2l3
=

137

2

(
3

π

)1/3
c

n
2/3
e l

. (32.8)

Âçÿâ ne ∼ 1022 ñì−3, ïîëó÷àåì â ïðàâîé ÷àñòè ïðèìåðíî

137

2

(
3

π

)1/3
c

n
2/3
e l
∼ 200

1010

(1022)2/3l3
ñì3

c
∼ 10−2

l3
ñì3

c
. (32.9)

Äëÿ ñëó÷àÿ l ∼ 10−3 ñì (òàêîé, íàïðèìåð, ìîæåò áûòü äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà â

îáëàñòè îñòàòî÷íîãî ñîïðîòèâëåíèÿ), ïîëó÷àåì ω > 107 ñ−1.

XXXIII. ÀÍÎÌÀËÜÍÛÉ ÑÊÈÍ-ÝÔÔÅÊÒ. ÐÅØÅÍÈÅ ÊÈÍ.ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðåäåë δ � l è ïðè ýòîì ñ÷èòàòü ìåòàëë àíèçîòðîïíûì (ò.å.

ïîëÿ è òîêè ëåæàò â ïëîñêîñòè yz, íî íå îáÿçàòåëüíî íàïðàâëåíû âäîëü îïðåäåë¼ííûõ

îñåé). Íà ñàìîì äåëå, åù¼ íàì ïîíàäîáèòñÿ óñëîâèå δ � vF/ω. Ñëó÷àé âûïîëíåíèÿ

ýòèõ äâóõ óñëîâèé íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíî àíîìàëüíûì.

Ñëîæíîñòü àíîìàëüíîãî ñëó÷àÿ ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî ñâÿçü òîêà è ïîëÿ ïåðåñòà¼ò áûòü

ëîêàëüíîé. Íàéä¼ì ýòó ñâÿçü (îòêëèê òîêà íà ñëàáîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå).

Ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ èùåì â âèäå

f = f0 −
∂f0

∂ε
ψ, (33.1)

òîãäà16

jα = 2e

∫
vαf

d3p

(2π~)3
=

2e

(2π~)3

∫
vαψ

dS

v
, (33.2)

ãäå ìû ó÷ëè, ÷òî ∂f0/∂ε ≈ −δ(ε−µ), è îñòàëîñü èíòåãðèðîâàíèå ïî ôåðìè-ïîâåðõíîñòè.

Ó jα åñòü òîëüêî êîìïîíåíòû y è z.

Êèí.óðàâíåíèå íàïèøåì â òîé æå ôîðìå, êàê ìû ïèñàëè ðàíüøå äëÿ ñëó÷àÿ ðàññå-

ÿíèÿ íà ïðèìåñÿõ:
∂f

∂t
+ v

∂f

∂r
+ eE

∂f

∂p
= −f − f0

τ
. (33.3)

16 Íàïîìíèì ïðåîáðàçîâàíèå èíòåãðàëà ïî èìïóëüñàì ê èíòåãðàëó ïî èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè

è ïî ýíåðãèè [ñì. 18.15]:

d3p = dS
dε

v
.
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Íà ñàìîì äåëå ïèñàòü èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé â òàêîé ôîðìå äëÿ àíèçîòðîïíîãî ìå-

òàëëà íåëüçÿ. Íî! Âî-ïåðâûõ, â ïðåäåëüíî àíîìàëüíîì ñëó÷àå îòâåò âîîáùå íå áóäåò

çàâèñåòü îò τ . À âî-âòîðûõ, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé

äåéñòâèòåëüíî èìååò òàêóþ ôîðìó, òîëüêî τ çàâèñèò îò p.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà f , ïîëó÷àåì êèí.óðàâíåíèå â âèäå (ó Eα åñòü òîëüêî êîìïîíåíòû

y è z; îò âðåìåíè âñ¼ çàâèñèò êàê e−iωt)

− iωψ + vx
∂ψ

∂x
+
ψ

τ
= eEαvα. (33.4)

Äåëèì íà vx, ïåðåïèñûâàåì â âèäå

∂ψ

∂x
+

ψ

Lx
= eEα

vα
vx
,

1

Lx
=

1

vx

(
1

τ
− iω

)
. (33.5)

Ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé:

ψ(x) = A(x)e−x/Lx , A′e−x/Lx = eEα
vα
vx
. (33.6)

Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì ðåøåíèå

ψ(x) = e−x/Lx
x∫

C

eEα(x1)
vα
vx
ex1/Lxdx1. (33.7)

Êîíñòàíòó C íóæíî íàõîäèòü èç ãðàí.óñëîâèé ïðè x = ∞ è x = 0. Âî-ïåðâûõ, ψ → 0

ïðè x→∞. Âî-âòîðûõ, äîëæíî áûòü ãðàí.óñëîâèå íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, êîòîðîå

çàâèñèò îò òèïà ïîâåðõíîñòè.

Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü çåðêàëüíàÿ. Òîãäà â èçîòðîïíîì

ìåòàëëå ïðè îòðàæåíèè py è pz ñîõðàíÿëèñü áû, à px ìåíÿëî áû çíàê. Â àíèçîòðîïíîì

ñëó÷àå âñ¼ íåñêîëüêî ñëîæíåå. Ïîñêîëüêó ïîâåðõíîñòü òðàíñëÿöèîííî èíâàðèàíòíà â

ïëîñêîñòè xy, êîìïîíåíòû py è pz ïî-ïðåæíåìó ñîõðàíÿþòñÿ. À âîò âìåñòî èçìåíåíèÿ

çíàêà px òåïåðü íàäî òðåáîâàòü ñîõðàíåíèå ýíåðãèè. Îáîçíà÷èâ îòðàæ¼ííîå çíà÷åíèå

çà p′x, ìû òðåáóåì

ε(px, py, pz) = ε(p′x, py, pz). (33.8)

Â èçîòðîïíîì ñëó÷àå áûëî áû p′x = −px, íî â îáùåì ñëó÷àå ýòî íå òàê.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî â ïðåäåëüíî àíîìàëüíîì ñëó÷àå íàì âàæíû ïî÷òè êàñàòåëü-

íûå òðàåêòîðèè, ó êîòîðûõ vx ≈ 0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî

∂ε

∂px
= vx = a(py, pz) (px − q(py, pz)) , (33.9)
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îòêóäà

ε =
a(py, pz)

2
(px − q(py, pz))2 + ε(py, pz). (33.10)

Èç ñîõðàíåíèÿ py è pz ïðè îòðàæåíèè ñëåäóåò ïðèìåðíîå ñîõðàíåíèå vy ≈ ∂ε/∂py è vz ≈

∂ε/∂pz. ×òî æå êàñàåòñÿ vx, ñîõðàíåíèå ýíåðãèè ïðè ïåðåõîäå îò vx < 0 ê íåêîòîðîìó

vx > 0 îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ýòîì êîìáèíàöèÿ (px − q(py, pz)) ìåíÿåò çíàê. Ñëåäîâàòåëüíî,

vx = a(py, pz) (px − q(py, pz)) ìåíÿåò çíàê. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè îòðàæåíèè íå

ìåíÿåòñÿ, ïîýòîìó íà çåðêàëüíîé ãðàíèöå äîëæíî áûòü

ψ(vx, vy, vz) = ψ(−vx, vy, vz). (33.11)

Ãðàí.óñëîâèå ïðè x→∞ îïðåäåëÿåò êîíñòàíòó C ïðè vx < 0. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì

ñëó÷àå e−x/Lx ðàñò¼ò íà áåñêîíå÷íîñòè, ïîýòîìó íåîáõîäèìî áðàòü C =∞:

ψvx<0 =

x∫
∞

eEα(x1)
vα
vx
e(x1−x)/Lxdx1. (33.12)

Ïðè vx > 0 ýêñïîíåíòà e−x/Lx óáûâàåò íà áåñêîíå÷íîñòè. À êîíñòàíòà C äîëæíà

îïðåäåëÿòüñÿ èç ãðàí.óñëîâèÿ ïðè x = 0:

0∫
C

eEα(x1)
vα
vx
ex1/Lxdx1 = −

0∫
∞

eEα(x1)
vα
vx
e−x1/Lxdx1, (33.13)

ãäå â ïðàâîé ÷àñòè ìû íàïèñàëè ïàäàþùèå íà ãðàíèöó ÷àñòèöû (îíè ñîîòâåòñòâóþò

−vx < 0, è ìû ýòî ó÷ëè, â ÷àñòíîñòè, èçìåíèâ çíàê Lx). Ìû èìååì äåëî ñ íåêîòîðûì

ðàñïðåäåëåíèåì ïîëÿ Eα(x1) âíóòðè îáðàçöà, ò.å. ïðè x1 > 0. Äàâàéòå îòîáðàçèì ýòî

ðàñïðåäåëåíèå ñèììåòðè÷íûì îáðàçîì íà îáëàñòü x1 < 0 è ñäåëàåì çàìåíó x1 7→ −x1 â

èíòåãðàëå â ïðàâîé ÷àñòè. Ïðè ýòîì ìû ïîëó÷èì òî÷íî òàêîé æå èíòåãðàë, êàê è ñëåâà,

òîëüêî èíòåãðèðîâàíèå èä¼ò îò −∞. Ïîýòîìó C = −∞, è â ðåçóëüòàòå

ψvx>0(x) =

x∫
−∞

eEα(x1)
vα
vx
e(x1−x)/Lxdx1. (33.14)

Ïîäñòàâëÿåì íàéäåííûå ïðè ðàçíûõ çíàêàõ vx ðåøåíèÿ â ôîðìóëó äëÿ òîêà è îáî-

çíà÷àåì nα = vα/v:

jα =
2e2

(2π~)3

{ ∫
nx>0

dS
nαnβ
nx

x∫
−∞

Eβ(x1)e−(x−x1)/Lxdx1−
∫

nx<0

dS
nαnβ
nx

∞∫
x

Eβ(x1)e−(x−x1)/Lxdx1

}
.

(33.15)
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Â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå èçìåíèì çíàêè âñåõ ñêîðîñòåé, òåì ñàìûì ïðèâåäÿ åãî ê èíòå-

ãðàëó ïî nx > 0:

jα =
2e2

(2π~)3

∫
nx>0

dS
nαnβ
nx

 x∫
−∞

Eβ(x1)e−(x−x1)/Lxdx1 +

∞∫
x

Eβ(x1)e(x−x1)/Lxdx1

 =

=
2e2

(2π~)3

∫
nx>0

dS
nαnβ
nx

∞∫
−∞

Eβ(x1)e−|x−x1|/Lxdx1. (33.16)

Ýòî âûðàæåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ñâ¼ðòêè ñ ÿäðîì:

jα =

∞∫
−∞

Kαβ(x− x1)Eβ(x1)dx1, (33.17)

Kαβ(x) =
2e2

(2π~)3

∫
nx>0

dS
nαnβ
nx

e−|x|/Lnxdx1,
1

L
≡ nx
Lx

=
1

v

(
1

τ
− iω

)
. (33.18)

Ðàññìîòðèì ôóðüå-îáðàç ÿäðà:17

Kαβ(k) =

∞∫
−∞

Kαβ(x)e−ikxdx =
4e2

(2π~)3

∫
nx>0

dS
nαnβ
nx
· Lnx

1 + (Lnxk)2
. (33.19)

Äëÿ îïèñàíèÿ ñêèí-ýôôåêòà âàæíû k ∼ 1/δ. Ïðè ýòîì ïðåäåëüíî àíîìàëüíûé ñëó÷àé

ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî L/δ � 1. Çíà÷èò, èçáåæàòü áîëüøîé âåëè÷èíû â çíàìåíàòåëå

ìîæíî òîëüêî ïðè |nx| � 1. Ýòî êàê ðàç ñîîòâåòñòâóåò íàøåé êà÷åñòâåííîé êàðòèíå,

ñâÿçàííîé ñ âàæíîñòüþ ïî÷òè êàñàòåëüíûõ òðàåêòîðèé.

Ïåðåéä¼ì îò èíòåãðàëà ïî ôåðìè-ïîâåðõíîñòè ê èíòåãðàëó ïî óãëàì, îïðåäåëÿþùèì

íàïðàâëåíèå íîðìàëè ê ýòîé ïîâåðõíîñòè (ýòî íàïðàâëåíèå ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì

ñêîðîñòè v = ∂ε/∂p), âçÿâ â êà÷åñòâå ïîëÿðíîé îñè îñü x. Ìîæåì íàïèñàòü

dS =
dΩ

κ(θ, ϕ)
, (33.20)

ãäå ìû ââåëè ãàóññîâó êðèâèçíó ôåðìè-ïîâåðõíîñòè â òî÷êå, ãäå íàïðàâëåíèå íîðìàëè

åñòü (θ, ϕ); îíà îáðàòíà ïðîèçâåäåíèþ ãëàâíûõ ðàäèóñîâ êðèâèçíû â ýòîé òî÷êå: κ =

1/R1R2. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ

Kαβ(k) =
4e2

(2π~)3

2π∫
0

dϕ

π/2∫
0

sin θdθ · nαnβ
κ(θ, ϕ)

· L

1 + (Lk cos θ)2
. (33.21)

17 Â ñëó÷àå Re γ > 0 èìååì
∞∫
−∞

e−ikx−γ|x|dx =
2γ

γ2 + k2
.
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Îãðàíè÷åíèå nx > 0 çäåñü ó÷òåíî òåì, ÷òî ïî θ ìû èíòåãðèðóåì òîëüêî äî π/2.

Èç-çà Lk � 1 ïðè õàðàêòåðíûõ k ∼ 1/δ, ìû ìîæåì ñðàçó ñêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâåííû

ëèøü ìàëûå çíà÷åíèÿ cos θ, ïîýòîìó ìîæíî çàìåíèòü

κ(θ, ϕ) 7→ κ(ϕ) ≡ κ(π/2, ϕ). (33.22)

Îñòà¼òñÿ ñëåäóþùèé èíòåãðàë ïî cos θ:18

1∫
0

Ldµ

1 + (Lkµ)2
=

1

|k|

L|k|∫
0

dy

1 + y2
=

1

|k|
arctgL|k| ≈ π

2|k|
. (33.23)

Ïîýòîìó ïîëó÷àåòñÿ

Kαβ(k) =
4e2

(2π~)3

2π∫
0

dϕ
π

2|k|
· nαnβ
κ(ϕ)

=
e2Bαβ

4π2~3|k|
, (33.24)

ãäå

Bαβ =

2π∫
0

nαnβ
κ(ϕ)

dϕ (33.25)

� òåíçîð â ïëîñêîñòè yz.

Èòàê, ìû âûðàçèëè òîê ÷åðåç ïîëå è òåïåðü ìîæåì îáðàòèòüñÿ ê óðàâíåíèÿì Ìàêñ-

âåëëà. Îáû÷íûì îáðàçîì èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ïîëó÷èëîñü áû

rot rotE = grad divE−∆E = −1

c

∂

∂t
rotH = −4π

c2

∂j

∂t
. (33.26)

Âåêòîð E çàâèñèò îò êîîðäèíàòû x, íî íå èìååò îäíîèì¼ííîé êîìïîíåíòû, ïîýòîìó

divE = 0. Ïîñêîëüêó íàøå ðåøåíèå çàâèñèò îò âðåìåíè êàê e−iωt, ìîæåì íàïèñàòü

∂2Eα
∂x2

= −4πiω

c2
jα. (33.27)

Íî íàì åù¼ íóæíî ó÷åñòü, ÷òî ïðè âûâîäå âûðàæåíèÿ äëÿ òîêà ÷åðåç ïîëå ìû ïðî-

äîëæèëè ïîëå ñèììåòðè÷íûì îáðàçîì â îáëàñòü x < 0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íà ãðàíèöå ïî-

ëó÷èëñÿ èçëîì, è ïðîèçâîäíàÿ ñêà÷åò îò −E ′(0) ê E ′(0). Òî åñòü òàêèì òðþêîì ìû äîáà-

âèëè âî âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ïîëÿ ïî êîîðäèíàòå ëèøíþþ äåëüòà-ôóíêöèþ 2E ′(0)δ(x).

18 Êîìïëåêñíîñòü âåëè÷èíû L íå ìåøàåò ïîñëåäíåìó ñîîòíîøåíèþ. Ïðîùå âñåãî â ýòîì óáåäèòüñÿ,

âîñïîëüçîâàâøèñü ëîãàðèôìè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì äëÿ àðêòàíãåíñà:

arctg z =
i

2
ln
i+ z

i− z
.
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Å¼ íàäî êîìïåíñèðîâàòü ïðè ïîäñòàíîâêå íàøåãî ðåøåíèÿ â ôîðìóëó (33.27):

E ′′α(x)− 2E ′α(0)δ(x) = −4πiω

c2

∞∫
−∞

Kαβ(x− x1)Eβ(x1)dx1. (33.28)

Ïîñëå ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷àåì

− k2Eα(k)− 2E ′α(x = 0) = − ie2ω

π~3c2

Bαβ

|k|
Eβ(k). (33.29)

Ýòî ñèñòåìà äâóõ óðàâíåíèé (ò.ê. çäåñü α, β = y, z). Âûáåðåì îñè â ïëîñêîñòè yz âäîëü

ãëàâíûõ îñåé òåíçîðà Bαβ. Òîãäà óðàâíåíèÿ ðàñöåïëÿþòñÿ íà äâà ñîâåðøåííî àíàëî-

ãè÷íûõ: îäíî äëÿ Ey è B1, äðóãîå � äëÿ Ez è B2. Êàæäîå èìååò âèä

− k2E(k)− 2E ′(x = 0) = − ie2ω

π~3c2

B

|k|
E(k), (33.30)

îòêóäà

E(k) = −2E ′(x = 0)

k2 − ib/|k|
, b =

e2ωB

π~3c2
. (33.31)

Ïîñêîëüêó E(k) ÷¼òíî ïî k, ìîæåì íàïèñàòü

E(x) =

∞∫
−∞

dk

2π
eikxE(k) = 2

∞∫
0

dk

2π
cos(kx)E(k) = −2E ′(0)

π

∞∫
0

k cos kx

k3 − ib
dk, (33.32)

îòêóäà íàõîäèì ïîëå íà ïîâåðõíîñòè:

E(0) = −2E ′(0)

π

∞∫
0

k

k3 − ib
dk = −2E ′(0)

π
· 2πeiπ/6

33/2b1/3
. (33.33)

Òàêèì îáðàçîì,
E(0)

E ′(0)
= − 4eiπ/6

33/2b1/3
. (33.34)

Òåïåðü âñïîìèíàåì îäíó èç ôîðìóë äëÿ ïîâåðõíîñòíîãî èìïåäàíñà è óðàâíåíèå Ìàêñ-

âåëëà:

Z =
4π

c

Ey(0)

Hz(0)
,

dEy
dx

=
iω

c
Hz, (33.35)

îòêóäà

Z =
4πiω

c2

Ey(0)

E ′y(0)
=

8π2

33/2
(1− i

√
3)

ω

c2b1/3
=

8π4/3

33/2
(1− i

√
3)

~ω2/3

e2/3c4/3B1/3
. (33.36)

Îòâåò çàâèñèò òîëüêî îò õàðàêòåðèñòèê ôåðìè-ïîâåðõíîñòè, íî íå îò ñâîéñòâ ðàññåÿ-

íèÿ. Ïîýòîìó èçìåðåíèå ïîâåðõíîñòíîãî èìïåäàíñà ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ âûÿñíåíèÿ

ôåðìè-õàðàêòåðèñòèê.
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XXXIV. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÝÔÔÅÊÒÛ Â ÌÀÃÍÈÒÍÎÉ ÂÎÑÏÐÈÈÌ×ÈÂÎÑÒÈ

ÝËÅÊÒÐÎÍÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ

Óðîâíè Ëàíäàó äëÿ ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ:

ε = µBH(2n+ 1) +
p2
z

2m
, µB =

e~
2mc

. (34.1)

Êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà H. ×èñëî óðîâíåé â èíòåðâàëå dpz ðàâíî

(ñïèíîâîå âûðîæäåíèå çäåñü íå ó÷èòûâàåì)

eH

c

V dpz
(2π~)2

. (34.2)

Ðàññìàòðèâàÿ ïîïðàâêè ïîðÿäêà (µBH/µ)2 ê òåðìîäèíàìè÷åñêîìó ïîòåíöèàëó Ω,

ïîëó÷àåì (ñïèíîâûé) ïàðàìàãíåòèçì Ïàóëè è (îðáèòàëüíûé) äèàìàãíåòèçì Ëàíäàó:

χäèà

χïàðà
= −1

3
, χïàðà = µ2

Bν(µ). (34.3)

Åñëè æå ÷óòü îáîáùèòü çàäà÷ó, âçÿâ èçîòðîïíûé ñïåêòð ε = p2/2m∗, òî â äèàìàãíåòèçì

Ëàíäàó áóäåò âõîäèòü ìàññà m∗, ñâÿçàííàÿ ñ îðáèòàëüíûì äâèæåíèåì. À ñïèíîâûé

ìàãíåòèçì îïðåäåëÿåòñÿ ìàãíåòîíîì Áîðà, ñîäåðæàùèì ìàññó ñâîáîäíîãî ýëåêòðîíà.

Â ðåçóëüòàòå
χäèà

χïàðà
= −1

3

(
m

m∗

)2

. (34.4)

Òàê ìîæíî ïðîñòåéøèì îáðàçîì îáúÿñíèòü, ïî÷åìó ñóùåñòâóþò äèàìàãíèòíûå ìåòàë-

ëû (m∗ ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî ìàëà).

Åñëè ñðàâíèòü ðàññòîÿíèå ìåæäó óðîâíÿìè µBH ñ õèì.ïîòåíöèàëîì, òî äëÿ õàðàê-

òåðíûõ çíà÷åíèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïîðÿäêà 1Òë ïîëó÷àåòñÿ

µBH

µ
∼ 10−4. (34.5)

Êâàíòîâûå ýôôåêòû ñâÿçàíû ñ äèñêðåòíîñòüþ óðîâíåé, ïîýòîìó äîëæíû ñîäåðæàòü

ñòåïåíè ýòîãî îòíîøåíèÿ (ñòåïåíü çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî ðàññìàòðèâàåìîãî ýôôåêòà).

Íàèáîëåå ñóùåñòâåííû äîëæíû áûòü âûñîêîëåæàùèå óðîâíè, äëÿ êîòîðûõ ðàáîòàåò

êâàçèêëàññèêà.

Êâàçèêëàññè÷åñêîå êâàíòîâàíèå óðîâíåé ìîæíî ðàññìîòðåòü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

ñïåêòðà. Â ïðèñóòñòâèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ èìïóëüñû çàìåíÿþòñÿ íà

P = p− e

c
A. (34.6)
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Âçÿâ Ay = Hx, Ax = Az = 0, ïîëó÷àåì

Px = −i~ ∂
∂x
, Py = −i~ ∂

∂y
− e

c
Hx. (34.7)

Îáîçíà÷èâ Y = (c/eH)Px, îáíàðóæèâàåì, ÷òî ýòà âåëè÷èíà èãðàåò ðîëü êîîðäèíàòû,

êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæ¼ííîé èìïóëüñó Py:

[Py, Y ] = −i~. (34.8)

Äëÿ çàìêíóòûõ îðáèò ðàáîòàåò ïðàâèëî êâàíòîâàíèÿ Áîðà-Çîììåðôåëüäà:∮
PydY = 2π~(n+ γ), |γ| < 1

2
. (34.9)

Òî åñòü ∮
PydPx =

2πe~H
c

(n+ γ). (34.10)

Èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè � ýòî ïëîùàäü, îãðàíè÷åííàÿ òðàåêòîðèåé ýëåêòðîíà. À òðàåê-

òîðèÿ (pz = const, ε = const) � ýòî ñå÷åíèå ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé ýíåðãèè ïëîñêîñòüþ

pz = const. Ïîýòîìó

S(ε, pz) =
2πe~H
c

(n+ γ). (34.11)

Ñêîëüêî ñîñòîÿíèé ïðèõîäèòñÿ íà îäèí óðîâåíü è èíòåðâàë dpz? Âîîáùå, ÷èñëî ñîñòî-

ÿíèé îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàëîì

V dpz
(2π~)3

∫
dPxdPy. (34.12)

Èíòåãðàë çäåñü � ýòî ïëîùàäü â ïëîñêîñòè pz = const. Íà îäèí óðîâåíü ïðèõîäèòñÿ

ïëîùàäü ∆S = 2πe~H/c.

Ïîýòîìó èñêîìîå ÷èñëî ñîñòîÿíèé äà¼òñÿ òàêîé æå ôîðìóëîé (34.2), êàê è äëÿ ñâî-

áîäíûõ ýëåêòðîíîâ.

XXXV. ÝÔÔÅÊÒ ÄÅ ÃÀÀÇÀ�ÂÀÍ ÀËÜÔÅÍÀ

Ïàðàìàãíåòèçì Ïàóëè è äèàìàãíåòèçì Ëàíäàó � ýôôåêòû ïîðÿäêà (µBH/µ)2 â òåð-

ìîäèíàìè÷åñêîì ïîòåíöèàëå. Òåïåðü ìû èçó÷èì ñëåäóþùóþ ïîïðàâêó â ñëó÷àå ïðîèç-

âîëüíîãî ñïåêòðà. Îíà ìåíüøå, íî áûñòðî îñöèëëèðóåò ñ ìàãíèòíûì ïîëåì, ïîýòîìó å¼

ïðîèçâîäíàÿ ïî H ìîæåò ïðåâçîéòè âêëàä îò ìîíîòîííîé ÷àñòè ìàãíèòíîãî ìîìåíòà.
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Òåîðåòè÷åñêè ýòîò ýôôåêò áûë ïðåäñêàçàí Ëàíäàó (1930) è ýêñïåðèìåíòàëüíî îáíàðó-

æåí äå Ãààçîì è âàí Àëüôåíîì (1930). Ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ñïåêòðà áûë ðàññìîòðåí

â ðàáîòå È.Ëèôøèöà è Êîñåâè÷à (1955).

Òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë:

Ω = −T
∑
i

ln
[
1 + e(µ−εi)/T

]
, (35.1)

ãäå ñóììà áåð¼òñÿ ïî âñåì ñîñòîÿíèÿì. Ó÷èòûâàÿ êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ óðîâíåé è

ïåðåõîäÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî dpz, ïîëó÷àåì

Ω = − V T

(2π~)2

eH

c

∑
n,σ

∫
ln
[
1 + e(µ−εσ(n,pz))/T

]
dpz, (35.2)

ãäå σ = ±1 � ïðîåêöèÿ ñïèíà, εσ = ε(n, pz) + σµBH.

Äàëüøå ïðèìåíèì ôîðìóëó Ïóàññîíà [äëÿ âåùåñòâåííîé ôóíêöèè f(n)]:

∞∑
n0

f(n) =

∞∫
a

f(n)dn+ 2 Re
∞∑
k=1

∫ ∞
a

f(n)e2πikndn, (35.3)

ãäå a � ÷èñëî, ëåæàùåå ìåæäó öåëûìè çíà÷åíèÿìè n0 − 1 è n0. Ýòó ôîðìóëó ìîæíî

äîêàçàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âîçüì¼ì ôîðìóëó ïåðåñóììèðîâàíèÿ Ïóàññîíà19

∞∑
n=−∞

δ(x− n) =
∞∑

k=−∞

e2πikx, (35.4)

óìíîæèì íà f(x) è ïðîèíòåãðèðóåì îò a äî ∞. Ïåðâûé ÷ëåí ñïðàâà ñîîòâåòñòâóåò

k = 0, à âî âòîðîì îáúåäèíåíû âêëàäû îò k è −k.

Ïðèìåíèì ôîðìóëó Ïóàññîíà ê ñóììå ïî n, êîòîðàÿ ñòîèò â òåðìîäèíàìè÷åñêîì

ïîòåíöèàëå Ω. Îñöèëëèðóþùàÿ ÷àñòü Ω̃ âîçíèêàåò èç âòîðîãî èíòåãðàëà, áóäåì ðàñ-

ñìàòðèâàòü òîëüêî åãî:

Ω̃ = −2 Re
∑
k,σ

Ikσ, Ikσ =
V TeH

(2π~)2c

∞∫
a

dn

∞∫
−∞

dpz ln
[
1 + e(µσ−ε(n,pz))/T

]
e2πikn. (35.5)

19 Ðàññìîòðèì ïðàâóþ ÷àñòü. Ïðè x = n ñïðàâà ïîëó÷àåòñÿ áåñêîíå÷íîñòü. Ïðè x 6= n ìîæåì ñäâèíóòü

ïåðåìåííóþ ñóììèðîâàíèÿ k 7→ k + k1, ÷òî äà¼ò

∞∑
k=−∞

e2πikx = e2πik1x
∞∑

k=−∞

e2πikx.

Ïîñêîëüêó e2πik1x 6= 1 ïðè x 6= n, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
∑∞
k=−∞ e2πikx = 0. Ïðè ýòîì ïðàâàÿ ÷àñòü

ïåðèîäè÷íà ïî x ñ ïåðèîäîì 1. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü íîðìèðîâêó. Ïðîèíòåãðèðóåì ïðàâóþ ÷àñòü ïî

ìàëîìó èíòåðâàëó âîêðóã íóëÿ:
ε∫
−ε

∞∑
k=−∞

e2πikxdx =

∞∑
k=−∞

sin 2πkε

πk
=

∞∫
−∞

sin 2πkε

πk
dk = 1.
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Çäåñü âìåñòî µ− εσ(n, pz) ìû íàïèñàëè µσ − ε(n, pz), ãäå µσ = µ+ σµBH.

Îò èíòåãðèðîâàíèÿ ïî dn ïåðåéä¼ì ê dε:

Ikσ =
V TeH

(2π~)2c

∞∫
0

dε ln
[
1 + e(µσ−ε)/T

] pzmax(ε)∫
pzmin(ε)

∂n(ε, pz)

∂ε
e2πikn(ε,pz)dpz. (35.6)

Íèæíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ýíåðãèè ïîëîæåí ðàâíûì íóëþ, íî ýòî íåâàæíî,

ò.ê. ñóùåñòâåííà îêàæåòñÿ ëèøü îêðåñòíîñòü ôåðìè-ïîâåðõíîñòè.

Â èíòåãðàëå ïî dpz ìíîæèòåëü e
2πikn(ε,pz) � áûñòðîîñöèëëèðóþùàÿ ôóíêöèÿ (êâà-

çèêëàññèêà, n âåëèêî), ïîýòîìó îñíîâíîé âêëàä áóäåò îò îêðåñòíîñòåé ýêñòðåìóìîâ

àðãóìåíòà, è ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä ïåðåâàëà. Ïóñòü n äîñòèãàåò ýêñòðåìóìà

ïðè pz = pz m:

n(ε, pz) = nm(ε) +
1

2

(
∂2n

∂p2
z

)
pzm

(pz − pz m)2. (35.7)

Âáëèçè ýêñòðåìóìà èíòåãðàë ïî dpz ïðåâðàùàåòñÿ â(
∂n

∂ε

)
m

e2πiknm

∞∫
−∞

exp

[
iπk

(
∂2n

∂p2
z

)
m

x2

]
dx. (35.8)

Èíòåãðàë ëåãêî âçÿòü, ïîâåðíóâ êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Â

ñëó÷àå (∂2n/∂p2
z)m > 0 äåëàåì çàìåíó x = eiπ/4z, à â ñëó÷àå (∂2n/∂p2

z)m < 0 � çàìåíó

x = e−iπ/4z. Â ðåçóëüòàòå

∞∫
−∞

exp

[
iπk

(
∂2n

∂p2
z

)
m

x2

]
dx = e±iπ/4

∞∫
−∞

exp

[
−πk

∣∣∣∣∂2n

∂p2
z

∣∣∣∣
m

z2

]
dz = e±iπ/4

(
k

∣∣∣∣∂2n

∂p2
z

∣∣∣∣
m

)−1/2

.

(35.9)

Ýòî äà¼ò20

Ikσ =
V TeH

(2π~)2c

∑
m

∞∫
0

dε ln
[
1 + e(µσ−ε)/T

]
e±iπ/4 · dnm

dε
· e2πiknm

(
k

∣∣∣∣∂2n

∂p2
z

∣∣∣∣
m

)−1/2

, (35.10)

ãäå ñóììà áåð¼òñÿ ïî âñåì ýêñòðåìóìàì ôóíêöèè n(ε, pz). Ïðèìåíèì èíòåãðèðîâàíèå

ïî ÷àñòÿì, íàïèñàâ
dnm
dε
· e2πiknmdε =

1

2πik
de2πiknm . (35.11)

20 Ìû ìîæåì çàìåíèòü ∂n(ε, pz)/∂ε íà dnm/dε, ò.ê. â òî÷êå ýêñòðåìóìà ∂n/∂pz = 0.
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Ïðîèíòåãðèðîâàííûé ÷ëåí íå ïðèâîäèò ê îñöèëëÿöèîííîé çàâèñèìîñòè îò ïîëÿ. Îïóñ-

êàÿ åãî è ó÷èòûâàÿ, ÷òî |∂2n/∂p2
z|m � ìåäëåííàÿ ôóíêöèÿ, ïîëó÷àåì

Ĩkσ =
V eH

(2π~)2c · 2πik3/2

∑
m

e±iπ/4
∞∫

0

dε
e2πiknm

e(ε−µσ)/T + 1

∣∣∣∣∂2n

∂p2
z

∣∣∣∣−1/2

m

, (35.12)

Â ÷èñëèòåëå ñòîèò ôóíêöèÿ e2πiknm , áûñòðûå îñöèëëÿöèè êîòîðîé äåëàþò èíòåãðàë ïî

dε î÷åíü ìàëûì âåçäå êðîìå îáëàñòè ε − µσ ∼ T , â êîòîðîé áûñòðî ìåíÿåòñÿ çíà-

ìåíàòåëü. Ñàìà æå ôóíêöèÿ nm(ε) â ýòîé îáëàñòè ìåíÿåòñÿ ïëàâíî, ïîýòîìó ìîæåì

íàïèñàòü

nm(ε) = nm(µσ) +

(
∂nm
∂ε

)
µσ

(ε− µσ). (35.13)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì èíòåãðàë21

∞∫
0

dε
e2πiknm

e(ε−µσ)/T + 1
= Te2πiknm(µσ)

∞∫
−∞

dx
e2πikxT (∂nm/∂ε)µσ

ex + 1
= Te2πiknm(µσ) −iπ

sh [2π2kT (∂nm/∂ε)µσ ]
.

(35.14)

Òîãäà

Ĩkσ = − V TeH

2(2π~)2ck3/2

∑
m

e±iπ/4
e2πiknm(µσ)

sh [2π2kT (∂nm/∂ε)µσ ]

∣∣∣∣∂2n

∂p2
z

∣∣∣∣−1/2

m,µσ

. (35.15)

Òåïåðü íóæíî ïîäñòàâëÿòü ýòî âûðàæåíèå â Ω-ïîòåíöèàë (35.5) è ñóììèðîâàòü ïî σ.

Ïîñêîëüêó ìû ñ÷èòàåì µBH � µ, âî âñå ÷àñòè ôîðìóëû êðîìå áûñòðîîñöèëëèðóþùåãî

ìíîæèòåëÿ e2πiknm(µσ) ìû ìîæåì ïîäñòàâèòü µσ ≈ µ. À äëÿ ýòîãî ìíîæèòåëÿ ìîæåì

íàïèñàòü∑
σ

e2πiknm(µσ) = e2πiknm(µ)
∑
σ

e2πik(∂nm/∂ε)µσµBH = e2πiknm(µ) · 2 cos [2πk(∂nm/∂ε)µµBH] .

(35.16)

Èç ôîðìóëû (34.11) íàõîäèì

nm ≈
cSm

2πe~H
. (35.17)

Ïîëó÷àåì

∑
σ

Ĩkσ = − V TeH

(2π~)2ck3/2

∑
m

e2πiknm(µ)±iπ/4 cos
[
2πkµBH

c
e~Hm∗

]
sh
[
2π2kT c

e~Hm∗
] ∣∣∣∣ c

2πe~H
· ∂

2S

∂p2
z

∣∣∣∣−1/2

m,µ

.

(35.18)

21 Ïðè ïåðåõîäå ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî x íèæíèé ïðåäåë ìîæíî çàìåíèòü íà −∞.
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Îêîí÷àòåëüíî, ñîáèðàÿ âñ¼ âìåñòå, íàõîäèì

Ω̃ =
V

23/2π7/2~3

(
e~H
c

)5/2∑
m

1

m∗(µ, pz m)

∣∣∣∣∂2S

∂p2
z

∣∣∣∣−1/2

m,µ

∞∑
k=1

λ

k3/2 sh(kλ)
cos

[
k
cSm
e~H

± π

4

]
cos

[
πk
m∗
me

]
,

(35.19)

λ =
2π2Tcm∗
e~H

, m∗ =
1

2π

∂S

∂ε
.

Áóêâîé me ìû çäåñü îáîçíà÷èëè ìàññó ýëåêòðîíà (÷òîáû îòëè÷àòü å¼ îò èíäåêñà ñóì-

ìèðîâàíèÿ m ïî ýêñòðåìàëüíûì ñå÷åíèÿì ôåðìè-ïîâåðõíîñòè).

Îòñþäà ïîëó÷àåì îñöèëëèðóþùóþ ÷àñòü íàìàãíè÷åííîñòè:

M̃ = − 1

V

∂Ω̃

∂H
. (35.20)

Äèôôåðåíöèðîâàòü íóæíî íàèáîëåå áûñòðî ìåíÿþùèåñÿ ìíîæèòåëè � êîñèíóñû. Ïî-

ýòîìó

M̃ = − 1

23/2π7/2~3

(
e~
c

)3/2

H1/2
∑
m

Sm
m∗

∣∣∣∣∂2S

∂p2
z

∣∣∣∣−1/2

m,µ

∞∑
k=1

λ

k1/2 sh(kλ)
sin

[
k
cSm
e~H

± π

4

]
cos

[
πk
m∗
me

]
.

(35.21)

Ïîëó÷èëàñü ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñîäåðæàùàÿ ÷ëåíû ðàçëè÷íîé ïå-

ðèîäè÷íîñòè. Âêëàäû îò ýêñòðåìàëüíûõ ñå÷åíèé ôåðìè-ïîâåðõíîñòè êàæäûé èìåþò

ñâîé ïåðèîä ïî 1/H, ðàâíûé

∆
1

H
=

2πe~
cSm

. (35.22)

Ýòè ïåðèîäû íå çàâèñÿò îò òåìïåðàòóðû.

Òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü àìïëèòóä îñöèëëÿöèé îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæèòåëåì λ/ sh(kλ).

Ïðè λ� 1 â ñóììå äîñòàòî÷íî ñîõðàíèòü ëèøü ÷ëåí ñ k = 1, è îñöèëëÿöèè èìåþò ýêñïî-

íåíöèàëüíî ìàëóþ àìïëèòóäó. Ïðè λ . 1 (íèçêèå òåìïåðàòóðû) èìååì λ/ sh(kλ) ∼ 1/k,

ò.å λ âûïàäàåò. Îöåíèì ðåçóëüòàò â ýòîì ñëó÷àå.

Äëÿ îöåíîê âîçüì¼ì m∗ ∼ me, S ∼ p2
0. Òîãäà

M̃ ∼ 1

~3

(
e~
c

)3/2

H1/2µ. (35.23)

Íåîñöèëëèðóþùàÿ ÷àñòü íàìàãíè÷åííîñòè èìååò ïîðÿäîê

M0 ∼ µ2
Bν(µ)H ∼ µ2

B

mep0

~3
H. (35.24)
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Ïîýòîìó22

M̃

M0

∼
(

µ

µBH

)1/2

� 1. (35.25)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ îñöèëëèðóþùàÿ ÷àñòü äà¼ò îñíîâíîé âêëàä

â íàìàãíè÷åííîñòü. Ýòî ñâÿçàíî ñ âûñîêîé ÷àñòîòîé îñöèëëÿöèé, êîòîðàÿ ñèëüíî óâå-

ëè÷èâàåò ýôôåêò ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè.

Îñöèëëÿöèè òàêîãî æå òèïà èìåþò ìåñòî â êèíåòè÷åñêèõ ÿâëåíèÿõ. Íàïðèìåð, îñ-

öèëëÿöèè ïðîâîäèìîñòè � ýôôåêò Øóáíèêîâà�äå Ãààçà (1930).

22 Ïðè ýòîì

Ω

Ω̃
∼
(
µBH

µ

)5/2

� 1.
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