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Список основных обозначений

b̂†i,q (b̂i,q) операторы рождения (уничтожения) фононов в моде i
(hkl) кристаллическая плоскость с индексами Миллера h, k, l
(m−1)αβ тензор обратных эффективных масс
[hkl] направление в кристалле с индексами Миллера h, k, l
α = x, y, z декартовы индексы
a1, a2, a3 базисные (основные) векторы решетки
k волновой вектор
p квазиимпульс
r = (x, y, z) радиус-вектор
uhn вектор смещения атома из равновесного положения
δ(x) δ-функция Дирака
δαβ, δn,m, δk,q δ-символ Кронекера
η параметр порядка
D̂(g) [Dji(g)] матрица представления группы, соответствующая g ∈ G
Ĥ(k), H(k) k · p-гамильтониан (эффективный гамильтониан)
λiklm тензор модулей упругости
D(E) плотность состояний
Fs(µ′) интеграл Ферми-Дирака с индексом s

V нормировочный объем
D представление группы
µ химический потенциал
ωLO частота поперечного оптического фонона
ωTO частота поперечного оптического фонона

Φαβ

(
h h′

n n′

)
матрица вторых производных энергии кристаллической ре-
шетки по смещениям атомов

ρ плотность массы
σm, σv, σh зеркальное отражение
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σαβ(ω) тензор проводимости (электропроводности)
σij (теория упругости) тензор напряжений
ε0 статическая диэлектрическая проницаемость
ε∞ высокочастотная диэлектрическая проницаемость
κ статическая диэлектрическая проницаемость
Ξ константа деформационного потенциала
a†n,k (an,k) операторы рождения (уничтожения) электрона в зоне n с

волновым вектором k
a0 постоянная решетки
aB боровский радиус (экситона, электрона на доноре, дырки на

акцепторе)
cl продольная скорость звука в изотропной среде
ct поперечная скорость звука в изотропной среде
Cl(α), Cn поворот
d размерность системы
Dg оператор преобразования функций при операции симмет-

рии g ∈ G
e заряд электрона
eik·ruk(r) функция Блоха (блоховская функция)
EB энергия связи (экситона, электрона на доноре, дырки на

акцепторе)
EF энергия Ферми
En(k) дисперсия электрона в зоне n
f(t, r,k) функция распределения электронов
G группа преобразований
g пространственное преобразование
kB постоянная Больцмана
kF волновой вектор Ферми
l длина свободного пробега
m0 масса свободного электрона
n концентрация
t время
Tc температура Кюри или критическая температура фазового

перехода
TN температура Нееля
ta трансляция (параллельный перенос)
uk(r) амплитуда Блоха (блоховская амплитуда)
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uij (теория упругости) тензор деформаций
v0 объем элементарной ячейки
m∗, m эффективная масса



Введение

Цель первого семестра курса – сформулировать основные понятия физи-
ки твердых тел. Будут приведены необходимые минимальные сведения,
которые позволят нам применять теорию симметрии (теорию представ-
лений групп) для анализа физических явлений в кристаллах. В первом
семестре также обсуждаются колебательные и электронные спектры кон-
денсированных сред (главы I — IV). Второй семестр будет нацелен на
изучение ряда физических явлений в конденсированных средах. Разби-
ение на лекции является условным.

Конденсированные среды вокруг наc.
Не вполне серьезное введение в курс
В быту мы имеем дело с широким кругом конденсированных сред, в ко-
торый можно включить и предметы мебели, смартфоны, воду и другие
напитки. . . Как известно, многие из конденсированных сред нашли ши-
рокое применение, например, молоток или спирт. Некоторые конденси-
рованные среды активно исследуются, например, кристалл графена или
биологические клетки. Физика, как правило, имеет дело с модельны-
ми объектами, такими как знакомые со школьной скамьи материальная
точка, идеальный газ, несжимаемая жидкость. Оказывается, что среди
всевозможных моделей конденсированных сред особое место занимает
модель кристаллической среды или кристалла, где атомы расположены
в пространстве периодическим образом (более строгое определение кри-
сталла мы дадим позже). Например:

• Все полупроводники, которые широко используются в приборах: Si,
Ge, GaAs, . . . – кристаллические. На этих материалах построена вся
современная электроника.
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• При определенных условиях (низкая температура и плотность) элек-
троны за счет кулоновского взаимодействия между собой могут вы-
строится в периодическую в пространстве решетку – вигнеровский
кристалл.

• Ядерная материя и электроны в нейтронных звездах также фор-
мируют кристаллические решетки.

Таким образом, кристаллы очень важны, ими мы и займемся.

Основная литература по курсу
Ниже приведены ссылки на источники для более глубокого изучения
предмета приведены по ходу изложения, эти источники перечислены в
списке литературы в конце конспекта. Под рукой полезно иметь следу-
ющие книги:

1. А.И. Ансельм, Введение в теорию полупроводников, М.: Наука (1978).

2. Г.Л. Бир, Г.Е. Пикус, Симметрия и деформационные эффекты в
полупроводниках, М.: Наука (1972).

3. Г.Г. Зегря, В.И. Перель, Основы физики полупроводников, М.: Физ-
матлит (2009).

4. Н. Ашкрофт, Н. Мермин, Физика твердого тела, М.: Мир (1979).

5. Л. Д. Ландау, Е. М. Лифшиц, Статистическая физика. Часть 1,
М.: Наука (1976).

6. А. Анималу, Квантовая теория кристаллических твердых тел,
M.: Мир (1981).

7. М.И. Петрашень, Е.Д. Трифонов, Применение теории групп в кван-
товой механике, М.: УРСС (2002).
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особенно отметить Фарида Багирова, чьи каверзные вопросы помогли
мне лучше структурировать материал, Никиту Леппенена, предоставив-
шего студенческий конспект моих лекций, Камиля Бурханова, Богдана
Жмудя, Михаила Комова, Федора Лисина, Екатерину Лубянкину, Дани-
илу Рябова, Ольгу Смирнову, Екатерину Ушакову, Никиту Устименко,
Вадима Шабашова, Алису Шайхутдинову и Антона Шубника и многих
других, которые выловили массу опечаток и неточностей в конспекте.
Все оставшиеся ошибки, опечатки и небрежности остаются целиком на
моей совести.



Часть I

Кристаллы
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Лекция 1

Кристаллы. Трансляционная
инвариантность

На первой лекции мы кратко обсудим конденсированные среды и их
главных представителей – кристаллы. Будет обсуждаться трансляцион-
ная инвариантность, т.е. пространственная периодичность расположения
атомов в кристаллах, мы также введем некоторые основные понятия и
обозначения.

1.1 Кристаллические решетки
Кристаллы характеризуются периодическим распространением атомов
в пространстве. Это определение нужно формализовать: атом представ-
ляет собой ядро и электронные оболочки, которые перекрываются (ср.
с формированием молекул, описанным в курсе химии). Кроме того, все
частицы участвуют в тепловом движении. Поэтому для начала мы будем
рассматривать ситуацию при нулевой температуре (T = 0), а кристалл
можно будет определить как среду, где

• ядра расположены периодически (размер ядра ∼ 10−13 см, а элек-
троны в атомах “размазаны” на масштабе & 10−8 см, поэтому ядра
можно считать точечными на нашем уровне строгости), или

• наблюдаемые величины, такие как плотность массы ρ(r), концен-
трация электронов ne(r) или плотность заряда являются периоди-
ческими функциями координат r = (x, y, z).

14
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O. Периодичность (или трансляционная инвариантность): распо-
ложение ядер (или электронная плотность) переходит само в себя при
трансляции, т.е. параллельном переносе на вектор трансляции a.

Например,
ne(r + a) = ne(r). (1.1)

Говорят, что кристаллы обладают дальним порядком (long-range order).
В аморфных телах и жидкостях имеется ближний порядок : есть корре-
ляции в расположении атомы или молекулах, но эти корреляции охва-
тывают несколько межатомных расстояний.

Отметим, что свойство периодичности является удобной абстракци-
ей, так как она возможна лишь для бесконечных, неограниченных сред,
а мы имеем дело с реальными объектами конечных размеров. Часто, од-
нако, это не очень важно, так как по сравнению с атомными масштабами
исследуемые кристаллы – макроскопические объекты. Тем не менее, в ря-
де случаев важны условия на границах кристаллов, про удобный способ
выбора граничных условий пойдет речь на следующей лекции.

Как правило, мы будем рассматривать трехмерный случай, посколь-
ку мы живем в трехмерном (координатном) пространстве. Однако, в ка-
честве моделей часто будут привлекаться и системы более низких раз-
мерностей d = 2 или 1 (в нульмерных системах нет трансляций), такие
системы встречаются в природе и могут быть синтезированы в лабора-
ториях.

Итак, в трехмерной системе можно выбрать 3 вектора a1, a2, a3, не
лежащие в одной плоскости, такие, что при смещении кристалла как
целого на любой из этих векторов кристалл совмещается сам с собой.
Ясно, что трансляции на любую линейную комбинацию векторов a1, a2,
a3 с целочисленными коэффициентами

an1,n2,n3 = n1a1 + n2a2 + n3a3, n1, n2, n3 ∈ Z (1.2)

также совмещают кристалл сам с собой.
Выбор векторов ai (i = 1, 2, 3), очевидно, неоднозначный, см. рис. 1.1.

Эту неоднозначность следует устранить, хотя бы частично.
O. Назовем трансляционными или масштабными или основными

или базисными векторами или трансляционными периодами наимень-
шие по длине векторы a1, a2, a3 при их фиксированных направлениях.
Будем считать также, что векторы a1, a2, a3 образуют правую тройку
(это лишь соображение удобства и привычки).
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(a) (b)

(c) (d)

Рис. 1.1: Варианты выбора векторов трансляций для двумерной решетки.

Такое определение отсекает варианты (b) и (d) на рис. 1.1.
Введем еще несколько понятий:
O. Параллелепипед, построенный на базисных векторах, называют

элементарной ячейкой (в англоязычной литературе – unit cell – с неко-
торыми оговорками, о них кратко дальше).1

Из линейной алгебры известно, что объем элементарной ячейки вы-
ражается в виде смешанного произведения векторов:

v0 = (a1[a2 × a3]). (1.3)

O. Назовем элементарную ячейку минимального объема примитив-
ной.

Может оказаться так, что в примитивной ячейке есть несколько ядер
(иногда говорят про атомы, а не про ядра, имеется в виду одно и то же),
а может оказаться, что только одно. На рис. 1.1 – одно ядро, а на рис. 1.2
– два (условно синее и красное).

O. Базис – совокупность атомов (ядер) в примитивной ячейке.
O. Решетку называют простой, если базис содержит один атом.

1Строго говоря, в современной кристаллографии элементарной ячейкой называ-
ют такую ячейку, которая обладает теми же элементами симметрии, что весь объем
кристалла.
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Рис. 1.2: Одномерная решетка с базисом.

O. Введем еще одно важное понятие – решетка Браве (Bravais lattice).
Определим ее как набор точек с координатами (1.2):

an1,n2,n3 = n1a1 + n2a2 + n3a3, n1, n2, n3 ∈ Z,

где a1, a2, a3 – некомпланарные векторы. Иногда о решетке Браве гово-
рят как о совокупности векторов an1,n2,n3 .

Заметим, что простая кристаллическая решетка совпадает со своей
решеткой Браве. В общем случае кристаллическую решетку можно по-
лучить так: взять базис и выполнить трансляции на всевозможные векто-
ры решетки Браве an1,n2,n3 . Есть и альтернативное построение кристал-
ла, при котором решетки Браве, соответствующие различным атомам
базиса, вставляются друг в друга, см. рис. 1.3.

Рис. 1.3: Кристаллическая решетка с базисом из двух атомов.

1.2 Решетки Браве
Естественным образом возникает вопрос о том, какие могут быть решет-
ки Браве, т.е. как их классифицировать на основе общих геометрических
свойств. Поскольку решетка задается тремя базисными векторами a1,
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Рис. 1.4: Основные векторы трансляций и углы между ними.

a2, a3, то самую простую классификацию можно провести по соотно-
шениям между длинами основных векторов и углами между ними, см.
обозначения углов на рис. 1.4

α = ∠a1,a3, β = ∠a2,a3, γ = ∠a1,a2.

Исторически это связано с тем, что кристаллы (как правило) имеют
огранку, соответствующую плоскостям, построенных на основных век-
торах.

простая ГЦК = fcc OЦК = bcc

Рис. 1.5: Простая, гранецентрированная (ГЦК или FCC) и объемноцен-
трированная (ОЦК или BCC) кубическая решетки.

Такая классификация приведена в таблице 1.1. Указанная классифи-
кация не является полной и строгой. С точки зрения физики, как мы
увидим далее, требуется различать два возможных типа решетки Бра-
ве в гексагональном семействе: собственно гексагональную и тригональ-
ную. Таким образом, есть всего 7 сингоний или кристаллических систем.2

2Имеются расхождения и путаница в терминах кристаллическое семейство
(crystalline family), кристаллический класс (crystalline class), кристаллическая си-
стема (crystalline system) и сингония.
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Таблица 1.1: Кристаллические семейства и системы (сингонии)
Кристаллическое Кристаллическая Точечная

семейство система группа
кубическое a1 = a2 = a3 α = β = γ = π/2 кубическая (K) Oh

(cubic)
a1 = a2 6= a3 α = β = π/2, γ = 2π/3 гексагональная (H) D6h

гексагональное
(hexagonal) a1 = a2 6= a3 α = β = π/2, γ = 2π/3 тригональная (R) D3d

(ромбоэдрическая)
тетрагональное a1 = a2 6= a3 α = β = γ = π/2 тетрагональная (Q) D4h

(tetragonal) (квадратная)
ромбическое a1 6= a2 6= a3 α = β = γ = π/2 ромбическая (O) D2h

(orthorhombic) (ортогональная)
моноклинное a1 6= a2 6= a3 α = β = π/2, γ 6= π/2 моноклинная (M) C2h

(monoclinic)
триклинное a1 6= a2 6= a3 α 6= β 6= γ триклинная (T ) S2

(triclinic)

Более того, данная классификация не может различить разные типы
кубических решеток, показанных на рис. 1.5. Строгая классификация
решеток Браве требует применения теории групп, мы изучим соответ-
ствующие методы на дальнейших лекциях. Оказывается (см., например,
книгу Г.Л. Бира и Г.Е. Пикуса “Симметрия и деформационные эффекты
в полупроводниках” [1], что существует всего 14 решеток Браве, соответ-
ствующих 7 сингониям (кристаллическим системам).

1.3 Индексы Миллера
Для описания свойств кристаллов полезно ввести сокращенные обозна-
чения для плоскостей, проходящих через узлы решетки Браве, а также
для направлений в решетке – индексы Миллера.

Рассмотрим плоскость в кристалле, проходящую через узлы решетки
Браве. Пусть эта плоскость отсекает целочисленные (в единицах длины
соответствующего вектора трансляций) отрезки s1, s2, s3 вдоль базисных
векторов a1, a2, a3.

O. По определению, индексами Миллера данной плоскости называ-
ются минимальные целые числа h, k и l, удовлетворяющие соотношению

h/k/l = s−1
1 /s−1

2 /s−1
3 . (1.4)

Соответствующая плоскость обозначается как (hkl) (целые числа в круг-
лых скобках).
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Рис. 1.6: Кристаллическая плоскость, отсекающая отрезки s1, s2, s3 вдоль
базисных векторов трансляций.

Если какой-нибудь из индексов отрицателен, то знак “минус” пишут
в виде черты сверху. Вот примеры кристаллических плоскостей:

(100); (111); (11̄0); (735̄).

Несложно проверить, что плоскости (hkl) и (h̄k̄l̄) совпадают. Строго гово-
ря, индексы Миллера (hkl) задают целое семейство параллельных плос-
костей, отличающихся лишь трансляцией.

O. Индексами Миллера данного направления a решетки называют
минимальные целые числа h, k и l, такие что

a = ha1 + ka2 + la3. (1.5)

В кубической решетке вектор [hkl] и плоскость (hkl) перпендикуляр-
ны друг другу. В общем случае это не так. Для кубических решеток
также вводят обозначения 〈hkl〉 для всех эквивалентных осей типа [hkl]
и {hkl} для соответствующего семейства плоскостей. Например, семей-
ство {100} включает в себя плоскости (100), (010) и (001).

Для обозначений плоскостей и направлений в гексагональных решет-
ках зачастую вводят 4 целых числа h, k, l, и m, причем h + k + l = 0,
используя “переполненный” набор векторов a′0, a′1, a′2 ⊥ a3. Вектор a3

направлен по выделенной оси, а векторы a′0, a′1 и a′2 лежат в перпенди-
кулярной ей плоскости, дают в сумме 0, и получаются один из другого
поворотами на угол 2π/3 = 120◦.



Кристаллы. Трансляционная инвариантность 21

Наконец, введем еще одно определение очень важного и часто исполь-
зуемого понятия. O. Параметрами решетки или постоянными решет-
ки называют размеры элементарной ячейки. Более строго, для элемен-
тарной ячейки в виде параллелепипеда параметрами решетки называют
длины его сторон a, b и c. Для кубической решетки a = b = c ≡ a0.



Лекция 2

Волны и квазичастицы в
кристаллах

На прошлой лекции мы ввели ключевые понятия физики кристаллов.
Зачастую при исследовании физических явлений мы имеем дела с ко-
лебаниями и волнами. На этой лекции мы обсудим главные моменты,
связанные с волновыми процессами в кристаллах.

2.1 Волны. Основные понятия
Почти все основные физические явления связаны так или иначе с колеба-
тельными или волновыми процессами. Вот несколько примеров: электро-
магнитное поле (волны), звук (волны), волны плотности заряда (плаз-
менные волны). Все эти явления активно исследуются в физике конден-
сированных сред.

В плоской монохроматической волне наблюдаемая величина u(r, t)
описывается гармоническим законом

u(r, t) = u0e
−iωt+ik·r + c.c. (2.1)

В качестве u может выступать любая величина, описывающее тот или
иной колебательный (или волновой) процесс, например, компонента элек-
трического или магнитного поля, концентрация зарядов, смещение ато-
мов из равновесных положений и т.п.

Величина u0 – комплексная амплитуда волны, ω – частота (веще-
ственная), k = (kx, ky, kz) – волновой вектор.

22
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Из физических соображений ясно, что любая наблюдаемая величина
– вещественная. Поэтому вклад в (2.1) “+c.c.” (комплексное сопряжение)
по существу. Подставив u0 = |u0| exp (iϕ), где ϕ – фаза, формулу (2.1)
можно переписать в вещественном виде

u(r, t) = 2|u0| cos (kr − ωt+ ϕ). (2.2)

Такое вещественное представление, однако, не всегда удобно.
Выбор вида фазы экспоненты −iωt+ ik · r по сравнению с iωt− ik · r

есть вопрос удобства и договоренности. Мы будем использовать имен-
но форму (2.1), хотя в ряде книг и статей пишут наоборот. Отметим,
что относительный знак членов с ωt и k · r фиксирован, он гарантирует
распространение волны в положительном направлении k.

2.2 Граничные условия Борна-Кармана
На первой лекции обсуждалось, что, несмотря на то, что все реальные
кристаллы конечного размера, модель бесконечного кристалла являет-
ся разумной и хорошо оправданной. Именно для бесконечного кристал-
ла понятие трансляционной инвариантности имеет смысл. Как правило,
роль поверхности (во многих реальных кристаллах, есть исключения)
невелика, грубо ее можно оценить как (здесь V – объем кристалла, S –
площадь поверхности, a0 – постоянная решетки)

число “поверхностных” атомов
число атомов

∼ a0S

V
∼ a0

V 1/3
→ 0 при V →∞.

Тем не менее, для решения большого круга задач удобно рассматривать
кристалл большого, но конечного объема, и поставить “удобные” гранич-
ные условия [в частности, на функции u(r, t) в (2.1)], чтобы решать за-
дачи было бы наиболее просто и удобно. Сделаем оговорку: такой подход
не применим для описания поверхностных явлений, их нужно рассмат-
ривать отдельно.

Итак, рассмотрим кристалл в виде куба со стороной L (L � a0).
Потребуем для всех наблюдаемых

u(x+ L, y, z; t) = u(x, y, z; t), (2.3a)
u(x, y + L, z; t) = u(x, y, z; t), (2.3b)
u(x, y, z + L; t) = u(x, y, z; t), (2.3c)
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т.е. периодичность функции u(r, t) с периодом L по каждой из декарто-
вых координат.

O. Граничные условия (2.3) называются периодическими граничны-
ми условиями или условиями Борна-Кармана. Куб со стороной L назы-
вают нормировочным, его объем V = L3 – нормировочным объемом. Для
удобства и избежания путаницы с реальным объемом системы нормиро-
вочный объем мы будем обозначать каллиграфической V . Такие гранич-
ные условия аналогичны “нормировке в ящике” для волновых функций
непрерывного спектра.

Рис. 2.1: Дискретные значения k (для двумерного кристалла), удовле-
творяющие условиям Борна-Кармана.

Плоская волна (2.1) удовлетворяет граничным условиям Борна-Кармана (2.3)
лишь для дискретного набора волновых векторов k:

kx =
2π

L
nx, ky =

2π

L
ny, kz =

2π

L
nz, (2.4)

где nx, ny, nz ∈ Z. Допустимые значения волновых векторов образуют ре-
шетку в k-пространстве или, как еще говорят, в обратном пространстве,
см. рис. 2.1.

O. Пространство волновых векторов называют обратным простран-
ством.

Условно говоря, L велико (по сравнению с постоянной решетки), по-
этому сетка волновых векторов k, заданная формулой (2.4) – очень плот-
ная. Это будет удобно в дальнейшем: с одной стороны, хорошо, когда есть
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всего лишь дискретный (счетный) набор допустимых волновых векторов,
а с другой стороны, будет удобно, когда потребуется, не суммировать по
nx, ny, nz, а интегрировать по k.

2.3 Преобразование Фурье
Ясно, что после наложения на кристалл граничных условий Борна-Кар-
мана, любая функция f(r), описывающая какой-либо эффект в кристал-
ле, становится периодической (с “большим” периодом L). Разложим эту
функцию в ряд Фурье

f(r) =
∑
k

fke
ikr, (2.5)

где фурье-компоненты

fk =
1

V

∫
V
d3rf(r)e−ikr, (2.6)

интегрирование в (2.6) ведется по нормировочному объему V , а симво-
лическую запись

∑
k . . . мы будем всегда понимать как сумму по целым

числам nx, ny, nz в (2.4):

∑
k

. . . =
∞∑

nx=−∞

∞∑
ny=−∞

∞∑
nz=−∞

. . . , причем k =
2π

L
(nx, ny, nz). (2.7)

Убедимся в согласованности определений (2.5), (2.6) и (2.7). Для этого
введем волновой вектор q = (2π/L)(mx,my,mz) и вычислим (для крат-
кости

∫
d3r =

∫
dr):

1

V

∫
V
drf(r)e−iqr =

1

V
∑
k

fk

∫
V
ei(k−q)rdr =

=
1

V
∑

nx,ny ,nz

fk

∫ L/2

−L/2
exp

[
i
2π

L
(nx −mx)x

]
dx

∫ L/2

−L/2
exp

[
i
2π

L
(ny −my)y

]
dy×

×
∫ L/2

−L/2
exp

[
i
2π

L
(nz −mz)z

]
dz.

Вычисление каждого из интегралов тривиально: если соответствующие
nα и mα (α = x, y, z – декартовы индексы) не равны, то он обращается в
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нуль, если же nα = mα, то интеграл равен L. Это обстоятельство удобно
записать через δ-символ Кронекера:∫ L/2

−L/2
ei 2πn

L
xdx = Lδn,0,

откуда

1

V

∫
V
drf(r)e−iqr =

∑
nx,ny ,nz

fkδnx,mxδny ,myδnz ,mz = fq,

что и требовалось доказать.
Для произведения трех δ-символов удобно использовать сокращен-

ную запись

δk,q ≡ δnx,mxδny ,myδnz ,mz =

{
1, k = q,

0, k 6= q.

Здесь дискретность волновых векторов сыграла роль: δk,q – именно δ-
символ, а не δ-функция.

Сетка значений k в (2.4), как уже упоминалось, очень плотная. По-
этому бывает удобно вместо суммирования по дискретным nα интегриро-
вать по (почти непрерывному) набору k. Правило преобразования суммы
по k в интеграл легко получить, воспользовавшись известным из высшей
математики правилом для интегральных сумм:∑

k

fk =
∑

nx,ny ,nz

fk =
V

(2π)3

∫
d3kfk. (2.8)

Действительно, объем клетки в k-пространстве, соответствующей при-
ращениям ∆nx = 1, ∆ny = 1 и ∆nz = 1 есть (2π)3/V , см. рис. 2.1. Иногда
необходим аналог формулы (2.8) для системы размерности d. Соответ-
ствующее обобщение тривиально:

d− мерное пространство :
∑
k

. . . =
Vd

(2π)d

∫
ddk . . . , (2.9)

где Vd – соответствующий нормировочный объем.
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2.4 Волны и квазичастицы
Из квантовой механики известно, что каждой волне можно сопоставить
частицу, а каждой частице – волну. Поэтому и в кристаллах (и шире, в
конденсированных средах) есть дуализм “волна ↔ квазичастица”. При-
ставка “квази” подчеркивает, что мы имеем дело с многочастичной си-
стемой, состоящей из ядер решетки и электронов, взаимодействующих
друг с другом. Поэтому волны и квазичастицы в кристаллах вовлекают
много тел.

В таблице (2.1) приведены основные примеры волн и квазичастиц,
встречающихся в кристаллах.

Таблица 2.1: Волны и квазичастицы в кристаллах
Волна Квазичастица

колебания электронной плотности плазмон
(плазменные волны)

колебания атомов решетки фонон
(звуковые волны)

электромагнитная волна фотон
волна намагниченности магнон

(спиновая волна)

Волновое описание: волновой вектор k, частота волны ω, закон дис-
персии ω(k).

Корпускулярное описание: импульс p = ~k, энергия квазичастицы
E = ~ω, закон дисперсии E(p) или E(k).

Ключевой задачей является определения закона дисперсии квазича-
стиц E(k), так как зная дисперсию можно решать задачи о динамике
системы.

Сделаем существенную оговорку: как будет видно из дальнейшего, не
все значения k (или p) равноправны из-за наличия кристаллической ре-
шетки. Поэтому для волн и квазичастиц в кристаллах величины k в (2.1)
и p = ~k называют, соответственно, квазиволновым вектором и квази-
импульсом. Часто приставку “квази” мы будем опускать для экономии.

Важной характеристикой квазичастиц является их плотность со-
стояний. O. По определению, плотностью состоянийD(E) называют чис-
ло квантовомеханических состояний квазичастицы в единичном объеме
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на единичный интервал энергий:

D(E) = lim
∆E→0

1

V
∆N

∆E

[
1

эрг · см3

]
. (2.10)

Если у квазичастицы нет внутренней структуры (например, ее спин
равен нулю), то плотность состояний есть просто число значений вол-
новых векторов k (или число троек nx, ny, nz) попадающих в интервал
энергий [E , E + ∆E), разделенное на нормировочный объем V (естествен-
но, при ∆E → 0). Учесть внутренние степени свободы просто – нуж-
но полученное количество волновых векторов (орбитальных состояний)
умножить на число состояний g, связанных с внутренними степенями
свободы квазичастицы, т.е. g – кратность вырождения данного орби-
тального состояния. Например, для квазичастицы со спином S величи-
на g = 2S + 1.

Для расчетов удобно использовать общую формулу

D(E) =
g

V
∑
k

δ[E − E(k)], (2.11)

где δ-функция Дирака, δ[E − E(k)], как раз выделяет из суммы по всем
состояниям лишь те, энергия которых равна E . В частности, для трех-
мерной системы с изотропным спектром, т.е. не зависящим от направле-
ния k, где E(k) ≡ E(k) из формулы (2.11) получаем

D(E) =
g

V
∑
k

δ[E − E(k)] =
g

(2π)3

∫
dkk2

∫
dΩkδ[E − E(k)] = (2.12)

=
g

2π2

k2(E)

|dE/dk|
=
gk2

2π2

∣∣∣∣dkdE
∣∣∣∣ .

Здесь мы ввели обратную функцию к дисперсии k(E) и воспользовались
общими свойствами δ-функции.

2.5 Фазовая и групповая скорости
Вернемся к началу лекции и рассмотрим плоскую монохроматическую
волну, распространяющуюся в положительном направлении оси z. Со-
гласно (2.1) получаем

u(z, t) = u0e
ikzz−iωt + c.c. = 2|u0| cos (kzz − ωt+ ϕ)
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Закон дисперсии ω ≡ ω(kz). Видно (см. также рис. 2.2), что пучности и
нули волны распространяются с скоростью vφ,z = ω(kz)/kz.

Рис. 2.2: Распространение монохроматической волны.

O. Эту скорость называют фазовой, так как именно с такой скоро-
стью распространяются поверхности постоянной фазы волны. В общем
случае фазовая скорость записывается в виде

vφ(k) =
ω(k)

k

k

k
. (2.13)

Этим не исчерпываются все возможности для скоростей распростра-
нения. Например, при исследовании движения квазичастиц удобно рас-
сматривать волновые пакеты: “наборы” плоских волн с близкими часто-
тами и волновыми векторами, которые сосредоточены в пространстве
[см. рис. (2.3)]

u(r, t) =
∑
k

uke
ikr−iωt. (2.14)

Здесь uk – коэффициенты разложения, здесь и далее мы опускаем “+c.c.”
всюду, где это не приводит к путанице.

Пусть фурье-компоненты uk сосредоточены вблизи k = k0. Тогда

u(r, t) =
∑
k

uke
ikr−iωt ≈

∑
k

uk exp

[
ikr − iω(k0)t− i

∂ω

∂k

∣∣∣∣
k0

(k − k0)t

]
,

(2.15)
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Рис. 2.3: Волновой пакет.

где мы ввели обозначение ∂ω/∂k = ∇kω.1 Вынося не зависящий от k
фазовый множитель за знак суммы получаем

u(r, t) ≈ exp

[
−iω(k0)t+ i

∂ω

∂k

∣∣∣∣
k0

k0t

]∑
k

uk exp

[
ik

(
r − ∂ω

∂k

∣∣∣∣
k0

t

)]
,

Таким образом, с точностью до общей фазы

u(r, t) ≈ u

(
r − ∂ω

∂k

∣∣∣∣
k0

t, 0

)
,

т.е. центр волнового пакета двигается со скоростью ∂ω/∂k.
O. Групповая скорость

vgr(k) =
∂ω

∂k
=
∂E(p)

∂p
. (2.16)

Именно с этой скоростью распространяются волновые пакеты, т.е. пе-
реносится энергия (масса, заряд и т.д.). Эта же скорость возникает в
классической механике как производная функции Гамильтона по обоб-
щенному импульсу. Групповую скорость можно ассоциировать со скоро-
стью движения частиц.

1Мы будем часто использовать обозначения ∂/∂k и ∂/∂r для градиентов в k- и
r-пространстве, соответственно.



Лекция 3

Дифракция рентгеновских
лучей в кристаллах

Мы уже обсудили ключевые понятия физики кристаллов и изучили ос-
новные особенности распространения волн и квазичастиц в средах с транс-
ляционной инвариантностью. Разберем теперь основной эксперименталь-
ный метод, позволивший доказать трансляционную симметрию кристал-
лов и представляющий ключевую информацию о параметрах кристал-
лической решетки.

3.1 Историческое введение
Через почти 20 лет после открытия1 Вильгельмом Рентгеном X-лучей
(в русскоязычной литературе – рентгеновских лучей – термин ввел А.Ф.
Иоффе) Макс фон Лауэ со своими учениками Паулем Книппингом и
Вальтером Фридрихом обнаружили их дифракцию.2 Удобное теоретиче-
ское описание дифракции X-лучей было развито Уильямом Генри Брэг-
гом и его сыном Уильямом Лоренсом Брэггом, это заложило основы
рентгеноструктурного анализа. Именно благодаря дифракции рентге-
новских лучей было доказано, что атомы в кристаллах расположены пе-
риодическим образом в пространстве. Сейчас дифракция рентгеновских
лучей (наряду с дифракцией электронов и нейтронов) активно использу-
ется физиками, занимающимися синтезом различных структур и их ха-

1Вюрцбург, Германия, 1885 г.
2Мюнхен, Германия, 1912 г.

31
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рактеризацией. Рентгеноструктурный анализ также широко применяет-
ся в химии и биологии, например, он позволил расшифровать структуру
ДНК. Цель этой лекции – дать минимум, необходимый для дальнейшего
более детального знакомства с темой.

3.2 Кинематическая теория дифракции
Характерные энергии фотонов, соответствующие X-диапазону – от 10 эВ
до 1 МэВ (длины волн от 1000 до 0.01 Å). Таким образом, длина волны
рентгеновских лучей λ может быть порядка межатомного расстояния –
постоянной решетки – a0. Как известно из общей физики именно в этом
случае дифракция проявляется наиболее ярко. Оценим характерную ча-
стоту движения электронов в кристалле как

ω0 ∼
v

a0

, или ~ω0 ∼
~2

m0a2
0

,

где v – характерная скорость электрона. Грубо говоря, v ∼ ~/m0a0, m0

– масса свободного электрона. Для не слишком тяжелых атомов v � c,
поэтому ω0 � ω ∼ c/λ, ω – частота рентгеновского излучения. Поэтому с
точки зрения взаимодействия с рентгеновским излучением электроны в
кристалле можно рассматривать как свободные (по аналогии с осцилля-
тором, который совершает вынужденные колебания под действием силы,
частота которой значительно превышает частоту собственных колеба-
ний).

Пусть на кристалл падает плоская монохроматическая волна в виде3

E = E0e
ikr−iωt + c.c., (3.1)

где E0 – комплексная амплитуда поля, k – волновой вектор. Под дей-
ствием поля E у электронов появляется добавка к скорости, которая
удовлетворяет уравнению

m0
dṽ

dt
= eE, (3.2)

где e – заряд электрона. Решение этого уравнения имеет простой вид

ṽ = ṽ0e
ikr−iωt + c.c., ṽ0 =

ieE0

m0ω
. (3.3)

3Мы пренебрегаем различием между полем внутри кристалла и полем снаружи
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Таким образом в кристалле наводится осциллирующий ток, плотность
которого записывается в виде j(r, t) = en(r)ṽ, где n(r) – плотность
электронов (микроскопическая величина, осциллирует с периодом ре-
шетки). Строго говоря, для использования локальной связи необходимо
выполнение ограничения на индуцированное полем смещение электрона
за период колебаний поля

δr ∼ ṽ0

ω
=

eE0

m0ω2
� a0.

Это условие считается выполенным. Наведенную плотность тока можно
представить как4

j(r, t) =
ie2E0

m0ω
n(r)eikr−iωt + c.c. (3.4)

Как известно из электродинамики, переменный ток излучает элек-
тромагнитное поле. Это вторичное поле может быть записано в виде
(временну́ю зависимость ∝ exp (−iωt) опускаем)

Ẽ(r′) =

∫
Ĝω(r′, r)j(r)dr, (3.5)

где Ĝω(r′, r) – электродинамическая функция Грина. Напомним, что эта
функция – тензор, а уравнение (3.5) в декартовых компонентах имеет
вид

Ẽα(r′) =

∫
Gω,αβ(r′, r)jβ(r)dr,

где знак суммирования по повторяющимся индексам опущен. С точки
зрения общей теории рассеяния выражение (3.5) соответствует борнов-
скому приближению, т.е. низшему порядку теории возмущений, в кото-
ром мы не учитываем взаимодействие этого вторичного поля с кристал-
лом. O. Соответствующая теория дифракции называется кинематиче-
ской теорией. Нам такого приближения достаточно, оно выполняется
тем лучше, чем выше ω.

На больших расстояниях от кристалла (см. схему на рис. 3.1), r′ � L,
где L – размер образца, функцию Грина можно представить как

Ĝω ∼
exp (ik′|r′ − r|)

r′
, (3.6)

4Эту формулу можно получить и квантовомеханически.
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Рис. 3.1: Схема дифракции рентгеновских лучей.

где

k′ = k
r′

r′

– волновой вектор, направленный в точку наблюдения. Поскольку r′ �
r ∼ L, то в знаменателе учитывать различие между r′ и |r′ − r| не
требуется, а показатель экспоненты можно упростить, воспользовавшись
соотношением

k′|r′ − r| = k′
√
r′2 + r2 − 2rr′ ≈ k′r′ − k′ (rr

′)

r′
.

Поскольку векторы k′ и r′ параллельны, то показатель экспоненты мож-
но записать как

ik′r′ − ik′r.

O. Введем
q = k′ − k (3.7)

– волновой вектор рассеяния. С точностью до общего множителя и несу-
щественного для нас углового фактора sinϑ′, где ϑ′ = ∠E0,k

′, учитыва-
ющего поперечность поля, на больших расстояния от образца

Ẽ(r′) ∼ 1

r′

∫
e−iqrn(r)dr. (3.8)

Соответственно, дифференциальное сечение рассеяния

dσ

dΩ
= σ0(Ω)

∣∣∣∣∫ e−iqrn(r)dr

∣∣∣∣2 , (3.9)

где Ω = k′/k′ – направление на наблюдателя, σ0(Ω) – плавная функция
угла рассеяния. Общие формулы приведены в курсе Ландау и Лифшица,
том 2, §72 [2] и том 8, §124 [3].
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3.3 Анализ сечения рассеяния
Для анализа формулы (3.9) удобно рассмотреть простую одноатомную
решетку и представить плотность заряда в виде

n(r) =
∑
n1n2n3

n0(r − an1n2n3), (3.10)

где n0(ρ) – плотность электронов в данном атоме,5

an1,n2,n3 = n1a1 + n2a2 + n3a3,

– вектор трансляции (1.2), суммирование ведется по целым числам n1, n2, n3.
Фурье-образ в (3.9) легко вычислить∫

e−iqrn(r)dr =
∑
n1n2n3

∫
drn0(r − an1n2n3)e

−iqr =

∑
n1n2n3

e−iqan1n2n3

∫
dρn0(ρ)e−iqρ = f0(q)S(q). (3.11)

Он распадается на два сомножителя f0(q) и S(q).
O. Атомная амплитуда рассеяния:

f0(q) =

∫
dρn0(ρ)e−iqρ. (3.12a)

Иногда в выражение для f0(q) включают множитель
√
σ0(Ω), f0(q) на-

зывают еще атомным фактором рассеяния. При q = 0 атомный фактор
f0(0) = Z, где Z – атомный номер элемента, из которого составлена на-
ша решетка. Атомный фактор спадает с ростом q, характерный масштаб
q ∼ a−1

0 , см. рис. (3.2)
O. Структурный фактор:

S(q) =
∑
n1n2n3

e−iqan1n2n3 . (3.12b)

5Здесь требуется уточнение и оговорки. Считается, что функция n0(r) достаточно
быстро спадает с расстоянием от ядра, однако, считать плотность заряда n0(r) та-
кой же, как в изолированном атоме, вообще говоря нельзя. Известно, что волновые
функции электронов на различных атомах перекрываются и формируют химические
связи.
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Рис. 3.2: Примерная зависимость атомного фактора от волнового векто-
ра рассеяния q.

Для расчета структурного фактора удобно действовать как на прошлой
лекции и предположить, что кристалл представляет собой куб со сторо-
ной L. Если выполнено

(qa1) = 2πm1, (qa2) = 2πm2, (qa3) = 2πm3, (3.13)

где m1, m2, m3 – целые, то S(q) равен числу элементарных ячеек в кри-
сталле, т.е. S(q) = V/v0, V = L3, v0 – объем элементарной ячейки (1.3).
Если же условие (3.13) не выполнено, то S(q) = 0.

O. Векторы q, удовлетворяющие условию (3.13), называют вектора-
ми обратной решетки. Легко проверить, что все множество векторов
обратной решетки описывается формулой

bm1,m2,m3 = m1b1 +m2b2 +m3b3, (3.14)

где m1,m2,m3 ∈ Z, а базис векторов обратной решетки имеет вид

b1 =
2π

v0

[a2 × a3], b2 =
2π

v0

[a3 × a1], b3 =
2π

v0

[a1 × a2]. (3.15)

Отметим, что векторы обратной решетки образуют решетку Браве в об-
ратном пространстве.

Таким образом структурный фактор записывается как

S(q) =
V
v0

∑
m1m2m3

δq,bm1,m2,m3
=
V
v0

∑
b

δq,b. (3.16)
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В последнем равенстве (и далее) сумма по b понимается как сумма по
целым m1,m2,m3 в (3.14). Окончательно, для простой решетки имеем

dσ

dΩ
=

(
V
v0

)2

σ0(Ω)
∣∣f 2

0 (q)
∣∣∑
b

δq,b. (3.17)

Если решетка сложная, то атомный фактор следует представить в виде

f0(q)→
∑
i

fi(q)e−iqri ,

где i нумерует атомы в элементарной ячейке, ri – их координаты.
Отметим (и это важно для дальнейшего), что фурье-образ произ-

вольной функции n(r), периодической в прямом пространстве, содержит
лишь волновые векторы обратной решетки:

n(r) =
∑
b

eibrnb.

Зачастую сечение рассеяния рентгеновских лучей выражают непосред-
ственно через фурье-компоненты nb.

3.4 Геометрическая интерпретация дифрак-
ции рентгеновских лучей

Главный вывод, который можно сделать из анализа формулы (3.17) (точ-
нее говоря, из анализа структурного фактора), состоит в том, что ди-
фракция возможна если волновые векторы падающего и рассеянного
излучения отличаются на вектор обратной решетки

k′ = k + b, (3.18a)

или
k′ − k = b, (3.18b)

или (с учетом равенства k = k′ = ω/c – рассеяние упругое)

2kb = −b2. (3.18c)

Последнее уравнение задает плоскость, перпендикулярную b и проходя-
щую на расстоянии b/2 от начала координат в обратном пространстве.
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Рис. 3.3: Геометрическая интерпретация условий Лауэ.

Рис. 3.4: К выводу условия Брэгга.

O. Любая из формул (3.18) называется условием Лауэ. Геометриче-
ская интерпретация условий Лауэ приведена на рис. 3.3.

Условие (3.18b) можно переписать в виде

b = |k − k′| =
√
k2 + k′2 − 2kk′ cos (π − θ) = 2k cos (ϑ/2), (3.19a)

где ϑ = ∠k,k′, см. рис. 3.4. Условие (3.19a) можно представить иначе,
вводя λ = 2π/k и d = 2π/b:

2d cos (ϑ/2) = λ. (3.19b)

O. Формулы (3.19) назывются условием Брэгга или Брэгга-Вульфа
(в русскоязычной литературе Вульфа-Брэгга).

Условие (3.19b) имеет простую физическую интерпретацию: это усло-
вие конструктивной интерференции для волн, отраженных от парал-
лельных “атомных” плоскостей, находящихся на расстоянии d друг от
друга, рис. 3.5. Отметим, что расстояние между плоскостями, перпенди-
кулярными вектору обратной решетки b как раз равно d.
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Рис. 3.5: Геометрическая интерпретация условия Брэгга.

Таким образом, по картине дифракции рентгеновских лучей можно
определить векторы обратной решетки, а значит, обращая (3.15), и векто-
ры прямой решетки. Это открывает возможности рентгеноструктурного
анализа, т.е. определения структуры кристалла по дифрактограммам.



Часть II

Основы теории симметрии
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Лекция 4

Теория симметрии кристаллов

Перейдем теперь к важному аппарату исследования свойств конденсиро-
ванных (и не только) сред – симметрийному анализу. На этой и следую-
щей лекции мы будем развивать теорию групп и теорию представлений
групп – математический язык для описания симметрии.

4.1 Введение в теорию групп
Напомним, что ключевое свойство кристаллов это свойство трансляци-
онной инвариантности или симметрии по отношению к параллельному
переносу на некоторые базисные векторы a1, a2, a3 и их произвольные
линейные комбинации n1a1 + n2a2 + n3a3 с целочисленными коэффи-
циентами. Также кристалл может быть инвариантен и по отношению к
другим операциям симметрии: поворотам или отражениям. Наша цель –
построить математический аппарат для описания эффектов симметрии:
теорию групп и теорию представлений групп.

Вся совокупность (геометрических) преобразований кристалла опи-
сывается правилом

r → r′ = gr, (4.1)

при котором каждая точка r переходит в точку r′ по определенному пра-
вилу g. Преобразование g считается ортогональным, т.е. сохраняющим
длины векторов и углы между ними.

O. Ортогональное преобразование g называют также пространствен-
ным преобразованием.

41
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Ясно, что операции пространственных преобразований можно выпол-
нять последовательно, сначала одну, а потом другую. В связи с этим
вводят понятие группы. Математическое введение в теорию групп при-
ведено, например, в книге М.И. Петрашень, Е.Д. Трифонов, Применение
теории групп в квантовой механике [4].

О. Группа G, g ∈ G, множество элементов, для которых определена
операция композиции (умножения, суперпозиции) ∗ такая, что

1. ∀g1, g2 ∈ G их произведение g1 ∗ g2 ∈ G,

2. ∃!e ∈ G, называемый единичным элементом, такой что для ∀g ∈ G
g ∗ e = e ∗ g ∈ G,

3. ∀g ∈ G ∃!g−1 ∈ G, называемый обратным элементом, такой что
g−1 ∗ g = g ∗ g−1 = e,

4. операция композиции ассоциативна, т.е. ∀g1, g2, g3 ∈ G произведе-
ние (g1 ∗ g2) ∗ g3 = g1 ∗ (g2 ∗ g3).

Пример не из нашей области: множество целых чисел Z является
группой по отношению к операции сложения (∗ = +), и не является
группой по отношению к операции умножения (∗ = ×). Часто, когда это
не приводит к путанице, знак групповой операции ∗ не пишут.

O. Порядок группы h – число элементов группы.
Нас будут интересовать преобразования симметрии. Мы начнем с эле-

ментарных преобразований, путем композиции которых можно получить
всевозможные преобразования симметрии. Элементарными преобразова-
ниями являются

1. Поворот вокруг оси l на угол α: Cl(α);

2. Зеркальное отражение в плоскости m: σm;

3. Трансляция (параллельный перенос) на вектор a: ta.

О. Точечная группа симметрии – группа преобразований, оставля-
ющих неподвижной по крайней мере одну точку объекта. Точечные пре-
образования – преобразования, имеющие неподвижную точку (повороты
и отражения, а также некоторые их суперпозиции).

O. Пространственная группа симметрии – группа всех преобразова-
ний кристалла (включает наряду с точечными преобразованиями транс-
ляции и их суперпозиции).
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Легко проверить, что все точечные преобразования исчерпываются
следующим набором:

• Cn – поворот вокруг оси на угол 2π/n (иногда для поворота на
произвольный угол используют обозначение C∞, но в кристаллах
таких поворотов нет из-за трансляционной инвариантности, см. да-
лее).

• σv – плоскость отражения, содержащая ось вращения (рис. 4.1, та-
кую плоскость называют “вертикальной”)

• σh – плоскость отражения, перпендикулярная оси вращения (рис. 4.1,
такую плоскость называют “горизонтальной”)

• Sn = σhCn = Cnσh – зеркальный поворот (композиция поворота и
отражения в плоскости, перпендикулярной оси)

• i = S2 – пространственная инверсия

• e – тождественное преобразование

Рис. 4.1: Взаимное расположение плоскости отражения и оси вращения.

Наличие трансляций приводит к дополнительным элементам

• taCa(α) – винтовое вращение (композиция поворота и трансляции,
рис. 4.2)

• taσa – скользящее отражение (композиция трансляции и отражения
в плоскости, содержащей вектор трансляции, рис. 4.3)
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Рис. 4.2: Винтовое вращениe.

Рис. 4.3: Скользящее отражение.

Отметим, что группа точечных преобразований изоморфна (О. Изо-
морфизм – взаимно однозначное соответствие) группе матриц R̂(g) раз-
мерности 3× 3 [ср. с (4.1)]:

r′ = gr = R̂(g)r. (4.2)

Естественно, матрицы R̂ – ортогональные. Элемент пространственной
группы

r′ = a+ R̂(g)r (4.3)

– суперпозиция трансляции на вектор a и точечного преобразования.
Можно доказать, что с трансляциями совместимы лишь повороты Cn

с n = 1, 2, 3, 4 и 6. Анализ показывает, что есть всего 7 точечных групп,
которые могут быть группами симметрии решетки Браве, т.е. где для
∀g ∈ G: 

ga1 = n1a1 + n2a2 + n3a3,

ga2 = m1a1 +m2a2 +m3a3,

ga3 = l1a1 + l2a2 + l3a3,

(4.4)

где ni,mi, li ∈ Z (i = 1, 2, 3). Эти группы (ср. с таб. 1.1): S2 (триклинная),
C2h (моноклинная), D2h (ромбическая), D3d (тригональная) D4h (тетра-
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гональная), D6h (гексагональная), Oh (кубическая) – 7 кристаллических
систем. Всего точечных групп, совместимых с трансляциями – 32 (O.
Точечные группы симметрии, совместимые с трансляциями, – кристал-
лографические точечные группы).

Элемент пространственной группы кристалла

g = tatαα = ta+τ (α)α = {α|a+ τ (α)} , (4.5)

где α – точечный элемент симметрии, a – тривиальная трансляция (на
базисный вектор или их суперпозицию), τ (α) – нетривиальная трансля-
ция (не на базисный вектор). Всего имеется 230 пространственных групп
(федоровских), из них 70 – симморфных, т.е. тех, где τ (α) ≡ 0 для всех
точечных преобразований α. Имеются таблицы точечных и простран-
ственных групп [5, 6, 7].

4.2 Теория представлений групп
В физике конденсированных сред нас интересуют, как правило, не сами
преобразования, а то, как при пространственных преобразованиях меня-
ются наблюдаемые и функции координат, например, волновые функции
электронов, смещения атомов, электрические и магнитные поля и т.п.
Преобразования функций удобно описывать на языке теории представ-
лений групп, с основными понятиями этой теории мы познакомимся на
данной лекции. Аппарат теории представлений групп исчерпывающе из-
ложен в книге Г.Л. Бира и Г.Е. Пикуса [1].

При выполнении операции симметрии g ∈ G согласно (4.1) меняют-
ся координаты, а значит меняются и функции координат. Удобно ввести
следующее определение преобразования функций. При преобразовании
симметрии g ∈ G функция ψ(r) переходит в функцию Dgψ(r), опреде-
ленную как

Dgψ(r) = ψ(g−1r). (4.6)
Обратим внимание на то, что в формуле (4.6) стоит оператор, обратный
к g. Это связано с тем, что мы хотим сохранить правило умножения: для
двух операций симметрии g1, g2 ∈ G

Dg2Dg1 = Dg2g1 . (4.7)

Действительно,

Dg2Dg1ψ(r) = Dg2 [Dg1ψ(r)] = Dg2ψ(g−1
1 r) = ψ

[
g−1

1 (g−1
2 r)

]
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= ψ[(g2g1)−1r] = Dg2g1ψ(r).

Рассмотрим теперь полный ортонормированный набор функций ψi(r)
(например, базис решений уравнений Шредингера для электрона в кри-
сталле): ∫

ψ∗i′(r)ψi(r)dr = δii′ . (4.8)

Функции ψi могут, вообще говоря, относится как к дискретному, так и к
непрерывному спектру. Для удобства мы считаем, что наложены гранич-
ные условия Борна-Кармана, и нормировку проводим в ящике объема V
(см. лекцию 2). Благодаря полноте набора любую функцию Ψ(r) (с из-
вестными из математической физики оговорками) можно представить в
виде

Ψ(r) =
∑
i

Ciψi(r), (4.9)

где Ci – коэффициенты разложения, Ci =
∫
ψ∗i (r)Ψ(r)dr. Выполним пре-

образование симметрии g, т.е. подействуем на функцию из базисного на-
бора ψi(r) оператором Dg. Мы получим некоторую функцию Dgψ(r),
которую по свойству полноты базиса, можно разложить по исходным:

Dgψi(r) =
∑
j

Dji(g)ψj(r). (4.10)

Здесь Dji(g) – коэффициенты разложения (“обратный” порядок индексов
удобен), из этих коэффициентов можно составить матрицу D̂(g). Легко
проверить, что матрицы D̂(g) удовлетворяют условиям

• унитарности
D̂†(g)D̂(g) = 1̂, (4.11a)

где 1̂ единичная матрица соответствующей размерности, и

• мультипликативности

D̂(g2g1) = D̂(g2)D̂(g1). (4.11b)

Именно при таком порядке следования индексов в (4.10) формула (4.11b)
оказывается выполненной. Таким образом, преобразования координат
порождают преобразования функций, которые описываются унитарны-
ми матрицами. Эти матрицы образуют группу.
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O. Пусть каждому элементу g ∈ G сопоставлена матрица размерно-
сти n × n D̂(g), удовлетворяющая свойствам (4.11). Совокупность всех
матриц D̂(g1), D̂(g2), . . . называется представлением группы G размер-
ности n. Это представление обозначается D .

O. Пусть дано представление D размерности n группы G. Пусть n
функций Φi(r), i = 1, . . . , n таковы, что

∀g ∈ G DgΦi(r) =
∑
j

Dji(g)Φj(r).

Говорят, что функции Φi(r) преобразуются по представлению D и об-
разуют его базис.

Тривиальный пример: сопоставим каждому элементу группы единич-
ную матрицу n× n.

О. Тождественное представление: каждому элементу группы сопо-
ставлена единичная матрица размерности 1.

Менее тривиальный пример: рассмотрим три функции Φ1(r) = x,
Φ2(r) = y, Φ3(r) = z. Эти функции порождают представление D то-
чечной группы симметрии кристалла с матрицами 3 × 3 R̂(g) , которые
осуществляют ортогональные преобразования (4.2).

4.3 Простейшие свойства представлений групп
Несложно убедиться в справедливости следующих свойств:

1. Поскольку для единичного элемента ge = eg = g, то

D̂(e) = 1̂

(единичная матрица соответствующей размерности).

2. Так как g−1g = gg−1 = e, то

D̂(g−1) = D̂−1(g) = D̂†(g).

3. Пусть Ŝ – унитарная матрица размерности n×n. Тогда набор мат-
риц

D̂′(g) = Ŝ−1D̂(g)Ŝ (4.12)

также является некоторым представлением D ′ группы G.
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O. Представления D ′ и D , связанные унитарным преобразованием (4.12),
называют эквивалентными.

Эквивалентные представления порождают эквивалентные базисы: ис-
ходный базис Φi(r) и

Φ′j(r) =
∑
i

SijΦi(r), (4.13)

где Sij элементы унитарной матрицы Ŝ. Формулу (4.13) можно обратить

Φi(r) =
∑
j

S−1
ji Φ′j(r). (4.14)

Убедимся, что функции Φ′j(r) преобразуются друг через друга:

DgΦ
′
j =

∑
l

SljDgΦl =
∑
ll′

SljDl′l(g)Φl′ =
∑
j′ll′

SliDl′l(g)S−1
j′l′Φ

′
j′

=
∑
j′ll′

[
S−1
j′l′Dl′l(g)Sli

]
Φ′j′ =

∑
j′

Ŝ−1D̂ŜΦ′j′ .

Например, для группы вращений можно использовать базисы (x, y, z)
и циклический базис (x+ iy, x− iy, z) (нормировочные множители опус-
каем).



Лекция 5

Теория неприводимых
представлений групп и ее
применения

Продолжим изучение теории симметрии. Цель этой лекции – дать ос-
новные понятия и продемонстрировать применения теории представле-
ний групп, метода, который активно используется для анализа физиче-
ских эффектов в конденсированных средах и не только. Напомним, что
представлением D размерности n группы G называется набор матриц
n × n, D̂(g), сопоставленных каждому элементу g ∈ G, которые удовле-
творяют свойствам унитарности D̂†(g)D̂(g) = 1̂ и мультипликативности
D̂(g2g1) = D̂(g2)D̂(g1). Функции Φi(r) (i = 1, . . . , n), преобразующиеся
друг через друга согласно DgΦi(r) =

∑
j Dji(g)Φj(r), образуют базис

представления D . Материал этой лекции соответствует двум занятиям.

5.1 Неприводимые представления
Перейдем теперь к ключевому понятию теории представлений групп –
понятию приводимости/неприводимости представления.

O. Квазидиагональная (или блочно-диагональная) матрица имеет вид

D̂ =

(
D̂1 0̂

0̂ D̂2

)
,

где 0̂ – нулевая матрица. Говорят, что матрица D̂ составлена из субмат-

49



Теория неприводимых представлений групп и ее применения 50

риц D̂1 и D̂2. Очевидно, что свойство квазидиагональности сохраняется
при перемножении матриц (естественно, если их блоки одинаковых раз-
меров).

O. Представление D размерности n называют приводимым, если су-
ществует такая унитарная матрица Ŝ размерности n× n, что

∀g ∈ G D̂′(g) = Ŝ−1D̂(g)Ŝ =

(
D̂(1)(g) 0̂

0̂ D̂(2)(g)

)
(5.1)

с одним и тем же размером блоков. Иными словами, представление при-
водимо, если каким-либо унитарным преобразованием можно его приве-
сти к эквивалентному, состоящему из квазидиагональных матриц. Важ-
но отметить, что размер субматриц фиксирован: все матрицы D̂(1)(g)
имеют размерность l× l, 1 6 l < n, а все матрицы D̂(2)(g) имеют размер-
ность (n− l)× (n− l). Нулевые матрицы в (5.1) прямоугольные, размер-
ности l × (n− l) и (n− l)× l, соответственно.

Ясно, что матрицы D̂(1)(g) и матрицы D̂(2)(g) осуществляют некото-
рые представления D (1) и D (2) группы G. Используется обозначение:

D = D (1) ⊕D (2).

Иногда вместо знака прямой суммы ⊕ пишут знак суммы +.
O. Если никаким унитарным преобразованием матрицы D̂(g) пред-

ставления D нельзя привести к блочно-диагональному виду, то представ-
ление D называют неприводимым.

Разложение представления на неприводимые аналогично блочной диа-
гонализации гамильтониана в квантовой механике. Уясним смысл непри-
водимости и приводимости представлений на языке базисных функций.

Пусть все матрицы представления D = D (1) ⊕ D (2) приведены к
блочно-диагональному виду (5.1), как и выше матрицы D̂(1)(g) имеют
размерность l × l, 1 6 l < n, а все матрицы D̂(2)(g) имеют размерность
k×k, где k = n−l. Пусть базис представления D осуществляется функци-
ями Φ1(r),Φ2(r), . . . ,Φn(r). Тогда набор из первых l базисных функций

Φ1(r),Φ2(r), . . . ,Φl(r)

преобразуются только друг через друга, а набор оставшихся n− l базис-
ных функций

Φl+1(r),Φl+2(r), . . . ,Φn(r)
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только друг через друга.
Таким образом, если представление приводимо, то из его базисных

функций можно собрать такие линейные комбинации, которые разобьют-
ся на независимые наборы: функции внутри каждого набора при опе-
рациях симметрии будут преобразовываться сами через себя, а наборы
смешиваться друг с другом не будут.

Можно сказать, что неприводимые представления являются простей-
шими носителями симметрийных свойств группы.

Естественно, множество неприводимых представлений группы разби-
вается на подмножества эквивалентных неприводимых представлений.
Имеет место теорема: в конечных группах (в частности, в кристалло-
графических точечных группах) число неэквивалентных неприводимых
представлений конечно.1 Есть таблицы неприводимых представлений, в
частности, таблицы Костера (George F. Koster, Robert G. Wheeler, John
O. Dimmock, and Hermann Statz, Properties of the thirty-two point groups,
MIT Press (1963)) [5], они доступны в электронном виде
https://www.snokelab.com/symmetry-tables

5.2 Примеры
O. Группа называется абелевой, если все ее элементы коммутируют.

Теорема. Все неприводимые представления абелевой группы одно-
мерные. Докажем это от противного, а именно, допустим, что есть
неприводимое представление размерности 2. Однако, среди матриц 2× 2
есть некоммутирующие, например, матрицы Паули σx и σy. Такие мат-
рицы не могут осуществлять представления абелевой группы. Матрицы
2 × 2, которые коммутируют друг с другом, это единичная матрица, и
матрица Паули σz, но они блочно-диагональные. Аналогичное рассуж-
дение верно для любых матриц размерности больше 1.

5.2.1 Точечная группа S2

В качестве простейшего примера кристаллографической точечной груп-
пы рассмотрим группу S2 (иногда обозначается Ci), которая содержит

1Оно равно число классов сопряженных элементов, т.е. наборов элементов вида
hgh−1, h ∈ G.

https://www.snokelab.com/symmetry-tables
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лишь два элемента: тождественное преобразование e и пространствен-
ную инверсию i. Ясно, что эта группа абелева, поэтому все ее представ-
ления одномерные. Для того, чтобы понять, как преобразуется любая
функция координат f(r), достаточно разобраться с тем, как преобразу-
ются координаты x, y, z и их всевозможные комбинации. Ясно, что при
тождественном преобразовании координаты переходят сами в себя, а при
инверсии меняют знак. Поэтому любая четная функция координат яв-
ляется инвариантной, т.е. преобразуется по тождественному представле-
нию A+ (или Γ+

1 в обозначениях [5]). Если функция нечетная, то при
инверсии она меняет знак, такая функция преобразуется по представле-
нию A− (Γ−1 ). Оба представления одномерные.

Матрицы представления A+: D(e) = 1, D(i) = 1.
Матрицы представления A−: D(e) = 1, D(i) = −1.
Для произвольной функции f(r) можно ввести две функции f+(r) =

f(r) + f(−r) и f−(r) = f(r) − f(−r). Первая из них преобразуется по
представлению A+, а вторая – по A−.

Этим исчерпываются все неприводимые представления группы S2.2
В частности, компоненты вектора (полярного или истинного вектора)

преобразуются по A−, например, координаты r = (x, y, z), электрическое
поле E = (Ex, Ey, Ez) или плотность электрического тока j = (jx, jy, jz).
Компоненты псевдовекторов (аксиальных векторов), например, магнит-
ного поля B ∝ [r × j] преобразуются по A+.

5.2.2 Точечная группа Cs

Еще одна простая точечная группа Cs (она же C1h) – нецентросимметрич-
ная (отсутствует операция пространственной инверсии). В этой группе
есть тождественное преобразование e (иногда говорят ось C1) и плос-
кость отражения σ. Эта группа также абелева, ее представления одно-
мерные. Введем систему координат с осями x, y, лежащими в плоскости
σ, и осью z – нормалью к плоскости. При всех преобразованиях симмет-
рии группы Cs координаты x и y инварианты, а координата z меняет
знак при отражении (и не меняет знак при тождественном преобразова-
нии). Ясно, что есть лишь два неприводимых представления A ′ (Γ1) –
тождественное, и A ′′ (Γ2).

2Мы исключаем из рассмотрения преобразования спиноров, теория соответствую-
щих спинорных представлений выходит за рамки нашего вводного курса.
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Матрицы представления A ′: D(e) = 1, D(σ) = 1. Примеры базисных
функций: x или y или xy или z2 или Bz (z-компонента псевдовектора).

Матрицы представления A ′′: D(e) = 1, D(σ) = −1. Примеры базис-
ных функций: z или yz или xz или Bx или By (компоненты псевдовектора
в плоскости).

5.2.3 Группа вращений трехмерного пространства K

Эта группа также обозначается как SO(3) (специальная ортогональная
группа размерности 3). Повороты вокруг различных осей, вообще говоря,
не коммутируют, поэтому группа вращений неабелева.

Из квантовой механики известно, что при всех поворотах трехмерного
пространства состояния с заданным угловым моментом l преобразуются
друг через друга (закон сохранения углового момента, разные значения
l не смешиваются). Поэтому все неприводимые представления группы
K можно пронумерновать угловым моментом базисных функций: Dl,
l = 0, 1, 2, . . .. Соответственно, при заданном угловом моменте l функ-
ции Ylm(ϑ, ϕ) – сферические гармоники – образуют базис неприводимого
представления Dl. Размерность представления составляет 2l + 1.

Например, тождественное представление D0, его базисная функция
x2+y2+z2. Трехмерное представление D1, базисные функции x, y, z (или
сферические гармоники Y1,m, m = −1, 0, 1); оно осуществляется матри-
цами поворотов 3× 3.

Физическое пространство, с которым мы имеем дело, обладает цен-
тром пространственной инверсии.3 Соответствующая точечная группа
– Kh. Наличие инверсии приводит к тому, что любой элемент группы
K [поворот, Cl(α)] входит в группу Kh либо сам по себе, либо вместе с
инверсией iCl(α). Повороты и инверсия коммутируют, поэтому допол-
нительно к тому, как функция ведет себя по отношению к поворотам,
достаточно проанализировать, как соответствующая функция ведет се-
бя при инверсии.

Таким образом, неприводимые представления группы Kh исчерпыва-
ются набором D (±)

l : базисные функции представления D (+)
l ведут себя

3Оговоримся: из релятивистской теории известно, что инверсионная симметрия
нашего реального мира нарушена, но нам такие эффекты, связанные, в частности,
со слабым взаимодействием не важны, поскольку в кристаллах есть другие эффекты
понижения симметрии, значительно более существенные.
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как Ylm, но четные при инверсии, а базисные функции представления
D (−)
l ведут себя как Ylm, но нечетные при инверсии.
Примеры неприводимых представлений.
Представление D (+)

0 – скаляр, пример базисной функции x2 + y2 + z2.
Представление D (−)

0 – псевдоскаляр, пример базисной функции (E·B)
(скалярное произведение вектора и псевдовектора).

Представление D (+)
1 – компоненты псевдовектора.

Представление D (−)
1 – компоненты вектора.

5.2.4 Группа трансляций в одном измерении T1

Рассмотрим группу трансляций вдоль оси z. Пусть a – базисный вектор
трансляций, элементы группы трансляций tna ∈ T1, n ∈ Z.

Легко убедиться, что группа трансляций абелева, так как

tnatma = t(n+m)a = tmatna.

Свойство коммутативности сохраняется для трансляций в пространстве
любой размерности.

В результате мы получаем, что при трансляции базисная функция
неприводимого представления преобразуется как

taψ(r) = ψ(r − a) = e−iφψ(r), (5.2)

поскольку матрица 1× 1 может быть представлена в виде комплексного
числа, равного по модулю единице. Фазу φ записывают в виде

φ = ka,

где k – некоторый вектор (почему так удобно будет ясно из дальней-
шего). Различным фазам, т.е. различным значениям ka, соответствуют
различные представления группы трансляций.

5.3 Применения теории групп в квантовой
механике

Одним из основных применений теории групп является определение сим-
метрийных ограничений, накладываемых на квантовомеханическое вы-
рождение состояний, а также правил отбора, т.е., определение ненулевых
матричных элементов операторов.
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Эти применения основаны на следующей теореме.
Теорема Вигнера. Пусть функция ψ(r) есть решение стационарного

уравнения Шредингера
Hψ(r) = Eψ(r), (5.3)

с энергией E. Функция Dgψ(r) = ψ(g−1r) также есть решение уравнения
Шредингера (5.3) с той же энергией E, где g – элемент группы симметрии
G системы, описываемой гамильтонианом H.

Доказательство. Для начала отметим, что инвариантность системы
относительно преобразований группы G можно записать как требование
коммутации гамильтониана с оператором преобразования Dg (для любо-
го g ∈ G):

DgH−HDg = [Dg,H] = 0, (5.4)

или как требование инвариантности самого гамильтониана

DgHD−1
g = H. (5.5)

Очевидно, что выражения (5.4) и (5.5) эквивалентны.
Подействуем на уравнение Шредингера (5.3) оператором Dg:

EDgψ = DgHψ = DgHD−1
g Dgψ = HDgψ,

что и требовалось доказать.
Имеется очевидное обобщение этой теоремы. Система собственных

функций гамильтониана H, соответствующих одному и тому же зна-
чению энергии E, образуют базис некоторого представления D группы
симметрии системы. Базисные функции неприводимых представлений
можно выбрать так, чтобы они были базисными функциями гамильто-
ниана, причем базису каждого неприводимого представления заведомо
соответствует одна и та же энергия.

Таким образом, зная размерности представлений группы, можно уста-
новить кратности вырождения состояний (с точностью до возможности
“случайного” вырождения).

Пользуясь теоремой Вигнера докажем теорему Блоха, которая гла-
сит следующее: собственные функции уравнения Шредингера для ча-
стицы (электрона) в периодическом потенциале V (r) = V (r + ai), ai –
базисные векторы трансляций, i = 1, 2, 3, с гамильтонианом

H = − ~2

2m0

∆ + V (r), (5.6)
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(m0 – масса свободного электрона) могут быть записаны в виде (функция
Блоха)

ψk(r) = eik·ruk(r), (5.7)

где uk(r) = uk(r+ai) – периодическая амплитуда Блоха.4 Нормировоч-
ная константа опущена.

Доказательство. Выберем базисные функции для уравнения (5.6)
так, чтобы они были одновременно базисными функциями неприводи-
мых представлений группы трансляций. Выполним трансляцию на век-
тор (1.2)

a ≡ an1,n2,n3 = n1a1 + n2a2 + n3a3,

Формула (5.2) имеет место и в этом случае. Поэтому

ψ(r − a) = e−ikaψ(r) ⇒ ψ(r) = eikrψ(r − a)e−ik(r−a)

⇒ ψ(r) = eikruk(r),

где uk(r) = ψ(r − a)e−ik(r−a) = ψ(r)e−ikr – периодическая функция с
периодом решетки (a – произвольный вектор трансляции!), что и требо-
валось доказать.

О. Вектор k называют квазиволновым вектором.
Отметим, что добавление к k любого вектора обратной решетки

bm1,m2,m3 = m1b1 +m2b2 +m3b3,

где b1 = 2π[a2 × a3]/(a1[a2 × a3]), . . . , см. формулы (3.14) и (3.15), не
приводит к изменению фазового множителя в экспоненте exp (−ika).
Это означает, что выбор квазиволнового вектора не однозначен. Поэто-
му необходимо ограничить область k-пространства (или обратного про-
странства), из которой выбирают соответствующие векторы k. Такие об-
ласти можно выбирать по-разному, их называют зоны Бриллюэна. Часто
рассмотрение ограничивают первой зоной Бриллюэна, содержащей все
неэквивалентные k минимальной длины.

4Такой вид уравнения Шредингера для электрона в кристалле будет обоснован на
следующих лекциях.
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5.3.1 Правила отбора

Для того, чтобы проанализировать правила отбора необходимо устано-
вить как преобразуются подынтегральные выражения в матричных эле-
ментах

∫
drψ∗j (r)Vψi(r), где ψi,j(r) – волновые функции, а V – оператор

возмущения.
Рассмотрим два набора базисных функций {ψi} и {ψ′j}, преобразую-

щихся по неприводимым представлениям D1 и D2, соответственно. Вве-
дем набор функций

Φij(r) = ψi(r)ψ′j(r). (5.8)

Установим правила преобразований этих функций при операциях сим-
метрии:

∀g ∈ G DgΦij(r) = ψi(g
−1r)ψ′j(g

−1r) =
∑
i′j′

D(1)
i′i ψi′(r)D(2)

j′jψ
′
j′(r)

=
∑
i′j′

D(1)
i′i D

(2)
j′jΦi′j′(r). (5.9)

Таким образом, функции Φij преобразуются по представлению D12 (раз-
мерность представления равна n1n2, где n1, n2 размерности исходных
представлений), осуществляемому прямым (кронекеровским) произведе-
нием матриц представлений D1 и D2. Записывают

D12 = D1 ⊗D2. (5.10)

Представление D12, вообще говоря, приводимо, оно может быть раз-
ложено по неприводимым представлениям группы G:

D12 = Di1 ⊕Di2 ⊕Di3 ⊕ . . .

Из произведений волновых функций Φij можно составить комбинации,
являющиеся базисами для неприводимы представлений, входящих в эту
сумму.

Рассмотрим в качестве примера группу вращений K. Из квантовой
механики известно, что произведения Ylm(ϑ, ϕ)Yl′m′(ϑ, ϕ) могут быть пред-
ставлены в виде линейных комбинаций Yjj′(ϑ, ϕ) с некоторыми (таблич-
ными) коэффициентами. Соответственно,

Dl ⊗Dl′ =
∑
j

Dj, |l − l′| 6 j 6 |l + l′|.
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В частности, из произведений компонент двух векторов V и U можно со-
ставить инвариант (D0), V ·U , (псевдо)вектор (D1), [V ×U ], и компонен-
ты симметричного тензора второго ранга (D2): UxVy +UyVx, UxVz +UzVx,
UyVz + UzVx, UxVx − UyVy, UxVx + UyVy − 2UzVz.

Соответствующие таблицы умножения представлений есть для всех
кристаллографических точечных групп [5].

Сформулируем теорему Бернсайда и ее следствия, которые под-
водят математическую основу под симметрийный анализ правил отбора.
Рассматривается конечная группаG порядка h. Пусть Dµ (µ = 1, 2, . . . , N)
– все неэквивалентные неприводимые представления, D̂µ – матрицы непри-
водимых представлений. Пусть nµ – размерность Dµ. Тогда

1.
N∑
µ=1

n2
µ = h,

2. Отношение h/nµ – целое.
Отметим, что утверждения 1 и 2 зачастую позволяют определить
размерности неприводимых представлений.

3. Соотношение ортогональности∑
g∈G

Dµij(g)Dν∗lk (g) =
h

nµ
δµνδilδjk. (5.11)

4. Пусть тождественное неприводимое представление – A1 (всего его
матрицы равны 1). Тогда∑

g∈G

Dµij(g) = hδµ,A1 . (5.12)

5. Пусть Φµ
i (r) – базисная функция неприводимого представления Dµ.

Тогда, из соотношения (5.12) очевидно, что∑
g∈G

DgΦµ
i (r) =

∑
j

∑
g∈G

Dµji(g)Φµ
j (r) = hδµ,A1Φ

A1(r). (5.13)

Иными словами, сумма всех образов функции Φµ
i не обращается в

нуль, только если эта функция – инвариант.
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6. Интеграл ∫
Φµ
i (r)dr (5.14)

может быть отличен от нуля тогда и только тогда, когда µ = A1, т.е.
когда функция Φµ

i – инвариант, иначе автоматически
∫

Φµ
i (r)dr =

0. Действительно, в (5.14) можно выполнить замену переменных
r → g−1r, интеграл при этом не изменится, а функция Φµ

i (r) пе-
рейдет в DgΦ

µ
i (r). Тогда∫

Φµ
i (r)dr =

1

h

∑
g∈G

∫
drDgΦ

µ
i (r) ∝ δµ,A1 .

7. Если функции Φi образуют базис (вообще говоря, приводимого)
представления D , причем

D =
∑
µ

cµD
µ = cA1A1 + . . . ,

где Dµ – неприводимые представления, cµ – коэффициенты (учи-
тывающие то, что в разложении могут встречаться эквивалентные
представления несколько раз). Тогда интегралы

Mi =

∫
Φi(r)dr (5.15)

могут быть отличны от нуля тогда и только тогда, когда cA1 6=
0, т.е. когда среди разложения представления D на неприводимые
есть тождественные. Если же среди разложения на неприводимые
представления тождественное отсутствует, то Mi ≡ 0.

Приведенные выше положения позволяют понять, нуль или не нуль
интеграл от некоторой (базисной) функции по всему пространству. Это
позволяет получить правила отбора для матричных элементов, которые
записываются в виде

V l
fi =

∫
ψ∗f (r)V̂lφi(r)dr, (5.16)

где функции φi, ψf (точнее говоря, ψ∗f ) и операторы V̂l образуют базисы
представлений Dφ, Dψ и DV группы симметрии системы G. Подынте-
гральное выражение представляет собой некоторую функцию, являю-
щуюся базисной для представления

D (me) = Dφ ⊗Dψ ⊗DV .
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Из сказанного выше (см. п. 7) следует, что среди матричных элемен-
тов (5.16) есть ненулевые тогда и только тогда, когда в разложении
D (me) на неприводимые содержится тождественное представление. Чис-
ло “независимых” ненулевых матричных элементов определяется числом
тождественных представлений в соответствующем разложении.

5.3.2 Примеры

Одной из ключевых задач теории конденсированных сред является опре-
деление правил отбора при оптических переходах. Из квантовой механи-
ки известно, что оператор возмущения под действием переменного элек-
тромагнитного поля (в электрическом дипольном приближении) имеет
вид5

V̂ = − e

m0c
A · p, (5.17)

где e – заряд электрона, m0 – масса свободного электрона, c – скорость
света в вакууме, A – векторный потенциал электромагнитного поля,
p = −i~∂/∂r – оператор импульса. Таким образом, необходимо понять
правила отбора для матричных элементов оператора импульса p (A –
внешнее поле, его направление задается условиями эксперимента).

Свободное пространство, группа Kh

Компоненты вектора p преобразуются по D (−)
1 . Пусть базисные функ-

ции начального состояния преобразуются согласно представлению D (si)
li

,
а конечного по представлению D

(sf )

lf
(si,f = ± – четность). Так как при

перемножении функций четности перемножаются, то имеем правило от-
бора по четности: si и sf должны быть разного знака. Далее, разложим
произведение Dli ⊗ Dlf на неприводимые. В прямую сумму войдут Dl

с |li − lf | 6 l 6 |li + lf |. Для того, чтобы прямая сумма содержала D1

(или, что эквивалентно, прямое произведение Dlf ⊗ D1 ⊗ Dli содержало
тождественное представление) необходимо и достаточно, чтобы

|lf − li| = 1.

Это правило отбора следует из закона сохранения углового момента, оно
было получено (несколько иным образом) на квантовой механике.

5Применение данного оператора для конденсированных сред будет обсуждаться
далее на лекциях, посвященных зонной структуре кристаллов.
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Точечная группа Cs
Таблица умножения представлений этой группы

A ′ ⊗A ′ = A ′, A ′′ ⊗A ′′ = A ′, A ′ ⊗A ′′ = A ′′.

Пусть σ ‖ (xy). Тогда компоненты px, py преобразуются по A ′ (тожде-
ственное представление), компонента pz по A ′′. Оптические переходы в
дипольном приближении разрешены в поляризации A ‖ z между функ-
циями, преобразующимися по неэквивалентным представлениям A ′ и
A ′′. В поляризации в плоскости, A ‖ (xy), переходы разрешены тогда и
только тогда, когда начальное и конечное состояния преобразуются по
эквивалентным представлениям (либо оба по A ′, либо оба по A ′′).

5.4 Анализ функций отклика
Важной задачей в теории конденсированных сред является определение
отклика среды на внешнее возмущение, например, в расчете плотности
электрического тока j, наведенного внешним электрическим полем E,
или намагниченностиM , обусловленной магнитным полем B и т.п. Тео-
рия симметрии позволяет установить в общем виде связь между внешним
воздействием и откликом, не прибегая к микроскопическому расчету. В
частности, в задаче об электропроводности исследуется связь между E
и j в виде

jα = σαβEβ, (α, β = x, y, z). (5.18)

Теория симметрии дает ответ на вопрос какие именно компоненты тен-
зора проводимости σαβ не равны нулю (точнее говоря, какие есть неза-
висимые компоненты σαβ).6

Постановка задачи в общем виде: нас интересует связь между тензо-
рами Ai (отклик) и Bj (воздействие). Индексы i и j могут быть мультиин-
дексами (например, может интересовать связь между тензором второго
ранга – тензором деформаций и вектором электрического поля). Связь
осуществляется материальным тензором Λij согласно

Ai = ΛijBj. (5.19)

Подчеркнем, что тензор Λij определяется свойствами среды.
6Если к системе не приложено магнитное поле, то σαβ = σβα, доказательство этого

факта будет дано в следующем семестре.
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Правило определения ненулевых компонент тензора Λij заключается
в том, что линейно связанными могут быть лишь величины, преобразу-
ющиеся по эквивалентным представлениям точечной группы системы.
Удобно действовать так:

1. Разложить представления DA и DB по которым преобразуются ве-
личины Ai и Bj на неприводимые:

DA = D1 ⊕D2 ⊕D3 ⊕ . . . , (5.20a)
DB = D1 ⊕D2 ⊕D4 ⊕ . . . , (5.20b)

2. найти эквивалентные (в данном случае D1 и D2),

3. составить соответствующие базисные комбинации из величин Ai и
Bj, которые формируют базисы, например,

D1 : A′1 и B′1; D2 : (A′′1, A
′′
2) и (B′′1 , B

′′
2 ),

4. записать линейные связи в виде

A′1 = Λ′B′1; A′′1 = Λ′′B′′1 , A
′′
2 = Λ′′B′′2 .

Пример. Проводимость в точечной группе Kh. Компоненты тока и
электрического поля преобразуются по представлениям D (−)

1 , одна кон-
станта.

Пример. Проводимость в точечной группе S2. Компоненты тока и
электрического поля преобразуются по представлениям A−, A−, A−: три
константы для каждой декартовой компоненты тока. Отметим, что по-
скольку σαβ = σβα, то можно выбрать такой базис, где тензор проводи-
мостей диагонален, т.е. по существу независимых компонент 3. Однако,
такая система осей, где тензор σαβ диагонален, может меняться, напри-
мер, при изменении температуры).

Пример. Вывод уравнений Максвелла. E преобразуется по D (−)
1 , B –

по D (+)
1 , ∇ = ∂/∂r – по D (−)

1 . Еще одна важная симметрия – по отноше-
нию к инверсии времени, t → −t (электрическое поле четно, магнитное
меняет знак).7 Поэтому (без зарядов и токов)

∂E

∂t
= C1∇×B,

∂B

∂t
= C2∇×E.

7С теми же оговорками, что и наличие пространственной инверсии в свободном
пространстве.
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Плоские волны есть решения, поэтому C1C2 = −c2, где c – скорость света
в вакууме. Выбором единиц измерения C1 = −c, c2 = c. При наличии
зарядов (ρ плотность заряда, D (+)

0 , четная к инверсии времени) и токов
(j, D (−)

1 и нечетный к инверсии времени) получаем

(∇ ·E) = 4πρ, [∇×B] =
1

c

∂E

∂t
+

4π

c
j.



Часть III

Колебания кристаллических
решеток
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Лекция 6

Колебания кристаллических
решеток

Итак, мы закончили важную часть курса, связанную с исследованием
симметрии кристаллов и применением теории групп. Сейчас наша цель
– физические эффекты. Перейдем поэтому к описанию энергетического
спектра кристаллов. Начнем со степеней свободы, связанных с движе-
нием ядер кристаллической решетки. На этой и нескольких следующих
лекциях речь пойдет о колебаниях кристаллических решеток.

6.1 Постановка задачи
До сих пор мы рассматривали кристалл в основном состоянии при ну-
левой температуре, когда ядра занимали свои равновесные положения
строго в узлах кристаллической решетки. Ясно, что самое интересное –
отклонения от состояния равновесия. Например, при конечной темпера-
туре атомы обладают конечной кинетической энергией, отклоняются от
равновесных положений, возникают силы, стремящиеся их вернуть об-
ратно. Тем самым возникают колебания кристаллической решетки. На-
ша цель – исследовать эти колебания, на квантовом языке – фононы.

Как известно из курсов механики (как классической, так и кванто-
вой), сначала необходимо найти нормальные моды колебаний решетки,
исходя из классических уравнений движения атомов, а затем уже их про-
квантовать. Так будет проще и естественнее, чем решать квантовомеха-
ническую задачу с самого начала. Результат последовательного кванто-
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вомеханического расчета оказывается тем же.
Математическая теория колебаний кристаллических решеток подроб-

но изложена в книге Макса Борна и Хуан Кунь “Динамическая теория
кристаллических решеток” [8].

Итак, рассмотрим кристалл с базисом: пусть в элементарной ячейке
содержится s атомов, M1,M2, . . . ,Ms – их массы. Электроны, конечно,
важны для корректного описания взаимодействия между ядрами (и это
– предмет отдельного рассмотрения), но существенного вклада в массу
они не дают.

Рис. 6.1: Иллюстрация обозначений, используемых для определения по-
ложения атомов, формула (6.1).

Индексом h = 1, . . . , s будем нумеровать ядра. Положение ядра h
описывается радиус-вектором

Rh
n1n2n3

= n1a1 +n2a2 +n3a3 +Rh = an1,n2,n3 +Rh, n1, n2, n3 ∈ Z, (6.1)

где an1,n2,n3 = n1a1 + n2a2 + n3a3 – вектор тривиальной трансляции,
задающей положение элементарной ячейки в пространстве, ср. с (1.2),
Rh – положение атома внутри ячейки, см. рис. 6.1. Для сокращения
записи введем векторный индекс

n = (n1, n2, n3),

нумерующий элементарные ячейки, и будем писать Rh
n.

Пусть Rh,(0)
n – равновесное положение соответствующего атома. Вве-

дем вектор
uhn = Rh

n −Rh,(0)
n , (6.2)

описывающий смещение атома из положения равновесия. Наша задача
состоит в том, чтобы сначала получить уравнения движения на uhn (ди-
намические уравнения), а затем их решить.
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6.2 Вывод динамических уравнений
Будем следовать общим методам, развитым в курсах механики. Введем
потенциальную энергию Φ({uhn}) как функцию смещений всех атомов.
Определение вида функции Φ требует микроскопических расчетов, при-
нимающих во внимание и электроны, так как смещение ядра влечет за
собой изменение кулоновской энергии электронов, электроны подстраи-
ваются под “новые” положения ядер, при этом меняется их энергия. Речь
о выводе уравнений на Φ({uhn}) пойдет на дальнейших лекциях. Сейчас
мы воспользуемся теми свойствами функции Φ({uhn}), которые можно
получить из общий соображений.

Считаем, что смещения атомов малы

|uhn| � ai, i = 1, 2, 3,

где ai – длины базисных векторов. Если это условие нарушается, то слож-
но говорить о кристалле – при таких “диких” колебаниях решетка раз-
рушается (например, при слишком высоких температурах, когда смеще-
ния становятся большими, кристалл плавится). В равновесии, когда все
uhn ≡ 0, потенциальная энергия минимальна. Ее значение в минимуме
примем за нуль. Из условия равновесия следует, что

∂Φ

∂uhn,α

∣∣∣∣
{uhn≡0}

= 0.

Напомним, что α = x, y, z – декартов индекс.
Разложим потенциальную энергию в ряд по смещениям атомов и

ограничимся лишь членами второго порядка по uhn:

Φ({uhn}) =
1

2

∑
n,n′,α
h,h′,β

∂Φ2

∂uhn,α∂u
h′
n′,β

∣∣∣∣∣
{uhn≡0}

uhn,αu
h′

n′,β (6.3)

Члены более высокого порядка по uhn отвечают за ангармонизм колеба-
ний решетки, они важны для других эффектов (например, для теплового
расширения). Однако, для всех непатологических случаев колебаний ре-
шетки вторые производные Φ не обнуляются, поэтому можно ими огра-
ничиться.
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В теории колебаний решетки вводят обозначения

Φ̂αβ ≡ Φαβ

(
h h′

n n′

)
=

∂Φ2

∂uhn,α∂u
h′
n′,β

∣∣∣∣∣
{uhn≡0}

(6.4)

для матрицы вторых производных энергии решетки по смещениям.
Можно проверить, что

Φαβ

(
h h′

n n′

)
= Φβα

(
h′ h
n′ n

)
,

так как вторые производные аналитической функции не зависят от по-
рядка дифференцирования. Из трансляционной инвариантности кристал-
ла следует, что Φ̂ зависит лишь от разности n−n′, а также удовлетворяет
соотношению ∑

n′,h′

Φαβ

(
h h′

n n′

)
= 0, (6.5)

в чем несложно убедиться положив в выражении для потенциальной
энергии (6.3) все смещения атомов одинаковыми uhn ≡ u0, т.е. сдвинув
кристалл как целое, и потребовав, чтобы потенциальная энергия при
этом не изменилась (иначе бы не было равновесия).1

Для вывода динамических уравнений требуется записать и кинети-
ческую энергию. Она имеет простой вид

K({u̇hn}) =
∑
n,h

Mh(u̇
h
n)2

2
=
∑
n,h,α

Mh(u̇
h
n,α)2

2
. (6.6)

Точка сверху обозначает дифференцирование по времени. Зная K и Φ
можно записать функцию Лагранжа (или, с помощью несложных мани-
пуляций, функцию Гамильтона) решетки, а из нее получить динамиче-
ские уравнения. Они записываются как

Mhü
h
n,α = − ∂Φ

∂uhn,α
= −

∑
n′h′β

Φαβ

(
h h′

n n′

)
uh
′

n,β. (6.7)

Это линейные дифференциальные уравнения в полных производных.
1Для доказательства этого факта удобно рассмотреть изменение потенциальной

энергии при сдвиге всего кристалла как целого u0, которое выражается через произ-
водную от (6.3)

∂Φ

∂uhn,α
=

∑
β,n′,h′

Φαβ

(
h h′

n n′

)
uh

′

n′,β .
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6.3 Решение динамических уравнений
Пока у нас получилось 3sN (N – число элементарных ячеек в рассматри-
ваемом объеме кристалла, s – число атомов в элементарной ячейке) урав-
нений движения. Однако, число уравнений можно значительно умень-
шить. Для этого будем искать смещения атомов в виде [ср. с форму-
лой (2.1)]

uhn =
1√
Mh

Bh(q) exp [i(qan − ωt)]. (6.8)

Напомним, что вектор an определяет положение элементарной ячей-
ки (1.2) и (6.1), множительM−1/2

h введен для удобства, Bh(q) – векторы,
которые следует определить. Вектор q – квазиволновой вектор (ср. с
лекцией 2), приставка “квази”, как и раньше при обсуждении теоремы
Блоха на лекции 5, по существу: добавление к q любого вектора обрат-
ной решетки b (3.14) не меняет смещений. Как и при анализе движения
электрона в периодическом потенциале, вектор q можно выбрать из пер-
вой зоны Бриллюэна. Таким образом, будем считать здесь и далее, что

|qai| 6 π.

Подстановкой проверяем, что функция (6.8) удовлетворяет системе урав-
нений (6.7) при условии, что векторы Bh(q) удовлетворяют следующим
соотношениям

ω2Bh
α(q) =

∑
h′β

Dhh′

αβ (q)Bh′

β (q), (6.9)

где

Dhh′

αβ (q) =
1√

MhMh′

∑
n′

Φαβ

(
h h′

n n′

)
exp [−iq(an − an′)]. (6.10)

Напомним, что вследствие трансляционной инвариантности кристалла
Φ зависит лишь от разности n и n′, поэтому зависимость от n выпадает.

Система (6.9) состоит из s (число атомов в элементарной ячейке)
уравнений. Это следствие трансляционной инвариантности кристалла.

Условие совместности системы записывается в виде равенства нулю
определителя соответствующей матрицы (единичную матрицу при ω2

опускаем): ∣∣∣∣∣∣ω2 −Dhh′

αβ (q)
∣∣∣∣∣∣ = 0. (6.11)
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Можно проверить, что матрица Dhh′

αβ – эрмитова, более того, все ее соб-
ственные значения положительные или нули (это следует из того, что
рассматриваемая нами система консервативна, а состояние {uhn ≡ 0} –
положение устойчивого равновесия).

При заданном q имеется 3s значений

ω = ωi(q), i = 1, . . . , 3s,

говорят, что есть 3s ветвей колебаний решетки. Физически: у каждого
атома есть 3 степени свободы, s атомов в элементарной ячейке. В кри-
сталле конечного размера с граничными условиями Борна-Кармана (2.3)
на смещения полное число мод есть 3sN , где N число элементарных
ячеек в нормировочном объеме соответствии с набором допустимых зна-
чений квазиволнового вектора q (2.4).

Можно проверить, что матрица D является четной функцией волно-
вого вектора q: Dhh′

αβ (q) = Dhh′

αβ (−q). Поэтому спектр колебаний четный:

ωi(q) = ωi(−q). (6.12)

Эта четность связана с симметрией к обращению хода времени.

6.4 Анализ спектра колебаний решетки
Проанализируем основные особенности спектра колебаний кристалли-
ческих решеток при q → 0 (формально qai � 1), когда длина волны
значительно превышает период решетки.

Для начала выберем векторы Bh(q → 0) в виде

Bh(q → 0) =
√
MhB̃, (6.13)

где B̃ некоторый вектор, который не зависит ни от h, ни от q. Пользуясь
свойством (6.5) получаем, что

Dhh′

αβ (0)B̃β = 0.

Поэтому есть три ветви колебаний (можно положить не нулем любую
из декартовых компонент B̃), частота каждой из которых стремится к
нулю при q → 0, см. рис. 6.2. Физически эти моды обусловлены тем, что
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}

}

Рис. 6.2: Схематический вид спектра колебаний кристаллической решет-
ки.

колебания с q = 0 могут соответствовать просто сдвигу кристалла как
целого.

O. Ветви колебаний, частоты которых ω → 0 при q → 0 называют
акустическими. Далее мы убедимся, что эти моды соответствуют звуко-
вым волнам в упругих средах.

Если s = 1, т.е. решетка простая, в элементарной ячейке один атом, то
все моды колебаний этим исчерпываются. В сложных решетках акусти-
ческим модам при q → 0 соответствуют колебания элементарной ячейки
как целого.

Если же s > 1, то есть еще 3s − 3 ветви, частоты которых, вообще
говоря, не обнуляются при q = 0 (случай, когда еще у какой-то моды
частота обнулилась весьма патологический), рис. 6.2. Для анализа таких
мод можно записать уравнение движения в виде (ср. с (6.7))

ω2(0)
∑
h

Mhu
h =

∑
nhh′

Φ̂

(
h h′

n n′

)
uh
′
. (6.14)

Из свойства (6.5) получаем, что правая часть (6.14) обнуляется (для это-
го нужно воспользоваться свойством симметрии и просуммировать сна-
чала по n и h), поэтому при ω2(0) 6= 0∑

h

Mhu
h = 0. (6.15)
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В этих модах центр масс элементарной ячейке остается неподвижным
при q = 0. O. Такие моды называются оптическими. Мы увидим далее,
что оптические моды могут вносить существенный вклад в частотную
зависимость диэлектрической проницаемости кристалла.

(a) (b)
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y 

(m
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Рис. 6.3: (a) Зона Бриллюэна кристалла GaAs (показаны первая и вторая
зоны для удобства). (b) Спектр колебаний решетки GaAs: точки экспери-
ментальные данные (по рассеянию нейтронов), кривые – расчет. Из [9].



Лекция 7

Элементы теории упругости

Мы развили общую теорию колебаний кристаллических решеток. Ока-
зывается, что очень часто именно колебательные моды с малыми вол-
новыми векторами играют главную роль. Поэтому важно рассмотреть
эти моды с другого, более общего ракурса. На этой лекции речь пойдет
об описании кристалла как сплошной среды в рамках теории упруго-
сти, поэтому результаты в определенной мере будут применимы и для
некристаллических конденсированных сред.

7.1 Элементы теории упругости
В основном, мы будет следовать изложению, приведенном в томе 7 курса
Л.Д. Ландау и Е.М. Лифшица “Теория упругости” [10].

В конце прошлой лекции пользуясь явным видом динамических урав-
нений мы обнаружили, что в кристалле с s атомами в элементарной ячей-
ке имеется 3 моды, частоты которых обнуляются при волновом векторе
q → 0 (акустические моды), и 3s − 3 моды, частоты которых, вообще
говоря, конечны при нулевом q, см. рис. 6.2.

Оказывается, что во многих системах именно длинноволновые коле-
бания играют решающую роль в оптических, кинетических и других фи-
зических явлениях. Такие колебания можно описывать полностью пре-
небрегая атомной структурой среды. Соответсвующее описание во мно-
гом проще атомистического подхода. Для его развития нам потребуются
основные сведения из теории упругости. Подчеркнем, что многие подхо-
ды теории упругости применимы не только к кристаллам, но и к другим

73
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конденсированным средам.
В приближении сплошной среды положение точки среды (или точки

тела) описывается радиус вектором r. Под точкой мы понимаем малый
(по сравнение с размерами объекта) объем, содержащий много атомов.
Такое описание аналогично макроскопическому подходу в электродина-
мике сплошных сред. Будем рассматривать деформации тела, при ко-
торых точка r смещается и переходит в точку с координатами r′. Это
смещение характеризуется вектором

u = r′ − r. (7.1)

O. Вектор u в (7.1) называют вектором смещения или деформации.
Естественно, что разные точки среды смещаются по-разному, поэто-

му u ≡ u(r): вектор смещения зависит от координат. Введенный здесь
вектор u в определенном смысле аналогичен смещениям атомов из по-
ложений равновесия, обсуждавшихся на прошлой лекции 6.

Важной величиной является изменение расстояния между точками.
Рассмотрим две бесконечно близкие точки (с очевидными оговорками –
мы рассматриваем среду как сплошную, т.е. усредняя по объемам, со-
держащим много атомов), пусть их соединяет вектор dr. В результате
деформации

dr → dr′ = dr + u(r + dr)− u(r).

Запишем изменение элемента длины

(dl′)2 = (dx′)2 + (dy′)2 + (dz′)2 = (dl)2 + 2
∂ui
∂xj

dxidxj +
∂ui
∂xk

∂ui
∂xl

dxkdxl.

Это следует из соотношений

dx′i = dxi +
∂ui
∂xk

dxk.

На этой лекции будет очень много декартовых индексов, мы их будем
обозначать i, j, k, l, а также всегда предполагать суммирование по повто-
ряющимся индексам. Это выражение можно явным образом симметри-
зовать:

(dl′)2 − (dl)2 = 2uijdxidxj, (7.2)

где O. тензор деформации (strain tensor)

uij =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

+
∂uk
∂xi

∂uk
∂xj

)
. (7.3)



Элементы теории упругости 75

Отметим, что антисимметричная комбинации частных производных ∂ui/∂xj−
∂uj/∂xi ответственна за поворот тела.

Здесь и далее будем считать, что деформации малы, а именно,∣∣∣∣∂ui∂xj

∣∣∣∣� 1.

Тогда квадратичными вкладами в (7.3) можно пренебречь и записать
тензор деформации в виде

uij =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
. (7.4)

Легко проверить, что относительное изменение элемента объема тела
можно записать как

dV ′ − dV
dV

= Tr{uij} = uii

(
=
∑
i

uii

)
. (7.5)

Рис. 7.1: Выделенный объем V в упругом теле.

Рассмотрим какой-либо выделенный объем V в рассматриваемом те-
ле (физической среде), рис. 7.1. В равновесии равнодействующая сил,
приложенных к этому объему V равна нулю. Отклонение от равнове-
сия приводит к появлению внутренних сил (как говорят, напряжений),
стремящихся вернуть тело в равновесное состояние. Эти силы связаны со
взаимодействием атомов друг с другом, они – короткодействующие, т.е.
радиус действия составляет несколько постоянных решетки. Могут быть
исключения, например, силы связанные с появлением диэлектрической
поляризации, о них речь пойдет отдельно в конце лекции.
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Пока мы останемся в рамках короткодействия (или, как еще говорят,
близкодействия), и запишем равнодействующую сил, действующих на
интересующий нас объем, в виде

F =

∫
V

dV f(r), (7.6)

где f(r) – плотность силы (сила, действующая на единицу объема). Од-
нако, раз имеет место короткодействие сил, то интеграл (7.6) должен
определяться исключительно поверхностью (на данный объем действуют
окружающие части тела, все внутренние силы сокращаются по третьему
закону Ньютона). Из теории функций нескольких переменных известно,
что такое возможно тогда и только тогда, когда каждая компонента f
является координатной производной некоторой функции. Поэтому запи-
шем

fi =
∂σij
∂xj

. (7.7)

O. Тензор σij называют тензором напряжений (stress tensor).
Отметим, что в интеграле (7.6) мы считаем деформации малыми, по-

этому dr и dr′ не различаем.
Тензор σij можно выбрать симметричным

σij = σji.

Нас будет интересовать динамика среды, поэтому необходимо рассчи-
тать работу сил напряжений при деформации. Рассмотрим бесконечно
малую деформацию duij характеризуемую вектором деформации du с
компонентами dui. Работа внутренних сил dR записывается как1∫

dV dR =

∫
dV fidui =

∫
dV

∂σij
∂xj

dui.

Интегрируя по частям имеем∫
dV dR =

∫
dSjσijdui −

∫
dV σij

∂dui
∂xj

= −
∫
dV σijduij.

1Здесь и далее для простоты мы пренебрегаем различием между изотермическим
и адиабатическим процессом, т.е. эффектами теплового расширения тел.
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Интеграл по поверхности выпадает, если к телу не приложено внешних
сил. Итак,

dR = −σijduij. (7.8)

Если деформации не бесконечно малые и σij зависит от uij (связь между
ними, конечно, есть, см. ниже), то работу при деформации среды можно
записать в виде

R = −
∫
σijduij. (7.9)

O. Отметим, что деформации называют упругими, если после снятия на-
пряжений среда возвращается к исходному состоянию. Упругие дефор-
мации обратимы (σij → 0, значит uij → 0). O. Деформации называют
пластическими, если после снятия напряжений смещения остаются. На
атомном уровне в среде возникают дефекты, в основном, дислокации.

Перейдем теперь к связи между напряжениями и деформациями. Для
малых упругих деформаций имеет место закон Гука

σik = λiklmulm, (7.10)

где O. λiklm – тензор модулей упругости.
Подставляя (7.10) в (7.9) имеем

R = −1

2
λiklmuikulm. (7.11)

Изменение внутренней энергии при деформации

Φ =
1

2
λiklmuikulm. (7.12)

Здесь уместна аналогия со школьной физикой: при деформации пру-
жины на x возвращающая сила Fx = −λx, а потенциальная энергия
пружины Φ = λx2/2.

7.2 Модули упругости. Примеры

7.2.1 Изотропная среда

Очень часто нам будет требоваться простая модель изотропной среды
(точечная группа K, см. лекцию 5). Легко убедиться, что в изотропных
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средах среди компонент тензора модулей упругости λiklm есть лишь две
независимые компоненты. Действительно, из компонент симметричного
тензора σik (uik) можно составить инвариант (неприводимое представле-
ние D0)

Tr{σ} = σxx + σyy + σzz (Tr{u}),
а остальные компоненты преобразуются по неприводимому представле-
нию D2, их можно записать, исключив явным образом инвариантный
след тензора, так

σik −
1

3
δik Tr{σ}

(
uik −

1

3
δik Tr{u}

)
.

(a) (b)

Рис. 7.2: Всестороннее сжатие (a) и сдвиг (b).

Соответственно, можно составить лишь две связи, одна из которых
соответствует всестороннему сжатию, а другая - сдвиговой деформации,
см. рис. 7.2:

Tr{σ} = K Tr{u}, σik −
1

3
δik Tr{σ} = 2µ

(
uik −

1

3
δik Tr{u}

)
. (7.13)

O. K – модуль всестороннего сжатия, µ – модуль сдвига.
Энергия записывается в виде

Φ =
K

2
(Tr{u})2 + µ

(
ulm −

1

3
δlm Tr{u}

)2

=
λ

2
u2
ii + µu2

ij. (7.14)

O. Величины λ и µ называют коэффициентами Ламэ, при этом

K = λ+
2

3
µ.
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Вводят еще два определения:
O. Модуль растяжения или модуль Юнга

E =
9Kµ

3K + µ
.

O. Коэффициент Пуассона

σ =
1

2

3K − 2µ

3K + µ
.

Эти величины имеют простой физический смысл в случае однород-
ных деформаций. Модуль Юнга связывает растяжение стержня (длин-
ное и тонкое тело) с силой p, действующей на единицу площади поверх-
ности, uzz = p/E. Коэффициент Пуассона описывает отношение попе-
речного сжатия к продольному растяжению: uxx = uyy = −σuzz.

Важно отметить, что условие устойчивости среды по отношению к
деформациям требует

K > 0, µ > 0.

При этом −1 < σ < 1/2. Тела, у которых σ < 0 (утолщаются при про-
дольном растяжении) называют ауксетиками (auxetics). Сейчас такие
материалы стали весьма популярны (но они редки).

7.2.2 Кубический кристалл

Проанализируем связь между σ и u на примере точечной группы Td
(для группы Oh результат будет тем же). Комбинации компонент тензо-
ров второго ранга можно расклассифицировать по неприводимым пред-
ставлениям группы Td согласно (оси x, y, z – кубические, т.е. [100], [010],
[001]):

A1 : Tr{u},
E :

√
3(uxx − uyy) и 2uzz − uxx − uyy

F2 : uxy, uxz, uyz

Поэтому есть три независимых модуля упругости. Их часто записывают
как λxxxx, λxxyy и λxyxy. Энергию можно записать в виде

Φ =
λxxxx

2
(u2

xx + u2
yy + u2

zz) + λxxyy(uxxuyy + uxxuzz + uyyuzz)

+ 2λxyxy(u
2
xy + u2

xz + u2
yz). (7.15)
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Можно проверить, что переход к изотропному пределу осуществля-
ется при

λxxxx − λxxyy − 2λxyxy → 0.

При этом µ = λxyxy, λ = λxxxx = λxxyy + 2λxyxy.



Лекция 8

Колебания кристаллических
решеток в континуальном
пределе

На прошлой лекции были введены основные понятия теории упругости.
Применим их к исследованию колебаний в длинноволновом приближе-
нии.

8.1 Акустические моды
Запишем уравнение движения (второй закон Ньютона) для элемента
объема упругой среды в виде

ρü = f ⇒ ρüi =
∂σij
∂xj

. (8.1)

Здесь ρ – плотность среды, u – вектор смещения, а плотность силы f
выражена через тензор напряжений (7.7). Поскольку согласно закону
Гука

σij = λijklukl,

где ukl – компоненты тензора деформаций, то (считая среду однородной
мы выносим упругие модули из-под координатных производных)

ρüi =
∂σij
∂xj

= λijkl
∂ukl
∂xj

=
1

2
λijkl

(
∂2uk
∂xj∂xl

+
∂2ul
∂xj∂xk

)
.

81
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Тензор упругих модулей симметричен по отношению к перестановке по-
следних двух индексов, поэтому первое и второе слагаемые в круглых
скобках дают один и тот же вклад в итоговый ответ. Таким образом, мы
получаем уравнения распространения упругих волн в среде

ρ
∂2ui
∂t2

= λijkl
∂2ul
∂xj∂xk

. (8.2)

Естественно подставить в это уравнение плоскую монохроматическую
волну, см. лекцию 2:

u = u0e
iqr−iωt, (8.3)

где q – волновой вектор, ω – частота. Мы получаем систему алгебраиче-
ских уравнений

ρω2u0,i = λijklqjqku0,l, (8.4a)

условием разрешимости которой служит равенство нулю детерминанта∣∣∣∣ρω2δil − λijklqjqk
∣∣∣∣ = 0. (8.4b)

Эти уравнения можно сравнить с уравнениями (6.9) и (6.11), получен-
ными на лекции (6) при произвольных q. Наши “новые” уравнения, опи-
сывающие колебания сплошных сред, верны, конечно, при qa0 � 1.

Видно, что уравнение (8.4b) дает три колебательные моды, причем
поляризация колебаний (направление вектора u) зависит от направления
q и от номера ветви. Отметим, что отношение

ω2

q2

не зависит от абсолютной величины волнового вектора (оно определяется
q/q и номером ветви), поэтому дисперсия упругих колебаний – линейная.

Проанализируем акустические колебания в двух важных случаях:
изотропной среды и кубического кристалла.

8.1.1 Колебания изотропной среды

В изотропной среде из вторых производных вектора u по координатам
можно составить вектор двумя способами

∆u и grad divu
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(в качестве второй комбинации можно было бы взять rot rotu). Поэто-
му волновое уравнение можно записать в виде (мы не доказываем связь
между коэффициентами и соответствующими параметрами теории упру-
гости, это сделано, например, в [10])

ρü =
E

2(1 + σ)
∆u+

E

2(1 + σ)(1− 2σ)
grad divu. (8.5)

Напомним, что E и σ это модуль Юнга и коэффициент Пуассона.
Пусть направление волнового вектора фиксировано, q ‖ x. Тогда мо-

ды, где u ‖ x и u ⊥ x, расцепляются.
О. Волна с u ‖ q называется продольной. Такие колебания описыва-

ются уравнением
∂2ux
∂t2

= c2
l

∂2ux
∂x2

, (8.6)

где продольная скорость звука

cl =

√
E(1− σ)

ρ(1 + σ)(1− 2σ)
=

√
λ+ 2µ

ρ
. (8.7)

О. Волна с u ⊥ q называется поперечной. Такие колебания описыва-
ются уравнением

∂2uz
∂t2

= c2
t

∂2uz
∂x2

, (8.8)

где поперечная скорость звука

ct =

√
E

2ρ(1 + σ)
=

√
µ

ρ
. (8.9)

Здесь уместна аналогия с электродинамикой. Электромагнитное по-
ле тоже описывается вектором, например, векторным потенциалом A.
Однако, как известно, продольных электромагнитных волн не бывает.
Звуковые волны бывают как продольными, так и поперечными.

Отметим, что в поперечной волне u ⊥ q, поэтому divu ≡ 0. Однако,
по определению,

div u =
∑
i

∂u

∂xi
= uii = Tr{u}.

Из материала предыдущей лекции следует, что изменение объема при
деформации пропорционально Tr{u}, см. формулу (7.5). Поэтому при
поперечных колебаниях объем не меняется.
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В продольной волне, напротив, divu 6= 0, поэтому продольные коле-
бания сопровождаются сжатиями и растяжениями среды. Отметим, что
в газах могут быть только продольные волны (формально, в газах мо-
дуль сдвига µ = 0, поэтому ct = 0, отсутствие сдвиговых деформаций
очевидно из физических соображений).

Дисперсионное уравнение, соответствующее формуле (8.5), можно за-
писать в немного другом виде. Будем рассматривать фонон – квант
смещения (формальная процедура вторичного квантования будет прове-
дена далее, сейчас нам важно лишь воспользоваться дуализмом волна-
частица, см. лекцию 2) – как квазичастицу, описываемую векторной вол-
новой функцией u(r, t). Такая частица ведет себя как частица со спином
(угловым моментом) L = 1. Действительно, компоненты вектора преоб-
разуются по неприводимому представлению D1 группы K. Введем три
базисные матрицы Lx, Ly, Lz операторов компонент углового момента 1
(в базисе Lz = 1, 0,−1):

L̂x =

 0 1/
√

2 0

1/
√

2 0 1/
√

2

0 1/
√

2 0

 , L̂y =

 0 −i/
√

2 0

i/
√

2 0 −i/
√

2

0 i/
√

2 0

 , (8.10)

L̂z =

1 0 0
0 0 0
0 0 −1

 .

В декартовом базисе (нам удобнее записывать смещения именно в нем)
матрицы имеют несколько более сложный вид

L̂x =

0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 , L̂y =

 0 0 i
0 0 0
−i 0 0

 , L̂z =

0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 .

Волновое уравнение можно построить методом инвариантов, учиты-
вая, что инвариантами являются q2Î (единичную матрицу 3× 3 обозна-
чаем Î) и (q · L̂)

2
(такой подход и его применения подробно изложены в

методической заметке С.В. Гупалова [11]):

ω2Îu =
[
c2
l q

2Î + (c2
t − c2

l )(q · L̂)2
]
u. (8.11)
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8.1.2 Колебания кубического кристалла

Напомним, что в кубическом кристалле есть три модуля упругости. Вво-
дят следующие обозначения (оси x, y, z – кубические, x ‖ [100], . . . ):

λ1 = λxxxx, λ2 = λxxyy, λ3 = λxyxy. (8.12)

В кубическом кристалле соответствующих инвариантов 3:

q2Î , q2
xL̂

2
x + q2

yL̂
2
y + q2

z L̂
2
z, qxqy{L̂xL̂y}+ qxqz{L̂xL̂z}+ qyqz{L̂yL̂z},

где мы ввели обозначение для симметризованного произведения опера-
торов {LiLj} = (LiLj + LjLi)/2. Волновое уравнение принимает вид (в
коэффициентах можно убедится непосредственным расчетом [10]):

ρω2Îu =
[
λ1q

2Î + (λ3 − λ1)(q2
xL̂

2
x + q2

yL̂
2
y + q2

z L̂
2
z)

− 2(λ2 + λ3)(qxqy{L̂xL̂y}+ qxqz{L̂xL̂z}+ qyqz{L̂yL̂z})
]
u. (8.13)

Если волна распространяется вдоль кубической оси, например, q ‖ z,
то третий член в (8.13) роли не играет, и есть невырожденная продольная
мода с u ‖ q ‖ z и скоростью звука

cl =

√
λ1

ρ
,

и двукратно вырожденная поперечная мода с u ⊥ q ‖ x или y:

ct =

√
λ3

ρ
.

В общем случае дисперсионное уравнение сложное (третьего порядка в
общем случае, но если q лежит в плоскости типа (001), то второго), и
моды нельзя делить на продольные и поперечные. Такая же ситуация
реализуется в структурах более низкой симметрии.

Характерные скорости звука в кристалле (1 . . . 10)× 105 cm/s (в воз-
духе c ≈ 3.3× 104 cm/s, т.е. на порядок медленнее).
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8.2 Оптические колебания в континуальном
пределе

Пока мы проанализировали лишь 3 моды акустических колебаний, ча-
стоты которых ω ∝ q в длинноволновом пределе. Описание материаль-
ной среды в рамках теории упругости позволяет получить лишь эти мо-
ды, поскольку акустическим колебаниям соответствует смещение центра
масс элементарной ячейки. Однако, в сложных решетках с s атомами в
элементарной ячейке есть еще 3s− 3 моды, частоты которых не обнуля-
ются в пределе малых q, они соответствуют относительному движению
атомов, см. выражение (6.15).

Оптические моды тоже можно описывать в приближении сплошной
среды. Проиллюстрируем это на примере кубического кристалла с двумя
атомами в элементарной ячейке (пример, NaCl). Обобщение на более
сложную ситуацию практически тривиально.

Решетку кристалла с s = 2 атомами в элементарной ячейке можно
описывать как две подрешетки, вставленные одна в другую (см. лек-
цию 1). Для длинноволновых колебаний q → 0 смещения слабо зависят
от координат, поэтому можно ввести векторы смещения подрешеток u1

(первой) и u2 (второй). Так как центр масс элементарной ячейки непо-
движен, то

M1u1 +M2u2 = 0,

где M1,2 массы соответствующих атомов. Оптические колебания описы-
ваются вектором относительного смещения подрешеток

w = u1 − u2. (8.14)

Рис. 8.1: Относительные смещения ионов в решетке.

Во многих случаях (это очевидно на примере ионного кристалла NaCl,
см. одномерную схему на рис. 8.1) относительное смещение подрешеток
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нарушает локальный баланс зарядов и приводит к возникновению ди-
польных моментов в решетке – диэлектрической поляризации среды P .
Ее можно представить в виде

P =
e∗

v0

w, (8.15)

где v0 – объем элементарной ячейки, e∗ – эффективный заряд иона (па-
раметр теории). Таким образом, возникают дальнодействующие силы (в
отличие от короткодействующих сил, обсуждавшихся выше) электромаг-
нитной природы, стремящиеся вернуть подрешетки в равновесное поло-
жение.

Учтем возникающие дальнодействующие силы. Для этого мы будем
решать совместно уравнения Максвелла, описывающие распространение
электромагнитного поля, и уравнение гармонического осциллятора, опи-
сывающее механические колебания двух подрешеток относительно друг
друга. Уравнение для относительного смещения подрешеток можно за-
писать как

µẅ + µω2
0w = e∗E,

где µ = M1M2/(M1 +M2) – приведенная масса двух атомов, ω0 – “затра-
вочная” частота колебаний (найденная в пренебрежении дальнодействи-
ем), E электрическое поле, возникающее в системе. Удобно перейти от
w к поляризации P с помощью (8.15) и записать

P̈ = −ω2
0P + d2E, d2 =

(e∗)2

v0µ
. (8.16)

Дополним (8.16) уравнением Максвелла

divD = 0, (8.17)

где индукция электромагнитного поля

D = ε∞E + 4πP . (8.18)

Здесь ε∞ учитывает все остальные вклады в поляризацию среды (в первую
очередь, электроны, а также другие оптические колебательные моды, ес-
ли s > 2). Смысл нижнего индекса ∞ станет ясен совсем скоро.

Будем искать P в виде P0 exp (iqr − iωt). Очевидно, чтоE иD имеют
такую же координатную и временную зависимость и направлены туда
же, куда и P .
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• Если P0 ⊥ q (таких мод две), то divP = 0, и уравнение (8.17)
выполнено автоматически при E = 0. Для таких мод, называемых
поперечными, частота

ωTO ≡ ω0, (8.19)

и дальнодействие для них не важно.

• В продольной моде P0 ‖ q и уравнение (8.17) можно удовлетворить,
положив

E = − 4π

ε∞
P . (8.20)

Тогда уравнение для поляризации (8.16) принимает вид

ω2P0 = ω2
0P0 +

4πd2

ε∞
P0, (8.21)

поэтому частота продольной оптической моды колебаний решетки

ωLO ≡

√
ω2

0 +
4πd2

ε∞
. (8.22)

.

Типичные энергии оптических фононов лежат в диапазоне десятков-
сотен meV. Обычно второе слагаемое под корнем в (8.22) значительно
меньше первого. В GaAs: ~ωTO ≈ 33 meV, ~ωLO ≈ 36 meV. Такие колеба-
ния решетки можно возбуждать электрическим полем – светом, поэтому
их называют оптическими.

O. Разность частот

ωLT = ωL0 − ωTO ≈
2πd2

ε∞ωTO

называют продольно-поперечным расщеплением.
Отметим, что с учетом уравнения (8.16) можно записать связь между

D и E в обычном виде
D = ε(ω)E,

где

ε(ω) = ε∞ +
4πd2

ω2
0 − ω2

. (8.23)
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При ω →∞ проницаемость ε→ ε∞, а при ω = 0

ε(0) = ε0 = ε∞ +
4πd2

ω2
0

.

Легко видеть, что (напоминаем, ω0 = ωTO)

ε0

ε∞
= 1 +

4πd2

ε∞ω2
0

=
ω2
LO

ω2
TO

. (8.24)

Это выражение называют соотношением Лиддена-Сакса-Теллера (Lyddane-
Sachs-Teller relation).



Лекция 9

Фононы в кристаллах

Мы завершили анализ мод колебаний в рамках классической механики.
Проквантуем теперь колебания решетки и применим полученные резуль-
таты к расчету такой важной величины как теплоемость кристалла.

9.1 Фононы: вторичное квантование
Согласно лекции 6, если искать смещения атомов в виде

uhn =
1√
Mh

Bh(q) exp [i(qan − ωt)], (9.1)

где вектор an определяет положение элементарной ячейки (1.2) и (6.1),
Mh – масса соответствующего атома, q – квазиволновой вектор, то клас-
сические уравнения движения атомов сводятся к системе из h уравнений

ω2Bh
α(q) =

∑
h′β

Dhh′

αβ (q)Bh′

β (q), (9.2)

где

Dhh′

αβ (q) =
1√

MhMh′

∑
n′

Φαβ

(
h h′

n n′

)
exp [−iq(an − an′)]. (9.3)

Условия разрешимости системы дают зависимости ω ≡ ωi(q): из них 3
акустические, а 3s− 3 (s – число атомов в элементарной ячейке) оптиче-
ские ветви колебаний решетки (i нумерует ветви колебаний). Все колеба-
тельные моды кристалла нумеруются индексом i (ветви колебаний) и q

90
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...

Рис. 9.1: Эквидистантный спектр гармонического осциллятора.

– квазиволновым вектором. Далее будем считать, что на границах кри-
сталла наложены условия Борна-Кармана (см. подробности в лекции 2).

На классическом языке при заданном q кристалл характеризуется 3s
нормальными модами колебаний. Каждая мода – гармонический осцил-
лятор с частотой ωi(q). Динамика осциллятора описывается его (ком-
плексной) амплитудой, см. лекцию 2. На квантовомеханическом языке
каждый гармонический осциллятор может быть описан номером уровня
n, см. рис. 9.1, энергия которого есть

~ωi(q)

(
n+

1

2

)
. (9.4)

Таким образом, согласно корпускулярно-волновому дуализму каждой
моде колебаний решетки можно сопоставить квазичастицу – фонон. Га-
мильтониан кристалла (по существу – энергия колебательных степеней
свободы решетки) может быть записан в виде

H =
∑
i,q

~ωi(q)

(
b̂†i,q b̂i,q +

1

2

)
, (9.5)

где b̂†i,q – оператор рождения фонона (повышения номера уровня гар-
монического осциллятора, рис. 9.1), а b̂i,q – оператор уничтожения фо-
нона (понижения номера уровня гармонического осциллятора); b†i,qbi,q –
оператор числа частиц. Эти операторы удовлетворяют коммутационным
соотношениям (подробности далее в разд. 9.2)

[b̂i,q, b̂
†
i′,q′ ] = b̂i,q b̂

†
i′,q′ − b̂

†
i′,q′ b̂i,q = δi,i′δq,q′ . (9.6)
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Операторы, относящиеся к разным модам, коммутируют, а для одной и
той же моды (и одного и того же волнового вектора q) соответствующий
коммутатор равен 1. Поэтому фононы являются бозонами.

Приведем выражения для матричных элементов операторов bi,q, b†i,q:

〈ni,q − 1|bi,q|ni,q〉 =
√
ni,q, 〈ni,q + 1|b†i,q|ni,q〉 =

√
ni,q + 1. (9.7)

Здесь |ni,q〉 – состояние с ni,q фононами в данной моде (т.е. состояние,
в котором соответствующий гармонический осциллятор находится на
уровне с номером ni,q).

Коротко прокомментируем вклад
∑

i,q ~ωi,q/2 в энергию кристалла,
формулы (9.4) и (9.5), который не зависит от чисел заполнения фонон-
ных мод. Этот вклад имеет квантовую природу и описывает энергию “ну-
левых” колебаний кристалла, когда каждый гармонический осциллятор
находится на основном уровне. Часто этот вклад исключают из полной
энергии.

9.2 (*) Технические детали
Пользуясь формулой (9.1), запишем смещение атомов, вызванное коле-
баниями решетки, в виде

uhn(t) =
∑
i

∑
q

bi,qe
h
i (q) exp [i(qan − ωi(q)t)]

+ b∗i,q[e
h
i (q)]∗ exp [−i(qan − ωi(q)t)], (9.8)

где мы явно выписали смещения в вещественном виде и представили
векторы в следующем нормированном виде:

Bh(q) =
√
Mhbi,qe

h
i (q). (9.9)

Комплексные величины bi,q играют роль амплитуд колебаний.
O. По определению, векторы ehi (q) называют векторами поляризации

колебаний. Будем считать, что для них выполнены условия нормировки:∑
h

Mh

M
ehi (q)

[
ehi′(q)

]∗
= δii′ , M =

∑
h

Mh, (9.10)
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M – масса элементарной ячейки. Наложим на векторы e дополнительное
условие [

ehi (q)
]∗

= ehi (−q), (9.11)

легко видеть, что это условие не противоречит уравнениям движения.
Согласно (6.3) и (6.6) энергия кристалла как функция смещений ато-

мов записывается в виде

E({u̇hn}) =
∑
n,h,α

Mh(u̇
h
n,α)2

2
+

1

2

∑
n,n′,α
h,h′,β

Φαβ

(
h h′

n n′

)
uhn,αu

h
n′,β. (9.12)

Перепишем энергию через новые переменные bi,q. Кинетическая энергия
записывается как

K =
∑
n,h,α

Mh(u̇
h
n,α)2

2

=
∑
n,h

Mh

2

∑
ii′,qq′

[−iωi(q)]{ehi (q)bi,qe
i(qan−ωi(q)t) − [ehi (q)]∗b∗i,qe

−i(qan−ωi(q)t)}

[−iωi′(q
′)]
{
ehi′(q

′)bi′,q′e
i(q′an−ωi′ (q′)t) − [ehi′(q

′)]∗b∗i′,q′e
−i(q′an−ωi′ (q′)t)

}
(9.13)

Суммирование по i′ выполняем с помощью нормировочного соотноше-
ния (9.10), а сумму по n выполняем с помощью известной нам формулы∑
n exp (iqan) = N δq,0 (N – число элементарных ячеек в нормировочном

объеме кристалла). При этом суммы вида∑
h,i′q′

Mhe
h
i (q)bi,qe

i(qan−ωi(q)t)[ehi′(q
′)]∗b∗i′,q′e

−i(q′an−ωi′ (q′)t) = NM |bi,q|2,

вычисляются тривиально, а в суммах вида∑
h,i′q′

Mhe
h
i (q)bi,qe

i(qan−ωi(q)t)ehi′(q
′)bi′,q′e

i(q′an−ωi′ (q′)t)

= N
∑
h,i′

Mhe
h
i (q)bi,qe

−iωi(q)tehi′(−q)bi′,−qe
−iωi′ (−q)t

пользуемся четностью дисперсии ωi′(−q) = ωi′(q), формула (6.12), и со-
отношением (9.11), позволяющим заменить вектор поляризации ehi′(−q)
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на [ehi′(q)]∗, после чего суммирование по i′ снова оказывается тривиаль-
ным:

N
∑
h,i′

Mhe
h
i (q)bi,qe

−iωi(q)t[ehi′(q)]∗bi′,−qe
−iωi′ (q)t = NMbi,qe

−iωi(q)tbi,−qe
−iωi(q)t.

Тогда

K =
∑
q,i

Mω2
i (q)

2
N|bi,qe−iωi(q)t − b∗i,−qeiωi(q)t|2. (9.14)

Потенциальная энергия вычисляется аналогично, причем удобно вос-
пользоваться тем, что векторы ei(q) – собственные векторы матрицы
Dhh′

αβ

√
MhM ′

h [это видно из уравнений (9.2), (9.3) и (9.9)]. В результате

Φ =
∑
q,i

Mω2
i (q)

2
N|bi,qe−iωi(q)t + b∗i,−qe

iωi(q)t|2, (9.15)

Окончательно, энергия принимает вид

E =
∑
q,i

Mω2
i (q)N (bi,qb

∗
i,q + b∗i,qbi,q). (9.16)

Таким образом, энергия распадается на сумму независимых вкладов от
каждой нормальной моды i, q. Фактически, мы перешли от смещений
атомов uhn к нормальным модам колебаний bi,q. Вклад в энергию от каж-
дой нормальной моды имеет вид энергии гармонического осциллятора,
причем, как видно из формул (9.14) и (9.15), величины

xi,q = bi,q exp [−iωi(q)t] + b∗i,−q exp [iωi(q)t] (9.17a)

и

vi,q = −iωi(q){bi,q exp [−iωi(q)t]− b∗i,−q exp [iωi(q)t]} ≡ ẋi,q, (9.17b)

играют роль координаты и скорости данного гармонического осциллято-
ра, соответственно.

Несложно теперь перейти к описанию колебаний решетки в представ-
лении вторичного квантования: как и для обычного гармонического ос-
циллятора введем операторы повышения (оператор рождения фонона)

b̂†i,q =

(
~

2NMωi(q)

)−1/2

b∗i,q ≡
(

~
2ρVωi(q)

)−1/2

b∗i,q, (9.18a)
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и оператор понижения (оператор уничтожения фонона)

b̂i,q =

(
~

2NMωi(q)

)−1/2

bi,q =

(
~

2ρVωi(q)

)−1/2

bi,q. (9.18b)

Здесь V – нормировочный объем, который входит в граничные условия
Борна-Кармана. Обратим внимание на то, что ρV = NM – масса кри-
сталла, √

~
2ρωi(q)V

– осцилляторная длина, соответствующая колебаниям кристалла. При
этом классическое выражение для энергии (9.16) переходит в квантово-
механическую формулу (9.5). Поскольку операторы b̂i,q, b̂†i,q построены
через операторы координаты и скорости также, как операторы повы-
шения и понижения для гармонического осциллятора, то их коммута-
ционное соотношение (9.6) очевидно, в этом можно убедиться прямым
расчетом.

Такой переход позволяет выразить смещение (в представлении вто-
ричного квантования – оператор смещения) через операторы рождения
и уничтожения. Можно убедиться в том, что (подробности приведены,
например, в томе 5 курса Л.Д. Ландау и Е.М. Лифшица [12])

ûhn =
∑
i,q

√
~

2ρVωi(q)

(
ehi (q)b̂i,qe

iqan−iωi(q)t +
[
ehi (q)

]∗
b̂†i,qe

−iqan+iωi(q)t
)
.

(9.19)
Приведем полезные выражения для смещений центра масс элемен-

тарной ячейки (и для относительной координаты для двухатомной ре-
шетки) в пределе малых qa0 � 1. В рамках теории упругости пишем
вектор деформации в виде u ∝ ei exp (iqr − iωt), где i = 1, 2, 3 нумерует
акустические моды, ei – единичный (|ei|2 = 1) вектор поляризации. Опе-
ратор смещения [классическое смещение удовлетворяет уравнению (8.2)]

û =
∑
i,q

√
~

2ρωi(q)V

(
ei(q)b̂i,qe

iqr−iωi(q)t + e∗i (q)b̂†i,qe
−iqr+iωi(q)t

)
. (9.20)

Аналогично, для относительного смещения атомов в элементарной
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ячейке двухатомного кристалла

ŵ =
∑
ĩ,q

√
~

2ρωĩ(q)V

(
ẽĩ(q)b̂ĩ,qe

iqr−iωĩ(q)t + ẽ∗
ĩ
(q)b̂†

ĩ,q
e−iqr+iωĩ(q)t

)
. (9.21)

Здесь ĩ нумерует оптические моды, ẽĩ(q) = e1
ĩ
(q) − e2

ĩ
(q) их векторы

поляризации.

9.3 Статистика фононов
Рассмотрение колебаний решетки в виде набора квантов – фононов от-
крывает возможности решения широкого круга задач, включая зада-
чи о теплоемкости и теплопроводности кристаллов, тепловом расшире-
нии, взаимодействии колебаний решетки и электронных степеней сво-
боды (электрон-фононное взаимодействие) и многие другие. Ключевым
параметром здесь являются ni,q – числа заполнения фононных мод (или
функция распределения фононов), характеризующие то, насколько воз-
буждены соответствующие осцилляторы. В рамках квантовой статисти-
ки числа заполнения даются стандартными выражениями

ni,q = 〈n̂i,q〉 = 〈b†i,qbi,q〉,

где угловые скобки обозначают как квантовомеханическое, так и стати-
стическое усреднение.

Определим функцию распределения фононов в условиях термоди-
намического равновесия, когда кристалл находится при температуре T .
Как известно из статистической физики отношение вероятностей того,
что гармонический осциллятор с собственной частотой ωi(q) находится
на уровне N + 1 и на уровне N дается формулой

Pi,q(N + 1)

Pi,q(N)
= exp

(
−~ωi(q)

kBT

)
,

где kB – постоянная Больцмана. Легко получить, что (подробности при-
ведены, например, в томе 5 курса Ландау и Лифшица [12])

ni,q ≡ n[~ωi(q)] =
∑
N

NPi,q(N) =
1

exp
(

~ωi(q)
kBT

)
− 1

. (9.22)
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Рис. 9.2: Распределение Планка.

O. Выражение (9.22) называют функцией распределения Планка. Схе-
матически зависимость n(~ω) показана на рис. 9.2.

Асимптотическое поведение функции распределения Планка:

n(~ω) ≈

{
kBT/~ω, ~ω � kBT,

exp (−~ω/kBT ), ~ω � kBT.
(9.23)

9.4 Теплоемкость кристаллов
Продемонстрируем мощь метода вторичного квантования и решим зада-
чу о теплоемкости кристалла.

Для начала получим результат в рамках классического подхода и
убедимся, что он не вполне адекватен. Как известно, на каждую сте-
пень свободы в классической физике приходится, в среднем, kBT/2 ки-
нетической энергии (теорема о равнораспределении энергии по степеням
свободы). У гармонического осциллятора средняя (по периоду) кинети-
ческая и средняя потенциальная энергии равны, поэтому для кристалла,
состоящего из одного моля атомов (число атомов равно числу Авогадро
NA ≈ 6× 1023) имеем для энергии решетки

Ecl = 3NAkBT. (9.24)



Фононы в кристаллах 98

Теплоемкость1

Ccl =
∂Ecl
∂T

= 3NAkB. (9.25)

В рамках классического рассмотрения получилось, что теплоемкость не
зависит от температуры. Это – закон Дюлонга и Пти (Dulong, Petit). Он
приближенно выполняется при комнатной температуре (и при более вы-
соких температурах, пока кристалл не расплавился), однако эксперимент
показывает, что C → 0 при kBT → 0.

Обращение в нуль теплоемкости при стремлении температуры к ну-
лю – квантовый эффект. Получим общее выражение для теплоемкости,
связанной с возбуждением фононов (электронный вклад будет проана-
лизирован отдельно). Для этого воспользуемся выражением гамильтони-
ана кристалла через операторы рождения и уничтожения фононов (9.5)
и запишем энергию как

E =
∑
i,q

~ωi(q)n[~ωi(q)]. (9.26)

Мы пренебрегли вкладом нулевых колебаний, его можно устранить вы-
бором начала отсчета энергии (и он, естественно, не зависит от темпера-
туры). Теплоемкость

C =
∂E
∂T

. (9.27)

Для дальнейшего разобъем сумму по фононам на сумму по оптиче-
ским и акустическим ветвям. Для расчета (точнее говоря, оценки) энер-
гии, запасенной оптическими фононами, примем модель Эйнштейна, где
считается, что для всех 3s− 3 оптических мод колебаний дисперсия от-
сутствует. Пусть, для простоты, частоты всех оптических фононов сов-
падают и равны ω0. Тогда для моля вещества (сумма по q даст просто
количество элементарных ячеек, т.е. NA/s)

Eopt = 3(s− 1)
NA

s
~ω0n(~ω0),

1В отличие от газов, мы можем пренебречь различием между теплоемкостью при
постоянном объеме и при постоянном давлении. Строго говоря, далее обсуждается
теплоемкость при постоянном объеме.
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и согласно (9.27)

Copt = 3(s− 1)
NA

s
kB

(
~ω0

kBT

)2 exp
(

~ω0

kBT

)
[
exp

(
~ω0

kBT

)
− 1
]2 . (9.28)

Для Copt легко получить высокотемпературную и низкотемпературную
асимптотики:

Copt = 3(s− 1)
NA

s
kB

1, kBT � ~ω0,(
~ω0

kBT

)2

exp
(
− ~ω0

kBT

)
, kBT � ~ω0.

При высоких температурах теплоемкость постоянна (ясно, что классиче-
ская механика работает), а при низких – экспоненциально мала. Говорят,
что при низких температурах оптические фононы вымораживаются.

При kBT � ~ω0 принципиально важны акустические моды. Оценку
теплоемкости можно выполнить в модели Дебая, считая что дисперсия
всех акустических мод линейна, скорости звука одинаковы и равны cs.
Единственная техническая сложность – при преобразовании по общему
правилу суммы по q в интеграл (2.9) [подробности в лекции 2]∑

q

. . . =
V

(2π)3

∫
d3q . . .

мы должны выбрать верхний предел по q так, чтобы число состояний
опять же оказалось равным числу элементарных ячеек. Обозначим со-
ответствующий верхний предел как qD (волновой вектор Дебая), тогда

V
(2π)3

× 4π ×
∫ qD

0

dqq2 =
Vq3

D

6π2
=
NA

s
, причем V = NAv0/s.

Напомним, что v0 – объем элементарной ячейки. Отсюда

qD =

(
6π2

v0

)1/3

.

Типичные значения qD – обратная постоянная решетки. O. Температура
Дебая

TD = ~csqD/kB. (9.29)
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Рис. 9.3: Теплоемкость одноатомного кристалла (s = 1) в модели Дебая.

Температура Дебая TD ∼ 102 K для типичных кристаллов.
Окончательно, вклад акустических фононов в энергию запишем как

Eac = 3
NA

s
kBTD

(
TD
T

)
, D (θ) =

3

θ3

∫ θ

0

x3dx

ex − 1
. (9.30)

При высоких температурах, T � TD, θ → 0, под интегралом x � 1,
раскладывая в ряд и интегрируя имеем D(θ) ≈ 1, энергия сводится к
классическому выражению, а теплоемкость к закону Дюлонга и Пти.

При низких температурах, T � TD, θ →∞ и D(TD/T ) ∝ T 3, энергия
Eac ∝ T 4, поэтому теплоемкость

Cac ∝ T 3, T � TD. (9.31)

Общий ход зависимости Cas(T ) в модели Дебая представлен на рис. 9.3.
Модель Дебая (9.30) часто используется как удобная интерполяция.

Количественное описание экспериментальных значений теплоемкости тре-
бует расчета дисперсии фононов во всей зоне Бриллюэна.
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(*) Неустойчивость двумерных
и одномерных кристаллов

Продемонстрируем мощь квантовомеханического описания колебаний кри-
сталлических решеток на важных и связанных друг с другом примерах:
расчете среднеквадратичных смещений атомов решетки и анализе влия-
ния температуры на структурный фактор решетки. Последний, как мы
видели на лекции 3, определяет дифракцию рентгеновских лучей и поз-
воляет узнать, имеем ли мы дело с кристаллом или нет. Кроме того, мы
увидим, что фононы могут “разрушать” одномерные и двумерные кри-
сталлы. Эта лекция не является обязательной и может быть опущена за
отсутствием времени.

10.1 Среднеквадратичные смещения атомов
решетки

Тепловое движение атомов решетки является хаотическим, поэтому его
удобно описывать на вероятностном языке, вводя средние значения, сред-
неквадратичные флукутации и т.д. Разовьем математический аппарат,
позволяющий рассчитывать такие характеристики.

Напомним, что оператор смещения атома решетки записывается в

101
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виде [см. формулу (9.19), полученную на предыдущей лекции 9]

ûn =
∑
i,q

√
~

2ρVωi(q)

(
ei(q)b̂i,qe

iqan−iωi(q)t + e∗i (q)b̂†i,qe
−iqan+iωi(q)t

)
.

(10.1)
Здесь и далее мы для рассматриваем простую одноатомную решетку.

Отметим, что в тепловом равновесии (и в пренебрежении ангармониз-
мом решетки, а на квантовом языке – взаимодействием фононов) среднее
значение смещения равно нулю

〈ûn〉 = 0. (10.2)

Здесь и далее угловые скобки подразумевают как квантовомеханическое,
так и статистическое усреднение. Для проверки формулы (10.2) выпол-
няем усреднение каждого из членов в (10.1) и пользуемся общими фор-
мулами

〈bi,q〉 = 〈b†i,q〉 = 0,

которые выполняются в состоянии термодинамического равновесия (стро-
гое доказательство см., например, в курсе статистической физики Л.Д.
Ландау и Е.М. Лифшица [12, 13], нам лишь достаточно того, что диаго-
нальные по состоянию с заданным числом фононов |N〉 в данной моде
матричные элементы операторов рождения и уничтожения обращаются
в нуль).1

Рассчитаем среднеквадратичную флуктуацию смещения (векторы по-
ляризации ei(q) считаем для простоты вещественными)

〈û2
n〉 =

∑
i,q

∑
i′,q′

√
~

2ρVωi(q)

√
~

2ρVω′i(q′)
[ei(q) · ei′(q′)]

×
〈
bi,qb

†
i′,q′ + b†i,qbi′,q′ + bi,qbi′,q′e

i... + b†i,qb
†
i′,q′e

−i...
〉

(10.3)

По тем же причинам, что средние от оператора рождения или уничтоже-
ния равны нулю, обнуляются и средние от пар одинаковых операторов

〈bi,qbi′,q′〉 = 〈b†i,qb
†
i′,q′〉 = 0.

1Такое усреднение можно делать следующими образом. Сначала выполним кван-
товомеханическое усреднение по состоянию с заданным числом фононов в каждой
моде Ni,q. Затем полученное выражение усредняется “статистически” с весом каждой
моды P (Ni,q), введенной на прошлой лекции, считая, что моды независимые.
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Поскольку фононы статистически независимы (без ангармонизма решет-
ки разные моды ничего “не знают” друг про друга), то произведения опе-
ратора рождения на оператор уничтожения (и наоборот) не обнуляются
тогда и только тогда, когда эти операторы соответствуют одной и той
же моде, т.е. при i = i′, q = q′. Согласно лекции 9

〈b†i,qbi′,q′〉 = δii′δqq′ni,q, (10.4a)

〈bi,qb†i′,q′〉 = δii′δqq′(1 + ni,q), (10.4b)

где ni,q – распределение Планка (9.22):

ni,q =
1

exp
(

~ωi(q)
kBT

)
− 1

. (10.5)

Таким образом, выражение (10.3) упрощается и принимает вид

〈û2
n〉 =

∑
i,q

~
ρVωi(q)

(
ni,q +

1

2

)
. (10.6)

Вклад, пропорциональный ni,q, обусловлен тепловыми колебаниями ре-
шетки, а вклад с 1/2 – связан с нулевыми колебаниями решетки.

Соответствующую сумму можно оценить в модели Эйнштейна или
Дебая, или вычислить точно, если дисперсия фононов задана. Например,
в модели Эйнштейна (частота моды ω0, v0 – объем элементарной ячейки)2

〈û2
n〉 ∼

~
ρv0ω0

1

2
+

1

exp
(

~ω0

kBT

)
− 1

 =
~

ρv0ω0

{
1/2, kBT � ~ω0,

kBT/~ω0, kBT � ~ω0.

Физический смысл этих оценок понятен. Однако, особый интерес пред-
ставляет вклад акустических фононов (собственно, именно они и важны
в одноатомных решетках). К его анализу мы и перейдем.

10.2 Неустойчивость одно- и двумерных кри-
сталлов

Нас будет интересовать вклад в среднеквадратичные смещения от аку-
стических фононов с малыми частотами

~ω � kBT,

2Очевидно, эта модель не применима для одноатомной решетки.
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именно этот вклад оказывается ключевым с точки зрения устойчиво-
сти кристаллов. Соответственно, преобразуем сумму в (10.6) в интеграл,
заменим распределение Планка на kBT/(~ω), а верхний предел интегри-
рования по частоте положим равным kBT/~:3

〈û2
n〉 ∝ T

∫ kBT/~

0

dω

ω3−d . (10.7)

Здесь d = 1, 2 или 3 – размерность системы.

• d = 3 – интеграл на нижнем пределе сходится, 〈û2
n〉 ∝ T 2 при

низких температурах.

• d = 2 – интеграл расходится на нижнем пределе – длинноволновые
тепловые фононы приводят к сколь угодно большим флуктуаци-
ям смещений атомов. Дальний порядок разрушается. В кристалле
конечного размера L отсечка на низких частотах происходит на
ωL ∼ cs/L:

〈û2
n〉 ∝ T ln

(
kBTL

~cs

)
• d = 1 – расходимость степенная. Дальнего порядка нет.

Ситуация с размерностями d = 2 и 1 иллюстрирует общую теорему
Мермина-Вагнера (иногда Мермина-Вагнера-Хоэнберга) об отсутствии
фазовых переходов в системах с размерностью d 6 2 (N. D. Mermin, H.
Wagner, 1966; P. C. Hohenberg, 1967) [14, 15].

На самом деле, и в двумерии и в одномерии ситуация более сложная,
так как есть изгибные моды с ω ∝ q2, эти моды очень низкоэнергетиче-
ские, и их вклад в разрушение дальнего порядка является решающим.

Однако, и двумерные, и одномерные кристаллы существуют (графен,
монослои дихалькогенидов переходных металлов, двумерный нитрид бо-
ра, нанотрубки). Реальные системы либо обладают конечным размером,
либо находятся на подложке, которая стабилизирует кристалл.

3Мы здесь интересуемся лишь тепловыми колебаниями, вклад нулевых колебаний
заслуживает отдельного анализа
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10.3 Структурный фактор решетки
Напомним, что в кристаллах дальний порядок в расположении атомов
характеризуется структурным фактором S(q), который мы ввели на лек-
ции 3, посвященной дифракции ренгтеновских лучей:

S(q) =
∑
n

e−iqRn . (10.8)

Здесь
Rn = n1a1 + n2a2 + n3a3 + un

– положение элементарной ячейки (с учетом ее смещения un за счет
колебаний решетки). При un = 0 структурный фактор имеет резкие (δ-
функционные пики при q совпадающих с векторами обратной решетки).

Исследуем влияние колебаний решетки на структурный фактор. Бу-
дем рассматривать трехмерный кристалл и найдем среднее

〈S(q)〉 =
∑
n

e−iqan〈e−iqun〉. (10.9)

Усреднение выполним следующим образом: разложим экспоненту в ряд
и усредним каждый член. Тогда вклады с нечетными степенями un вы-
падут, поскольку в них будет различное число операторов рождения и
уничтожения, а такие средние равны нулю, например 〈bbb†〉 = 0 (см.
краткое обсуждение выше). Вклады с четными степенями un вычисля-
ются по теореме Вика, известной в квантовой статистике [3, 13] (строгий
расчет приведен в §127 Температурная зависимость сечения дифракции
8ого тома курса Ландау и Лифшица). В результате

〈S(q)〉 =
∑
n

e−iqan exp

[
−1

2
〈(qun)2〉

]
. (10.10)

O. Множитель exp
[
−〈(qun)2〉/2

]
или его квадрат называют фактором

Дебая-Уоллера (или Дебая-Валлера).
Видно, что тепловые колебания решетки уменьшают интенсивность

дифракции, но не приводят к уширению пиков.
Оценка (акустические моды с одинаковой скоростью, изотропная мо-

дель):

exp

[
−1

2
〈(qun)2〉

]
∼ exp

[
−q

2〈u2
n〉

6

]
,

где среднеквадратичное смещение атома дается формулой (10.6).
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Лекция 11

Электронный спектр
кристаллов

Перейдем теперь к исследованию электронных свойств кристаллов. На
этой лекции будет сформулирована задача и приведены основные при-
ближения, используемые при исследовании электронного спектра твер-
дых тел. На следующей лекции будет развит метода, позволяющий учи-
тывать внешние поля, действующие на электроны в кристалле. Матери-
ал этой лекции соответствует примерно двум занятиям.

11.1 Постановка задачи
В самом общем случае задача об исследовании электронных свойств кри-
сталла состоит в нахождении волновых функций

Ψ(r1, . . . , rn;R1, . . .RN)

и энергий E системы, состоящей из n электронов и N ядер. Здесь ri (i =
1, . . . , n) – координаты электронов, Rj (j = 1, . . . , N) – координаты ядер,
спиновые индексы электронов и ядер мы опускаем. Для этого нужно
решить уравнение Шредингера1

HΨ = EΨ, где H = − ~2

2m0

∑
i

∆ri −
~2

2

∑
j

1

Mj

∆Rj + V ({ri}, {Rj}).

(11.1)
1Мы пренебрегаем спин-орбитальным и сверхтонким взаимодействиями для про-

стоты изложения.
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Здесь m0 – масса свободного электрона, Mj масса j-ого ядра, потенци-
альная энергия системы “электроны+ядра” записывается в виде

V ({ri}, {Rj}) =
1

2

∑
i 6=k

e2

|ri − rk|
+

1

2

∑
j 6=l

ZjZle
2

|Rj −Rl|
−
∑
ij

Zje
2

|ri −Rj|
, (11.2)

индексы i, k нумеруют электроны, j, l – ядра, Zj – заряд ядра.
Даже при n,N ∼ 10 “лобовое” решение (хоть численное, хоть анали-

тическое) уравнения (11.1) невозможно из-за гигантского числа степеней
свободы системы, а для характерных n,N ∼ 1023 такой подход становит-
ся бессмысленным. Поэтому в теории твердого тела делают ряд важных
приближений.

11.1.1 Адиабатическое приближение

Ядра значительно (в тысячи раз) тяжелее электронов

Mj � m0,

поэтому масштаб энергий электронных возбуждений (из физики атомов
и общих соображений ∼ 1 эВ) значительно превосходит масштаб энер-
гий атомного движения (энергии фононов, как обсуждалось на лекции 8,
. 10 . . . 100 мэВ). Поэтому электроны быстро подстраиваются под теку-
щее положение ядер и при расчете энергий электронов можно пренебречь
движением ядер. В соответствии с этим волновую функцию можно за-
писать как

Ψ({ri}, {Rj}) = Ψ
(e)
{Rj}({ri})Ψ

(n)({Rj}), (11.3)

где электронная волновая функция Ψ
(e)
{Rj}({ri}) зависит от ядерных ко-

ординат как от параметров. Такое представление волновой функции со-
ответствует адиабатическому приближению.

Электронная волновая функция удовлетворяет уравнению(
− ~2

2m0

∑
i

∆ri +
1

2

∑
i 6=k

e2

|ri − rk|
−
∑
ij

Zje
2

|ri −Rj|

)
Ψ

(e)
{Rj}({ri})

= E
(e)
{Rj}Ψ

(e)
{Rj}({ri}), (11.4a)
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а ядерная (в нулевом порядке по m0/Mj) –(
−~2

2

∑
j

1

Mj

∆Rj +
1

2

∑
j 6=l

ZjZle
2

|Rj −Rl|
+ E

(e)
{Rj}

)
Ψ(n)({Rj})

= EΨ(n)({Rj}). (11.4b)

В уравнение (11.4b) входит энергия электронов в зависимости от коор-
динат ядер. По существу дела уравнение (11.4b) есть квантовый аналог
динамических уравнений для движения ядер решетки, исследованных
на прошлых лекциях. Потенциальная энергия

Φ =
1

2

∑
j 6=l

ZjZle
2

|Rj −Rl|
+ E

(e)
{Rj}

дает равновесные положения ядер (минимум Φ), а выраженная через
смещения атомов относительно потенциальная положений равновесия
определяет (с точностью до константы) энергию в (6.3).

Адиабатическое приближение работает вполне хорошо во всех “непа-
тологических” системах. Электронное уравнение Шредингера (11.4a) по-
прежнему очень сложное. Для нахождения основного состояния, тем не
менее, есть способ, основанный на теореме Кона и Хоэнберга (Kohn,
Hohenberg, 1964 [16]): основное состояние гамильтониана (11.4a) опре-
деляется лишь (одночастичной) плотностью электронов n(r) (ядерные
координаты опускаем, n в формуле ниже – средняя плотность, т.е. число
электронов в единице объема кристалла)

n(r) = n

∫
dr2, . . . drn|Ψ(e)

{Rj}(r, r2, . . . rn)|2.

Иными словами, согласно теореме Кона и Хохенберга для основного со-
стояния эту формулу можно обратить, и волновую функцию Ψ выразить
через n(r), энергия электронов является функционалом плотности

E(e) ≡ E(e)[n(r)].

Существуют относительно эффективные численные методы (основанные
на дополнительных приближениях, т.к. вид функционала E(e)[n(r)] в об-
щем случае неизвестен), позволяющие найти n(r) и основное состояние
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многоэлектронной системы. Такой подход известен как O. метод (тео-
рия) функционала плотности (DFT, density functional theory).

Такие расчеты очень сложны, зачастую неинформативны и не позво-
ляют напрямую находить возбужденные состояния. Поэтому часто ис-
пользуется еще одно приближение.

11.1.2 Одноэлектронное приближение

Многочастичную волновую функцию Ψ(e)({ri}) выражают через набор
некоторых одночастичных функций, например, в виде детерминанта Сле-
тера

Ψ({ri}) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣
ψ1(r1) ψ1(r2) . . . ψ1(rn)
ψ2(r1) ψ2(r2) . . . ψ2(rn)
. . . . . . . . . . . .

ψn(r1) ψn(r2) . . . ψn(rn)

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣ . (11.5)

Одночастичные функции удовлетворяют уравнению Шредингера

− ~2

2m0

∆ψ(r) + V (r)ψ(r) = Eψ(r), (11.6)

где V (r) – некоторый эффективный потенциал, который зависит от ви-
да всех функций ψk(ri). O. Такой метод называется методом Хартри-
Фока. Строго говоря, задача решается итерационно (находят функции,
пересчитывают V , потом снова находят функции и т.д.), но и такой ите-
рационный подход очень трудоемок.

Далее мы будем активно пользоваться одноэлектронным приближе-
нием.

11.2 Функции Блоха
Часто вид потенциала V (r) неизвестен, однако этот потенциал должен
быть совместим с симметрией кристаллической решетки, для любого эле-
мента пространственной группы кристалла g

V (gr) = V (r).

В частности, наличие трансляций на базисные векторы a1, a2, a3 и их
комбинаций с целочисленными коэффициентами приводит к тому, что
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решение (11.6) можно представить в виде функции Блоха [доказатель-
ство было приведено на лекции 5]

ψ(r) =
eikr

√
V
uk(r), (11.7)

где k – квазиволновой вектор (он нумерует представления группы транс-
ляций), uk(r) – периодическая амплитуда, см. формулу (5.7), V – нор-
мировочный объем, опущенный в (5.7) (как и раньше, мы считаем, что
на волновые функции ψ(r) наложены условия Борна-Кармана). На лек-
ции 5 было показано, что добавление любого вектора обратной решетки
(они заданы формулами (3.14) и (3.15)):

bm1,m2,m3 = m1b1 +m2b2 +m3b3, m1,m2,m3 ∈ Z, (11.8a)

b1 =
2π

v0

[a2 × a3], b2 =
2π

v0

[a3 × a1], b3 =
2π

v0

[a1 × a2]. (11.8b)

к k не меняет представление группы трансляций, поэтому выбор k неод-
нозначен. Мы будем считать, что

− π 6 (kai) < π, (11.9)

т.е. волновой вектор лежит в первой зоне Бриллюэна (как и для фоно-
нов).

Нормировка блоховских функций:

1 =

∫
V
d3r|ψ(r)|2 =

1

V

∫
d3r|uk(r)|2 =

N
V

∫
v0

dρ|uk(ρ)|2. (11.10)

В последнем интеграле мы интегрируем по объему элементарной ячейки
v0, N = V/v0 – число элементарных ячеек в нормировочном объеме.
Таким образом из (11.10) имеем нормировку периодической амплитуды
Блоха ∫

v0

dρ|uk(ρ)|2 = v0. (11.11)

11.3 Методы решения одночастичного урав-
нения Шредингера

Предположим, что потенциал V (r) в одночастичном уравнении (11.6)

− ~2

2m0

∆ψk(r) + V (r)ψk(r) = Ekψk(r),
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задан. Так как он периодический, то можно записать

V (r) =
∑
b

Vbe
ibr, (11.12)

где b ≡ bm1,m2,m3 векторы обратной решетки (11.8) (ср. с лекцией 3). Пе-
риодическую амплитуду также раскладываем в ряд Фурье по обратным
векторам решетки

uk(r) =
∑
b

Ub(k)eibr, (11.13)

где зависимость от k остается как зависимость от параметра. Подставляя
эти выражения в (11.6) имеем

∑
b

ei(k+b)r

[
~2

2m0

(k + b)2Ub +
∑
b′

Vb′Ub−b′

]
= Ek

∑
b

ei(k+b)rUb.

Полученная формула должна быть верной для любого b, поэтому (умно-
жая на exp [−i(b+ k)r] и интегрируя по координате)

~2(k + b)2

2m0

Ub +
∑
b′

Vb′Ub−b′ = EkUb. (11.14)

Это бесконечная система линейных уравнений на коэффициенты разло-
жения Ub. О. Такой метод перехода от уравнения в частных производных
к алгебраическим уравнениям называется методом плоских волн.

11.3.1 Метод слабо связанных электронов

Во многих практически важных случаях удается обойтись знанием лишь
малого числа фурье-компонент потенциальной энергии Vb (их определя-
ют, как правило, из сопоставления рассчитанного спектра с эксперимен-
том – эмпирический метод псевдопотенциала). В методе слабо связан-
ных электронов (метод почти свободных электронов, nearly free electron
model) считается, что

|Vb′ | �
~2b2

2m0

,

для любых векторов обратной решетки b, b′. Тогда потенциал можно
учитывать по теории возмущений. Алгоритм расчета:
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1. Для начала приведем все значения k к первой зоне Бриллюэна, при
этом спектр “сложится”, см. рис. (11.1).

2. Затем учтем смешивание состояний там, где есть точки пересече-
ния.

Такой подход аналогичен первому борновскому приближению в теории
рассеяния.
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Рис. 11.1: Схематическое изображение энергетического спектра в при-
ближении слабо связанных электронов.

Пример. Для примера рассмотрим одномерную систему и учтем лишь
одну компоненту Фурье потенциальной энергии

V2π/a = V ∗−2π/a,

соответствующую вектору одномерной обратной решетки b = 2π/a. Вбли-
зи k = π/a имеем в рамках теории возмущений для вырожденного спек-
тра систему уравнений на коэффициенты разложения волновой функции
U0 и U−2π/a (аналогично рассматривается окрестность k = −π/a)(

~2k2
2m0

V ∗2π/a
V2π/a

~2(k−2π/a)2

2m0

)(
U0

U−2π/a

)
= Ek

(
U0

U−2π/a

)
.
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Обращение в нуль ее определителя дает дисперсию:

Ek =
1

2

[
~2k2

2m0

+
~2(k − 2π/a)2

2m0

]
±

√
|V2π/a|2 +

1

4

[
~2k2

2m0

− ~2(k − 2π/a)2

2m0

]2

. (11.15)

Видно, что вблизи k = ±π/a (а в более высоких порядка теории возму-
щений или с учетом большего числа фурье-гармоник потенциала вблизи
k = 0) в спектра открываются щели.

O. Разрешенная зона – полоса энергий, в которой допустимы блохов-
ские решения уравнения Шредингера для электрона в периодическом
потенциале (11.6).

O. Запрещенная зона – полоса энергий, в которой нет блоховских
решений уравнения Шредингера для электрона в периодическом потен-
циале (11.6).

Специфика спектра в модели слабо связанных электронов: узкие за-
прещенные зоны и широкие разрешенные. Такая ситуация характерна
для металлов (что такое металл в строгом смысле этого термина узнаем
в следующем семестре).

11.3.2 Метод сильно связанных электронов

В литературе также используется название метод сильной связи (tight-
binding method) или метод линейной комбинации атомных орбиталей. В
этом подходе предполагается, что электроны сильно связаны с соответ-
ствующими ядрами, см. рис. 11.2, а наличие соседних ядер учитывается
по теории возмущений.

Рис. 11.2: Одномерная модель кристалла в методе сильной связи, ϕ(r) –
волновая функция электрона на данном атоме.

Рассмотрим простую решетку (один атом в элементарной ячейке). В
простейшей реализации метода на каждом узле решетки (грубо говоря,
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на каждом атоме) учитывается лишь одна орбиталь – одна электронная
волновая функция ϕ(r). Предполагается, что энергетическое расстояние
до других орбиталей большое и орбитали не смешиваются (в реальности
учитывают целый набор близко расположенных состояний). Блоховскую
функцию ищем в виде

ψk(r) =
∑

n1,n2,n3

Cn1,n2,n3ϕ(r − an1,n2,n3),

где an1,n2,n3 = n1a1 + n2a2 + n3a3, n1, n2, n3 ∈ Z – положение атома в
решетке, ср. с (1.2). Пользуясь теоремой Блоха можно найти коэффици-
енты Cn1,n2,n3 :

ψk(r) = N
∑
n

eikanϕ(r − an). (11.16)

Здесь, как и на прошлых лекциях, n = n1, n2, n3, N – нормировочная
константа. Легко проверить, что периодическая амплитуда записывается
как

uk(r) = N
∑
n

eik(an−r)ϕ(r − an). (11.17)

Действительно,

uk(r + ai) = N
∑
n

eik(an−r−ai)ϕ(r + ai − an) = N
∑
n′

eik(an′−r)ϕ(r − an′).

Представим одночастичный потенциал в виде суммы потенциалов от-
дельных узлов решетки

V (r) =
∑
n

V0(r − an), (11.18)

пусть функция ϕ(r) удовлетворяет уравнению Шредингера на узле

− ~2

2m0

∆ϕ(r) + V0(r)ϕ(r) = E0ϕ(r), (11.19)

E0 – соответствующая энергия. Подставляем блоховскую функцию (11.16)
в уравнениеШредингера (11.6) и вычисляем квантовомеханическое сред-
нее от энергии (для простоты считаем ϕ(r) вещественной):

Ek = E0 +

∑
n,n′

∫
dreik(an−an′ )ϕ(r − an′)

∑
m 6=n V0(r − am)ϕ(r − an)∑

n,n′ e
ik(an−an′ )

∫
drϕ(r − an′)ϕ(r − an)

.

(11.20)
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Вклад узла n уже был учтен в E0, поэтому в потенциальной энергии это
слагаемое исключено. Удобно вовсе пренебречь перекрытием волновых
функций на различных узлах∫

drϕ(r − an′)ϕ(r − an) = δn,n′ ,

и ввести

Tn′,n ≡ Tn′−n =

∫
drϕ(r − an′)

∑
m6=n

V0(r − am)ϕ(r − an). (11.21)

О. Tn′−n – интеграл переноса.
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Рис. 11.3: Дисперсия в модели сильной связи, T1 < 0.

Тогда дисперсия принимает вид

Ek = E0 +
∑
m

eikamTm. (11.22)

Часто оставляют лишь вклад от ближайших соседей, учитывая лишь
m = (±1, 0, 0), (0,±1, 0), (0, 0,±1) (m = (0, 0, 0) – это сдвиг энергии на
данном узле, он не интересен, может быть включен в E0).

Пример. Одномерная решетка

Ek = E0 + 2T1 cos ka. (11.23)
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Рис. 11.4: Схема зон в методе сильной связи.

Дисперсия схематически показана на рис. 11.3.
В методе сильной связи разрешенные зоны узкие, а запрещенные –

широкие (|Tm| � ∆E , ∆E – характерные расстояния между уровнями в
атоме). Можно сказать, что изолированные атомные уровни расплыва-
ются в зону, рис. 11.4.

В таком упрощенном виде метод сильной связи применим для ди-
электриков (что это такое в строгом смысле слова – узнаем дальше).
Часто используется эмпирический метод сильной связи, где интегралы
переноса выбираются из сравнения рассчитанной дисперсии с данными
эксперимента. Кроме того, учитывается несколько орбиталей на узле.
Например sp3d5s∗ модификация метода (учитываются s, p, d и еще одна
вспомогательная s орбиталь) описывает спектр в полупроводниках типа
GaAs, Si, . . . . Дисперсия электронов в GaAs показана на рис. 11.5.

(a) (b)

conduction
band

valence
band

Рис. 11.5: Зона Бриллюэна (a) и дисперсия зон (b) в GaAs. Из [17].



Лекция 12

Метод эффективной массы

На прошлой лекции мы обсуждали энергетический спектр электронов в
кристаллах и микроскопические методы расчета спектра и блоховских
функций. Даже в одноэлектронном приближении это весьма сложная
задача. На этой лекции будет развит общий и очень удобный метод для
анализа энергетического спектра электронов в кристаллах вблизи тех
или иных точек зоны Бриллюэна. Этот метод позволит учесть внешние
воздействия на кристалл. Материал этой лекции соответствует примерно
двум занятиям.

12.1 Эффективный гамильтониан
Во многих случая важных с точки зрения теории (и сопоставления с экс-
периментами) нас будет интересовать не все дисперсионные зависимости
электронов, а лишь дисперсия вблизи определенных точек зоны Брил-
люэна и определенных энергий. Это связано с заполнением энергетиче-
ских зон электронами. То, как заполняются энергетические зоны элек-
тронами мы будем подробно обсуждать в следующем семестре, сейчас
отметим лишь следующее. Электроны являются фермионами, поэтому
заполнение энергетических уровней идет последовательно, от состояний
с низшей энергией, к состояниям с более высокой энергией. При нулевой
температуре есть отсечка – энергия Ферми – разделяющая занятые и
свободные состояния. Желающие забежать вперед могут посмотреть в
первую лекцию следующего семестра, лекцию 13.

O. Полностью заполненные зоны (при T = 0) называются валентны-

118
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ми зонами (valence bands).
O. Пустые или частично заполненные зоны (при T = 0) называются

зонами проводимости (conduction bands).
Типичные ширины зон по грубым оценкам составляют ∼ 1 eV, а теп-

ловая энергия при комнатной температуре 25 meV. Поэтому часто важны
лишь состояния вблизи дна зоны проводимости или потолка валентной
зоны (ситуация оказывается несколько иной в металлах, об этом пойдет
речь на следующем семестре). На рис. 12.1 показана схема зон в объ-
емном GaAs вблизи центра зоны Бриллюэна. Эта точка обозначается
греческой буквой Γ. На прошлой лекции (рис. 11.5) была приведена зона
Бриллюэна с обозначением основных точек и расчетные дисперсионные
кривые в этом полупроводнике.

O. Γ-точка – центр зоны Бриллюэна.
Например, ширина запрещенной зоны, разделяющей зону проводи-

мости и валентную зону составляет в GaAs около 1.5 eV.
Наша задача развить аналитическое описание зон в небольшой обла-

сти k-пространства, как правило, вблизи точек экстремума зон. Обычно
экстремумы реализуются в высокосимметричных точках зоны Бриллю-
эна (например, при k = 0). Этот же метод позволит описывать влияние
внешних полей на электроны в кристаллах.

Мы сосредоточимся на исследовании спектра вблизи точки k = 0 –
центра зоны Бриллюэна. Напомним, что электронная волновая функция
– функция Блоха – записывается в виде

ψn,k =
eikr

√
V
un,k(r), (12.1)

где un,k(r) – периодическая амплитуда, и удовлетворяет одноэлектрон-
ному уравнению Шредингера [ср. с (11.6)]:

− ~2

2m0

∆ψn,k(r) + V (r)ψn,k(r) = En,kψn,k(r), (12.2)

с периодическим потенциалом V (r). Мы добавили в качестве нижнего
индекса блоховской функции, амплитуды, а также энергии число n –
номер зоны.

Заметим, что блоховские амплитуды un,k=0(r) ≡ un,0(r) образуют
полный набор (с некоторыми оговорками: в пространстве функций, удо-
влетворяющих граничным условиям Борна-Кармана). Доказательство:
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Рис. 12.1: Примерная схема зон в кристалле GaAs. Зоны маркированы
неприводимыми представлениями в Γ-точке. Eg ≈ 1.5 eV, ∆ ≈ 0.3 eV.

при k = 0 функции ψn,0 и un,0 отличаются лишь постоянным (нормиро-
вочным) множителем, а набор решений уравнения Шредингера – пол-
ный.

Тогда произвольную блоховскую амплитуду можно разложить как

un,k(r) =
∑
n′

C
(n)
n′ (k)un′,0(r). (12.3)

Здесь C(n)
n′ (k) – коэффициенты, они зависят от квазиволнового вектора

k и номера зоны n, амплитуда Блоха которой нас интересует, суммиро-
вание в (12.3) идет по всем зонам. Далее n и k мы будем опускать для
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краткости. Поэтому,

ψn,k(r) =
eikr

√
V

∑
n′

Cn′un′,0(r). (12.4)

Получим уравнения на коэффициенты Cn(k). Для этого подставим (12.4)
в (12.2) ∑

n′

[
− ~2

2m0

∆eikrCn′un′,0(r) + V (r)eikrCn′un′,0(r)

]
= eikrEn(k)

∑
n′

Cn′un′,0(r).

Комбинация

− ~2

2m0

∆un′,0(r) + V (r)un′,0(r) = En′(0)un′,0(r),

поэтому

∑
n′

[
~2k2

2m0

un′,0(r) + En′(0)un′,0(r) +
~
m0

k · p̂un′,0(r)

]
Cn′ =

En(k)
∑
n′

Cn′un′,0(r).

Для сокращения записи ввели оператор импульса (он действует на бло-
ховские амплитуды)

p̂ = −i~∇. (12.5)

Умножая на u∗n,0(r) и интегрируя по r (в пределах элементарной ячейки)
и пользуясь условием [ср. с (11.11)]∫

v0

dru∗n,0(r)un′,0(r) = v0δnn′ , (12.6)

получаем систему уравнений на коэффициенты∑
n′

[(
~2k2

2m0

+ En′(0)

)
δnn′ +

~
m0

k · pnn′
]
Cn′ = En(k)Cn, (12.7)

pnn′ =
1

v0

∫
v0

dru∗n,0(r)p̂un′,0 =
1

v0

∫
v0

dru∗n,0(r)(−i~∇)un′,0
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– матричные элементы оператора импульса.
Уравнения (12.7) можно переписать в удобном матричном виде, введя

столбец коэффициентов

Ĉ ≡ Ĉ(n)(k) =


C

(n)
1

C
(n)
2

. . .

C
(n)
n

. . .

 , (12.8)

и матрицу эффективного гамильтониана Ĥ ≡ H(k) с элементами

Hnn′ =

(
~2k2

2m0

+ En′(0)

)
δnn′ +

~
m0

k · pnn′ . (12.9)

Тогда систему (12.7) можно записать в виде

Ĥ(k)Ĉ = E(k)Ĉ. (12.10)

О. Матрица Ĥ(k) называется эффективным гамильтонианом или k ·
p-гамильтонианом.

Изложенный метод называется k·p-методом теории возмущений (или
методом эффективного гамильтониана). Отметим, что в экстремуме pnn ≡
0, поэтому матричные элементы k · pnn′ являются возмущением.

Уравнения (12.7) и (12.10) – точные. Обычно действуют одним из
двух способов. В первом подходе учитывают только те зоны, которые
нас интересуют, например, рассматривая близкие зону проводимости и
валентную зону (“обрезая” матрицу), после чего точно (численно, а ино-
гда и аналитически) диагонализуют матрицу уже небольшого размера (2,
3, 4,. . . зоны). Во втором подходе недиагональные слагаемые учитывают
по теории возмущений (как правило второго или третьего порядка).

12.2 Эффективная масса
Пусть точка k = 0 – экстремум для зоны n. Найдем дисперсию в этой
зоне с учетом квадратичных по волновому вектору членов. Для этого
достаточно учесть все недиагональные слагаемые (~/m0)k·pnn′ во втором
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порядке теории возмущений. Дисперсия принимает вид

En(k) = En(0) +
~2k2

2m0

+

(
~
m0

)2 ∑
n′ 6=n

(k · pnn′)(k · pn′n)

En(0)− En′(0)
(12.11)

= En(0) +
∑
αβ

~2

2mαβ

kαkβ,

где α, β = x, y, z – декартовы индексы. O. Здесь введен тензор обратных
эффективных масс

1

mαβ

≡ (m−1)αβ =
1

m0

δαβ +
1

m2
0

∑
n′ 6=n

pα,nn′pβ,n′n + pβ,nn′pα,n′n
En(0)− En′(0)

. (12.12)

Кубический кристалл

(m−1)αβ =
1

m∗
δαβ.

В общем случае тензор обратных эффективных масс можно привести к
главным осям mx′x′ , my′y′ , mz′z′ . Величины mαβ могут быть положитель-
ными и отрицательными, больше или меньше массы свободного электро-
на.

Часто в сумме (12.12) оставляют вклады лишь ближайших зон, где
энергетические знаменатели малы. Есть простейшая двухзонная модель
(дисперсия приведена на рис. 12.2), гамильтониан которой записывают
в виде

H =

(
Eg/2 ~pcvkα
~p∗cvkα −Eg/2,

)
(12.13)

где pcv – междузонный матричный элемент импульса, Eg – ширина запре-
щенной зоны, kα = kx, ky или kz – одна из компонент волнового вектора.
Обратная эффективная масса на дне зоны проводимости

1

m∗
=

1

m0

+
1

m2
0

|pcv|2

Eg
, (12.14)

Величина pcv во многих подобных системах близка, например, в полу-
проводниковых кристаллах III-V: GaAs, InAs, InSb, GaSb, . . . , поэтому в
системах с меньшей Eg эффективная масса меньше (а дисперсия более
крутая), см. таблицу 12.1.
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Рис. 12.2: Двухзонная модель. Сплошные кривые – результат точной
диагонализации гамильтониана (12.13), штриховые кривые – дисперсия
в приближении эффективной массы (12.14).

Таблица 12.1: Параметры некоторых кристаллов
Кристалл Eg (eV) m∗/m0

GaAs 1.52 0.067

InAs 0.42 0.027

InSb 0.26 0.013

Валентная зона в этих полупроводниковых кристаллах сложная, есть
несколько ветвей, дисперсия анизотропная даже в кубическом кристалле
(ср. с фононами!).

Параметры эффективного гамильтониана либо определяют из ато-
мистических расчетов, либо из сопоставления с экспериментом (вид га-
мильтониана, т.е. ненулевые pα,nn′ или mαβ устанавливают из соображе-
ний симметрии).

12.3 Движение электрона во внешних полях.
Теоремы о скорости и ускорении

Вычислим среднее значение скорости для электрона в кристалле, опи-
сываемого блоховской функцией (12.1). Оператор скорости формально
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записываем как
v̂ =

p̂

m0

= −i
~∇
m0

,

поэтому

vnk = 〈ψn,k|v̂|ψn,k〉 =
~k
m0

+
1

v0

∫
v0

dru∗n,k(r)(−i~∇)un,k

=
~k
m0

+
∑
n′n′′

C∗n′′Cn′
pn′′,n′

m0

.

Это выражение можно представить в виде

vnk =
∑
n′n′′

C
(n),∗
n′′

∂Hn′′n′

∂k
C

(n)
n′ = Ĉ†ĤĈ,

где Hn′′n′ – матричные элементы k · p-гамильтониана (12.9). С другой
стороны, перепишем (12.7) в виде (умножив на C∗n′′ и просуммировав по
n′′) ∑

n′n′′

C
(n),∗
n′′ Hn′′n′C

(n)
n′ = En(k). (12.15)

Пользуясь известной теоремой о дифференцировании гамильтониана по
параметру,1 мы видим, что верна теорема о скорости

vnk = 〈ψn,k|v̂|ψn,k〉 =
1

~
∇kEn(k) =

1

~
∂En(k)

∂k
. (12.16)

Если энергия записана в приближении эффективной массы E = ~2k2/2m∗,
то v = p/m∗.

По своему физическому смыслу скорость (12.16) – групповая ско-
рость, ср. с выражением (2.16), полученным на лекции 2. Эта скорость
описывает распространение волнового пакета.

Пусть к кристаллу приложены внешние поля, удовлетворяющие сле-
дующим условиям:

1. Характерная величина потенциальной энергии электрона в поле
мала по сравнению с ширинами разрешенных и запрещенных зон

|U(r, t)| � Eg;

1Известно, что для любого стационарного состояния 〈∂H∂λ 〉 = ∂E
∂λ . Тогда среднее

значение от ∂H/∂k равно ∂E(k)/∂k.
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2. Поля меняются плавно на масштабе постоянной решетки∣∣∣∣ 1

U(r, t)

∂U(r, t)

∂r

∣∣∣∣� a−1
0 ;

3. Частоты изменения полей ω ∼ |U−1∂U/∂t| малы по сравнению с
энергетическими зазорами, выраженными в единицах частоты

ω � Eg/~.

Тогда имеет место теорема об ускорении. Пусть P = ~k – квазиимпульс
(заглавный P , чтобы не спутать с импульсом p = −i~∇, действующим
на блоховские амплитуды, формула (12.5)), тогда

dP

dt
= −∇U(r, t). (12.17)

Эту теорему можно доказать, рассматривая классическую функцию Га-
мильтона H(r,P ) = En(P /~) + U(r, t) и выписывая соответствующие
уравнения движения. При этом компоненты r и P играют роль ка-
нонических координат и импульсов, соответственно. Скорость v(P ) =
∂H/∂P = ~−1∂En/∂k получается естественным образом из уравнений
механики, в качестве напоминания см. в том 1 курса Л.Д. Ландау и Е.М.
Лифшица [18].

Подход, основанный на теоремах о скорости и ускорении позволя-
ет квазиклассически решать задачу о движении электрона в кристалле.
Нам эти теоремы пригодятся в следующем семестре при исследовании
транспортных эффектов в кристаллах.

12.3.1 Иллюстрация: осцилляции Блоха

Рассмотрим одномерный кристалл в приближении сильной связи. Энер-
гетический спектр электрона записывается в виде (см. (11.23) и подроб-
ности на лекции 11)

Ek = E0 + 2T1 cos ka. (12.18)

Напомним, что E0 – начало отсчета энергии, a – постоянная решетки,
T1 – интеграл переноса между ближайшими соседями. Пусть к такому
кристаллу приложено электрическое поле F , тогда согласно теоремам
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о скорости и ускорении уравнения движения электрона имеют вид (x –
координата электрона вдоль оси кристалла)

dx

dt
≡ vk = −2T1a

~
sin ka, (12.19a)

dk

dt
=
eF

~
. (12.19b)

Решение этих уравнений записать несложно: квазиволновой вектор ли-
нейно растет со временем (начальные условия k(0) = 0, x(0) = 0)

k(t) =
eFx
~
t, (12.20)

а координата

x(t) =

∫ t

0

v(t′)dt′ =

∫ t

0

vk(t′)dt
′ = −2T1a

~

∫ t

0

sin

(
eFa

~
t

)
=

2T1

eF

[
cos

(
eFa

~
t

)
− 1

]
. (12.21)

Видно, что электрон совершает периодическое по времени движение, на-
зываемое блоховскими осцилляциями, частота блоховских осцилляций

ΩB =
|eF |a
~

. (12.22)

Вопрос. Мы на прошлой лекции (и не только на ней) договаривались,
что значения квазиволнового вектора k должны лежать в первой зоне
Бриллюэна, однако в формуле (12.20) это не так. Почему, тем не менее,
ответ получился верным?

Качественно эффект осцилляций понятен: скорость электрона сона-
правлена с k (при T1 < 0) при малых k и противонаправлена – при k
близких к краю зоны Бриллюэна. Поэтому направление движение элек-
трона меняется на противоположное, когда волновой вектор пробегает
всю зону Бриллюэна.

Отметим, что в объемных кристаллах осцилляции Блоха наблюдать
практически невозможно, наличие дефектов приводит к рассеянию элек-
тронов и сбивает осцилляции. Кроме того, для достижения разумных ча-
стот ΩB требуются гигантские поля, сравнимые с атомными. Блоховские
осцилляции наблюдаются (и используются для создания терагерцовых
лазеров) в структурах с искусственными кристаллами – полупроводни-
ковыми сверхрешетками.
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12.4 Метод плавных огибающих
Перейдем теперь к квантовомеханическому решению задачи о движении
электрона в кристалле во внешних полях. Для начала рассмотрим одно-
зонное приближение, в рамках которого мы будем рассматривать лишь
одну энергетическую зону (с номером n), а наличием всех остальных –
пренебрежем. Будем считать, что выполнены условия 1 – 3, сформули-
рованные выше. Волновую функцию электрона ищем в виде

ψ(r) = ϕ(r, t)un,0(r). (12.23)

O. Функция ϕ(r) называется плавной огибающей. Характерный про-
странственный масштаб изменения плавной огибающей значительно пре-
восходит постоянную решетки.

Иными словами, мы заменили плоскую волну exp (ikr)/
√
V в функ-

ции Блоха (12.1) на некоторую плавную функцию. Ее вид определяется
из решения уравнения Шредингера с эффективным гамильтонианом

i~
∂ϕ(r, t)

∂t
= Hϕ(r, t), H = En

[
−i∇− e

~c
A(r, t)

]
+ U(r, t). (12.24)

Таким образом в законе дисперсии En(k), полученном из (12.7), делается
замена

k→ −i∇− e

~c
A(r, t),

где A(r, t) – векторный потенциал электромагнитного поля, т.е. теперь
k – оператор, действующий на плавную огибающую.

Если в законе дисперсии ограничиться лишь квадратичными по k
вкладами, то получаем уравнение Шредингера на плавную огибающую
в простом виде2

i~
∂ϕ(r, t)

∂t
= − ~2

2m∗

[
−i∇− e

~c
A(r, t)

]2

ϕ(r, t) + U(r, t)ϕ(r, t). (12.25)

В таком однозонном приближении метод плавных огибающих (или
в еще более простом виде – метод эффективной массы) используется
для анализа многих эффектов, например, описания примесных состо-
яний (мелкие водородоподобные примеси описываются потенциальной
энергией U = −e2/κr, κ – статическая диэлектрическая проницаемость),

2Рассматриваем для простоты и краткости записи кубический кристалл.
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исследования эффектов внешнего магнитного поля (циклотронный ре-
зонанс, уровни Ландау), исследования экситонов (связанных состояний
электрона и дырки – незанятого состояния в валентной зоне) и т.п.

Однако, бывают ситуации, когда однозонного приближения недоста-
точно. Например, для описания переходов электрона из одной энергети-
ческой зоны в другую необходимо учесть по крайней мере две зоны. В
общем случае действуют так: ищут волновую функцию в виде

ψ(r, t) =
∑
n

ϕn(r, t)un,0(r), (12.26)

где ϕ1(r, t), . . . , ϕn(r, t), . . . – плавные огибающие. Таким образом, от столб-
ца коэффициентов (12.8) (умноженных на плоские волны) переходят к
набору плавных огибающих. Соответственно, если ввести столбец

Φ̂(r, t) =


ϕ1(r, t)
ϕ2(r, t)
. . .

ϕn(r, t)
. . .

 ,

то он будет удовлетворять матричному уравнению

i~
∂Φ̂

∂t
= Ĥ

[
−i∇− e

~c
A(r, t)

]
Φ̂ + U(r, t)Φ̂, (12.27)

где Ĥ(k) – матрица k · p-гамильтониана, введенная в (12.9):

Hnn′(−i∇) =

(
− ~2

2m0

∆ + En′(0)

)
δnn′ − i

~
m0

pnn′ ·∇. (12.28)

Опять же, мы заменяем k на оператор дифференцирования, действую-
щий на плавную огибающую. Как упоминалось раньше, обычно в k · p-
гамильтониане оставляют лишь несколько близких по энергии зон, а
далекими зонами пренебрегается. Соответственно, характерные энергии
возмущений должны быть малы по сравнению с зазорами до далеких зон
(которыми мы пренебрегли), а частоты изменения полей также должны
быть малы по сравнению с расстояниями до далеких зон, разделенных
на ~. Более того, потенциал должен быть по-прежнему плавным на мас-
штабе постоянной решетки, иначе выражение (12.26) с плавными огиба-
ющими теряет смысл.
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Строгое обоснование метода плавных огибающих приведено, напри-
мер, в книге Г.Л. Бира и Г.Е. Пикуса [1].

Конкретные применения метода эффективной массы и k · p-метода
теории возмущений мы увидим в следующем семестре при исследовании
оптических и транспортных свойств конденсированных сред.

12.4.1 Иллюстрация: размерное квантование электрон-
ных состояний в нанокристалле

Рассмотрим нанокристалл (также используется термин квантовая точ-
ка): частицу из некоторого кристаллического материала (как правило
полупроводника), окруженную другим материалом или вакуумом. При-
ставка “нано-” подчеркивает, что речь идет об объекте нанометрового
размера, обычно от единиц до сотен нм.

Пусть для простоты нанокристалл обладает сферической формой.
Это, конечно, модельное приближение – в реальности форма кристалла
определяется его огранкой, кристаллическими плоскостями, но если раз-
мер нанокристалла, его характерный радиус R значительно превышает
постоянную решетки a, то в нулевом приближении в теории форму мож-
но брать любой, а детали поверхности не очень важны.3 В приближении
эффективной массы электронные состояния в нанокристалле описыва-
ются уравнением Шредингера на плавную огибающую

− ~2

2m
∆ϕ(r) = Eϕ(r), r < R. (12.29a)

Здесь (и часто далее) мы будем использовать m (без звездочки) в каче-
стве эффективной массы. Пусть снаружи нанокристалла вакуум, будем
считать, что потенциальный барьер для электрона на поверхности нано-
кристалла (грубо говоря, величина этого барьера порядка работы выхо-
да электрона из материала) столь высок, что проникновением волновой
функции в вакуум можно пренебречь. Тогда уравнение (12.29a) следует
дополнить граничным условием4

ϕ(R) = 0. (12.29b)
3На самом деле, во многих случаях физика и химия поверхности очень важна
4Вопрос о граничных условиях в таких системах очень тонкий, здесь мы хотим

разобраться в ситуации лишь на качественном уровне.
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Уравнения (12.29), как известно из курса квантовой механики [19], опи-
сывают состояния электрона в сферически-симметричной потенциаль-
ной яме с бесконечным барьером. Возникает серия дискретных уровней,
характеризующихся угловым моментом l = 0, 1, . . ., его проекцией на
данную ось m (по m = −l,−l + 1, . . . , l − 1, l имеется вырождение спек-
тра, так как задача сферически симметричная, это, опять же приближе-
ние – в реальности уровни расщепятся за счет поверхностных эффектов
и за счет анизотропии спектра в объемном материале), а также глав-
ным квантовым числом n. O. Появление дискретного спектра называют
эффектом размерного квантования.

Для примера, основное состояние описывается плавной огибающей
функцией

ϕ(r) ∝

{
sin (πrR )

r
, r < R

0, r > R.

Энергия основного состояния

E0 =
~2π2

2mR2
.

Критерии применимости модели: R� a, E0 � Eg.
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Лекция 13

Статистика носителей заряда

В первом семестре мы обсуждали структуру кристаллов, их энергети-
ческий спектр. Во втором семестре речь пойдет главным образом о фи-
зических явлениях, протекающих в кристаллах. На первой лекции этого
семестра мы разберемся с тем, как электроны заполняют энергетические
зоны. Лекция будет носить в основном описательный характер.

13.1 Напоминание из прошлого семестра
В прошлом семестре мы изучали конденсированные среды на примере
кристаллов, т.е. систем, где атомы периодически расположены в про-
странстве (точнее говоря, где плотность массы или заряда – периодиче-
ская функция координаты r: ρ(r + a) = ρ(r), a – вектор трансляции).
Ключевая особенность таких систем – трансляционная симметрия. Поль-
зуясь этим мы смогли проанализировать спектр колебаний кристалли-
ческих решеток (спектр фононов), а также их электронный спектр.

Напомним, что в рамках одночастичного приближения волновая функ-
ция электрона в кристалле имеет вид функции Блоха (см. лекцию 11)

ψm,k =
eikr

√
V
um,k(r), (13.1)

где k – квазиволновой вектор, um,k(r) – периодическая амплитуда, V
– нормировочный объем. Индекс m нумерует разрешенные энергетиче-
ские зоны (на этой лекции будет много букв n, поэтому зоны будем ну-
меровать другой буквой – m). Как было показано в прошлом семестре,

133
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спектр разбивается на полосы энергии – разрешенные зоны, где дви-
жение электрона возможно и описывается волновой функцией (13.1) (с
вещественным k), и на зазоры между ними – запрещенные зоны, где ре-
шений уравнения Шредингера, соответствующими вещественным k, нет,
см. рис. 13.1.

Э
не
рг
ия

разрешенная зона

разрешенная зона

разрешенная зона

разрешенная зона

...

...
Рис. 13.1: Схема разрешенных и запрещенных зон.

В нашем рассмотрении многочастичные эффекты (взаимодействие
между электронами) учитывалось в рамках приближения Хартри-Фока.
В прошлом семестре мы не задумывались над тем, как электроны за-
полняют энергетические зоны. Однако, именно эффекты заполнения зон
оказываются ключом к пониманию транспортных, оптических, магнит-
ных и тепловых свойств кристаллов. На этой лекции пойдет речь о ста-
тистике электронов в кристаллах. Иначе говоря, нам предстоит ответить
на вопрос о том, как заполняются энергетические зоны.

На лекции 9 обсуждалась статистика фононов, было показано что
распределение квантов колебаний решетки описывается функцией Бозе-
Эйнштейна, точнее говоря, ее частным случаем – распределением План-
ка (9.22). Фононы являются бозонами, они могут в неограниченном ко-
личества заполнять данное квантовомеханическое состояние. Электроны
– фермионы, они подчиняются принципу Паули.
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13.2 Функция распределения Ферми-Дирака
Пренебрежем полностью взаимодействием между электронами. Пусть
спектр дискретный, а одночастичные уровни энергии E1, E2, . . . Em, . . .
упорядочены (рис. 13.2, левая панель):

E1 6 E2 6 E3 6 . . . 6 Em 6 Em+1 6 . . . .

Считаем, что спин-орбитальное взаимодействие пренебрежимо мало, а
каждый уровень двукратно вырожден по спину.

Рис. 13.2: Левая панель: схема одноэлектронных энергетических уровней.
Правая панель: заполнение уровней электронами.

Пусть температура T = 0, тогда разместить электроны по энерге-
тическим уровням легко. Согласно принципу Паули на каждом энерге-
тическом уровне будет не более двух электронов с противоположными
спинами, а для достижения минимума энергии требуется последователь-
но заполнять уровни E1, E2, . . . , пока не “кончатся” электроны.

Таким образом, при нулевой температуры все уровни вплоть до опре-
деленного (скажем, Em) заполнены, а уровни с E > Em – пустые.

Это рассуждение можно провести и для любого спектра: непрерывно-
го или для спектра, состоящего из полос (что имеет место в кристаллах,
рис. 13.1). Электроны заполняют энергетические состояния до опреде-
ленной граничной энергии.

O. По определению, энергию разделяющую занятые и свободные со-
стояния, называют энергией Ферми электронов EF .

Иногда EF называют уровнем Ферми. Энергия Ферми определяется
числом (точнее, концентрацией) электронов в системе. Действительно,
полное число электронов в системе N = Vn (n – концентрация электро-
нов) можно записать в виде

N = Vn = 2
∑
m,k

Θ(EF − Em,k). (13.2)
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Здесь, как и в формуле (13.1) m нумерует разрешенные зоны, k – волно-
вой вектор (суммируем по состояниям внутри первой зоны Бриллюэна),
Em,k – дисперсия электрона в зоне m, множитель 2 перед суммой учи-
тывает спиновое вырождение, Θ(x) – ступенчатая функция Хевисайда.

Формулу (13.2) легко обобщить на случай произвольных температур.
Вводят функцию распределения электронов fm,k = f(Em,k), описываю-
щую среднее число заполнения квантового состояния m,k (ср. с функ-
цией распределения фононов (9.22)). Подчеркнем, что в условиях тер-
модинамического равновесия функция распределения зависит лишь от
энергии электрона. Как мы уже установили при T = 0

fm,k =

{
1, Em,k < EF ,

0, Em,k > EF .

В общем случае T 6= 0 функция распределения имеет вид функции
Ферми-Дирака:

fm,k = f(Em,k) =
1

exp
(
Em,k−µ
kBT

)
+ 1

. (13.3)

Вывод этой формулы будет дан на лекциях по статфизике.
O. Величина µ в (13.3) – химический потенциал. Его физический

смысл будет разъяснен на лекциях по статфизике, сейчас можно счи-
тать, что это просто параметр функции распределения. Он определяется
концентрацией электронов и температурой:

n =
2

V
∑
m,k

fm,k. (13.4)

Легко проверить, что при T → 0 функция распределения Ферми-Дирака
переходит в ступеньку Θ(µ−Em,k) (рис. 13.3), при этом химический по-
тенциал оказывается равным энергии Ферми. При высоких температурах
(критерий будет дан несколько ниже, но и сейчас можно догадаться, что
высокие температуры – kBT � EF ), как мы увидим, µ < 0 и

f(E) ≈ exp

(
µ− E
kBT

)
(13.5)

Формула (13.5) – распределение Больцмана.
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Рис. 13.3: Функция распределения Ферми-Дирака при различных темпе-
ратурах.

Пример. Одна зона с параболической дисперсией Ek = ~2k2/2m (m –
эффективная масса).

При нулевой температуре

n =
2

V
∑
k

f(Ek) =
2

(2π)3

∫
d3kf(Ek) =

1

π2

∫ kF

0

dkk2 =
k3
F

3π2
. (13.6)

O. Здесь мы ввели фермиевский волновой вектор kF , причем

EF =
~2k2

F

2m
.

Для изотропной параболической зоны kF = (3π2n)1/3, а

EF =
~2

2m

(
3π2n

)2/3
.

Оценки:

• Пусть m = m0 (масса свободного электрона), концентрация n =
1023 cm−3. Энергия Ферми EF ≈ 7.8 eV.

• Пусть m = 0.1m0, концентрация n = 1017 cm−3. Энергия Ферми
EF ≈ 7.8 meV.
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Рис. 13.4: Параболическая зона, заполненная электронами до энергии
Ферми.

Интересно и важно отметить, что обе описанные ситуации могут быть
реализованы в конденсированных средах.

В общем случае (T 6= 0) концентрация электронов

n =
1

π2

∫ ∞
0

dkk2 1

exp
(
Ek−µ
kBT

)
+ 1

=

√
2mm

π2~3

∫ ∞
0

dE
√
E

exp
(
E−µ
kBT

)
+ 1

.

Будем измерять энергии в единицах тепловой энергии E ′ = E/(kBT ),
µ′ = µ/(kBT ), тогда

n = (kBT )3/2 m

π2~3

√
πm

2
F1/2(µ′). (13.7)

В этом выражении мы ввели интеграл Ферми-Дирака с индексом s = 1/2:

Fs(µ′) =
1

Γ(s+ 1)

∫ ∞
0

xsdx

exp (x− µ′) + 1
, (13.8)

где Γ(x) =
∫∞

0
exp (−t)tx−1dt – Γ-функция. Вводят также эффективную

плотность состояний Deff :

Deff = (kBT )3/2 m

π2~3

√
πm

2
. (13.9)
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Расчет показывает, что с ростом температуры при фиксированной
концентрации частиц химический потенциал падает, проходит через нуль
(при температуре T ∼ EF/kB) и продолжает уменьшаться (увеличиваясь
по абсолютной величине), рис. 13.5.
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Рис. 13.5: Схематическая зависимость химического потенциала от тем-
пературы.

В частности, при kBT � EF химический потенциал становится от-
рицательным, причем |µ|/kBT � 1. Прямым вычислением можно прове-
рить, что F1/2(µ′) ≈ exp (µ′), откуда

n = Deff exp

(
µ

kBT

)
. (13.10)

13.3 Металлы, диэлектрики, полупроводни-
ки

Итак, мы в общих чертах разобрались с тем, как электроны заполняют
энергетические зоны. Перейдем теперь к анализу того, что происходит в
реальных кристаллах. Перед этим уточним определение энергии Ферми,
чтобы избежать неоднозначной ситуации, когда спектр состоит из полос
(разрешенных и запрещенных зон). Давайте считать, по определению,
что

EF = lim
T→0

µ
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(передел берется при фиксированной концентрации).
Рассмотрим кристалл и начнем заполнять зоны Em,k электронами

так, чтобы система была электрически нейтральна (количество электро-
нов равно количеству протонов). При нулевой температуре будем исхо-
дить из принципа Паули и требования минимума полной энергии (на
самом деле, стоит еще выполнять, хотя бы мысленно, процедуру самосо-
гласования Хартри-Фока при добавлении очередного электрона). В ре-
зультате, когда добавляемые электроны закончатся, возможны лишь две
ситуации, см. рис. 13.6.

Э
не
рг
ия

Э
не
рг
ия

(a)       Металл (b)       Диэлектрик

зона 
проводимости

валентная зона

Рис. 13.6: Заполнение зон в металле (a) и диэлектрике (b).

O. В металлах энергия Ферми оказывается в разрешенной зоне, т.е.
в одной зоне сосуществуют как заполненные, так и свободные состояния.
Такие среды проводят электрический ток – электроны при сколь угод-
но слабом внешнем электрическом поле могут придти в движение (есть
свободные состояния).

O. В диэлектриках (изоляторах ) энергия Ферми оказывается в за-
прещенной зоне (иными словами, есть набор полностью заполненных
разрешенных зон вплоть до данной, а зоны выше по энергии – полно-
стью свободны). Такие среды электрический ток не проводят - электро-
нам некуда переходить при приложении внешнего поля.

Подчеркнем, что эти определения соответствуют нулевой температу-
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ре и идеальной (без дефектов) системе.
Напомним, что валентная зона – зона полностью заполненная элек-

тронами при T = 0. В зоне проводимости при T = 0 есть свободные
состояния. В металле энергия Ферми лежит в зоне проводимости (в од-
ной из многих). В диэлектриках энергия Ферми лежит между валентной
зоной и зоной проводимости.

Формально этим исчерпываются все возможности. Есть широкий класс
изоляторов, обладающих особыми и интересными физическими свой-
ствами. O. По определению, полупроводниками (semiconductors) назы-
вают те диэлектрики, ширина запрещенной зоны которых Eg . 2 eV
(иногда критерий жестче . 1.5 eV или даже . 1 eV).

Отличие полупроводников от остальных изоляторов лишь количе-
ственное, но достаточно важное: оказывается, что в полупроводниках
при комнатной температуре, как правило, концентрация носителей за-
ряда в низшей по энергии зоне проводимости (та, которая была первой
пустой при T = 0) оказывается заметной. Иногда полупроводниками в
широком смысле называют кристаллы, для которых можно найти при-
меси, которые при добавлении в кристалл поставляют электроны в зону
проводимости, или отбирают электроны из валентной зоны.

Есть еще два понятия: полуметалл (semimetal, не в химическом смыс-
ле) и бесщелевой полупроводник (gapless semiconductor). В литературе
есть разнобой (достаточно посмотреть в англоязычную википедию). Мы
будем считать, что и полуметаллы и бесщелевые полупроводники суть
системы, в которых энергетический зазор между верхней валентной зо-
ной и нижней зоной проводимости равен нулю.

13.4 Понятие о дырках
Заметим, что функция распределения электронов fm,k дает вероятность
заполнения P1 квантовомеханического состояния с данным k в данной
зоне m электроном. Дело в том, что состояние может быть либо не за-
полнено, либо заполнено одним электроном, поэтому его средняя засе-
ленность есть

fm,k = 0 · P0 + 1 · P1 = P1,
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где P0 = 1 − P1 – вероятность того, что данное состояние пустое. Веро-
ятность того, что состояние свободно дается выражением

P0 = f̄m,k = 1− fm,k = 1− 1

exp
(
Em,k−µ
kBT

)
+ 1

=
exp

(
Em,k−µ
kBT

)
exp

(
Em,k−µ
kBT

)
+ 1

=
1

exp
(
µ−Em,k
kBT

)
+ 1

. (13.11)

Поменяем теперь обозначения: введем Ēm,k = −Em,k и µ̄ = −µ (поменяем
знак всех энергий). Тогда f̄m,k – снова функция Ферми-Дирака:

f̄m,k =
1

exp
(
Ēm,k−µ̄
kBT

)
+ 1

. (13.12)

O. Таким образом свободные (незанятые) состояния можно ассоци-
ировать с дырками – квазичастицами, описывающими отсутствие элек-
трона. Формально это связано с тем, что в коммутационном соотношении
для операторов рождения и уничтожения фермионов (электронов)

â†m,kâm′,k′ + âm′,k′ â
†
m,k = δm,m′δk,k′ (13.13)

можно сделать замену и ввести операторы

ĉm,k = â†m,k, ĉ†m,k = am,k, (13.14)

которые будут удовлетворять тем же соотношениям (13.13).1 Более то-
го, заселенности состояний частицы (электрона) и античастицы (дырки)
связаны соотношениями

f̄m,k = 〈c†m,kcm,k〉 = 〈am,ka†m,k〉 = 1− 〈a†m,kam,k〉 = 1− fm,k.
При такой процедуре замена знака энергии также оказывается естествен-
ной:

Em,kâ
†
m,kâm,k = Em,kcm,kc

†
m,k = Em,k − Em,kc†m,kcm,k. (13.15)

Здесь первое слагаемое не зависит от чисел заполнения дырок и может
быть устранено выбором начала отсчета энергий.

1Строго говоря, при переходе от электронов к дыркам следует не только поменять
знак энергии, но и выполнить инверсию времени: поменять k → −k и перевернуть
спин (см. подробности в разд. 15.1 и книге [1]). Такое преобразование аналогично
переходу от электрона к позитрону (от частицы к античастице) в квантовой теории
поля [20]. Чуть подробнее об этом – см. лекцию 15.
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Рис. 13.7: Электроны и дырки в полупроводнике при конечной темпера-
туре.

13.5 Статистика электронов и дырок
На языке электронов и дырок удобно описывать заполнение зон в полу-
проводниках. При типичной Eg ∼ 1 eV и комнатной температуре kBT ≈
25 meV часть электронов переходит из валентной зоны в зону проводи-
мости. Появляется возможность для эффективного отклика на внешнее
поля как электронов в валентной зоне, так и электронов в зоне проводи-
мости. Так как в валентной зоне электронов много (лишь малая часть
перешла в возбужденные состояния), то удобно говорить о движении ды-
рок, по аналогии с тем, как в аудитории перемещение студента с места
на место можно описывать на языке перемещения незанятого места.

Пример. Собственный полупроводник (без примесей). Электроны и
дырки рождаются парами. Концентрация электронов n в (нижней) зоне
проводимости равна концентрации дырок p в (верхней) валентной зоне:

n = 2
∑
k∈c.b.

f(Ec,k) = 2
∑
k∈v.b.

f̄(Ev,k) = p.

Пусть нуль энергии соответствует дну зоны проводимости. Применяя



Статистика носителей заряда 144

выражение (13.10) к зоне проводимости и к валентной зоне имеем

n = Dc.b. exp

(
µ

kBT

)
, p = Dv.b. exp

(
−Eg − µ
kBT

)
, (13.16)

где Dc.b. и Dv.b. – эффективные плотности состояний в соответствующих
зонах, формула (13.9). Отметим, что

np = Dc.b.Dv.b. exp

(
−Eg
kBT

)
. (13.17)

Условие n = p дает величину µ. Если kBT � Eg, то µ ≈ −Eg/2 (главное
уравнять экспоненты, префакторы дадут малую поправку) – химический
потенциал лежит в середине запрещенной зоны.

Пример. Легированный полупроводник (используется также термин
примесный полупроводник).

Рис. 13.8: Донорные и акцепторные уровни в полупроводнике.

O. Донор – примесь, поставляющая электрон (в зону проводимости).
При нулевой температуре уровни доноров заполнены.

O. Акцептор – примесь, поставляющая дырку (в валентную зону),
т.е. “отбирающая” электрон. При нулевой температуре уровни акцепто-
ров незаняты.
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O. Компенсированный полупроводник – полупроводник, содержащие
доноры и акцепторы.

Понятия доноров и акцепторов легко уяснить из наводящих хими-
ческих соображений. Рассмотрим кристалл кремния. Si находится в IV
группе таблицы Менделеева, в кристалле реализуется sp3 гибридизация.
В упрощенной модели сильной связи 4 валентных электрона от каждого
атома кремния идут на образование химической связи с соседями. За-
меним один из атомов Si на атом фосфора. Он находится в V группе,
имеет на один валентный электрон больше, чем Si. Четыре электрона от
P пойдут на образование химических связей, а один останется “лишним”
и сможет перейти в зону проводимости кремния. Если же заменить один
атом Si на бор B (III группа), то для образования связей трех электро-
нов не хватит, потребуется еще один (он возьмется из валентной зоны),
поэтому B поставит в кремний дырку.

O. Изовалентная примесь – находится в той же группе периодиче-
ской таблицы элементов, что и замечаемый ей атом. Не меняет числа
электронов в кристалле (например, Ge в кремнии).

В общем случае ситуация более сложная, так как тип примеси может
зависеть от ее положения в кристаллической решетке.

Для описания статистики заряда в примесном полупроводнике необ-
ходимо учесть заселенности донорных и акцепторных уровней и вос-
пользоваться условием нейтральности, которое гласит, что сумма числа
электронов в зоне проводимости и электронов на акцепторах (т.е. акцеп-
торов, с которых ушли дырки) равна сумме числа дырок в валентной
зоне и дырок на донорах (т.е. доноров, с которых ушли электроны). Это
условие формулируется в таком виде, поскольку донор с электроном или
акцептор с дыркой является нейтральным (в кристалл добавляется неза-
ряженная примесь), а уход электрона с донора (или дырки с акцептора)
оставляет на месте донора положительный заряд (или на месте акцепто-
ра – отрицательный). Условие электронейтральности можно переписать
в условном виде так:

электроны в зоне + электроны на донорах + na

= дырки в зоне + дырки на акцепторах + nd, (13.18)

где nd и na – концентрации доноров и акцепторов.
Напрямую распределение Ферми-Дирака к донорным или акцептор-

ным состояниям применить невозможно, так как для локализованных
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электронов очень важно кулоновское взаимодействие. Действительно,
мелкий донор (как мы обсуждали на лекции 12, разд. 12.4) можно описы-
вать в рамках водородоподобной модели. Достаточно учесть лишь основ-
ное состояние электрона на доноре (1s в атомной терминологии, так как
другие состояния, как правило, обладают очень малой энергией связи
при реалистичных условиях). В этом состоянии может быть либо элек-
трон с проекцией спина +1/2, либо −1/2, а два электрона (с антипа-
раллельными спинами) примесь удержать практически не может (энер-
гия связи такого отрицательно заряженного центра мала). Отношение
вероятностей того, что донор заполнен одним электроном (с заданной
проекцией спина) к вероятности того, что донор пуст есть

P1

P0

= exp

(
µ+ Ed
kBT

)
,

где Ed > 0 – энергия связи электрона на доноре.2 Условие нормировки
вероятностей есть P0 +2P1 = 1, отсюда средняя заселенность донора есть

fd = 0 · P0 + 2 · P1 =
1

1 + ν exp
(
−µ+Ed

kBT

) , (13.19)

где ν = 1/2. В общем случае, если имеется дополнительное вырожде-
ние состояния (например, орбитальное), так что уровень донора с одним
электроном вырожден g-кратно, то, очевидно, ν = 1/g.

Разберем два важных частных случая, рассмотрев полупроводник n-
типа (есть доноры, нет акцепторов).

1. Предельно низкая температура

kBT � Ed.

Тогда доноры практически полностью заполнены электронами, хи-
мический потенциал лежит посередине между дном зоны проводи-
мости и уровнем донора, концентрация электронов в зоне

n ∝ exp

(
− Ed

2kBT

)
.

2Строгий вывод этой формулы можно посмотреть в книге Г.Г. Зегри и В.И.
Переля “Основы физики полупроводников” [21]. Наводящие соображения таковы:
мы рассматриваем систему с переменным числом частиц, поэтому согласно рас-
пределению Гиббса вероятность реализации пустого состояния P0 = 1/Z, где Z
– статсумма, а состояния с одним электроном с заданной проекцией спина есть
P1 = (1/Z) exp [(µ · 1− (−Ed))/kBT ], причем начало отсчета энергии – дно зоны.
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2. Умеренно высокая температура

Eg � kBT & Ed,

при этом доноры ионизованы, а электроны перешли с донорных
уровней в зону проводимости. Концентрация электронов проводи-
мости равна концентрации доноров.

Анализ общего случая сформулирован в виде задачи на дом.



Лекция 14

Основные положения теории
ферми-жидкости Ландау

Прошлая лекция была посвящена общим вопросам заполнения энерге-
тических зон в кристаллах. В зависимости от положения уровня Ферми
по отношению к зонам кристаллы подразделяются на металлы и изоля-
торы. Электроны мы считали невзаимодействующими. Теперь обсудим
основные проявления межчастичного взаимодействия для металлов.

14.1 Квазичастицы
На прошлой лекции мы не принимали во внимание кулоновское взаи-
модействие между электронами, но имели в виду, что при заполнении
носителями заряда зон выполняется процедура Хартри-Фока. Однако,
такой простой подход, в принципе, недостаточен: числа заполнения со-
стояний m,k (m – номер зоны, k – квазиволновой вектор) могут менять-
ся при изменении температуры или под действием внешних возмущений
(например, под действием внешнего электромагнитного поля). При этом
кулоновское взаимодействие также изменяется. Наша цель – понять, как
описывать такие ситуации.

Общий подход – использование концепции квазичастиц (в первом се-
местре про это шла речь на лекции 2).

Пример-напоминание. Колебания кристаллической решетки описы-
ваются на языке фононов – элементарных возбуждений, описывающих
отклонения атомов решетки от положения равновесия. Наблюдаемые ве-

148
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личины выражаются через дисперсию и функцию распределения фоно-
нов.

Оказывается, что подобный подход возможет и для описания систем
взаимодействующих фермионов – O. ферми-жидкости. Оговоримся, что
речь идет о системе с отталкиванием между частицами (ситуация с при-
тягивающимися фермионами другая, например, притягивающиеся элек-
троны и протоны образуют атомы, а притягивающиеся электроны – такое
в конденсированных средах возможно – переходят в сверхпроводящее со-
стояние).

Рис. 14.1: Функция распределения Ферми.

Гипотеза Ландау (имеет строгое доказательство, которое выходит
за рамки курса, см., например, [13]): спектр элементарных возбуждений
ферми-жидкости подобен спектру идеального ферми-газа, элементарные
возбуждения суть квазичастицы со спином 1/2.

Проиллюстрировать ситуацию можно следующим образом. Начнем с
невзаимодействующих фермионов при T = 0, их функция распределения
представлена на рис. 14.1. Для дисперсии в виде Ek = ~2k2/2m состояния
при k < kF ,

kF =

√
2mEF
~

, (14.1)

заняты, состояния с k > kF – свободны, причем kF и концентрация элек-
тронов в трехмерной системе связаны соотношением [см. формулу (13.6)
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из предыдущей лекции]

n =
k3
F

3π2
. (14.2)

• Таким образом основное состояние системы (иногда говорят “ва-
куумное”): состояния с |k| < kF заняты, а состояния с |k| > kF –
пустые. Квазичастиц нет.

• Элементарное возбуждение в системе: перенос электрона из занято-
го состояния k < kF в свободное состояние k′ > kF . Можно сказать,
что в системе есть электрон с волновым вектором k′ > kF и дырка
(незанятое состояние, см. оговорки в разд. 13.4) c k < kF .

• Изменение энергии системы происходит за счет возбуждения элек-
трона

ξe(k
′) =

~2k′2

2m
− ~2k2

F

2m
≈ ~vF (k′ − kF ),

где vF = ~kF/m – фермиевская скорость, и за счет возбуждения
дырки

ξh(k) = −
(
~2k2

2m
− ~2k2

F

2m

)
≈ ~vF (kF − k).

Естественно, сумма ξe(k′) + ξh(k) есть энергия, которую потребова-
лось затратить, чтобы перенести реальный электрон из k в k′.

В рамках теории Ландау ситуация вполне аналогичная. Есть сфера
Ферми в k-пространстве (в сферическом приближении для зон1) с ра-
диусом kF . Имеет место утверждение (его иногда называют теоремой
Ландау-Латтинжера [13, 22]) о том, что связь концентрации электронов
и kF дается формулой (14.2) (как если бы электроны не взаимодейство-
вали). Все интересующие нас эффекты разворачиваются вблизи kF . Эле-
ментарные возбуждения представляют в виде частиц (квазиэлектронов,
или, короче говоря, электронов) и античастиц (дырок), их энергии

ξe(k) = ~ṽF (k − kF ), (14.3a)
ξh(k) = ~ṽF (kF − k). (14.3b)

Здесь ṽF – параметр (перенормированная скорость), ṽF = ~kF/m∗, где
m∗ – перенормированная эффективная масса. Отличие ṽF от vF и m∗ от

1Обобщение почти очевидно.
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m связано со взаимодействием. На языке реальных частиц квазичасти-
ца представляет собой коллективное возбуждение, в которое вовлечено
много электронов. Иногда удобно записывать энергию электрона (ква-
зичастицы) как

E(k) = ξe(k) + EF .

Функцию распределения квазичастиц можно представить в виде функ-
ции Ферми-Дирака (в условиях термодинамического равновесия) f(E),
а при воздействии внешних полей – в виде суммы f(E) + δf , где δf –
поправка, обусловленная внешними полями.

Квазичастицы взаимодействуют друг с другом, но уже слабо (так как
их в естественных условиях мало). Взаимодействие между квазичасти-
цами можно учесть по теории возмущений.

14.2 Время жизни квазичастиц
Ключевая особенность квазичастиц состоит в их конечном времени жиз-
ни. Если какое-то состояние с волновым вектором k (|k| > kF ) заполнено,
то раньше или позже за счет взаимодействия это состояние окажется пу-
стым (и наоборот, незанятое состояние при k < kF окажется раньше или
позже занятым).

Рис. 14.2: Схематический процесс рассеяния квазичастицы на квазича-
стице.



Основные положения теории ферми-жидкости Ландау 152

Для оценки времени жизни квазичастицы τk рассмотрим процесс,
изображенный на рис. 14.2, в котором возбужденный квазиэлектрон с
k > kF рассеивается на квазиэлектроне c k′ < kF (далее приставку “ква-
зи” будем опускать), выбивая этот квазиэлектрон из-под поверхности
Ферми в свободные состояния. Воспользуемся золотым правилом Ферми
и представим

1

τk
=

2π

~
∑
k′pp′

|M(p,p′ ← k,k′)|2

× δ[E(k) + E(k′)− E(p)− E(p′)]δk+k′,p+p′

× fk′(1− fp)(1− fp′). (14.4)

Здесь M(p,p′ ← k,k′) – матричный элемент рассеяния пары электронов
из состояний k,k′ в состояния p,p′ (см. схему на рис. 14.3), δ-функции
описывают законы сохранения энергии и импульса, множитель fk′ ≡
f [E(k′)] гласит, что состояние k′ занято, а множители (1− fp)(1− fp′) –
что конечные состояния пусты.

Рис. 14.3: Диаграмма, описывающая взаимодействие квазичастиц.

Пользуясь законом сохранения импульса в (14.4) исключаем сумми-
рование по p′. Закон сохранения энергии позволит зафиксировать на-
правление k′, а принцип Паули навязывает два условия

−ξe(k) 6 ξe(k
′) 6 0, (14.5a)

0 6 ξe(p) 6 ξe(k) + ξe(k
′). (14.5b)
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Тогда (с точностью до общих множителей и с учетом того, что матрич-
ный элемент слабо зависит от волновых векторов, так как все волновые
векторы близки к kF , поэтому заменяем M(p,p′ ← k,k′)→ M̄) имеем

1

τk
∝
∫ 0

−ξe(k)

∫ ξe(k)+ξe(k′)

0

|M̄ |2 ∝ ξ2
e (k). (14.6)

Иногда вводят затухание квазичастицы γk и столкновительное уширение
~γk согласно

~γk =
~

2τk
∼ ξ2

e (k)

~kF ṽF
∼ ξ2

e (k)

EF
. (14.7)

Мы восстановили размерный множитель из тех соображений, что ника-
ких других параметров в теории нет (численный коэффициент зависит
от закона взаимодействия).

Итак, мы получаем, что неопределенность энергии квазичастицы за
счет ее конечного времени жизни ~γk ∝ ξ2

e (k), поэтому параметрически
затухание мало:

~γk
ξe(k)

∝ ξe(k)

EF
� 1.

При конечной температуре ~γk ∝ (kBT )2/EF (естественно, при kBT �
EF ). Параметрически малое затухание обосновывает существование ква-
зичастиц.

14.3 Особенности кулоновского взаимодействия
Электроны в кристалле взаимодействуют между собой по закону Кулона

V (r1 − r2) =
e2

κ|r1 − r2|
, (14.8)

где r1, r2 – координаты электронов, κ – статическая диэлектрическая
проницаемость. Это взаимодействие дальнодействующее, V (r) медленно
спадает с расстоянием, а интеграл

∫
V (r)d3r расходится на верхнем пре-

деле. Такой характер взаимодействия приводит к ряду специфических
особенностей, на которых мы кратко остановимся.

Оценим роль взаимодействия в пересчете на один электрон. Харак-
терная потенциальная энергия

U ∼ e2

κ
n1/3,
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где n – концентрация электронов. Эта оценка следует из того, что типич-
ное расстояние между электронами составляет n−1/3. Характерная кине-
тическая энергия есть энергия Ферми, а в трехмерной системе kF ∼ n1/3,
поэтому

K ∼ ~2n2/3

2m
.

Отношение энергий убывает с ростом концентрации

U

K
∼ e2m

κ~2n1/3
∝ n−1/3.

Получается, что чем больше концентрация электронов, тем слабее
роль кулоновского взаимодействия.

Относительная роль кулоновского взаимодействия характеризуется
безразмерным параметром

rs =
Rs

aB
, (14.9)

где

Rs =
3

√
3

4πn
– расстояние между электронами в модели шаров, а

aB =
κ~2

me2

– боровский радиус (с учетом кристаллического окружения). Отношение
U/K ∼ rs. Во многих системах rs & 1 и малого параметра в теории нет.

Выражение для энергии взаимодействия (14.8) модифицируется за
счет наличия свободных носителей заряда. Действительно, электроны
отталкиваются друг от друга, поэтому вблизи данного электрона кон-
центрация других носителей заряда немного уменьшается, см. рис. 14.4.
Можно сказать, что появляется область с эффективным положительны-
ми зарядом.

В простейшем приближении экранировку кулоновского взаимодей-
ствия можно описать таким образом. Пусть в точке r = 0 помещен
“пробный” электрон, а ϕ(r) – самосогласованный потенциал, создавае-
мый пробным электроном и всеми остальными. В предположении, что
ϕ(r) плавно меняется на масштабе 1/kF (и n−1/3) найдем заряд, индуци-
рованный этим потенциалом, потребовав, что электроны описываются
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Рис. 14.4: Экранировка кулоновского взаимодействия.

распределением Ферми-Дирака с учетом внешнего поля (e < 0)

f(Ek) =
1

exp
(
Ek+eϕ(r)−µ

kBT

)
+ 1

. (14.10)

Наведенная плотность заряда в первом порядке по ϕ(r)

eδnind(r) = e2ϕ(r)× 2

V
∑
k

(
−∂f
∂µ

)
= −e2ϕ(r)C.

O. Величину
C ≡ ∂n/∂µ (14.11)

иногда называют сжимаемостью электронного газа.

неэкранированный потенциал

экранированный потенциал

Рис. 14.5: Неэкранированный и экранированный кулоновский потенциал.
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Найдем самосогласованный потенциал из первого уравнения Макс-
велла (D = κE, E = − gradϕ)

divD = 4π [eδ(r) + eδnind(r)] ⇒ k2ϕk =
1

κ
[4πe− 4πe2ϕkC],

где во втором равенстве мы выполнили преобразование Фурье. Отсюда

ϕk =
4πe

κ(k2 + 4πe2

κ C)
. (14.12)

O. Величину

rTF =

√
κ

4πe2C
(14.13)

называют радиусом экранирования Томаса-Ферми (или Дебая, если газ
невырожден).

В реальном пространстве потенциал принимает вид (см. рис. 14.5)

ϕ(r) =
e

κr
e−r/rTF ,

он экспоненциально спадает при r & rTF . Взаимодействие ослабляется
и становится более короткодействующим. Это и есть явление экра-
нировки.



Лекция 15

Экситоны

На прошлой лекции обсуждались эффекты кулоновского взаимодействия
в металлах. Наиболее важные эффекты разворачивались вблизи энергии
Ферми, что позволяет описывать элементарные возбуждения системы в
виде квазичастиц: электронов и дырок над и под поверхностью Ферми.
Обсудим на этой лекции проявления кулоновского взаимодействия в по-
лупроводниках и изоляторах.

15.1 Еще раз об электронах и дырках
При нулевой температуре в изоляторах (и, в частности, в полупроводни-
ках) валентная зона полностью заполнена, а зона проводимости пуста.
Также как и в металлах мы можем назвать это состояние вакуумом.
Перенесем теперь электрон из валентной зоны в зону проводимости:

• освободим состояние kv в валентной зоне,

• займем состояние kc в зоне проводимости.

Возбужденные состояния кристалла удобно описывать (как и для метал-
ла) на языке электрон-дырочных пар, рассматривая пару как элементар-
ное возбуждение.

Уточним определение дырки. Пусть при возбуждении электрон-дырочной
пары электрону был передан волновой вектор (импульс) K, т.е.

kc = kv +K.

157
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(a) (b)

Рис. 15.1: (a) Полупроводник при нулевой температуре. (b) Полупровод-
ник с одной возбужденной электрон-дырочной парой.

На языке пар волновой векторK имеет смысл волнового вектора центра
масс электрон-дырочной пары. Так какK = kc−kv, то волновой вектор
дырки есть волновой вектор незанятого состояния, взятый с обратным
знаком

kh = −kv ⇒ ke + kh = K,

а волновой вектор электрона при переходе к электрон-дырочному пред-
ставлению, очевидно, не меняется ke = kc – волновой вектор занятого
состояния в зоне проводимости.

Запишем энергию пары, считая дисперсии зон параболическими. Как
и на прошлой лекции для начала мы пренебрежем кулоновским взаимо-
действием. Энергия пары есть энергия, потребовавшаяся для переноса
электрона из kv в валентной зоне в kc в зоне проводимости:

E = Ec(kc) + Eg − Ev(kv) = Eg +
~2k2

e

2me

+
~2k2

h

2mh

, (15.1)

где эффективная масса дырки mh = −mv > 0, эффективная масса элек-
трона me = mc. Введем волновой вектор относительного движения пары

k =
mh

M
ke −

me

M
kh,

где M = me + mh – масса экситона как целого (трансляционная масса
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экситона). Обратное преобразование

ke =
me

M
K + k (15.2a)

kh =
mh

M
K − k. (15.2b)

Энергия пары (без учета взаимодействия) есть

E = Eg +
~2k2

e

2me

+
~2k2

h

2mh

= Eg +
~2K2

2M
+

~2k2

2µ
,

1

µ
=

1

me

+
1

mh

. (15.3)

Напомним, что µ – приведенная масса электрон-дырочной пары.

15.2 Экситоны Ванье-Мотта
Процесс возбуждения пары [переход из (a) к (b) на рис. 15.1] приводит
к дисбалансу энергий взаимодействия электронов. При этом электрон в
валентной зоне может провзаимодействовать с электроном в зоне прово-
димости и перейти в незанятое состояние, см. схему на рис. 15.2. Этот же
процесс можно описать на языке движения незанятого места. А можно
сказать, что дырке соответствует положительный заряд, который при-
тягивает электрон.

(a) (b)

Рис. 15.2: Взаимодействие электрона и дырки в электрон-электронном
представлении.
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Отступление для теоретиков. Формально, притяжение электрона и
дырки можно получить, рассмотрев вклад в кулоновскую энергию отталкива-
ния электронов в двух зонах (проводимости c и валентной v) в представлении
вторичного квантования. Соответствующий вклад в энергию взаимодействия
в электронном представлении имеет вид

U =

∫
dr1dr2V (r1 − r2)a†c(r1)a†v(r2)ac(r1)av(r2), (15.4)

где операторы a†c,v и ac,v описывают рождение и уничтожение электронов в со-
ответствующих зонах в r-представлении, например, ac(r) =

∑
k ac,k exp (ikr),

V (r) – потенциальная энергия кулоновского отталкивания (выписанное выра-
жение описывает прямое дальнодействующее взаимодействие). Перепишем это
выражение на электрон-дырочном языке заменив операторы av(r) на c†v(r),
a†v(r) на cv(r). В полученном выражении операторы рождения и уничтоже-
ния дырки будут стоять в инвертированном порядке (cv(r2)c†v(r2)). Выполнив
(нормальное) упорядочение операторов

a†c(r1)a†v(r2)ac(r1)av(r2)→ a†c(r1)cv(r2)ac(r1)c†v(r2)→ −a†c(r1)cv(r2)c†v(r2)ac(r1)

→ a†c(r1)c†v(r2)cv(r2)ac(r1)→ −a†c(r1)c†v(r2)ac(r1)cv(r2),

имеем
U = −

∫
dr1dr2V (r1 − r2)a†c(r1)c†v(r2)ac(r1)cv(r2), (15.5)

т.е. знак энергии взаимодействия поменялся – электрон и дырка действительно
притягиваются, ср. с (13.15).

Строгий анализ показывает, что в рамках метода эффективной мас-
сы в низшем приближении по кулоновскому взаимодействию состояние
электрон-дырочной пары описывается эффективным уравнением Шре-
дингера для плавной огибающей функции экситона Ψ(R, r):(

− ~2

2M
∆R −

~2

2µ
∆r −

e2

κr
+ Eg

)
Ψ(R, r) = EΨ(R, r). (15.6)

Здесь r = re − rh – относительная координата электрона и дырки, R =
(mere + mhrh)/M – координата центра масс, κ – диэлектрическая про-
ницаемость.

Уравнение (15.6) аналогично уравнению, описывающему состояния
атома водорода (с точностью до сдвига начала отсчета энергии, наличия
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κ 6= 1 и другого значения приведенной массы), поэтому спектр связан-
ных состояний можно записать в виде

En(K) = Eg +
~2K2

2M
− EB

n2
, (15.7)

где n – главное квантовое число. Энергия связи экситона

EB =
µe4

2~2κ2
=

1

κ2

(
µ

m0

)
Ry, (15.8)

где Ry = 13.6 эВ. В типичных полупроводниках µ/m0 ∼ 0.1, κ ∼ 10,
поэтому энергия связи EB ∼ 10 meV. Боровский радиус экситона

aB =
~2κ
µe2

= a
(0)
B κ

(
m0

µ

)
, (15.9)

где a(0)
B – боровский радиус атома водорода. Типичные aB ∼ 50 Å.

Примеры. В GaAs EB ≈ 4 meV и aB ≈ 120 Å, в Cu2O EB ≈ 90 meV и
aB ≈ 10 Å.

Отметим, что EB � Eg и aB � a0 (a0 – период решетки), поэтому
противоречия с использованием метода эффективной массы нет. К фор-
мулам (15.6) и (15.8) есть поправки, связанные с непараболичностью зон,
дисперсией диэлектрической проницаемости, а также обменным взаимо-
действием между электроном и дыркой.1 Также наличие кристалличе-
ского окружения снимает вырождение по угловому моменту l (случайное
вырождение) и смешивает состояния с разными l (симметрия ниже сфе-
рической). Поправки масштабируются ∼ EB/Eg и убывают с номером
уровня n (как правило ∝ n−3).

O. Связанные состояния электрон-дырочной пары, описываемые урав-
нением (15.6), для которых EB � Eg и aB � a, называют экситонами
большого радиуса или экситонами Ванье-Мотта.

В ряде органических полупроводников и диэлектриков с большой Eg,
но и большими массами носителей заряда, модель (15.6) неприменима,
так как она дает EB ∼ Eg и aB ∼ a. В таких системах могут быть
экситоны малого радиуса или экситоны Френкеля – O. – где электрон и
дырка локализованы на соседних узлах решетки.

1Здесь опять же уместна аналогия с квантовой электродинамикой и позитронием
– связанным состоянием электрона и позитрона, см. [1] и [20].
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Понятие экситона было предложено Я.И. Френкелем (1931 г.), а экси-
тоны большого радиуса были обнаружены в закиси меди Е.Ф. Гроссом
и Н.А. Каррыевым (1957 г.).

В полупроводниках и наноструктурах могут быть и другие электрон-
дырочные комплексы: экситонные молекулы – биэкситоны, заряженные
экситоны – трионы (два электроны и дырка или две дырки и электрон).



Часть VI

Транспортные явления
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Лекция 16

Рассеяние носителей заряда

Перейдем теперь к изучению широкого круга явлений, называемых ки-
нетическими или транспортными явлениями или явлениями переноса.
Транспортные явления охватывают эффекты отклика электронов на внеш-
ние поля, сопровождающиеся движением носителей заряда. Этот класс
явлений является одним из самых сложных, так как описание таких
эффектов требует знание не только спектра электронов и дырок, но и
процессов рассеяния – взаимодействия электронов и дырок с дефектами
кристаллической решетки.

16.1 Общие соотношения
Итак, приступим к исследованию отклика носителей заряда на внешние
поля. Круг транспортных явлений включает в себя такие эффекты как
электропроводность, теплопроводность и многие другие. В самом про-
стом случае нас будет интересовать отклик электронов на внешнее ста-
тическое (или переменное) электромагнитное поле. Электрон в свобод-
ном пространстве разгонялся бы неограниченно (с точностью до реляти-
вистских эффектов), но в кристалле существует вероятность рассеяния
электрона на дефектах, фононах, дырках, других электронах.

O. Дефект – отклонение кристаллической решетки от периодично-
сти.

В отличие от физики атомов или квантовой электродинамики, где
удобно использовать понятие сечения рассеяния, в физике конденсиро-
ванных сред обычно применяют понятие времени (или темпа) рассеяния.
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На этой лекции мы будем рассматривать рассеяние электронов на стати-
ческих дефектах, а на следующей – электрон-фононное взаимодействие,
т.е. рассеяние электронов на колебаниях решетки.

В идеальной решетке состояния электрона описываются функциями
Блоха

ψn,k =
eikr

√
V
un,k(r), (16.1)

где k – квазиволновой вектор, un,k(r) – периодическая амплитуда, V –
нормировочный объем. Отклонение решетки от идеальной будем описы-
вать потенциальной энергией

U(r) = Vexact(r)− V (r), (16.2)

где V (r) – периодический потенциал, Vexact(r) – точная потенциальная
энергия электрона в решетке с дефектом. Как и раньше мы используем
одноэлектронное приближение. Мы считаем, что U(r) → 0 при r → ∞
(это может быть не так для фононов, но о них речь пойдет отдельно).
Как правило, U(r) считают слабым и для расчета процессов рассеяния
ограничиваются низшим (первым) борновским приближением по U(r).
Соответственно, темп перехода из состояния nk в состояние n′k′ записы-
вают в виде

Wn′k′,nk =
2π

~
|Vn′k′,nk|2δ(Enk − En′k′). (16.3)

Здесь Vn′k′,nk – матричный элемент потенциала дефекта, δ-функция опи-
сывает закон сохранения энергии. Дефект статический, поэтому энергия
сохраняется.

O. Рассеяние, при котором энергия электрона в начальном и конеч-
ном состояниях одинакова, называют упругим.

Как видно из рис. 16.1 различают три основных типа процессов рас-
сеяния:

I – внутризонное и внутридолинное рассеяние;

II – междузонное рассеяние;

III – внутризонное междолинное рассеяние.

O. Долина – область k-пространства вблизи экстремума зоны (мини-
мума зоны проводимости или максимума валентной зоны).
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I

II

III

Рис. 16.1: Различные процессы рассеяния носителей заряда.

В рассмотренном на рис. 16.1 процессы II и III запрещены законом
сохранения энергии.

Матричный элемент в (16.3) вычисляется на функциях (16.1) стан-
дартным образом

Vn′k′,nk =

∫
ψ∗n′k′(r)U(r)ψnk(r)

=
1

V

∫
drei(k−k′)ru∗n′k′(r)U(r)unk(r). (16.4)

Дальнейший расчет требует знания блоховских функций. Однако, ре-
зультат можно несколько упростить в актуальной ситуации, когда k, k′ �
a−1

0 для внутризонных и внутридолинных переходов (считаем, что нас
интересуют состояния вблизи центра зоны Бриллюэна – Γ-точки, такая
ситуация особенно важна для полупроводников). Положим r = an + ρ,
где an – координата элементарной ячейки, ρ – координата внутри эле-
ментарной ячейки [n = (n1, n2, n3), an = n1a1 + n2n2 + n3a3, см. (1.2)].
Тогда

Vnk′,nk =
1

V
∑
n

ei(k−k′)an

∫
v0

dρ ei(k−k′)ρu∗nk′(ρ)U(an + ρ)unk(ρ). (16.5)

Интегрирование ведется по объему элементарной ячейки v0. Экспонен-
ту exp [i(k − k′)ρ] можно опустить в силу малости k, k′ по сравнению с
размером зоны Бриллюэна.
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Теперь видно, что есть два предельных случая:

• Плавный (дальнодействующий) потенциал, U(r) отличен от нуля
на многих элементарных ячейках и меняется на масштабе ячейки
плавно (пример: кулоновский потенциал заряженного донора или
акцептора). Тогда мы можем положить U(ρ+an) = U(an) и (ср. с
(11.11)) ∫

v0

dρu∗nk′(ρ)unk(ρ) ≈ v0.

Поправки к этой формуле имеют порядок ka0, k
′a0 � 1. Сумму

по n можно преобразовать обратно в интеграл. Окончательно для
плавного потенциала получаем

Vnk′,nk =
1

V

∫
drei(k−k′)r U(r) ≡ 1

V
Uk′−k. (16.6)

Таким образом матричный элемент плавного потенциала равен его
фурье-образу Uk′−k (с точностью до нормировочного объема). Этот
результат можно было бы сразу получить в рамках метода эф-
фективной массы, включив плавный потенциал U(r) в уравнение
Шредингера с эффективным гамильтонианом (подробности на лек-
ции 12).

• Короткодействующий потенциал (например, потенциал вакансии,
дефекта замещения – один атом заменен на другой, или междоуз-
лия – примесный атом попал между узлами идеальной решетки)
отличен от нуля в пределах одной элементарной ячейки.1 Запишем

U(ρ+ an) = Ũ(ρ)δan,a,

где a – координата ячейки, содержащей дефект. Тогда

Vnk′,nk =
1

V
ei(k−k′)aŨ0, Ũ0 =

∫
v0

dρu∗nk′(ρ)Ũ(ρ)unk(ρ). (16.7)

С точностью до общего фазового множителя exp [i(k − k′)a], кото-
рый пропадет после возведения матричного элемента по модулю в

1На самом деле, потенциал может быть отличен от нуля в пределах нескольких
ячеек, это не меняет окончательного ответа.
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квадрат, Vnk,nk′ не зависит от k и k′. В рамках метода эффективной
массы короткодействующий потенциал можно записывать в виде

U(r) = Ũ0δ(r − a), (16.8)

где a – положение дефекта. Формально, можно пользоваться вы-
ражением (16.6), подставляя туда фурье-образ выражения (16.8).

Реальная ситуация может быть более сложная, потенциал может со-
держать короткодействующую часть (дефект замещения изовалетным –
нейтральным – атомом) и дальнодействующую часть (это дефект создал
относительно дальнодействующее поле упругих деформаций).

16.2 Усреднение по случайно расположенным
дефектам

Наличие лишь одного дефекта в макроскопическом кристалле не влияет
на транспортные свойства электрона сколько-нибудь значимым образом.
В реалистичной ситуации в системе задана концентрация дефектов nd,
сами дефекты разбросаны по кристаллу случайным образом. Потенци-
альная энергия электрона в поле дефектов записывается в виде

Utot(r) =
∑
i

U(r − ri), (16.9)

где ri – координата i-ого дефекта. Квадрат модуля матричного элемента,
описывающего процесс рассеяния в выражении (16.3) (как и выше, мы
рассматриваем случай внутризонного рассеяния с малыми волновыми
векторами, обобщение очевидно), записывается в виде

|Vk′k|2 = V−2

∣∣∣∣∣∑
i

e−iqriUq

∣∣∣∣∣
2

. (16.10)

О. Волновой вектор рассеяния q = k′ − k.
Запишем

|Vk′k|2 = V−2|Uq|2
∑
ij

e−iq(ri−rj).
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В этой сумме есть Nd = ndV слагаемых с ri = rj, в которых фазовый
множитель отсутствует. Это слагаемое не зависит от конкретной реали-
зации расположения дефектов. Остальные слагаемые содержат множи-
тели exp [iq(rj − ri)], которые зануляются “в среднем” (после того, как
мы усредним по положениям примесей ri – в реальности нас никогда
не интересует ответ для конкретно разбросанных примесей, важно что
будет “в среднем”2). Поэтому, после “усреднения по беспорядку”

|Vk′k|2 =
nd
V
|Uq|2. (16.11)

16.3 Парциальная скорость рассеяния
Как мы увидим в дальнейшем, важную роль будет играть не сама ско-
рость перехода между квантовомеханическими состояниями n,k и n′,k′,
а ее интегральные характеристики, например, скорость ухода из дан-
ного состояния, она же обратное уходное время (всюду рассматриваем
внутризонное рассеяние, индексы n и n′ = n опускаем):

1

τ0,k

=
∑
k′

Wk′,k, (16.12a)

или обратное транспортное время (скорость релаксации импульса)3

1

τ1,k

=
∑
k′

Wk′,k(1− cosϑ), (16.12b)

где ϑ = ∠k,k′.
Поэтому удобно ввести парциальную или дифференциальную ско-

рость рассеяния частиц в телесный угол dΩk′ : γ(Ωk′). Для упругих про-
цессов и изотропного энергетического спектра имеем согласно (16.11)

γ(Ωk′) =
V

(2π)3

∫
dk′k′

2
Wk′,k =

D(Ek)

4π

2π

~
nd|Uk′−k|2

=
ndD(Ek)

2~
|Uk′−k|2. (16.13)

2Есть специальные случаи – мезоскопических систем – где расположение примесей
важно, рассмотрение таких систем выходит за рамки данного курса.

3Физический смысл уходного времени очевиден, а смысл транспортного времени
будет уяснен на следующих лекциях.
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Здесь D(Ek) плотность состояний (без учета спинового вырождения –
мы пренебрегали спин-орбитальным взаимодействием, поэтому спин при
столкновении сохраняется), см. лекцию 2 (раздел 2.4). Для параболиче-
ской дисперсии в трехмерной системе

D(E) =
m3/2E1/2

√
2π2~3

.

Соответствующие скорости рассеяния принимают вид

1

τ0,k

=

∫
dΩk′γ(Ωk′),

1

τ1,k

=

∫
dΩk′(1− cosϑ)γ(Ωk′). (16.14)

Напомним, что dΩk′ = sinϑdϑdϕ в системе координат с полярной осью
z ‖ k, и приведем полезное соотношение для упругих процессов:

q = |k′ − k| =
√
k2 + k′2 − 2kk′ cosϑ = 2k

∣∣∣∣sin(ϑ2
)∣∣∣∣ . (16.15)

Разберем теперь два важных примера.

16.3.1 Рассеяние на ионизованных примесях

Пусть в системе есть заряженные (ионизованные, отдавшие электроны
или дырки) доноры или акцепторы. Потенциальная энергия

U(r) =
e2

κr
,

ее фурье-образ [ср. с (14.12) без экранировки]

Uq =

∫
dre−iqrU(r) =

4πe2

κq2
. (16.16)

Заметим, что для такого типа рассеяния уходный темп расходится. Это
известно из квантовой механики, где было показано, что полное сечение
рассеяния на кулоновском потенциале в борновском приближении бес-
конечно. Транспортная скорость релаксации тоже расходится, но лишь
логарифмически, конечный ответ получится с учетом экранировки ку-
лоновского взаимодействия.4

4Подробности – в домашнем задании.
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16.3.2 Рассеяние на нейтральных примесях

Рассеяние на нейтральном доноре или акцепторе (когда примесь не от-
дала свой электрон) описывать сложнее. Анализ показывает, что в акту-
альной области энергий теория возмущений не работает, и нужно “чест-
но” решать задачу, аналогичную задаче о рассеянии электрона на атоме
водорода. Ответ оказывается таков

γ(Ωk′) ∼
EB
~
a3
Bnd ∼

κ~3

m2e2
nd, (16.17)

где EB и aB – боровская энергия и боровский радиус электрона на доноре
(или дырки на акцепторе), численный коэффициент опущен. Отметим,
что для этого механизма рассеяния γ не зависит от энергии электрона.

16.3.3 Рассеяние на короткодействующем дефекте

Для короткодействующего дефекта согласно (16.7) Uq = Ũ0 и из форму-
лы (16.13) получаем

γ(Ωk′) =
ndD(Ek)

2~
|Ũ0|2 ∝

√
Ek. (16.18)

При этом скорость рассеяния пропорциональна плотности состояний.



Лекция 17

Электрон-фононное рассеяние

Мы обсудили рассеяние электронов на примесях и других статических
дефектах. Колебания решетки – фононы – также приводят к отклонению
потенциала, испытываемого электроном, от строго периодического. Тем
самым возникает электрон-фононное взаимодействие, которое оказыва-
ется естественным источником рассеяния носителей заряда, оно было бы
даже в идеальном бездефектом кристалле.

Наша цель – исследовать взаимодействие двух фундаментальных ква-
зичастиц в кристаллах: фононов и электронов. На первый взгляд может
показаться, что взаимодействие электронов с фононами нельзя описы-
вать по теории возмущений, так как при деформации решетки всегда
найдется область в кристалле, где отличие между точной потенциальной
энергией электрона Vexact(r) и периодической потенциальной энергией в
недеформированном кристалле V (r) не мало, см. рис. 17.1.

Рис. 17.1: Потенциальная энергия электрона в недеформированном кри-
сталле (сплошная линия) и в деформированном (пунктир).

Эта проблема, впрочем, кажущаяся. Нужно просто изменить едини-
цу измерения координат, а именно – использовать в качестве единицы
длины постоянную решетки деформированного кристалла, в результате
чего расхождение между потенциальными энергиями Vexact(r)−V (r) пе-
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рестанет накапливаться. Ясно, что расчет Vexact(r) сопровождается теми
же сложностями, что и расчет одночастичного потенциала V (r), поэтому
требуются приближения и упрощения.

17.1 Теория деформационного потенциала
Проанализируем для начала вопрос о том, как изменяется энергия элек-
трона в кристалле при наличии малой однородной статической дефор-
мации. Напомним, что в рамках теории упругости (подробности на лек-
ции 7) деформации кристалла описываются тензором деформации (7.4):

uαβ =
1

2

(
∂uα
∂xβ

+
∂uβ
∂xα

)
, (17.1)

где u = (ux, uy, uz) – вектор смещения, α, β – декартовы индексы. Найдем
поправки к энергии электрона ∝ uαβ. Для простоты рассмотрим кубиче-
ский полупроводник и простую зону (например, GaAs, где без учета спи-
на зона проводимости преобразуется по тождественному представлению
Γ1). Воспользуемся методом инвариантов (лекция 5): гамильтониан дол-
жен быть инвариантен относительно всех преобразований симметрии, а
единственным инвариантом тензора деформации является его след

Tr{u} =
∑
α

uαα = uαα.

Поэтому при наличии деформации эффективный гамильтониан электро-
на в деформированном кристалле можно представить в виде

H =
~2k2

2m
+ Ξcuαα. (17.2)

O. Ξc – константа деформационного потенциала или, короче говоря,
деформационный потенциал.

Физический смысл формулы (17.2) простой – деформация кристалла
приводит к изменению энергии.

Если деформация плавная (тензор uαβ медленно меняется на мас-
штабе постоянной решетки), то эффективный гамильтониан (17.2) по-
прежнему описывает движение электрона в деформированной решетке
с uαα ≡ uαα(r). Потенциальная энергия возмущения U(r) = Ξcuαα(r).
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Получим выражение для следа тензора деформации, создаваемого
акустическими фононами. Напомним, что раз речь идет о деформациях
в модели сплошной среды, то нас интересуют длинноволновые акустиче-
ские колебания, а речь об оптических модах пойдет дальше в разд. 17.3.
Согласно (9.20) оператор смещения выражается через операторы рож-
дения и уничтожения фононов следующим образом:

û =
∑
i,q

√
~

2ρωi(q)V

(
ei(q)b̂i,qe

iqr−iωi(q)t + e∗i (q)b̂†i,qe
−iqr+iωi(q)t

)
. (17.3)

Здесь V – нормировочный объем, который входит в граничные условия
Борна-Кармана, i = 1, 2, 3 нумерует акустические фононы, ρ – плотность
массы, ωi(q) – частота фонона с волновым вектором q, ei(q) – вектор
поляризации.

Вычисляя производные в (17.1) мы получаем следующую форму опе-
ратора возмущения:

UDP = Ξcuαα = Ξc
∂uα
∂xα

= Ξc

∑
q

√
~

2ρωLA(q)V
iq
(
b̂LA,qe

iqr−iωLA(q)t − b̂†LA,qe
−iqr+iωLA(q)t

)
. (17.4)

Отметим, что при дифференцировании возникает скалярное произведе-
ние

q · ei(q),

которое не равно нулю только для продольного акустического фонона,
поэтому из суммы по i мы оставили лишь i = LA (longitudinal acoustic).1

Заметим, что при малых q (когда макроскопическая теория упругости
применима)

ωLA(q) = sLAq,

где sLA скорость (продольного) звука, и UDP ∝ q1/2.
Грубая оценка для Ξc ∼ e2/a0 ∼ 1 . . . 10 eV. Теория деформационного

потенциала была разработана Джоном Бардином и Уильямом Шокли
в 1950 г. и обобщена Г.Л. Биром и Г.Е. Пикусом на случай сложной зо-
ны. Этот механизм электрон- (или дырочно-) фононного взаимодействия
есть в любых кристаллах.

1Со всеми оговорками по поводу смешивания фононов разной поляризации в среде
с кубической симметрией, см. разд. 8.1.2.
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17.2 Пьезоэлектрическое взаимодействие
В кристаллах без центра инверсии есть еще один, как правило, более эф-
фективный механизм электрон-фононного взаимодействия. Введем пару
определений:

O. Пьезоэффект – диэлектрическая поляризация среды, вызванная
упругой деформацией:

Pα = eαβγuβγ. (17.5)

Тензор eαβγ = eαγβ – тензор пьезоэлектрических коэффициентов (пьезо-
модулей). Очень грубая оценка eαβγ ∼ e/a2

0.
O. Пьезоэлектрик – среда, где допустимо соотношение (17.5).
Для того, чтобы допускать пьезоэффект среда не должна обладать

центром пространственной инверсии (см. лекции 4 и 5). Обратное не
верно, в группах K (вращения трехмерного пространства) и O (группа
вращений куба): центра инверсии нет, но пьезоэффект запрещен.

Например, в Si и Ge пьезоэффекта нет (есть центр инверсии). В GaAs
(точечная группа Td) центра инверсии нет, у тензора пьезомодулей толь-
ко одна независимая компонента, исторически обозначаемая e14:

Px = e14uyz, Py = e14uxz, Pz = e14uxy,

оси x, y, z – кубические.
Для того, чтобы понять какое возмущение электронного спектра со-

здается в деформированном пьезоэлектрике (за счет пьезоэффекта) необ-
ходимо решить уравнения Максвелла. Мы будем пользоваться квазиста-
тическим приближением (s� c), поэтому пишем

divD = 0 ⇔ div (ε̂E + 4πP ) = 0, (17.6)

где ε̂ – тензор диэлектрических проницаемостей. Записывая E = −∇ϕ,
где ϕ – потенциал поля, имеем

−εαβ
∂2ϕ

∂xα∂xβ
+ 4πeαβγ

∂uβγ
∂xα

= 0.

Производные

eαβγ
∂uβγ
∂xα

= eαβγ
∂2uβ
∂xα∂xγ

,

т.к. тензор деформации и тензор пьезомодулей симметричный по отно-
шению к перестановке последних индексов.
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Выразим смещения через операторы рождения и уничтожения фо-
нонов согласно (17.3), после чего оператор пьезоэлектрического взаимо-
действия принимает вид

Upiezo = eϕ(r) = e
∑
q,i

√
~

2ρωi(q)V

(
βi,q b̂i,qe

iqr−iωi(q)t + β∗i,q b̂
†
i,qe
−iqr+iωi(q)t

)
.

(17.7)
Здесь введена функция направления волнового вектора и моды

βi,q = 4π
eαβγqαqγei,β(q)

εαβqαqβ
. (17.8)

Таким образом при малых q (а только при таких q имеет смысла мак-
роскопическое рассмотрение) Upiezo ∝ q−1/2 (зависимость от модуля вол-
нового вектора берется из дисперсии фонона). Таким образом, пьезовза-
имодействие выигрывает у деформационного потенциала (UDP ∝ q1/2)
при малых q.

17.3 Фрелиховский механизм взаимодействия
с оптическими фононами

В ряде кристаллов с s > 1 атомом в элементарной ячейке, например, в
GaAs или в NaCl, сдвиг подрешеток приводит к возникновению элек-
трических полей. Мы подробно обсуждали этот эффект на лекции 8
(разд. 8.2). Напомним, что в таких кристаллах поляризация P , связан-
ная с относительным смещением подрешеток (т.е. с оптическим фоно-
ном), записывается в виде

P =
e∗

v0

w, (17.9)

где v0 – объем элементарной ячейки, e∗ – эффективный заряд. Смещение
подрешеток квантуется по известному нам правилу ср. с (17.3) и (9.21).
Как и выше получим потенциал возмущений из уравнения Максвелла

divD = div (ε∞E + 4πP ) = 0.
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Несложно убедиться, что вклад в E вносят лишь продольные оптические
фононы, причем

ϕ(r, t) = − 4πe∗

ε∞v0

× 2×

√
~

2ρωLOV
∑
q

(
i

q
b̂LO,qe

iqr−iωLOt + c.c.

)
. (17.10)

Здесь ωLO – частота продольного оптического фонона, ρ – плотность
кристалла.

Выражение (17.10) и соответствующую потенциальную энергию элек-
трона U = eϕ(r, t) можно выразить через наблюдаемые параметры, свя-
зав, как и на лекции 8, эффективный заряд e∗ с продольно-поперечным
расщеплением фононов. Для этого выразим

d2 =
(e∗)2

v0µ
,

ε0

ε∞
= 1 +

4πd2

ε∞ω2
TO

⇒ |e∗| =
√
v0µω2

TO

4π
(ε0 − ε∞).

Отсюда с учетом ρ = M/v0 и µ = M/4 (M = M1 + M2 – масса элемен-
тарной ячейки) для префактора имеем

− 4πe

ε∞v0

√
v0µω2

TO

4π
(ε0 − ε∞)

~
2(µ/v0)ωLOV

.

Окончательно пользуемся ε0/ε∞ = ω2
LO/ω

2
TO и в результате получаем

UPO = −e
(

2π~ωLO
ε∗V

)1/2∑
q

i

q

(
b̂LO,qe

iqr−iωLOt − b̂†LO,qe
−iqr+iωLOt

)
,

(17.11)
где

1

ε∗
=

1

ε∞
− 1

ε0

.

O. Возмущение (17.11) называется гамильтонианом Фрелиха. Вводят
безразмерную константу фрелиховского взаимодействия

α =
e2

~ε∗

√
m

2~ωLO
, (17.12)

где m – эффективная масса электрона (или дырки).
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Заметим, что при малых q фрелиховское взаимодействие UPO ∝ 1/q,
оно выигрывает и у пьезоэлектрического взаимодействия, и у взаимо-
действия через деформационный потенциал с акустическими фононами.
Поэтому, обычно, если рассеяние на оптических фононах по механизму
Фрелиха возможно (что бывает не всегда, см. ниже), то оно самое глав-
ное.

17.4 Расчет темпа электрон-фононного рас-
сеяния

Для расчета скорости перехода электрона Wk′k из состояния с волновым
вектором k в состояние с волновым вектором k′ при взаимодействии с
фононами следует проявить внимательность. Во-первых, гамильтониан
взаимодействия явным образом зависит от времени: любое из выраже-
ний (17.4), (17.7) и (17.11) можно представить в виде

U(r, t) =
∑
q

gq b̂qe
iqr−iω(q)t + g∗q b̂

†
qe
−iqr+iω(q)t, (17.13)

где gq – параметр (или, как говорят, константа) взаимодействия, для
краткости мы опускаем номер моды. Во-вторых, это выражение содер-
жит операторы рождения и уничтожения фононов, поэтому при расчете
Wk′k требуется статистическое усреднение по состояниям фононов.

Рис. 17.2: Процесс поглощения фонона.

Удобно проанализировать вклад вкладов с b̂q и b̂†q независимо.

• Первый из них, ∝ b̂q, уменьшает число фононов с волновым векто-
ром q на единицу, поэтому темп переходов с поглощением фонона,
рис. 17.2, записывается в виде

W abs
k′k =

2π

~
∑
q

δk′,k+q|gq|2δ[Ek + ~ω(q)− Ek′ ]nq. (17.14)
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Рис. 17.3: Процесс испускания фонона.

Здесь δk′,k+q описывает закон сохранения импульса, а δ[Ek+~ω(q)−
Ek′ ] – закон сохранения энергии, nq – функция распределения фо-
нонов (распределение Планка (9.22), подробности были на лекции 9)

nq =
1

exp
(

~ω(q)
kBT

)
− 1

. (17.15)

• Второй процесс, ∝ b̂†q, увеличивает число фононов с волновым век-
тором на единицу. Это соответствует испусканию фонона электро-
ном, рис. 17.3, причем

W em
k′k =

2π

~
∑
q

δk′+q,k|gq|2δ[Ek − ~ω(q)− Ek′ ](1 + nq). (17.16)

Законы сохранения энергии и импульса модифицируются должным
образом, а множитель с заселенностью фононного состояния при-
нимает вид 1 + nq.

O. Процессы, в которых энергия электрона не сохраняется, называ-
ются неупругими процессами.

В нашем случае энергию приносят и уносят фононы. Взаимодействие
с оптическими фононами является существенно неупругим (энергия оп-
тического фонона ∼ 10 meV, что сопоставимо с температурой даже в
нормальных условиях). При этом оказывается, что для рассеяния на аку-
стических фононах ситуация может упрощаться. Обсудим этот момент
подробнее.



Электрон-фононное рассеяние 180

17.5 Кинематика электрон-фононного рассе-
яния

Запишем законы сохранения энергии и импульса для процесса с испус-
канием акустического фонона (анализ для процесса поглощения – ана-
логичный)

k = k′ + q, (17.17a)

~2k2

2m
=

~2k′2

2m
+ ~sq, (17.17b)

где s – скорость звука в интересующей нас моде.

Рис. 17.4: Дисперсия электрона и акустического фонона.

Характерный переданный волновой вектор q ∼ k, характерная энер-
гия фонона составляет ∼ ~sk (и она равна энергии, которую потерял
электрон). Оценим

∆E

E
∼ ~sk

~2k2/(2m)
∼

√
ms2

~2k2/(2m)
. (17.18)

Таким образом, если энергия электрона E � ms2, то отношение пере-
данной энергии к энергии электрона мало. Это обстоятельство проил-
люстрировано на рис. 17.4: при k > ks = 2ms/~ кинетическая энергия
электрона превосходит энергию фонона.
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O. Процесс рассеяния, в котором изменение энергии электрона мало
по сравнению с самой энергией электрона, называется квазиупругим.

Итак, процессы испускания и поглощения электроном акустических
фононов квазиупругие, если энергия электрона существенно превосходит
ms2.

Оценка. При m = 0.1m0, s = 5× 105 cm/s величина

ms2 ∼ 0.01 meV ∼ 0.1 K.

Поэтому, как правило, рассеяние электронов на акустических фононах
можно считать квазиупругим и либо полностью пренебрегать передачей
энергии, либо учитывать ее по теории возмущений.



Лекция 18

Проводимость электронного
газа

На прошлых лекциях мы в общих чертах обсудили основные процессы
рассеяния электронов – на примесях и других статических дефектах кри-
сталлической решетки, а также на фононах. Теперь наша задача состоит
в том, чтобы рассчитать основные параметры, описывающие электрон-
ный транспорт. На данной лекции пойдет речь об электропроводности
или, короче говоря, проводимости электронов.

18.1 Кинетическое уравнение
Мы будем описывать транспортные явления в квазиклассическом при-
ближении, считая, что характерная кинетическая энергия электронов1 Ē
(энергия Ферми, отсчитанная от дна зоны для вырожденных электронов,
или kBT для невырожденных) значительно превосходит уширение уров-
ней ~/τ за счет столкновений (τ – характерное уходное время рассеяния,
мы его ввели в выражении (16.12a) на лекции 16):

Ēτ

~
� 1. (18.1)

O. Это условие называют условием хорошей или металлической прово-
димости.

1Мы говорим для краткости об электронах, все развиваемая теория верна, есте-
ственно, и для дырок.

182
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По существу формула (18.1) гласит, что квазичастицы (электроны
или дырки) хорошо определены – энергетическая неопределенность ма-
ла по сравнению с характерной энергией. С подобным критерием мы
уже сталкивались при обсуждении квазичастиц в ферми-жидкости, см.
лекцию 14.

При выполнении условия (18.1) и в случае, если внешние поля меня-
ются не слишком быстро во времени (характерные частоты ω � Ē/~) и
не слишком резко в пространстве (характерный пространственный мас-
штаб изменения много больше длины волны электрона ∼ ~/

√
mĒ) элек-

тронный газ можно описывать квазиклассически на языке функции рас-
пределения.2

O. Введем функцию распределения f(t, r,k), которая зависит от вре-
мени t, координаты r и квазиволнового вектора k и дает число электро-
нов

dN = 2f(t, r,k)dΓ, dΓ =
d3rd3k

(2π)3
(18.2)

в элементе фазового объема dΓ.
Для ясности мы рассматриваем наиболее распространенный трехмер-

ный случай (поэтому в dΓ входят d3rd3k), множитель 2 учитывает спи-
новое вырождение. Полное число электронов в нормировочном объеме
V есть

N = 2

∫
f(t, r,k)dΓ,

а если функция распределения от координат не зависит, тоN = 2
∑
k f(t,k)

в полном соответствии с тем, как мы вводили функцию распределения
ранее, см. лекцию 13 и формулу (13.4).

Функция распределения удовлетворяет кинетическому уравнению (урав-
нению Больцмана), которое выражает сохранение числа частиц:(

df

dt
≡
)
∂f

∂t
+ vk

∂f

∂r
+
F

~
∂f

∂k
= St{f}. (18.3)

Без процессов рассеяния левая часть кинетического уравнения описы-
вает изменение функции распределения в данной точке пространства за

2Если условие (18.1) не выполняется, то потребовалось бы точно решать уравнение
Шредингера для волновой функции электронов (или, что несколько удобнее, уравне-
ние для матрицы плотности электронов) во внешнем поле и с учетом всех процессов
рассеяния. Строгое обоснование нашего подхода будет дано на лекциях по физиче-
ской кинетике.
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счет движения частиц, член vk∂f/∂r = vk ·∇rf , и в данном элементе k-
пространства за счет действия внешних полей, характеризуемых силой
F ≡ F (t, r), вклад (F /~)∂f/∂k = ~−1F ·∇kf . Напомним, что скорость
электрона в данном состоянии k согласно теореме о скорости выражает-
ся как (лекция 12 уравнение (12.16))

vk =
1

~
∂E(k)

∂k
, (18.4)

где E(k) – дисперсия электрона. Вклады с ∇rf и с ∇kf соответствуют
уравнению Лиувилля для функции распределения, которое было получе-
но в классической механике. Иногда вместо k мы будем писать в качестве
аргумента функции распределения квазиимпульс p = ~k.

O. Вклад в правой части St{f} называют интегралом столкновений,
он описывает перераспределение частиц в k-пространстве за счет столк-
новений с дефектами решетки, фононами, другими квазичастицами.

В простейшем виде интеграл столкновений описывает баланс процес-
сов прихода электронов из всевозможных состояний k′ в состояние k и
процессов ухода из состояния k в состояния k′. Через вероятность рассе-
яния в единицу времени Wk′,k, введенную на лекциях 16 и 17, его можно
записать как (аргументы r и t у функции распределения опущены):

St{f} =
∑
k′

{Wk,k′f(k′)[1− f(k)]−Wk′,kf(k)[1− f(k′)]} . (18.5)

Интеграл столкновений обладает рядом важных свойств. Например,∑
k

St{f} ≡ 0

(закон сохранения числа частиц). Также интеграл столкновений обраща-
ется в нуль на равновесной функции распределения (13.3). По существу,
интеграл столкновений описывает процессы релаксации функции рас-
пределения к равновесному, т.е. установление термодинамического рав-
новесия в системе.

В общем случае вывод и решение кинетического уравнения – сложная
и нетривиальная задача.
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18.2 Отклик электронов на внешнее электри-
ческое поле

Нас интересует основная характеристика проводников – тензор прово-
димости (электропроводности), связывающий внешнее однородное элек-
трическое поле E и плотность электрического тока в системе

j =
2e

V
∑
k

vkf(t,k). (18.6)

Здесь e < 0 – заряд электрона.
Поставим формальную задачу следующим образом: пусть к кристал-

лу приложено внешнее электромагнитное поле, которое зависит от вре-
мени по гармоническому закону

E(t) = Eωe
−iωt +E∗ωe

iωt. (18.7)

Зависимость поля от координат не учитывается. В кристалле наводится
электрический ток с плотностью

j(t) = jωe
−iωt + j∗ωe

iωt, (18.8)

причем
jα,ω = σαβ(ω)Eβ,ω, j∗α,ω = σαβ(−ω)E∗β,ω, (18.9)

где α, β – декартовы индексы. Наша цель – вычислить компоненты тен-
зора σαβ(ω).

Строго говоря, для расчета σαβ(ω) следует найти функцию распре-
деления электронов f(t,k) в электрическом поле (от координат функ-
ция распределения уже не зависит, мы взяли поле однородным), а затем
подставить ее в общее выражение для плотности электрического тока
(18.6). Мы, однако, поступим проще. Во-первых, будем считать, что для
рассматриваемой системы приближение эффективной массы выполнено,
и запишем

vk =
~k
m

=
p

m
, (18.10)

и, во-вторых, введем средний импульс 〈p〉 ансамбля электронов:

〈p〉 =
2

nV
∑
k

~kf(t,k). (18.11)
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Уравнение на 〈p〉 можно получить из кинетического уравнения (18.3)
(умножив на ~k и просуммировав по k)

d〈p(t)〉
dt

+
〈p(t)〉
τ1

= eE(t). (18.12)

Здесь τ1 – время релаксации импульса, оно выражается (для упругого
рассеяния) через некоторое среднее по распределению электронов время
τ1,k, введенное в выражениях (16.12b) и (16.14):

1

τ1,k

=
∑
k′

Wk′,k(1− cosϑ) или
1

τ1,k

=

∫
dΩk′(1− cosϑ)γ(Ωk′). (18.13)

Строгий вывод будет дан на лекциях по физической кинетике, сейчас
мы лишь проиллюстрируем появление множителя 1− cosϑ, где ϑ – угол
рассеяния.

"уход"

"приход"

Рис. 18.1: Процессы ухода электрона и прихода электрона в данное кван-
товомеханическое состояние.

Технически в появлении “транспортного” множителя можно убедить-
ся для случая упругого рассеяния, когда интеграл столкновений (18.5)
упрощается и принимает вид

St{f} =
∑
k′

{Wk,k′f(k′)−Wk′,kf(k)} . (18.14)

Умножая это выражение на p = ~k и суммируя по k, а также восполь-
зовавшись свойством Wkk′ = Wk′k и переставив в приходном члене k и
k′ получаем∑

k,k′

Wk′,kf(k)~(k′ − k) =
∑
k′

Wk′,kf(k)p(cosϑ− 1).
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Здесь мы воспользовались тем, что Wkk′ четная функция угла рассея-
ния,3 поэтому сумма может быть направлена лишь вдоль k. По физике
дела множитель 1 − cosϑ исключает рассеяние вперед. Иными слова-
ми, при упругом рассеянии изменение компоненты импульса вдоль его
начального направления после столкновения есть p(1− cosϑ), рис. 18.1.

Вернемся к уравнению (18.12). Это уравнение можно рассматривать
как закон Ньютона для “среднего” электрона, в котором помимо внеш-
него поля учитываются процессы рассеяния в виде эффективной силы
трения −〈p〉/τ1. Для гармонического поля (18.7) ищем решение в виде

〈p(t)〉 = 〈pω〉e−iωt + c.c., (18.15)

причем

−iω〈pω〉+
〈pω〉
τ1

= eEω.

Решение этого уравнения очевидно

〈pω〉 =
eEωτ1

1− iωτ1

,

откуда, воспользовавшись определениями (18.6) и (18.11), получаем

jω = en
〈pω〉
m

=
e2τ1n

m(1− iωτ1)
Eω. (18.16)

O. Таким образом мы получили закон Ома (линейную связь тока и
поля), и явный вид тензора проводимостей – формулу Друде

σαβ(ω) = δαβ
e2τ1n

m(1− iωτ1)
. (18.17)

Тензор проводимостей оказался диагональным, причем все его диаго-
нальные компоненты равными друг другу. Это – следствие упрощенной
модели (изотропный параболический спектр электронов, простая модель
рассеяния).

O. Изложенная выше модель – модель Друде.
3В ряде случаев, это свойство и равенство Wkk′ = Wk′k (иногда называемое прин-

ципом детального равновесия) может быть не выполнено, но это очень специальные
ситуации. Для скоростей перехода, рассчитанных в борновском приближении исполь-
зуемые нами свойства выполняются автоматически.
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В статическом пределе ω → 0 проводимость

σ ≡ σ0 =
e2τ1n

m
. (18.18)

О. Подвижность носителей заряда µ – коэффициент пропорциональ-
ности между средней (дрейфовой) скоростью электронов и полем

µ =
eτ1

m
при ω = 0. (18.19)

Оценки. Характерное τ1 в объемных полупроводниках при комнатной
температуре τ1 ∼ 10−13 s= 0.1 ps. Пусть эффективная масса m = 0.1m0,
тепловая скорость при T = 300 K

vT ∼
√

2kBT

m
∼ 107 cm/s.

O. Длина свободного пробега l = vT τ1. В нашем случае l ∼ 100 Å, значи-
тельно превосходит постоянную решетки. Отметим, что в этих условиях
~/τ1 ∼ kBT (а не много меньше). Ситуация может быть лучше при более
низких температурах.

Обсудим еще раз критерии применимости использованной модели:

• Кинетическое уравнение применимо при выполнении условия (18.1)
которое можно переписать в эквивалентном виде

Ēτ1

~
� 1 ⇔ l� λ,

где l – длина свободного пробега, λ – длина волны де Бройля элек-
трона. Естественно, считается, что λ� a0 (a0 – постоянная решет-
ки).

• Частота внешнего поля должна быть малой по сравнению с Ē/~,
иначе поле нельзя учитывать как силу, действующую на электрон,
а требуется включать его в интеграл столкновений:

~ω � Ē.

• Мы вычисляли ток, линейный по внешнему полю E. Это означает,
что работа поля за период колебаний или за время рассеяния τ1

должна быть мала по сравнению со средней энергией электрона.
Грубая оценка (более строгое рассмотрение дано ниже):

|eEl| � Ē.
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18.3 Джоулево тепло
Вычислим энергию, передаваемую от электрического поля электронам в
единицу времени и в единице объема. Для этого запишем

P = jE = jωE−ω + c.c. = 2 Re{σ(ω)}|Eω|2 = Re{σ(ω)}|E|2, (18.20)

где черта сверху обозначает усреднение по времени.
О. Выражение (18.20) – закон Джоуля.
Под действием электрического поля электроны разогреваются, из-

лишняя энергия за счет испускания фононов передается решетке. Про-
цесс отдачи энергии электронов решетке – энергетическая релаксация
– контролируется временем энергетической релаксации τε, которое, как
правило, много длиннее τ1.

��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

���

���

���

���

���

ωτ�

�
�[
σ
(ω

)/
σ
(�
)]

Рис. 18.2: Частотная зависимость вещественной части проводимости.

Выражение (18.20) для поглощаемой мощности является общим и не
привязано к какой-либо модели транспорта электронов, оно применимо
при наличии линейной связи между плотностью тока и полем (18.9). В
модели Друде для вещественной части проводимости имеем

Re{σ(ω)} ∝ τ1

1 + (ωτ1)2
. (18.21)
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С ростом частоты диссипация становится менее эффективной, так как
работа поля над электронами за период колебаний поля уменьшается.
Зависимость Re{σ(ω)} схематично показана на рис. 18.2.

Процесс поглощения энергии от электромагнитного поля можно ин-
терпретировать иначе, а именно, как внутризонное поглощение света
(или поглощение света на свободных носителях заряда или друдевское
поглощение). Под действием света электрон переходит из состояния k в
состояние k′, но так как импульс фотона чрезвычайно мал (мы это обсу-
дим дальше подробно и с количественным критерием), то для перехода
требуется рассеяние электрона на примеси или фононе.



Лекция 19

Транспортные эффекты в
магнитном поле

На предыдущей лекции мы изложили теорию Друде. Очень мощным ин-
струментом при изучении транспортных эффектов является приложение
к системе электронов магнитного поля. Перейдем к магнитотранспорт-
ным явлениям.

В физическом эксперименте всегда важно иметь какой-то параметр,
который можно было бы изменять, чтобы воздействовать на эффект.
При изучении транспортных явлений таким параметром оказывается
внешнее (как правило статическое) магнитное поле B. Учтем силу Ло-
ренца в уравнении движения “среднего” электрона (18.12):

d〈p(t)〉
dt

+
〈p(t)〉
τ1

= eE(t) +
e

c
[〈v〉 ×B]. (19.1)

Введем вектор циклотронной частоты

ωc =
eB

mc
, (19.2)

тогда выражение (18.12) записывается в следующем виде

d〈p(t)〉
dt

+
〈p(t)〉
τ1

+ [ωc × 〈p(t)〉] = eE(t). (19.3)

Учитывать магнитное поле классически в рамках силы Лоренца можно
при выполнении условия

~|ωc| � kBT, (19.4)

191
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иначе важны квантовые эффекты, о которых речь пойдет в дальнейшем
на лекции (20).

Рассмотрим наиболее распространенную геометрию опыта, в которой
электрическое поле E лежит в плоскости (xy), а магнитное поле B ‖ z,
т.е. перпендикулярно этой плоскости. В декартовых компонентах урав-
нения движения записываются как (ωc ≡ ωc,z с учетом знака!)

(−iω + 1/τ1) 〈px,ω〉 − ωc〈py,ω〉 = eEx,ω, (19.5a)
(−iω + 1/τ1) 〈py,ω〉+ ωc〈px,ω〉 = eEy,ω, (19.5b)

(−iω + 1/τ1) 〈pz,ω〉 = eEz,ω. (19.5c)

На движение по оси z (вдоль B) магнитное поле не влияет, см. (19.5c), а
уравнения (19.5a) и (19.5b) удобно записать в новых обозначениях, введя

〈p±,ω〉 = 〈px,ω〉 ± i〈py,ω〉, E±,ω = Ex,ω ± iEy,ω. (19.6)

В этих обозначениях уравнения расцепляются:

(−iω + 1/τ1) 〈p±,ω〉 ± iωc〈p±,ω〉 = eE±,ω, (19.7)

а их решение записывается в виде

〈p±,ω〉 =
eE±τ1

1− i(ω ∓ ωc)τ1

. (19.8)

Перейдем к анализу ответа в важных частных случаях.

19.1 Магнитосопротивление. Эффект Холла
Рассмотрим статический предел: ω = 0. Направим полеE по оси x. Тогда

〈px,ω〉+ i〈py,ω〉 = eExτ1

(
1

1 + ω2
cτ

2
1

− iωcτ1

1 + ω2
cτ

2
1

)
.

Переходя к тензору проводимостей получаем σzz = e2nτ1/m ≡ σ0 [ср.
с (18.18)], и

σxx = σyy =
σ0

1 + ω2
cτ

2
1

, σxy = −σyx = σ0
ωcτ1

1 + ω2
cτ

2
1

. (19.9)

Магнитное поле “разворачивает” ток, см. рис. 19.1
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e

Рис. 19.1: Действие силы Лоренца на дрейфующие в электрическом поле
электроны.

O. Появление недиагональных компонент проводимости σxy = −σyx ∝
Bz называют эффектом Холла.

Удобно ввести тензор удельных сопротивлений ραβ, обратный к тен-
зору проводимостей. Пользуясь общими формулами линейной алгебры
получаем

ρxx = ρyy =
σxx

σ2
xx + σ2

xy

=
1

σ0

. (19.10)

В простейшей модели Друде диагонального магнитосопротивления нет
О. Магнитосопротивление – зависимость сопротивления от магнитного
поля.1

Для недиагональных компонент получаем

ρyx = −ρxy =
σxy

σ2
xx + σ2

xy

=
ωcτ1

σ0

=
Bz

nec
= RHBz. (19.11)

O. Постоянная Холла RH = (nec)−1.
Обратим внимание на очень важное обстоятельство. Измерение по-

стоянной Холла (иногда говорят, измерение эффекта Холла) позволяет
определить как концентрацию носителей заряда, так и их знак (электро-
ны или дырки). Это составляет основу стандартного метода характери-
зации структур.

Отметим, что универсальность зависимостей (19.10) и (19.11) связана
с модельными упрощениями. В частности, важные отклонения от этих

1Это не закон природы, есть исключения, например, если в транспорте участвуют
и электроны, и дырки.
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простых формул возникают за счет квантовых эффектов, о которых мы
будем говорить потом на лекции 20. А пока давайте проанализируем
поглощение света в магнитном поле.

19.2 Циклотронный резонанс
Перейдем теперь к описанию динамической ситуации, когда ω 6= 0. Вер-
немся к выражениям (19.8)

〈p±,ω〉 =
eE±,ωτ1

1− i(ω ∓ ωc)τ1

, (19.12)

где, согласно (19.6)

〈p±,ω〉 = 〈px,ω〉 ± i〈py,ω〉, E±,ω = Ex,ω ± iEy,ω.

O. Компоненты поля E± называются циклическими или циркулярно
поляризованными.

Из курса электродинамики известно, что если E+ 6= 0, а E− = 0, то
векторE вращается по часовой стрелке если смотреть навстречу направ-
лению распространения поля (вдоль +z), см. рис. 19.2. Если же E+ = 0,
а E− 6= 0, то вектор E вращается в противоположную сторону.

Рис. 19.2: Вращение вектора E в циркулярно поляризованной волне.

O. Строгие определения таковы: волна с E+ 6= 0, E− = 0 называется
лево циркулярно поляризованной или поляризованной по левому кругу,
в ней поле вращается против часовой стрелки, если смотреть в направ-
лении распространения волны (и по часовой, если навстречу волне как
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на рис. 19.2. Волна с E− 6= 0, E+ = 0 называется право циркулярно поля-
ризованной или поляризованной по правому кругу, в ней поле вращается
в противоположную сторону.

Поглощаемая в единицу времени энергия [ср. с (18.20)]

P ∝ Re{〈px,ω〉E∗x,ω + 〈py,ω〉E∗y,ω} ∝ Re{〈p+,ω〉E∗+,ω + 〈p−,ω〉E∗−,ω} (19.13)

∝ |E+,ω|2

1 + (ω − ωc)2τ 2
1

+
|E−,ω|2

1 + (ω + ωc)2τ 2
1

.

Видно, что в зависимости от знака ωc и от поляризации света при ω =
±ωc поглощаемая мощность имеет пик, см. рис. 19.3. O. Этот эффект
называют циклотронным резонансом (иногда используется термин диа-
магнитный резонанс).

Рис. 19.3: Циклотронный резонанс.

Циклотронный резонанс наблюдается (пик разрешен в спектре) при
выполнении условия

|ωc|τ1 � 1.

Это условие показывает, что за период циклотронного вращения вероят-
ность столкновения электрона с примесью или фононом мала.

Физически циклотронный резонанс возникает при синхронности цик-
лотронного вращения электрона в магнитном поле (рис. 19.4) и враще-
ния вектора E(t) в циркулярно поляризованной волне. При достижении
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условия синхронизма поглощение максимально (как если бы магнитного
поля не было, а электрическое поле было бы статическим).

e

Рис. 19.4: Циклотронное вращение электрона в магнитном поле.

Циклотронный резонанс имеет широкие применения в физике кон-
денсированных сред. По нему можно определить массу носителей заря-
да (и знак заряда), а в общем случае – для непараболического спектра –
закон дисперсии электронов или дырок. Это основной метод измерения
дисперсии и проверки микроскопических моделей зонной структуры.

19.3 Квантовая теория циклотронного резо-
нанса

До сих пор мы обсуждали движение электронов классически. Из курса
квантовой механики известно, что в магнитном поле движение электро-
нов в плоскости, перпендикулярной B, квантуется, и спектр в прибли-
жении эффективной массы состоит из серии эквидистантных уровней
Ландау, см. рис. 19.5:

En,kz =
~2k2

z

2m
+ |~ωc| (n+ 1/2) , n = 0, 1, 2, . . . (19.14)

Циклотронный резонанс соответствует поглощению света с частотой,
равной энергетическому расстоянию между соседними уровнями Ландау.
Действительно, согласно правилам отбора в геометрииEω ⊥ B переходы
возможны с сохранением kz и изменением квантового числа n на ±1 (в
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Рис. 19.5: Уровни Ландау в магнитном поле.

этом несложно убедиться сделав простой квантовомеханический расчет).
Ширина пика в поглощении порядка∼ ~/τ1. Корректный расчет в методе
матрицы плотности показывает, что результаты квантовомеханического
и классического подхода (изложенного выше) действительно совпадают
при выполнении условия (19.4).

19.4 Электронный спиновый резонанс
Выше мы отвлекались от наличия у электронов внутренней степени сво-
боды – спина. Наличие спина приводит к спиновому (или зеемановскому)
вкладу в гамильтониан

Hz =
1

2
gµB(σ ·B). (19.15)

O. Здесь

µB =
|e|~

2m0c

– магнетон Бора, g – g-фактор электрона (или фактор Ланде), σ =
(σx, σy, σz) – вектор, составленный из матриц Паули.

Для свободного электрона в вакууме g ≈ 2 (если пренебречь электро-
динамическими поправками ∝ α, где α – постоянная тонкой структуры).
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В кристаллах спин-орбитальное взаимодействие приводит к существен-
ному отличию g от 2. Например, в GaAs g = −0.44, в InSb g ≈ −50.

O. Зеемановское расщепление удобно характеризовать ларморовской
частотой

ωL =
gµBB

~
.

Как правило, |ωL/ωc| . 1. С учетом зеемановского эффекта уровни Лан-
дау расщепляются по спину, см. рис. 19.6.

Рис. 19.6: Уровни Ландау в магнитном поле с учетом спина.

O. Резонансные ω = |ωL| переходы под действием электромагнитного
поля между спиновыми подуровнями называют электронным спиновым
резонансом или электронным парамагнитным резонансом.

Спиновые резонансы очень важны для разного рода исследований,
не только в физике, но и в биологии и медицине.

19.5 Многочастичные эффекты: теоремы Ко-
на и Лармора

При изучении электронного транспорта и, главным образом, циклотрон-
ного и спинового резонансов, возникает важный вопрос – какова роль
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многочастичных эффектов. Проще говоря, необходимо ответить на сле-
дующие основные вопросы:

1. Нужно ли учитывать взаимодействие электронов проводимости меж-
ду собой при расчете циклотронной частоты?

2. Нужно ли учитывать аналогичные перенормировки при расчете g-
фактора?

Отказывается, что для многих важных случаев ответ отрицатель-
ный. Проиллюстрируем это на примере теоремы Кона (Walter Kohn,
1961 [23]). Утверждение этой теоремы состоит в том, что межэлектронное
взаимодействие для тождественных частиц с параболической дисперси-
ей и эффективной массой m (m 6= m0 за счет наличия периодического
потенциала, т.е. ионов и других электронов в других зонах) не влияет
на циклотронную частоту. Аналогичное утверждение, но для спинового
резонанса носит имя теоремы Лармора (J. Larmor, 1900).

Докажем эту теорему исходя из классических уравнений движения
для электронов (процессами рассеяния на примесях или фононах прене-
брегаем для простоты)

dpi(t)

dt
+ [ωc × pi(t)] =

∑
j

Fij, (19.16)

где индексы i и j нумеруют электроны, Fij ≡ F (ri − rj) – сила Кулона,
действующая со стороны j-ого электрона и i-ий. Введем полный импульс
электронов P =

∑
i pi и просуммируем выражение (19.16) по i. Согласно

третьему закону Ньютона
Fij = −Fji,

поэтому
dP (t)

dt
+ [ωc × P (t)] = 0. (19.17)

Видно, что суммарный P вращается с той же циклотронной частотой
ωc (19.2), что и для одного электрона.

Отметим, что это утверждение непосредственно использует факт про-
стой связи скорости и импульса p = mv, что верно лишь для параболи-
ческого спектра. Столкновения между электронами также сохраняют
полный импульс пары, поэтому не вносят вклад в релаксацию импульса,
т.е. непосредственно не вносят вклад в τ1.



Лекция 20

Квантовый магнитотранспорт

Обсудим теперь квантовые эффекты в электронном транспорте. На этой
лекции мы будем рассматривать двумерные (или квазидвумерные) си-
стемы, где движение электронов возможно только в одной плоскости, а
вдоль оси, перпендикулярной плоскости, движение квантуется. Именно
в таких системах квантовые эффекты проявляются наиболее ярко.

20.1 Осцилляции Шубникова – де Гааза и
квантовый эффект Холла

Здесь и далее мы будем рассматривать вырожденный электронный газ
при малых температурах, когда, во-первых,

EF � kBT,

и, во-вторых,
~ωc � kBT.

На этой лекции для простоты ωc > 0. Второе условие требует учитывать
квантовые эффекты в магнитном поле.

В двумерных системах спектр энергий в магнитном поле строго дис-
кретный – состоит из δ-функционных пиков при E = ~ωc(n + 1/2). На-
личие процессов рассеяния (пусть, для простоты τ1 = τ0 ≡ τ) уширяет
уровни Ландау. Схематически плотность состояний при разной интен-
сивности рассеяния показана на рис. 20.1.

200
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Рис. 20.1: Плотность состояний в магнитном поле: левая панель соответ-
ствует сильному уширению уровней Ландау (ωcτ ≈ 1), правая панель –
слабому уширению (ωcτ ≈ 5).

Поскольку диагональная часть тензора проводимости пропорциональ-
на плотности состояний σxx ∝ D(EF ), то в зависимости от поля или от
энергии Ферми проводимость будет осциллировать. Осцилляции опреде-
ляются числом заполненных уровней Ландау, т.е. отношением EF/~ωc.
Любую периодическую функцию можно разложить в ряд, поэтому

σxx =
∞∑
m=0

σm(B, T )e−mπ/ωcτ cos

(
2πm

EF
~ωc

+ φm

)
. (20.1)

Здесь σm(B, T ) – плавные функции магнитного поля и температуры, φm
– фаза (m – целое число, не путать с массой).

O. Соответствующие осцилляции проводимости или сопротивления
называют осцилляциями Шубникова – де Гааза (1930 г.).

Схематически осцилляции удельного сопротивления ρxx представле-
ны на рис. 20.2 (область умеренных полей, B . 10 kG).

Аналогичный эффект имеет место для намагниченности (или спи-
новой восприимчивости) называют эффектом де Гааза – ван Альфена.
ОсцилляцииШубникова – де Гааза и осцилляции де Гааза – ван Альфена
имеют место и в объемных образцах.

Ситуация становится особенно интересной в сильных магнитных по-
лях (когда заполнено лишь несколько уровней Ландау) в двумерных об-
разцах высокого качества. Схематическая зависимость компонент ρxy и
ρxx показана на рис. 20.2.
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maximum possible width as determined from the
midpoints of the two neighboring steps at T=50 mK
and, by extrapolation, approaches at least -97'/o as
T~0 The transi. tion at n = 1t occurs in -3'/o of the
plateau width at T=50 rnK and possibly extrapolates
to infinitely sharp at T=0,
At T & 1.2 K, p is known to vanish in the Hall

plateau regions, 6 while at the SdH peaks p increases
with decreasing T. %e find at lower T that p de-
creases with decreasing Teven at the SdH peaks.
This is particularly clear for the n = 1 t peak, which
decreases below our resolution at 50 mK. Previously,
Kawaji and %akabayashi' reported the vanishing of
the lowest-spin- and valley-split peak in Si-
MOSFET's. However, the quantized plateau was not
observed in their experiment.
Figure 2 shows the Tdependence of the diagonal

conductivity rr at fixed values of 8 at several p
peaks. It is obtained from p and p~ through
a =p /(p2 +p~2), ' In general, a for all Landau
levels is smaller than that predicted by Ando and
Uemuras for short-range scattering. Except for thc
n = 1t level, the peak value of a increases with de-
creasing T in the interval from -10 to 1 K as expect-
ed for Thigher than the Dingle scattering tempera-
ture, while the small increase for T & 10 K is not un-
derstood at present. Below 50 rnK, g shows satura-

FIG. 2. p~ at half-filled Landau levels as a function of T.

tion probably caused by electron heating. In the
range of T from -50 to -300 mK, the data for the
quantum levels n «4 from both samples show a
logarithmic dependence of Tgiven by Acr
= (0.9 +0.05) x 10 'lnT, with units in siemens and
degrees Kelvin. This result is similar to that ob-
served in Si-MOSFET's at 8 =0 in the weak localiza-
tion limit. 9 It can be explained by the effect of
Coulomb interaction in 2D systems in the high-8
limit, as recently treated by Girvin et al. '
The stronger- Tdependence for o- peaks of the

lower Landau levels is morc clearly demonstrated in
Fig. 3 where the data of Fig, 2 is replottcd on loga-
rithmic a and inverse Tscales. Both the n = I )
and 1t levels show thermally activated a . For our
lower mobility sample this activated behavior was
even more evident at the n =0j peak, observed at
8 =87.5 ko with an activation energy of -2.2 K.
Several recent papers discussed theoretical models

for the quantized Hall effect. The model by Baraff
and Tsui' explains the effect in GaAs-Al„Gai „As
heterojunctions observed at 4.2 K. In this model the
donor impurities in Al„Gai „As act as an electron
reservoir to keep the relative motion of EF continu-
ous through the energy gaps between Landau levels.

Рис. 20.2: Квантовый эффект Холла: зависимость ρxy (верхняя панель)
и ρxx (нижняя панель) от магнитного поля. Из [24].

Значения холловского сопротивления квантуются

Rxy =
1

N

2π~
e2

, N = 1, 2, 3, . . . (20.2)

Точность квантования огромная (выше, чем 10−8). Эффект был обнару-
жен К. фон Клитцингом (Klaus von Klitzing) в 1980 г. Сейчас использует-
ся как стандарт для сопротивления в частности, и для единиц измерения
в системе СИ. Квантование сопротивления тесно связано с топологиче-
скими свойствами электронного газа в магнитном поле, развитие теории
квантового эффекта Холла выходит за рамки данного курса.

O. Квант проводимости – e2/(2π~), квант сопротивления – 2π~/e2 ≈
25 КОм.

Величина N – номер последнего заполняемого электронами уровня
Ландау (N = 1 – заполняется основной уровень, N = 2 – второй, и
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т.п.). Оказывается, что и при дробных N возможно квантование ρxy,
см. рис. 20.3. O. Этот эффект называют дробным квантовым эффектом
Холла. Дробный квантовый эффект Холла связан с межэлектронным
взаимодействием. 12 OCTOBER 1987VOLUME 59, NUMBER 15 PHYSICAL REVIEW LETTERS
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Transport measurements were performed at magnetic
fields up to 30 T and at temperatures down to 20 m
with two difrerent dilution-refrigerator-magnet systems.
Great care has been exercised in order to assure thermal
equilibrium etween e1 b b t the 2D electrons and the crystal lat-
tice. Since large changes in resistivity were observed
upon cooling of the crystal lattice from 40 to 25 mK (as
measured with a nearby carbon resistance thermometer)
a gross electron-lattice disequilibrium seems unlikely.
r 1 dis lays the low-temperature diagonal an

Hall resistivities over a wide range of magnetic e an

ed, revealing our most startling result. The p ~ data at
25 mK show a plateau forming at the field corresponding
to v= —' intersected by the classical Hall line deter-2

mined from the measured 2D density. More important-
1, this plateau is centered at p ~

—&h, e „2
0.5%. Simultaneously a deep relative minimum is found
in p While not yet fully developed, these featuresXX

emerge in a mmanner analogous to conventional odd-
denominator FQHE states. Taken together, these data
provide stri ing evi ed k idence for an even-denominator
FQH E.
To highlight further the p ~ data contained in Fig. 2,

the positions o e if th high-order odd-denominator frac-

tlons 13 a 13 2d —" 'ndicated (—' ~ 1.5%). No features
are oun in p af d

' t these fractions which lie well clear of
the observed —, plateau. From this it can be assume
that the 2 plateau is not likely the consequence of two
high-order odd-denominator plateaus blending together
to form an apparent, but spurious, plateau at v= 2 .
Figure 2 also shows that the strong temperature

dependence of the —', minimum in p „commences below
100 mK, indicating a very small associated energy scale.
Although not shown in the figure, the plateau in p ~ atv= —' exhibits the same temperature dependence as thev—,exiis

Above about 100 mK the plateauminimum in p . ov
1disappears an e ad th Hall resistance follows the classica

1 Th development of the resistivity feature is
noteworthy. Instead of forming a zero in p„, e
minimum itself remains roughly constant while the adja-
cent flanks rise steeply as the temperature is reduced.
The same phenomenon has been observed at odd-

uch behavior resultsdenominator fractions as we .
f th mpetition between the tendency for the p „
background to rise as the temperature falls and t e e-
velopment of the resistivity minimum.
In addition to the plateau at v= 2 there is other evi-

dence o t ef h F~HE in the first excited Landau level,
4& v& 2. As shown in Fig. 2, there are broad minima

1777

Рис. 20.3: Компоненты тензора проводимостей ρxx, ρxy в широком диа-
пазоне магнитных полей. Из [25].

20.2 Слабая локализация электронов
В малых магнитных полях, когда

ωcτ � 1,

ожидать квантовых эффектов в чистых системах, где

EF τ

~
� 1
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сложно. Действительно, согласно правилам квантовой механики вероят-
ность электрону придти из точки A в точку B (из одного контакта в
другой) может быть записана в виде

P (A→ B) =

∣∣∣∣∣∑
i

Ai

∣∣∣∣∣
2

=
∑
i

|Ai|2 +
∑
ij

AiA∗j . (20.3)

Здесь Ai амплитуда вероятности пройти по классической траектории
(см. рис. (20.4)).

A B

Рис. 20.4: Классические траектории электрона из точки A в точку B.

Поскольку фаза амплитуды Ai есть

ϕi =

∫ B

A

k · dl,

где k – волновой вектор электрона, то фазы различных траекторий раз-
личаются по крайней мере на kF l (l – длина свободного пробега), эта
разность фаз большая и случайная. Поэтому интерференционное слага-
емое в (20.3) обращается в нуль.

Однако, если на траектории есть петля, как показано на рис. 20.5, то
электрон может пройти петлю как по, так и против частовой стрелке.
Соответствующие фазы будут равны

ϕ� =

∮
k · dl =

∮
(−k) · d(−l) = ϕ	. (20.4)

На таких траекториях будет конструктивная интерференция, электрон
будет на них задерживаться, проводимость будет уменьшаться. O. Опи-
санное выше явление – слабая локализация.
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A B

Рис. 20.5: Классические траектория с петлей.

Соответствующая квантовая поправка к проводимости примет вид

δσ ∼ e2

2π~
ln

(
τ

τφ

)
< 0. (20.5)

Множитель e2/(2π~) – квант сопротивления (поправка квантовая!), а ло-
гарифм берется от интегрирования по всевозможным петлям, т.е. инте-
грирования вероятности возврата к исходной точки.1

O. Время сбоя фазы τφ – время, за которое за счет неупругих про-
цессов (рассеяния на фононе или на другом электроне) интерференция
станет невозможной.

В магнитном поле разность фаз ϕ� − ϕ	 6= 0 за счет того, что через
петлю есть поток магнитного поля. Поэтому δσ чувствительна к слабым
магнитным полям и к изменению температуры.

Эффект слабой локализации предвестник эффекта сильной или ан-
дерсоновской локализации электронов в двумерных системах. Сформу-
лируем без доказательства теорему: в двумерной системе все электрон-
ные состояния локализованы при наличии сколь угодно слабого случай-
ного потенциала, связанного с дефектами или примесями. При высоких
температурах эффект локализации не важен, а при низких очень суще-
ственнен.

1В двумерии вероятность оказаться в начальной точке через время t пропорцио-
нальна 1/t.
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Теплопроводность и диффузия

Итак, мы детально обсудили проводимость электронов и сопутствующие
ей явления, эффект Холла, циклотронный резонанс, осцилляцииШубни-
кова – де Гааза, квантовый эффект Холла, а также слабую локализацию.
На лекции, завершающей обзор транспортных явлений, мы остановимся
еще на двух важных эффектах – диффузии электронов и теплопровод-
ности.

21.1 Общая постановка задачи
Выше мы изучали отклик электронов на внешнее электрическое поле. Те-
перь мы обратимся к ситуациям, когда внешних полей может и не быть,
но в системе задан градиент температуры или концентрации электронов.
Например, электроны можно локально разогреть светом (за счет внут-
ризонного или друде-поглощения, см. лекцию 18, разд. 18.3) или можно
за счет междузонных оптических электронов изменить концентрацию
носителей заряда.

Для простоты будем считать, что функция распределения электронов
близка к функции Ферми-Дирака (13.3) (подробности в лекции 13):

f0(E, r) =
1

exp
(
E−µ(r)
kBT (r)

)
+ 1

, (21.1)

однако предполагаем, что химический потенциал (который при посто-
янной температуре связан с числом частиц) µ и температура T могут
плавно зависеть от координат. Плавность, как и раньше, предполагает,

206
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что характерный масштаб пространственного изменения µ и T заведомо
значительно превосходит постоянную решетки и длину волны электрона.

На самом деле, ограничение более жесткое: когда функция распре-
деления берется в равновесном виде (21.1), то µ (иными словами, кон-
центрация) и T должны пренебрежимо мало меняться на масштабах по-
рядка длины свободного пробега l [иначе неясно, как вообще их можно
задать и насколько применим вид функции распределения (21.1)].

Для определения динамики ансамбля электронов нам необходимо ре-
шить кинетическое уравнение (18.3)

∂f

∂t
+ vk

∂f

∂r
+
F

~
∂f

∂k
= St{f}. (21.2)

Для простоты рассмотрим стационарную ситуацию:

vk
∂f

∂r
+
F

~
∂f

∂k
= St{f}. (21.3)

Будем считать градиенты малыми, поэтому положим

f(k, r) = f0(E, r) + δfE(k, r) + δfµ(k, r) + δfT (k, r), (21.4)

где малые поправки |δfE(k, r)| � f0, |δfµ(k, r)| � f0, |δfT (k, r)| � f0

пропорциональны внешнему электрическому полю, градиентам химиче-
ского потенциала и температуры, соответственно.

Напомним, что при наличии электрического поля F = eE в “полевое”
слагаемое можно подставить равновесную функцию распределения f0, а
интеграл столкновений действует на неравновесную поправку δfE:

e(Evk)f ′0 = −δfE
τ1,k

⇒ δfE = −e(Evk)τ1,kf
′
0 ⇒ (21.5)

j = e
2

V
∑
k

δfEvk = e2 2

V
∑
k

vk(Evk)τ1,k(−f ′0)

⇒ σ = e2 2

V
∑
k

(−f ′0)τ1,k
v2
k

d
.

Здесь и далее используется удобное обозначение

f ′0 =
∂f0(E, r)

∂E
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– производная функции распределения по энергии, d = 2 или 3 – раз-
мерность системы. Для полноты картины во времени импульсной релак-
сации τ1 мы восстановили зависимость от k [ср. с (16.12b)], а систему
считаем аксиально симметричной (d = 2) или изотропной (d = 3), поэто-
му среднее от v(vE) равно v2E/d.

Аналогично найдем δfµ. В низшем порядке по ∂µ(r)/∂r имеем с уче-
том

∂f0

∂µ
= −f ′0

−
(
vk
∂µ

∂r

)
f ′0 = −δfµ

τ1,k

⇒ δfµ =

(
vk
∂µ

∂r

)
τ1,kf

′
0 ⇒ (21.6)

j = e
2

V
∑
k

δfµvk = e
2

V
∑
k

vk

(
vk
∂µ

∂r

)
τ1,kf

′
0.

Видно, что ток, вызванный градиентом химического потенциала имеет
тот же вид, что и ток, вызванный электрическим полемEeff = −(1/e)∇µ.
Поэтому часто при описании транспортных явлений вводят эффективное
поле1

E = E − 1

e
∇µ. (21.7)

Отклик на градиент температуры ищем аналогично, при этом поль-
зуемся соотношением

∂f0

∂T
= −Ek − µ

T
f ′0.

Из кинетического уравнения получаем

−
(
vk
∂T

∂r

)
Ek − µ
T

f ′0 = −δfT
τ1,k

⇒ δfT = (vk∇T ) τ1,k
Ek − µ
T

f ′0 (21.8)

⇒ j = e
2

V
∑
k

δfTvk = e
2

V
∑
k

vk (vk∇T ) τ1,k
Ek − µ
T

f ′0.

Окончательно представим феноменологическую связь тока и градиентов
в виде

j = σE − L12∇T. (21.9)

O. Эффект Зеебека – генерация электрического тока под действием
градиента температуры. Коэффициент Зеебека s = −L12/σ.

1В термодинамике это поле связано с градиентом электрохимического потенциала.
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Иногда вводят термоэлектрическое поле ET = s∇T , так что j = σET .
Из (21.8) видно, что

L12 =
e

T

2

V
∑
k

(−f ′0)τ1,k
v2
k

d
(Ek − µ). (21.10)

21.2 Диффузия

Рис. 21.1: Диффузионное расплывание неоднородной концентрации элек-
тронов.

Итак, мы подготовились и рассчитали электрический ток при нали-
чии градиента химического потенциала. Получим уравнение, описываю-
щее плавное и медленное изменение концентрации электронов (рис. 21.1):

n ≡ n(r, t) =
2

V
∑
k

f(t, r,k). (21.11)

Просуммируем общее кинетическое уравнение (21.2) по k и умножим на
2/V :

∂n

∂t
+ div(j/e) = 0. (21.12)
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Здесь

i =
j

e
=

2

V
∑
k

vkf(t, r,k)

– плотность потока электронов.
O. Уравнение (21.12) – уравнение неразрывности.
Оно гласит, что электроны не исчезают и не рождаются сами по себе,

а изменения их числа в данном объеме связано с потоками электронов,
которые туда втекают и оттуда вытекают, как это показано на рис. 21.2.

Рис. 21.2: Иллюстрация уравнения неразрывности.

Осталось связать ток j или поток i с градиентом концентрации. Для
этого пользуемся соотношениями, которые мы уже получили (21.7): E =
−e−1∇µ (внешних полей нет), (21.9) j = −e−1σ∇µ (нет градиента тем-
пературы) и определением сжимаемости электронов (14.11) [см. подроб-
ности на лекции 14]

C = ∂n/∂µ. (21.13)

Получаем

(j/e) = − 1

e2
σC−1∇n ≡ −D∇n. (21.14)

O. Здесь D – коэффициент диффузии.
O. Соотношение Эйнштейна

σ = e2DC. (21.15)

Для невырожденных электронов C = n/kBT и соотношение Эйнштейна
записывают в виде

σ

e2n
kBT = D или µkBT = eD.
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В этой формуле µ – подвижность [см. (18.19)], а не химический потенци-
ал!

Комбинируя уравнение неразрывности (21.12) и выражение для плот-
ности диффузионного тока (21.14) получаем уравнение диффузии:

∂n(r, t)

∂t
= D∆n(r, t). (21.16)

Критерии применимости более жесткие, чем у кинетического уравне-
ния – плавность изменения концентрации в пространстве и во времени:∣∣∣∣ 1n ∂n∂r

∣∣∣∣� l−1 � λ−1 � a−1
0 ;

∣∣∣∣ 1n ∂n∂t
∣∣∣∣� τ−1

1 � Ē

~
.

Мы получили уравнение диффузии из кинетического уравнения, но оно
может работать и в других режимах электронного транспорта, в част-
ности, при прыжковом транспорте.

Важно помнить, что электроны заряжены, дисбаланс кулоновского
взаимодействия будет вызывать электрические поля, которые будут при-
водить к токам, чтобы нейтральность соблюдалась.

21.3 Теплопроводность
Помимо потоков электронов в конденсированных средах могут возни-
кать потоки тепла. Тепло, т.е. внутреннюю энергию, могут переносить
как электроны, так и фононы. Здесь мы сосредоточимся лишь на элек-
тронном вкладе в теплопроводность и на родственных явлениях.2

Введем внутреннюю энергию единицы объема

ε(t, r) =
2

V
∑
k

f(t, r,k)(Ek − µ). (21.17)

Строгий вывод этой формулы будет дан на лекциях по статфизике. Ис-
ключение вклада ∝ µ позволяет исключить вклад в ε, связанный с из-
менением химического потенциала при изменении концентрации.

2Для фононов можно аналогично развивать теорию, выписывая и решая соответ-
ствующие кинетические уравнения.
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Умножая кинетическое уравнение (21.2) на 2(Ek − µ)/V и суммируя
по k получаем уравнение неразрывности для энергии (закон сохранения
энергии):

∂ε

∂t
+ div q = 0, (21.18)

где поток тепла (переносимый электронами)

q =
2

V
∑
k

vk(Ek − µ)f(t, r,k). (21.19)

Здесь для простоты мы исключаем неупругость электронного рассеяния
и разогрев системы. Разогрев, т.е. джоулево тепло можно включить в
правую часть формулы (21.18) как j ·E.

Как и электрический ток, тепловой поток может быть вызван эффек-
тивным электрическим полем E (21.7) и градиентом температуры:

q = L21E − κ∇T. (21.20)

O. Здесь κ – коэффициент теплопроводности.
Выражения для параметров L21 и κ можно получить аналогично вы-

ражениям для проводимости (21.5) и для эффекта Зеебека (21.10). По-
правки к функции распределения у нас уже приведены, остается лишь
усреднить согласно (21.19). В результате

L21 = e
2

V
∑
k

(−f ′0)τ1,k
v2
k

d
(Ek − µ) = TL12, (21.21)

κ =
2

VT
∑
k

(−f ′0)τ1,k
v2
k

d
(Ek − µ)2. (21.22)

O. Эффект Пельтье – поток тепла, вызванный электрическим током:

q = Πj, Π =
L21

σ

– коэффициент Пельтье.
Электрическая проводимость и электронная теплопроводность свя-

заны, так как и тот, и другой поток переносятся одними и теми же
электронами. В частности, для вырожденного газа в d = 3 имеем за-
кон Видемана-Франца:

κ =
π2

3

k2
B

e2
Tσ. (21.23)
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Под действием силы eE электрон переносит заряд e, а под действием
“тепловой” силы ∇kBT – тепловую энергию kBT .

О. Число Лоренца
L =

κ

σT
.

Для вырожденных электронов L = (πkB)2/(3e2) ≈ 2.44×10−8 Вт·Ом/К2.3

21.4 Влияние магнитного поля
При наличии магнитного поля помимо эффекта Холла j ∝ B × E воз-
никают аналогичные вклады:

• j ∝ B ×∇T – эффект Нернста;

• q ∝ B ×E – эффект Эттингсгаузена;

• q ∝ B ×∇T – эффект Ледюка-Риги.

21.5 (*) Соотношения Онзагера
Связь (21.21) между L12 и L21 не случайна. Она обусловлена симметрией
системы к обращению хода времени. Подобные соотношения называют-
ся соотношениями Онзагера, а соответствующий принцип – принципом
симметрии кинетических коэффициентов Онзагера.

Сформулируем эти соотношения в общем виде. Пусть к системе при-
ложены некоторые обобщенные силы F1, F2, . . . , Fk, . . . , Fn, под действи-
ем которых возникают обобщенные токи j1, j2, . . . , ji, . . . , jn, связанные
кинетическими коэффициентами γik с силами

ji = −
∑
k

γikFk. (21.24)

Считается, что силы являются “термодинамически сопряженными” к то-
кам, а именно: вводим параметры тела {qi} такие, что

ji =
∂qi
∂t
, (21.25)

3Интересно отметить, что у Друде получился такой же ответ, но он допустил две
ошибки: ошибся в 2 раза и считал электроны в металле невырожденными. Его ре-
зультат подтолкнул исследователей к использованию модели Друде.
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и представляем силы как

Fi = −∂S
∂qi

, (21.26)

где S – энтропия единицы объема системы. Тогда, если выполнено (21.24),
(21.25) и (21.26), то можно утверждать, что4

γik = γki. (21.27)

Обычно определение сил по токам (или наоборот) не представляет
сложности. Для этого темп производства полной энтропии среды S =∫
SdV пишем как

dS
dt

= −
∫ ∑

i

FijidV = −
∫ ∑

i

Fi
∂qi
∂t
dV. (21.28)

В нашем случае тепло- и электропроводности

dS
dt

=

∫
1

T

∂ε

∂t
dV =

∫
dV

(
−∇ · q

T
+
j ·E
T

)
=

∫
dV

(
q ·∇ 1

T
+
j ·E
T

)
.

Здесь мы учли, что согласно (21.18) ∂ε/∂t = − div q + j · E. Поэтому
согласно общей теории q, j – обобщенные токи (поток тепла и электри-
ческий ток, соответственно), −∇ 1

T
, −E/T – обобщенные силы. Отсюда

L21 = TL12 или, разделив на σ, Π = Ts.
Отметим, что из требования ∂S/∂t > 0 имеем σ > 0 и κ̃ = κ −

L12L21/σ > 0.

4При наличии магнитного поля γik(B) = γki(−B). Строго говоря, величины qi
предполагаются преобразующимися одинаково при инверсии времени.
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Лекция 22

Оптика полупроводников

Мы завершили анализ транспортных эффектов в кристаллах. Обсудим
теперь оптические эффекты, главным из которых является поглощение
света.

В главе, посвященной транспортным явлениям мы изучали высоко-
частотную проводимость в модели Друде и изучали связанный с этим
эффект: свободные электроны поглощают свет, рассеиваясь на дефектах
или фононах. Такое внутризонное поглощение света эффективно при ча-
стотах ω . τ−1

1 , где τ1 – время импульсной релаксации, см. рис. 22.1 и
подробности в лекции 18. Этот механизм важен для металлов и для ле-
гированных полупроводников.
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Рис. 22.1: Вещественная часть проводимости в модели Друде.

Однако свет может поглощаться, вызывая переходы электрона меж-
ду различными зонами, в первую очередь, между валентной зоной и

216
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зоной проводимости. Этот эффект особенно важен в полупроводниках и
диэлектриках при ~ω > Eg. Отметим, что интересные эффекты в погло-
щении света могут быть и при ~ω < Eg за счет формирования экситонов
(см. лекцию 15), но сейчас мы пренебрежем кулоновским взаимодействи-
ем.

Рис. 22.2: Схема прямого междузонного перехода, q – волновой вектор
фотона, им, как правило, пренебрегают.

22.1 Прямые междузонные переходы
Рассмотрим для начала кристаллы, где экстремумы интересующих нас
зон (далее речь пойдет о ближайших валентной зоне и зоне проводимо-
сти, но теория применима в общем случае) находятся в одной точке k-
пространства, например, в Γ-точке зоны Бриллюэна (GaAs, InAs, CdTe,
. . . ), т.е. при k = 0.

При оптическом переходе должен быть выполнен закон сохранения
энергии (мы это уже коротко обсуждали на лекции 15), откуда немед-
ленно следует (см. рис. 22.2), что (подчеркнем, что кулоновским взаимо-
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действием между электроном и дыркой пренебрегается){
~ω < Eg ⇒ поглощения нет
~ω > Eg ⇒ поглощение возможно.

(22.1)

Из рисунка 22.2 видно, что должен быть выполнен и закон сохранения
импульса

kf = ki + q,

где q – волновой вектор света (q = ωn/c, где n – показатель преломле-
ния), однако q � a−1

0 (a0 – параметр решетки), поэтому в первом при-
ближении волновым вектором света пренебрегаем и считаем, что

kf = ki.

О. Переходы с сохранением волнового вектора электрона называют пря-
мыми (direct) или вертикальными.

Рассчитаем темп междузонных переходов, считая что падающее поле
слабое. Самый мягкий критерий |E0| � e/a2

0, где E0 – амплитуда поля,
т.е. поле слабее атомного, но в реальности есть критерии более жест-
кие. Запишем гамильтониан электрона в кристалле в одноэлектронном
приближении в виде (см. лекцию 11, уравнение (11.6)):

H = − ~2

2m0

∆ + V (r), (22.2)

где V (r) – периодический потенциал. Собственными функциями этого
гамильтониана являются блоховские функции (11.7)

ψn,k(r) =
eikr

√
V
un,k(r), (22.3)

индекс n нумерует зоны.
При наличии электромагнитного поля оператор импульса p заменяем

по обычному правилу
p→ p− e

c
A,

где A – векторный потенциал электромагнитного поля. Выберем калиб-
ровку, где divA = 0, тогда оператор возмущения можно записать в виде

V̂ = − e

m0c
A · p̂ = i

e~
m0c

A ·∇. (22.4)
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Вклад, квадратичный по A, мы опустили, считая что падающее поле
слабое. Подчеркнем, что необходимость использовать исходный гамиль-
тониан с периодическим потенциалом, а не гамильтониан эффективной
массы связана с тем, что нас интересуют именно переходы между зона-
ми.

Матричный элемент возмущения представим в виде

Mcv(k) = − e

m0c
A〈ψc,k|p̂|ψv,k〉 = − e

m0c
A · pcv(k). (22.5)

Здесь мы ввели вектор, составленный из междузонных матричных эле-
ментов оператора импульса (ср. с лекцией 12, где мы изучали k ·p метод
теории возмущений):

pcv(k) =
~
V

∫
dre−ikru∗c,k(r)(−i∇)eikruv,k(r)

=
~
v0

∫
v0

u∗c,k(r)(−i∇)uv,k(r)dr. (22.6)

Мы воспользовались тем, что блоховские функции разных зон ортого-
нальны, поэтому вклад с производной экспоненты пропадает.

Для расчета темпа переходов пользуемся золотым правилом Ферми

W =
2π

~
∑
k

|Mcv(k)|2δ(Ec,k−Ev,k−~ω) ∝
∑
k

|e·pcv(k)|2δ(Ec,k−Ev,k−~ω),

(22.7)
где e – единичный вектор поляризации света, Ec,k и Ev,k – дисперсия
электрона в соответствующей зоне. Поглощение объемных кристаллов
обычно характеризуется коэффициентом поглощения A(ω). O. По опре-
делению, коэффициент поглощения есть декремент затухания интенсив-
ности света I в среде, а именно, если свет распространяется вдоль оси
z, то I(z) ∝ exp [−A(ω)z]. O. Экспоненциальный закон затухания интен-
сивности называют законом Бугера. Несложно проверить, что

A(ω) =
W

NVc/n
=

e2

πm2
0cnω

∫
dk|e · pcv(k)|2δ(Ec,k − Ev,k − ~ω), (22.8)

где N – концентрация фотонов, n – показатель преломления кристалла,
m0 - масса свободного электрона.
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В зависимости от поведения pcv(k) при k → 01 различают два прин-
ципиально разных случая, которые мы разберем ниже.

22.1.1 Разрешенный переход

O. Разрешенным оптическим переходом (в данной поляризации) назы-
вают переход, где

e · pcv(k = 0) ≡ pcv 6= 0,

т.е. ситуацию, когда на краю поглощения (~ω = Eg соответствует k = 0)
междузонный матричный элемент импульса не обращается в нуль.

Вблизи края поглощения произведение |e·pcv(k)| = pcv можно считать
не зависящим от k и

W (allowed) ∝
∑
k

δ(Ec,k − Ev,k − ~ω)

=
∑
k

δ

(
~2k2

2mc

+
~2k2

2mh

+ Eg − ~ω
)
∝

{√
2µ
~2 (~ω − Eg)Θ(~ω − Eg), 3D,

µΘ(~ω − Eg), 2D.

(22.9)

В последних равенствах мы воспользовались приближением эффектив-
ной массы (которое хорошо работает при малых k) и тем, что масса
дырки mh = −mv (лекция 15), а также ввели приведенную массу пары
µ = memh/(me + mh), Θ(~ω − Eg) – функция Хевисайда. Темп прямых
разрешенных переходов определяется плотностью состояний электрон-
дырочной пары, возбуждаемой светом.

В объемных полупроводниках темп переходов и, соответственно, ко-
эффициент поглощения света возрастают вблизи порога по корневому
закону, см. рис. 22.3, левая панель. Такая ситуация реализуется, напри-
мер, в GaAs. В двумерных системах темп перехода в зависимости от ча-
стоты света – ступенчатая функция. Вопрос: а что будет в одномерной
системе?

1В общем случае, при волновом векторе k = k0 соответствующему общему экстре-
муму зон.
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Рис. 22.3: Схематическая частотная зависимость темпа прямых разре-
шенных (левая панель) и запрещенных (правая панель) междузонных
переходов в объемном кристалле.

22.1.2 Запрещенный переход

O. Запрещенным оптическим переходом (в данной поляризации) назы-
вают переход, где

e · pcv(k = 0) = 0,

т.е. ситуацию, когда на краю поглощения (~ω = Eg соответствует k =
0) междузонный матричный элемент импульса обращается в нуль. Для
запрещенных переходов, как правило, выполнено разложение

e · pcv(k) = Qαβeαkβ + . . . ,

где α, β = x, y, z – декартовы индексы (по ним предполагается суммиро-
вание), Qαβ – некоторый тензор второго ранга. Членами более высокого
порядка по k для описания переходов вблизи края поглощения можно
пренебречь.2

Расчет, аналогичный приведенному в выражении (22.9), дает для трех-
2Возможны ситуации, где Qαβ ≡ 0, тогда требуется отдельное рассмотрение.
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мерной системы

W (forbidden) ∝
∑
k

k2δ(Ec,k − Ev,k − ~ω)

=
∑
k

k2δ

(
~2k2

2mc

+
~2k2

2mh

+ Eg − ~ω
)
∝ (~ω − Eg)3/2 при ~ω > Eg.

(22.10)

Эта зависимость представлена на рис. 22.3 (правая панель) и должна
быть, например, в закиси меди Cu2O, где зона проводимости и валентная
зона имеют одну и ту же четность. Зависимости, показанные на рис. 22.3
идеализированы и в эксперименте, как правило, не наблюдаются: см.
обсуждение в конце этой лекции.

22.2 Непрямые оптические переходы

I

II

Рис. 22.4: Схема непрямого междузонного перехода.
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Перейдем теперь к анализу общего случая, когда вершина валентной
зоны и дно зоны проводимости находятся в разных точках зоны Брил-
люэна, как это проиллюстрировано на рис. 22.4. Такая ситуация типична
для классических полупроводников Si и Ge. Переходы на краю поглоще-
ния при ~ω ≈ Eg возможны лишь с участием третьего тела: примеси или
фонона, которое позволяет выполнить закон сохранения импульса.

О. Оптические переходы, в которых ki 6= kf , называют непрямыми
(indirect).

Обычно (в не очень “грязных” полупроводниках) непрямые переходы
идут с участием фононов. Непрямые переходы описываются в рамках
второго порядка теории возмущений. Пусть температура равна нулю,
тогда возможны лишь процессы с испусканием фононов. Край поглоще-
ния соответствует выполнению условия

~ω = Eg + ~Ωq, (22.11)

где ~Ωq – энергия фонона, который связывает соответствующие точки
k-пространства, рис. 22.4. Уравнение (22.11) можно интерпретировать
следующим образом:

фотон→ электрон-дырочная пара + фонон.

Представим составной матричный элемент, описывающий непрямой
оптический переход, в виде

Mcv(kf ,ki) =
∑
α,s

M (2)M (1)

Ev,ki − Es
. (22.12)

Суммирование идет по всем промежуточным состояниям системы s и
всем фононным модам α, волновой вектор фонона q = kf − ki, M (1) и
M (2) – матричные элементы электрон-фотонного и электрон-фононного
взаимодействия.

Как правило, при непрямых переходах в качестве промежуточных
состояний учитывают состояния в тех же зонах, иначе энергетический
знаменатель быстро возрастает и уменьшает величину матричного эле-
мента.3 Тогда, как видно из рис. 22.4 возможны два пути, обозначенные
I и II. В общем случае требуется учитывать их интерференцию.

3Легко придумать исключения, например, когда вертикальные переходы между v
и c запрещены, и требуется учесть ближайшую зону, переходы через которую воз-
можны.
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Для получения зависимости темпа переходов от частоты света рас-
смотрим лишь один процесс (II), где сначала происходит прямой переход
из валентной зоны в зону проводимости под действием света, а потом –
испускание фонона и переход в минимум дисперсии. Для разрешенного
перехода можно вообще пренебречь зависимостью матричного элемента
от волновых векторов, пренебречь дисперсией фонона и записать ско-
рость перехода в виде (для определенности рассматриваем трехмерный
кристалл)

W (indirect) ∝
∑
kikf

δ(Ec,kf + ~Ω− Ev,ki − ~ω)

∝
∫
dEedEh

√
EeEhδ(Ee + Eh + ~Ω + Eg − ~ω). (22.13)

Интегрирование по энергии дырки Eh снимает δ-функцию, после чего
остается интеграл по энергии электрона

W (indirect) ∝
∫ ~ω−~Ω−Eg

0

dEe

√
Ee(~ω − Eg − ~Ω− Ee)

= ∆2

∫ 1

0

dε
√
ε(1− ε) =

π

8
∆2, (22.14)

где отстройка от края поглощения

∆ = ~ω − Eg − ~Ω.

На рис. 22.5 представлена частотная зависимость темпа непрямых пе-
реходов. С ростом частоты ожидаются ступеньки при подключении более
высокоэнергетических фононов, но такие ступеньки плохоразличимы.

Сделаем несколько общих замечаний. Во-первых, картина междузон-
ных переходов, представленная выше, неполна. Кулоновское взаимодей-
ствие между электроном и дыркой приводит к формированию экситонов,
которые проявляются в виде пиков поглощения при ~ω < Eg. Более то-
го, притяжение электрона и дырки модифицирует и функции сплошного
спектра. Это приводит к возрастанию поглощения при ~ω > Eg по срав-
нению с выведенными выше формулами. Идеальные зависимости (22.9),
(22.10) и (22.14) в эксперименте не наблюдаются.

Кроме того, наличие примесей может приводить к поглощению за
счет переходов между примесными уровнями или между состояниями,
локализованными на примесях и в зонах.
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Рис. 22.5: Схематическая частотная зависимость темпа непрямых разре-
шенных переходов в объемном полупроводнике.

Наконец, фононы в кристаллах могут непосредственно поглощать
свет. Проще всего это понять на примере оптических фононов, которые
вносят вклад в диэлектрическую проницаемость кристалла. Веществен-
ную часть ε(ω) мы рассчитали на лекции 8, формула (8.23), мнимую
часть (ответственную за поглощение) легко определить по соотношению
Крамерса-Кронига.



Лекция 23

Фазовые переходы второго рода

На предыдущих лекциях мы исследовали свойства и физические эффек-
ты в кристаллах – средах, характеризуемых периодическим расположе-
нием атомов (со всеми оговорками, которые мы делали ранее, и которые
естественным образом возникали по ходу курса). Пора взглянуть на кон-
денсированные среды с более общей точки зрения. Материал этой лекции
соответствует двум занятиям.

23.1 Фазовые переходы
Состояние вещества характеризуется каким-то (большим и сложно опи-
сываемым) набором свойств (включая расположение атомов, электрон-
ные, оптические и транспортные свойства).

O. Фаза – равновесное (или неравновесное, но метастабильное – соот-
ветствующее локальному минимуму энергии) состояние вещества, свой-
ства которого плавно меняются при изменении температуры.

O. Фазовый переход – переход из одной фазы в другую, сопровожда-
ющийся скачкообразным изменением каких-либо свойств (неупорядочен-
но расположенные атомы в жидкости или газе ↔ кристалл, ферромаг-
нетик ↔ парамагнетик, обычный металл ↔ сверхпроводник, обычная
жидкость ↔ сверхтекучая жидкость).

O. Фазовый переход I-ого рода – переход, при котором поглощается
или выделяется энергия, называемая скрытой теплотой фазового пере-
хода.

Пример: плавление – затвердевание.

226
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O. Фазовый переход II-ого рода сопровождается скачком производ-
ных термодинамических функций состояния, например, теплоемкости
C = ∂E/∂T , коэффициента теплового расширения ∂V/∂T , . . . ), при этом
сами функции состояния (энергия и объем) скачков не испытывают.

Дополнение: иногда переходом рода ν называют переход, где испы-
тывает скачок производная термодинамической функции порядка ν − 1,
например, ∂ν−1E/∂T ν−1.

23.1.1 Примеры фазовых переходов второго рода

• Структурный фазовый переход

Рассмотрим, например, BaTiO3. При температуре T > Tc = 120◦ C
точечная симметрия Oh: в среднем (с учетом теплового движения)
атом Ti в центре куба, слева на рис. 23.1. При T < Tc атом титана
сдвигается к одному из кислородов, это же происходит и в других
ячейках. Точечная симметрия получающейся структуры C4v.

Рис. 23.1: Слева: элементарная ячейка BaTiO3 в высокотемпературной
фазе. Справа: в низкотемпературной фазе.

На самом деле именно в BaTiO3 происходит переход первого ро-
да, но можно рассматривать такую ситуация как модельную: сколь
угодно малое смещение Ti приводит к плавному изменению энер-
гии, а симметрия изменилась скачком.

Такой переход сопровождается появлением дипольного момента еди-
ницы объема – поляризации P – О. – сегнетоэлектрический пере-
ход.
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O. Tc – температура Кюри или критическая температура пере-
хода.

• Ферромагнитный фазовый переход

Железо (Fe) при T > Tc = 1043 K – нет средней намагниченности.
При T < Tc появляется магнитный момент единицы объема M .
Отметим, что при таком фазовом переходе нарушается симметрия
к обращению хода времени (t→ −t ⇒ M → −M).

• Антиферромагнитный фазовый переход

Системы с двумя подрешетками:M = M1+M2 ≡ 0, но при T < TN
(O. TN – температура Нееля) M1 = −M2 6= 0, а при T > TN
M1 = M2 = 0.

Примеры: MgO TN = 120 K, FeO TN = 190 K.

• Переход в сверхтекучее состояние

Жидкость 4He при Tc = 2.17 K “разделяется” на две компоненты:
ее плотность ρ = ρn +ρs, одна из которых нормальная (вязкая, ρn),
а другая – сверхтекучая – обтекает препятствия без трения (без
диссипации энергии). При T > Tc сверхтекучая плотность ρs = 0.

• Переход в сверхпроводящее состояние

Ртуть Hg: при Tc = 4.15 K электронная ферми-жидкость становит-
ся сверхтекучей (не ферми-жидкостью). Концентрацию электронов
и плотность тока представляем в виде суммы нормальной и сверх-
текучей (сверхпроводящей): n = nn + ns, j = jn + js. При T > Tc
сверхпроводящая компонента пропадает.

В двух последних случаях также происходит спонтанное нарушение
симметрии: нарушается калибровочная инвариантность, т.е. свобода вы-
бора фаз волновых функций.

Итак, фазовые переходы второго рода сопровождаются изменением
симметрии системы. Можно показать, что при фазовом переходе второго
рода симметрия понижается, причем группа G симметрии системы при
температуре ниже, чем температура фазового перехода T < Tc, является
подгруппой группы G0 симметрии системы в точке фазового перехода и
при более высоких температурах T > Tc: G ⊂ G0 [12].
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23.2 Теория Ландау фазовых переходов II ро-
да

Перейдем теперь к изложению основных понятий теории фазовых пере-
ходов второго рода – теории Ландау.

O. Для характеризации изменения симметрии при фазовом переходе
вводят величину η, называемую параметром порядка (иногда требуется
несколько величин ηi – параметров порядка). В более симметричной фазе
η = 0, а в менее симметричной η 6= 0.

В общем случае параметр порядка η может быть комплексным.
Примеры.

1. Для сегнетоэлектрического перехода η = (ηx, ηy, ηz) = P – диэлек-
трическая поляризация.

2. Для магнитных фазовых переходов η = M (ферромагнитный пе-
реход) и η = M1 −M2 (антиферромагнитный переход).

3. Для переходов в сверхтекучее или сверхпроводящее состояние η
– волновая функция конденсата, т.е. коллективного состояния ча-
стиц, η = Ξeiχ. Такие ситуации мы обсудим отдельно.

Рассмотрим систему при заданной температуре T и давлении p и бу-
дем описывать ее термодинамическим потенциалом

Φ ≡ Φ(η, T, p).

Будем рассматривать систему при температурах, близких к критической
|T −Tc| � Tc. Считаем, что в таком случае термодинамический потенци-
ал можно разложить в ряд по степеням параметра порядка (в известном
смысле параметр η мал, например, при Tc − T � Tc поляризация мала,
она возрастает с понижением температуры):

Φ(η, T, p) = Φ0 + αη + Aη2 + Cη3 +Bη4 + . . . (23.1)

Вид зависимости Φ(η, T, p) от η (т.е. те параметры разложения, которые
не обращаются в нуль) можно установить из соображений симметрии.
В общем случае Φ должен быть инвариантом (в том числе в высоко-
симметричной фазе), а величина η преобразуется по нетождественному
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представлению группы симметрии системы. Поэтому α ≡ 0. Будем так-
же считать, что C ≡ 0.1 Члены более высокого порядка, как правило,
не важны. Параметры A и B можно определять из микроскопических
расчетов (обычно, впрочем, это очень трудоемко), они, вообще говоря,
зависят от внешних условий: температуры и давления.

Таким образом мы будем пользоваться упрощенным разложением

Φ(η, T, p) = Φ0 + Aη2 +Bη4. (23.2)
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Рис. 23.2: Зависимость термодинамического потенциала от параметра
порядка при T > Tc (левая панель) и T < Tc (правая панель).

Определим параметр порядка пользуясь условиями устойчивого рав-
новесия, а именно – минимума термодинамического потенциала Φ(η)

∂Φ

∂η
= 0,

∂2Φ

∂η2
> 0. (23.3)

Вид термодинамического потенциала в зависимости от η при T > Tc и
T < Tc показаны на рис. 23.2 слева и справа, соответственно. Из рисунка
видно, что при T > Tc минимум потенциала соответствует η ≡ 0 (высо-
косимметричной фазе), а при T < Tc имеются минимумы при η 6= 0.

Формально получаем

∂Φ

∂η
= 2η(A+ 2Bη2) = 0 ⇒ η =

{
η = 0,

η = ±
√
− A

2B
.

(23.4a)

1Для магнитных переходов это очевидно из симметрии к обращению хода времени.
Общий случай несколько более сложный, см. V том курса Ландау и Лифшица [12].
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Устойчивость:

∂2Φ

∂η2
= 2(A+ 6Bη2) =

{
2A, η = 0,

−4A, η2 = − A
2B
.

(23.4b)

Отметим, что выполнено еще одно естественное условие устойчивости

B > 0,

иначе минимум Φ обеспечивали бы угодно большие значения |η|.
Таким образом при T = Tc коэффициент A в разложении (23.2) дол-

жен менять знак. Поэтому положим

A = a(T − Tc), |T − Tc| � Tc, a > 0. (23.5)

Из уравнения (23.4a) получаем, что

η =

{
0, T > Tc

±
√

a
2B

(Tc − T ).
(23.6)
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Рис. 23.3: Температурная зависимость параметра порядка.

Таким образом параметр порядка возникает корневым образом ∝
±
√
Tc − T , рис. 23.3. Знак η не определен (его предсказать нельзя – спон-

танное нарушение симметрии). Например, образец может разбиваться на
домены с разным знаком (или направлением для сегнетоэлектриков или
магнетиков) параметра порядка, рис. 23.4.
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Рис. 23.4: Домены намагниченности.

23.3 Термодинамические характеристики
Вычислим энтропию системы

S = −
(
∂Φ

∂T

)
p

= −
(
∂Φ

∂T

)
p,η

−
(
∂Φ

∂η

)
∂η

∂T
. (23.7)

В равновесии ∂Φ/∂η = 0 (мы пользовались этим условием для определе-
ния параметра порядка), поэтому в низшем приближении по η (положим
S0 = −(∂Φ0/∂T )p)

S = S0 −
∂A

∂T
η2 = S0 +

{
0, T > Tc,
a2

2B
(T − Tc), T < Tc.

Таким образом при T = Tc (в точке фазового перехода второго рода)
энтропия непрерывна, как и должно быть из общих соображений.

Вычислим теперь теплоемкость (при постоянном давлении)

cp = T

(
∂S

∂T

)
p

=

{
c0
p, T > Tc,

c0
p + a2

2B
T, T < Tc,

(23.8)

где c0
p = T∂S0/∂T . Таким образом в точке фазового перехода имеется

скачок теплоемкости, равный a2/(2B)Tc (как мы и ожидали), рис. 23.5.
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Рис. 23.5: Температурная зависимость теплоемкости при T ≈ Tc.

23.4 Восприимчивость по отношению ко внеш-
ним полям

В экспериментах важно иметь возможность влиять на фазовый переход.
Это проще всего делать прикладывая внешнее поле. Пусть вклад в энер-
гию системы (т.е. в ее гамильтониан), связанный с наличием внешнего
поля H имеет вид

−ηHV ,
где V – объем системы. Например, в магнетиках энергия взаимодействия
магнитного момента с полем записывается в виде −M ·B (B – магнит-
ное поле), а в сегнетоэлектриках как −P ·E (E – электрическое поле).
Иногда поле H не имеет явного физического смысла, но его вводят для
удобства. Есть ситуации, когда линейная связь ηH запрещена, например,
в антиферромагнетиках. Такие специальные случаи мы рассматривать
не будем.

Итак, термодинамический потенциал системы во внешнем поле пред-
ставим согласно (23.2) и (23.5) в виде

Φ(T, p, η|H) = Φ0(T, p) + a(T − Tc)η2 +Bη4 − ηHV . (23.9)

Нас будет интересовать линейный отклик на поле H:

η = η0 + χH, η2
0 =

{
0, T > Tc,
a

2B
(Tc − T ), T < Tc.

(23.10)
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O. Величина χ ≡ χ(T, p) в (23.10) – линейная восприимчивость по от-
ношению к полю H.
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Рис. 23.6: Термодинамический потенциал во внешнем поле.

Для определения восприимчивости минимизируем Φ: наличие внеш-
него поля приводит к смещению минимума (минимумов) Φ(η), см. рис. 23.6.
В высокотемпературной фазе T > Tc

∂Φ

∂η
= 2a(T − Tc)η −HV ≡ 0, η =

HV
2a(T − Tc)

,

откуда

χ =
V

2a(T − Tc)
, T > Tc. (23.11a)

В низкотемпературной фазе

∂Φ

∂η
= 2a(T − Tc)(η0 + χH) + 4B(η0 + χH)3 −HV ≡ 0,

отсюда

χ =
V

4a(Tc − T )
, T < Tc. (23.11b)

Для получения выражений (23.11) можно воспользоваться и общей фор-
мулой

χ =

(
∂2Φ

∂η2

∣∣∣∣
η=η0

)−1

V .
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Рис. 23.7: Восприимчивость вблизи T ≈ Tc.

Из формул (23.11) следует, что в точке фазового перехода восприимчи-
вость имеет асимметричную особенность (рис. 23.7).

Интересно также отметить, что в сильном поле, когда

χH �
√
|a(T − Tc)|

2B

(но в рамках применимости разложения (23.9)) имеем для параметра
порядка

η =

(
HV
4B

)1/3

. (23.12)

23.5 Флуктуации параметра порядка и кри-
терии применимости теории Ландау

Из статистической физики известно, что вероятность флуктуации, со-
провождающейся изменением термодинамического потенциала δΦ имеет
вид

w ∝ exp

(
− δΦ

kBT

)
. (23.13)

Пусть параметр порядка изменился на

δη = η − η0.
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Это сопровождается изменением термодинамического потенциала

δΦ =
1

2
δη2∂

2Φ

∂η2
=
δη2V
2χ

. (23.14)

Вблизи T ≈ Tc можно записать (основная зависимость от температуры
в восприимчивости):

w ∝ exp

(
− δη2V

2χkBTc

)
. (23.15)

Таким образом флуктуации параметра порядка описываются гауссовым
распределением, причем средний квадрат флуктуации можно предста-
вить в виде

δη2 =
kBTcχ

V
∝ 1

|T − Tc|
. (23.16)

Мы приходим к противоречию: при T ≈ Tc (когда разложение Φ по
степеням параметра порядка заведомо применимо) среднеквадратичная
флуктуация параметра порядка может стать сколь угодно большой, и в
частности, много больше, чем равновесное значение η0.2 Это означает,
что есть противоречие в самой теории Ландау. Иными словами, теория
Ландау вблизи точки перехода не применима: есть некоторый диапазон
температур ∆Tf � Tc, такая что при |T − Tc| � ∆Tf важны флукту-
ации (флуктуационная область). Во флуктуационной области работают
некоторые скейлинговые закономерности, например,

cp ∝ |T − Tc|−α, η ∝ |T − Tc|β, χ ∝ |T − Tc|−γ,

где показатели степеней (называемые критическими индексами) отлича-
ются от того, что дает теория Ландау. В общем случае их расчет требует
микроскопической модели и методов теоретической физики, выходящих
за рамки данного курса.

2Строгий анализ требует еще учет пространственного масштаба флуктуаций (см.,
например, том 5 курса Ландау и Лифшица [12]), но качественно результат не меняет-
ся. Учет пространственных степеней свободы позволяет получить соответствующий
количественный критерий.



Лекция 24

Квантовые жидкости

Мы ознакомились с основными положениями теории фазовых переходов
второго рода. Среди систем, претерпевающих такие фазовые переходы,
есть сверхпроводящие и сверхтекучие системы. Поговорим о них подроб-
нее.

24.1 Конденсация Бозе-Эйнштейна
Как хорошо известно, спин частиц определяет их статистику. Частицы
с полуцелым спином – фермионы (например, электроны) – подчиняются
статистике Ферми-Дирака, их волновая функция антисимметрична по
отношению к перестановкам. Поэтому два фермиона не могут занимать
одно и то же квантовое состояние.

Частицы с целым спином подчиняются статистике Бозе-Эйнштейна,
их волновая функция симметрична по отношению к перестановкам. По-
этому статистика бозонов не накладывает ограничения на заполнения
состояний. Примеры бозонов: фотоны, фононы. Также статистикой Бозе-
Эйнштейна (с некоторыми ограничениями) обладают составные – компо-
зитные – частицы, например, атомы, суммарный спин электронов, про-
тонов и нейтронов в которых целый, или экситоны. Например, атомы
4He – бозоны (два протона, два нейтрона, два электрона), а атомы 3He –
фермионы (два протона, один нейтрон, два электрона).

Функция распределения невзаимодействующих бозонов в условиях

237



Квантовые жидкости 238

термодинамического равновесия имеет вид

n(Ek) =
1

exp
(
Ek−µ
kBT

)
− 1

. (24.1)

Здесь Ek – дисперсия частицы, µ – химический потенциал, T – темпера-
тура. O. Распределение (24.1) называют распределением Бозе-Эйнштейна.

От распределения Ферми-Дирака (13.3) функция Бозе-Эйнштейна
отличается отличается знаком минус в знаменателе. С частным случаем
распределения Бозе-Эйнштейна при µ = 0 – формулой Планка (9.22), мы
уже сталкивались раньше, изучая статистику фононов в кристаллах.

Проанализируем зависимость µ от температуры и концентрации бозе-
частиц. Будем считать, что Ek = ~2k2/2m, где m – масса частицы. Из
формулы (24.1) видно, что химический потенциал не может быть поло-
жительным:

µ 6 0,

иначе при Ek = µ у функции распределения будет особенность, а при
Ek < µ – числа заполнения квантовомеханических состояний станут от-
рицательными. Напомним, что для фермионов дело обстоит иначе, см.
лекцию 13.

Будем рассматривать трехмерный случай (это важно!). Зафиксиру-
ем концентрацию бозонов N и будем понижать температуру. Поскольку
(спиновое вырождение не учитываем, пусть для простоты спин бозона
равен нулю, V – нормировочный объем)

NV =
∑
k

n(Ek) =
4πV
(2π)3

∫ ∞
0

k2dk

exp
(

~2k2/2m−µ
kBT

)
− 1

, (24.2)

то с понижением температуры химический потенциал будет увеличи-
ваться, приближаясь со стороны отрицательных значений к нулю. Од-
нако даже при µ = 0 интеграл (24.2) сходится:

k2dk

exp
(

~2k2
2mkBT

)
− 1
≈ k2kBT

~2k2/2m
при k → 0.

Возникает вопрос: если концентрация частиц N больше, чем

Nc(T ) =
1

2π2

∫ ∞
0

k2dk

exp
(

~2k2
2mkBT

)
− 1

, (24.3)



Квантовые жидкости 239

т.е. больше, чем вмещают в себя возбужденные состояния системы, то
куда куда делись оставшиеся частицы, которых (N − Nc)V? Ясно, что
при достаточно низких температурах, каковой бы не была концентрация
частиц, она окажется больше, чем Nc(T ).1

Ответ на данный вопрос сформулировали Ш. Бозе и А. Эйнштейн.
Оставшиеся частицы должны занять состояние с минимальной энерги-
ей, т.е. с k = 0. При этом, формально говоря, функция распределения
примет вид

n(Ek) = (N −Nc)Vδk,0 +
1

exp
(

Ek

kBT

)
− 1

. (24.4)

Вклад с δ-символом и описывает оставшиеся частицы.
O. Говорят, что состояние k = 0 оказывается макроскопически запол-

ненным, а частицы в этом состоянии образуют конденсат Бозе-Эйнштейна
(или, короче говоря, бозе-конденсат).

Подчеркнем, что мы имеем дело с конденсатом в обратном (импульс-
ном) пространстве, в отличие, например, от пара на запотевшем стекле.

Уравнение (24.3) определяет связь критической температуры конден-
сации и концентрации частиц:

kBTc(N) ≈ 3.31
~2N2/3

m
. (24.5)

По порядку величины Tc – температура вырождения бозе-газа, т.е. темпе-
ратура, при которой длина волны де Бройля частиц оказывается порядка
расстояния между ними.

Отметим, что в двумерных и одномерных системах, интеграл, анало-
гичный (24.3) – расходится. Конденсации в двумерии и одномерии нет.
Это соответствует общей теореме об отсутствии фазовых переходов в
системах размерности 2 и меньше.

24.2 Волновая функция конденсата. Сверх-
текучесть

Итак, конденсат Бозе-Эйнштейна соответствует тому, что в основном
состоянии системы имеется множество тождественных частиц. Это со-

1Для фононов или фотонов ситуация проще, их концентрация определяется тем-
пературой из условия µ = 0, и противоречия не возникает.
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стояние системы можно описывать единой макроскопической волновой
функцией

Ψ(r) = Ξ exp (iχ).

Именно эта волновая функция играет роль параметра порядка в теории
фазовых переходов Ландау. Квадрат абсолютной величины Ψ – плот-
ность частиц в конденсате

|Ψ|2 = Ξ2 ≡ N −Nc.

В реальных системах существенно взаимодействие между частицами.
Если бозоны притягиваются, то ситуация оказывается сложной – могут
формироваться молекулы из бозонов или капли. Важным с точки зрения
экспериментов случаем является ситуация, когда бозоны отталкиваются
друг от друга. Если отталкивание не слишком велико, то волновая функ-
ция конденсата удовлетворяет нелинейному уравнению Шредингера или
уравнению Гросса-Питаевского

− ~2

2m
∆Ψ(r) + U0|Ψ(r)|2Ψ(r) = EΨ(r). (24.6)

Здесь U0 > 0 – параметр взаимодействия, нелинейный член описыва-
ет отталкивание бозонов. В основном состоянии (без внешних полей)
Ψ(r) = Ξ (общая фаза не существенна) и E = U0Ξ2. В общем случае, если
ситуация нестационарная, то зависимость от времени волновой функции
Ψ(r, t) учитывается стандартным образом:

− ~2

2m
∆Ψ(r, t) + U0|Ψ(r, t)|2Ψ(r, t) = i~

∂Ψ(r, t)

∂t
. (24.7)

Пользуясь уравнением (24.7) можно найти спектр элементарных возбуж-
дений системы:

ε(k) =

√(
~2k2

2m

)2

+
~2k2

m
U0Ξ2 ≈ u~k, u =

√
U0Ξ2

m
. (24.8)

При малых k спектр имеет “звуковой” вид, также как для акустических
фононов, см. лекцию 8.

Отступление для теоретиков. Получим спектр возбуждений, записав
волновую функцию бозе-системы в виде

Ψ(r, t) = Ξe−iU0Ξ2t/~ + Ueikr−iωt−iU0Ξ2t/~ + V ∗e−ikr+iωt−iU0Ξ2t/~,
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где U и V – комплексные параметры, и считая |U |, |V | � Ξ (мы рассматриваем
малые возмущения основного состояния) линеаризуем (24.7) по U и V . Для
производной по времени имеем

i~
∂Ψ(r, t)

∂t
= U0Ξ3 + (~ω + U0Ξ2)Ueikr−iωt − (~ω − U0Ξ2)V ∗e−ikr+iωt.

Тогда с учетом того, что

|Ψ|2Ψ ≈ Ξ3 + Ξ2
(
Ueikr−iωt + V ∗e−ikr+iωt

+Ueikr−iωt + U∗e−ikr+iωt + V ∗e−ikr+iωt + V eikr−iωt
)
,

собираем члены с одинаковой пространственной и временной зависимостью:

~ωU =
~2k2

2m
U + U0Ξ2(U + V ), (24.9a)

−~ωV =
~2k2

2m
V + U0Ξ2(U + V ). (24.9b)

Эта система имеет нетривиальные решения при ~ω = ε(k) в (24.8).
Можно показать, что система обладающая спектром возбуждений ви-

да (24.8) обладает сверхтекучестью, см. том IX курса Ландау и Лифши-
ца [13]. Для этого достаточно вычислить энергию, требуемую для появ-
ления элементарного возбуждения (с дисперсией (24.8)) в случае, когда
конденсат движется как целое со скоростью v. В системе отсчета кон-
денсат эта энергия есть ε(k), а в лабораторной (неподвижной) системе
отсчета ∆E(k) = ε(k) + v · ~k. Если v < u, то ∆E(k) > 0 при любом
k. Поэтому испускать кванты возбуждений за счет рассеяния невыгод-
но, конденсат течет не испытывая сопротивления. Указанные рассужде-
ния принадлежат Л.Д. Ландау, они позволили феноменологически объ-
яснить сверхтекучесть жидкого гелия 4He.

24.3 Сверхтекучий ферми-газ. Сверхпроводи-
мость

Мы уже обсуждали свойства взаимодействующих фермионов на лек-
ции 14. В теории ферми-жидкости, разработанной Л.Д. Ландау, предпо-
лагалось отталкивание между электронами. Это естественно для куло-
новского взаимодействия. При этом имеются хорошо определенные ква-
зичастицы (квазиэлектроны над энергией Ферми и дырки под энергией
Ферми), которые ведут себя подобно настоящим электронам.
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В ряде кристаллов, однако, существенный вклад во взаимодействие
между электронами вносит обмен фононами: один электрон испускает
фонон, а другой его поглощает, см. рис. 24.1. Это приводит к тому, что
электроны начинают эффективно притягиваться друг к другу (эффект
или феномен Купера).

Рис. 24.1: Диаграмма, описывающая взаимодействие квазичастиц. Вол-
нистая зеленая линия обозначает распространение (виртуального) фоно-
на.

Отступление для теоретиков. Оценим эффект притяжения электронов
друг к другу за счет обмена оптическими фононами, взаимодействие с кото-
рыми может быть особенно сильным, см. лекцию 17. Путь температура равна
нулю (или столь низкая, что заселенность фононных состояний пренебрежима
мала, kBT � ~ωLO, где ωLO – частота оптического фонона, тогда во втором
порядке теории возмущений получаем составной матричный элемент, описы-
вающий процесс, в котором один электрон рассеивается из k в p, а второй из
k′ в p′ обмениваясь фононом с волновым вектором q = ±(k − p):

Vpk = δk+k′,p+p′
|gk−p|2

E(k)− E(p)− ~ωLO
+ δk+k′,p+p′

|gk−p|2

E(k′)− E(p′)− ~ωLO

= δk+k′,p+p′
2~ωLO|gk−p|2

[E(k)− E(p)]2 − (~ωLO)2
(24.10)

Здесь gq – параметр электрон-фононного взаимодействия, ср. с (17.11) и (17.13),
и при переходе к последнему равенству мы воспользовались явно выписан-
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ным законом сохранения импульса и подразумеваемым законом сохранения
энергии E(k) + E(k′) = E(p) + E(p′). При вычислении составного матричного
элемента мы учли оба процесса на рис. 24.1: в первом процессе фонон ис-
пускает электрон с начальным волновым вектором k, а во втором – с k′. Из
формулы (24.10) видно, что при |E(k) − E(p)| 6 ~ωLO взаимодействие меж-
ду электронами носит характер притяжения, V < 0. Можно показать, что в
металлах это взаимодействие относительно сильное и может быть сравнимо
с кулоновским отталкиванием, которое ослабевает за счет экранировки, см.
лекцию 14.

В случае притяжения между электронами аргументы теории ферми-
жидкости Ландау не работают, а спектр электронов и их свойства пре-
терпевают существенные изменения. Введем (ср. с (14.3))

ξe(k) = ~vF (k − kF ), (24.11)

где kF – волновой вектор Ферми, vF – скорость Ферми. Оказывается,
что если электроны притягиваются, то вблизи уровня Ферми в спектре
открывается щель, а возбуждения обладают спином 1/2 и описываются
дисперсией

ε(k) =
√

∆2 + ξ2
e (k). (24.12)

Параметр ∆ – параметр спаривания – эффективная щель в спектре.
O. Такие квазичастицы при конечной температуре появляются пара-

ми (с полным спином 0 и противоположными импульсами), они называ-
ются куперовскими парами.

Отступление для теоретиков. Куперовская пара как и любая квази-
частица является многоэлектронным возбуждением системы. Тем не менее,
появление спаривания можно проиллюстрировать следующим модельным рас-
четом. Рассмотрим два электрона с противоположными спинами2 и предполо-
жим, что взаимодействие между ними описывается матричными элементами
Vkk′ . Для относительного движения двух электронов уравнение Шредингера
может быть записано в k-представлении следующим образом

2E(k)ψk +
∑
k′

Vkk′ψk′ = Eψk, (24.13)

где E(k) = EF + ξe(k) – дисперсия электрона. Сделаем ключевое упрощающее
приближение: положим (ср. с)

Vkk′ =

{
−2g, 0 < ξe(k), ξe(k

′) < ξ0,

0, иначе.
(24.14)

2Вопрос: почему?
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Здесь ξ0 – ширина энергетической полоски вблизи энергии Ферми, при кото-
рой возможно притяжение между электронами, g > 0 – константа, описываю-
щая притяжение. Состояния электронов берем незанятыми (над поверхностью
Ферми). Введем обозначение Λ = 2g

∑′
k′ ψk′ , знак штрих у суммы подчерки-

вает то, что суммируется только по состояниям, где Vk,k′ не нулевое. Тогда из
(24.13) следует, что

ψk =
Λ

2E(k)− E
,

откуда получаем условие самосогласования:

2g
∑
k

′ Λ

2E(k)− E
= Λ. (24.15)

Далее, положим плотность состояний постоянной D(E) = D(EF ), тогда

gD(EF ) ln

(
ξ0

2∆

)
= 1 ⇒ ∆ =

ξ0

2
exp

(
− 1

gD(EF )

)
, (24.16)

где ∆ = 2EF − E > 0 – энергия связи пары, причем считается, что ∆ � ξ0.
При выводе этих формул мы, конечно, не следили за множителями ∼ 2.

Куперовская пара несет заряд 2e (где e – заряд электрона). Щель
(в рамках теории Бардина-Купера-Шриффера или БКШ) по порядку
величины равна энергии связи пары:

∆ ∼ kBTD exp

(
− 1

gD(EF )

)
. (24.17)

Здесь TD – температура Дебая (см. (9.29) – эффективная предельная
энергия фононов, ξ0 ∼ kBTD), g – константа притяжения электронов
друг к другу.

Спектр (24.12) удовлетворяет критерию сверхтекучести Ландау, т.е.
электроны оказываются сверхтекучими. Как говорят, в системе возни-
кает сверхпроводимость. Температура перехода электронов в сверхпро-
водящее состояние Tc ∼ ∆/kB.

В рамках теории Гинзбурга-Ландау свободная энергия записывается
в виде

F =

∫
dV

{
B2

8π
+

~2

4m

∣∣∣∣(∇− 2ie

~c
A

)
ψ

∣∣∣∣2 + α(T − Tc)|ψ|2 +
b

2
|ψ|4

}
.

(24.18)
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Уравнения Гинзбурга-Ландау получаются вариацией F по ψ и A:

~2

4m

(
−i∇− 2ie

~c
A

)2

ψ + α(T − Tc)ψ + b|ψ|2ψ = 0, (24.19a)

rotB =
4π

c
j, (24.19b)

j = − ie~
2m

(ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗)− 2e2

mc
|ψ|2A. (24.19c)

Феноменологическая теория Гинзбурга-Ландау обладает большой пред-
сказательной силой и позволяет описывать широкий круг эксперимен-
тов.



Вопросы и задачи для
самостоятельной работы

К лекции 1

1. Получите формулу (1.3).

К лекции 2

1. Как изменится выражение (2.12), если функция E(k) имеет несколь-
ко ветвей, т.е. заданному E отвечают несколько значений k?

2. Проанализируйте, к чему приводит учет членов со вторыми произ-
водными ∂2ω/∂kα∂kβ в (2.15). Для простоты рассмотреть одномер-
ную геометрию, пакет выбрать в гауссовом виде, uk = exp [−(k − k0)2a2],
где a – параметр.

К лекции 3

1. Получите выражение (3.4) квантовомеханически, вычислив добав-
ку к скорости электронов из уравнения Шредингера. Считать, что
электромагнитное поле описывается векторным потенциаломA(r, t) =
A0 exp (ikr − iωt), E = −c−1∂A/∂t.

2. Определите базисные векторы прямой решетки по базисным век-
торам обратной решетки, т.е. обратите соотношение (3.15).

К лекции 4

1. Докажите, что с трансляционной инвариантностью совместимы лишь
оси вращения 1, 2, 3, 4 и 6 порядков.

246
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2. Пользуясь формулой (4.10) и свойствами базиса докажите соотно-
шения (4.11).

К лекции 5

1. В теории представлений вводят понятие характера матрицы пред-
ставления. А именно, всякому g ∈ G и данному представлению D
сопоставляют число χD(g) = Sp{D̂(g)} (Sp – след матрицы). Дока-
жите, что если D = D1 ⊕D2, то χD(g) = χD1(g) + χD2(g).

2. Докажите, что если D = D1 ⊗D2, то χD(g) = χD1(g)χD2(g).

3. По каким представлениям группы Cs преобразуются следующие
величины: UxVy+UyVx, UxVz+UzVx, UyVz+UzVx, UxVx−UyVy, UxVx+
UyVy − 2UzVz, где Uα, Vα – компоненты векторов.

4. По каким представлениям группы S2 преобразуются следующие
величины: UxVy + UyVx, UxVz + UzVx, UyVz + UzVx, UxVx − UyVy,
UxVx + UyVy − 2UzVz, где Uα, Vα – компоненты векторов.

5. Проанализируйте связь между намагниченностью среды M и ста-
тическим электрическим полем E в точечных группа Kh, K, Cs,
S2.

К лекции 6

1. Докажите формулу (6.5).

2. Что будет, если при каком-то q частота одной или нескольких ко-
лебательных мод окажется равной нулю?

К лекции 7

1. Докажите, что модуль всестороннего сжатия K = λ+ (2/3)µ.

К лекции 8

1. При каком соотношении между ω и q решение (8.20) для электри-
ческого поля совместимо с уравнениями Максвелла.

К лекции 9

1. Получите явный вид Pi,q(N) и докажите формулу (9.22).
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2. Определите коэффициент в (9.31), найдя численно интеграл в D(θ)
при θ →∞.

К лекции 10

1. Определите вклад нулевых колебаний решетки (связанных с аку-
стическими фононами) в среднеквадратичное смещение атомов (10.6)
в кристаллах размерности d = 1, 2 и 3.

К лекции 11

1. Получите формулу (11.15).

К лекции 12

1. Как связан оператор скорости v̂ и эффективный гамильтониан Ĥ(k)
(получите выражения для матричных элементов 〈ψn′k′ |v̂|ψnk〉)?

2. Получите частоту блоховских осцилляций (12.22) квантовомехани-
чески.

К лекции 13

1. Найдите зависимость µ(T ) и n(T ), p(T ) в собственном полупровод-
нике с шириной запрещенной зоны Eg.

2. Найдите зависимость µ(T ) и n(T ) в полупроводнике, легированном
донорами, концентрация доноров nd, энергия связи донора Ed.

К лекции 14

1. Вычислить сжимаемость и радиус экранирования (14.13) для (а)
вырожденного и (б) невырожденного трехмерного газа электронов.

2. Как изменится выражение (14.12), если электроны могут двигаться
лишь в плоскости (xy), а электромагнитное поле проникает, есте-
ственно, во все пространство.

К лекции 15

1. Чему равна энергия связи и боровский радиус двумерного эксито-
на, где электрон и дырка могут двигаться лишь в плоскости.
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К лекции 16

1. Определите τ1,k для рассеяния электронов на заряженных приме-
сях.

К лекции 17

1. Определите τ0,k и τ1,k для квазиупругого рассеяния электронов на
акустических фононах по механизму деформационного потенциа-
ла.

2. Определите τ0,k и τ1,k для квазиупругого рассеяния электронов на
акустических фононах по пьезомеханизму, считая, что для всех фо-
нонных веток βi,q ≡ β (одна и та же константа).

К лекции 18

1. Получите из кинетического уравнения (18.3) уравнение на средний
импульс (18.12). Вероятность Wk,k′ считать зависящей только от
угла между k и k′, рассеяние предполагается упругим.

2. Почему для плоской монохроматической волны можно пренебречь
координатной зависимостью поля при расчете проводимости? Дать
буквенную оценку.

К лекции 19

1. Докажите, что под действием электрического поля возможны пе-
реходы лишь между соседними уровнями Ландау n и n′ = n± 1.

2. Как выглядит гамильтониан (19.15) в общем случае анизотропной
среды?

К лекции 20

1. Выразите ϕ� − ϕ	 через поток магнитного поля через замкнутую
петлю. Указание: при наличии магнитного поля k следует заме-
нить на k − (e/c~)A и выразить интеграл по контуру от A через
магнитное поле.

К лекции 21
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1. Выразите через κ истинный коэффициент теплопроводности, кото-
рый измеряется в разомкнутой цепи. Указание: в такой цепи тока
j нет, поэтому в ней возникает поле E такое, что σE = L12∇T .

2. Докажите соотношение Видемана-Франца (21.23) для вырожден-
ных трехмерных электронов µ� kBT .

К лекции 22

1. Как зависит темп поглощения W вблизи края в двумерной системе
для прямых запрещенных переходов.

2. Как зависит темп поглощенияW вблизи края в одномерной системе
для прямых разрешенных и для прямых запрещенных переходов.

3. Для объемного полупроводника получите явное выражение для ко-
эффициента поглощения света, обусловленного прямыми между-
зонными переходами, формула (22.8).

К лекции 24

1. Выведите формулу (24.5) для критической температуры конденса-
ции Бозе-Эйнштейна.

2. Получите зависимость µ(T ) для двумерных бозонов с параболиче-
ской дисперсией Ek = ~2k2/2m.

3. Получите формулу (24.8) для спектра элементарных возбуждений
используя гамильтониан разреженного бозе-газа в представлении
вторичного квантования

H =
∑
k

~2k2

2m
a†kak +

U0

2V
∑
k,k′,q

a†k+qa
†
k′−qak′ak,

V – нормировочный объем, заменяя операторы, относящиеся к кон-
денсату: a0, a

†
0 на Ξ

√
V и сведя полученный гамильтониан к квад-

ратичному.
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