
���������	�
������
�����������������������������������
 �����!������"#�
$&% �	��"�')(�*��!�
�
������+,
�"������
��*�����������-

.0/2143�5�376�383�94:�;<9=3�5<><941@?�:�ACB052D@5<?<5E5<FG9@/<5EHJILKMI2HON7/�P
NQ6SR�TVU

W XZY X\[^]�_a`Vbdcfe0chg

ikjml nporqslto jvuvorwyx�zsw|{}u}{�~�lt� {kjv��l
u qsoSi�z�{}w���~�{}�toEqtqp� x ��{}qs�tltx ztnporqt�s��x

zsw|{�~�{�n^�mqp� � ���k��qtlp��qp� � z�{�nsor�

K�52����:�FG/�N��r;�N7��:73�N
?!N7B09�P
;�N��&�a;<:�����9@FG��3�9@:7;<94375<><9@?�:�ACB052D@5<?<5��

U0N�6�></<� A�;�6�?�:�¡7:�P�523�9¢��£<¤
P�:�?23�:7;�B052D�IL¥¦FfN�3§I�/�N�6�?	¨
�2;<:�B©I�ª�9@A<«49=��£7FfN7/C¬vI�­®I

¯094;</<:�«4:���:�¡�?!N�¥±°7²7²7³





´¶µ ·y¸ ¹©º¼»0½r¾E¸

¿�À
Á7ÂÃÁ�Ä�Å�Á Æ
Æ Ç^È!ÂGÁ!É�Ê Ë
Ì Ç^Á�Í<È!Â Î
°�IÐÏ .014�<:���£7D46�9@FG� 9��<;<5<����52Ñ�9@/252� IZI0IOIZIOIZIZIOIZIOIZIZIZIZIZIOIZIOIZIZIOIZI0IOIZI Ò
°�IÓ° Ôa;2��523QN§��£�/<� A�Õ@B0B09@?23,FfN7«@/2523�/<:7«@:M�2:Q�<�pIZIOIZIOIZIZIZIZIZIOIZIOIZIZIOIZI0IOIZI Ö
°�IØ× Ù±�<5</<:�¡�N��E143�;�6�?�376�;�NM6�;�N7¡�/29@/<52�E/�N�3�94FG�<9@;<N�376�;26��<9@;29=Ú!:@P�N IOIZIZIOIZI0IOIZI Û
°�IÜ³ K�5<N7«@;�N�FGFG/�N��r3�9¢Ú2/25<?!N�IOIZIZIOIZI0IOIZIOIZIZIOIZIOIZIZIZIZIZIOIZIOIZIZIOIZI0IOIZI Ý

Ë ÞZß�à�Á7ÂGÄ�Á�Ä�Ä�á2â�ãräåÄ�æ�ç�Å�â�èfà�Å�Ä�á Æ�é
×�IÐÏ Ù±¡�:�A<1=3�¡!NJ>�N71437:73��s:���FG9@/2/<:�«@:J;�N7141@9=�</<52�

Γ(ε)
IZIOIZI0IOIZIOIZIZIOIZIOIZI0IOIZI Ï�³

ê ÞSà�á<À�Ä�Á�Ä�Å#âkÄ�á|ëräåì�Á�à�È�Ä Æ�Î
Î í8Ä�á2É�Å�îyã�á2î�È�À�È�ïðÂÃÅ�á<ñ�à�á2òaòaó Æ<ô
õ IÐÏ Ua6���9@¡7:�9O�2:Q��9�IZIZIZIOIZIOIZIZIOIZI0IOIZIOIZIZIOIZIOIZIZIZIZIZIOIZIOIZIZIOIZI0IOIZI Ï§Ö
õ IÓ° öf1@5���94/<5<9O1@¡�94;!Ú��<;2:�¡�:@P
5<FG:�1=3�5yFfN�«@/<5237/<� Fk�<:���94F IZIZIZIZIOIZIOIZIZIOIZI0IOIZI Ï§Ö
õ IØ× öf1÷��:�¡�52�E1÷�
N���:�14375���N�;�N7FfN7«4/<523�/2:�«@:,5�:�;2��523QN§��£�/<:�«4:©Õ@B0B09@?237:�¡ IZIOIZI0IOIZI ÏQÝ
õ IÜ³ �&�a:�;<:QÑ�P
9@/<529Z14¡�9@;�Ú��<;<:7¡�:@P
5<FG:�1=3�5��OFfN7«4/<523�/2� Fk�<:���9@F IZIOIZIOIZIZIOIZI0IOIZI °�°

õ IÜ³2IÐÏ øa;<52375<><9@14?!N��r3�:7><?!N©�<;<5E/26���94¡�:�AE3�9@FG�29@;�N�3�6�;<9 IZIOIZIOIZIZIOIZI0IOIZI °7×
õ I õ Ua52D�?25<9O�2:Q�<�r5E379@FG�<94;�N�376�;<� IZI0IOIZIOIZIZIOIZIOIZIZIZIZIZIOIZIOIZIZIOIZI0IOIZI ° õ

ù�à�Å�É�È�úmÁ�Ä�Å#â Ì Î
T ­±� ¡�:@P

γ û¦üþý IZIZIZIZIOIZIOIZIZIOIZI0IOIZIOIZIZIOIZIOIZIZIZIZIZIOIZIOIZIZIOIZI0IOIZI ° õ
ÿ ­)��52�2/<5<9ZÕ@B0B09@?23�N,øa:�/�P�: IZIOIZI0IOIZIOIZIZIOIZIOIZIZIZIZIZIOIZIOIZIZIOIZI0IOIZI °7Ò
­ R�:���£M:7��FG9@/</2:�«@:©�<:����EÕ÷��94?23�;<:7/<:�¡M5E¡7D�N75<FG:@P
9@A2143�¡752�yRfø0ø0. IOIZIZIOIZI0IOIZI °7Ò� ¬�N���� 9Z�<:����

h� Tc(0)
IZIOIZIOIZI0IOIZIZIOIZIOIZIZIOIZI0IOIZIOIZIZIOIZIOIZI0IOIZI °�Ö

K ¬�N���� 9
νS � Tc0

IZIOIZIOIZIZIOIZI0IOIZIOIZIZIOIZIOIZIZIZIZIZIOIZIOIZIZIOIZI0IOIZI °7Ý



��� ¸h·�¸ ½r¾r¸
� N§P�NQ>�Nr:�14¡�9@;�Ú��<;<:�¡7:�P�����94F�1@���
N�¡�9,1JFfN7«4/<523�/2� FG5��<;<5<FG941 �<FG5��7�±�
N�;�N�1@1@FG:�3�;<94/�NrP�N7¡7/<:
T\��;<52?�:71@:�¡�� F^5���:�;<£7?�:7¡�� F
	 T��
��� Ï�� I�ÔV/<5��2:�?!N�D�N���5�¨�>23�:�1@¡�94;<�<;<:�¡7:�P�5<FG:�1437£C�<:@P�N7¡��<�<943�¥
1 �|DQNE1@><9=3C;�N7141@9=�</<52�|Õ÷��9@?�3�;<:�/2:�¡��<;<:�¡�:@P
52FG:�14375�/�N�FfN7«4/<5237/<�±Ú��2;<5<FG9@1 ��Ú�¨Ã1@¡7��DQN7/2/<:�«@:�1
:���FG9@/2/<� F�¡7D�N75<FG:@P
94A<1437¡�5<9@F I���94FG�<9@;<N�376�;�NJ1@¡�94;<�<:�Ú!:@P�����9@«4:8�<94;<9=Ú�:�P
N

T
:��2;<9¢P
9¢���<9=3�1 ��52D

6�;<N7¡�/<94/<52�
ln
Tc0

T
= πT

∑

ε

(
1

|ε| −
1

|ε| + νS

)
.

	&Ï��
� P
9@14£

ε = 2πT (m + 1/2) � B09@;<FG5<:7/</�N���>�N�143�:�3QN�	
m � 9=��:�9��¢¨ Tc0 � 3�94FG�<9@;<N�376�;�Nð�<9@;<9¢¥Ú!:@P�N�¡}><5<1437:�F :7��;�N�D � 9�	 37:�></<9497¨ /<9C1@:@P
94;!Ñ�N���9@F FfN7«@/<5�3�/<�±Ú �<;25<FG9@149@A�¨ /<:2¨d¡�:7D@FG:§Ñ,/<:<¨

1@:@P
9@;!Ñ�N���94F��<:73�94/ � 5�N§��£�/<� 9S5���5�1@�<52/�¥¦:�;2��523QN§��£�/<� 98�2;<5<FG9@145��=¨ νS = 2πνFnSJ
2S(S + 1)>�N71437:73QNS:��7FG9@/</<:7«@:S;�N7141@9=�</<52��Õ÷��9@?237;<:�/<:�¡E/�N8FfN7«4/<5237/<�±Ú��<;<52FG9@1 ��Ú�I�	

νF � ����:73�/<:7143�£E1@:�¥143�:Q�2/<5<A�Õ÷��94?23�;<:7/<:�¡�¡mFG943QN§�<��9y/�N�6�;<:�¡�/<9yª�9@;<FG5k/<Nv:@P
/26ð�<;<:79@? � 5�� 1@�<52/�N2¨ nS � ?�:�/�¥� 9@/237;�N � 5��rFfN7«@/<5�3�/<�±Úr�2;<5<FG9@149@A�¨ J � ?�:7/<143�N7/23QN�:��7FG9@/</<:7«@:�¡7D�N75<FG:@P
9@A2143�¡752��¨�N S � P���5</�N1@�<5</2:�¡��<;<5<FG941@5��¢I��#;<N7B05<?}B06�/<? � 5<5 T = TAG(νS)
¨ DQN§P�N�¡!N79@FG:7Að/294�<¡7/<:C6�;<N7¡�/<94/<5<9@F 	 Ï��=¨

�<;<5<¡�9�P
9@/�/�N8;25<17I�	 Ï��=I�Ùh6 ��9@1=3�¡767943�?<;<52375<><9@14?�:�9JD@/�NQ><9@/25<9©>�N71437:73��¶:���FG94/</<:�«4:E;<N71@1494�</252�
ν∗S = π/(2eC)Tc0 = 0.882Tc0

¨�	
C = 0.577 � ?�:�/<1=3QN7/�3QN"!±A���9@;�N#�0�<;<5v?�:�3�:�;<:7Fp1@¡�94;�Ú2�2;<:�¡�:�¥

P
5<FG:�1=3�£©�<:���/<:�1=3�£$�^521@><9=DQN79=3§I�ø0;2523�5<>29@1@?�N��r?�:�/ � 94/23�;�N � 52��¨�14:�:737¡�9437143�¡�6��%��N�� ν∗S ¨��76�P�943J¡P�N���£�/29@A�&�9@F�:��7:7D�/�NQ>�N�3�£�1 �,?!N7?
n∗

S

I�Ua9@:7��Ú!:@P
5<FG:O�<:@P
><94;<?</26�3�£2¨�>237:
νS
9@1=3�£�'�(*)�+-,�.�>�N�143�:�3QN

:���FG9@/2/<:�«@:M;�N71@1494�2/<52��¨�3§IÜ9�I��<¡����<9=3�1 ��146�FGFG:�AC><N71437:73���;�N7141@94�2/<52�C1�52D�FG94/<9@/<529@F �<;<:�94? � 5<51@�<5</<NO�<;<52FG9@1@5"	 5MÕ÷��9@?237;<:�/�N#�
2πνFnSJ

2(〈S2
x〉+ 〈S2

y〉) = 2
3
νS

5M>�N�143�:�3���;�N7141@94�2/<52�,1®14:�Ú2;<N�¥
/<9@/<529@Fk�<;2:�9@? � 5<5�14�<5</�N 2πνFnSJ

2〈S2
z 〉 = 1

3
νS
I

Ô P
/<N7?�:VÕ4375�;<94D46���£Q3QN�3����7�±��5��<:���6�><94/<�|P�����1÷�<6�><N���¨�?�:7« P�N\1@�25</<�}�<;<5<FG941@94AJ/<N�Ú!:@P���3�1 �

/ /�021 /�0 3 /�0 4 /�0 5 6//70 1
/70 3/70 4
/70 5 6

89 8�:;

<>=$?A@#BDC
Rf5217I�Ï�¤-��94FG�<9@;�N�376�;�NM14¡�9@;�Ú��<;<:�¡7:�P�����94«@:r�<94;<9=Ú�:�P
N

TAG(νS)
?!N�?�Ba6�/<? � 5��y>�N71=3�:737��:���FG9@/�¥/<:�«@:�;�N71@1494�2/<52�r/�N�FfN�«@/<5237/<�±Úr�<;25<FG9@1 ��ÚE	 ;294D@6���£Q3QN�3JT®��;<5<?�:�14:�¡!N�¥F��:�;<£7?�:7¡!N#�=I��a;<5

νS ≥ ν∗S1@¡�94;!Ú��<;2:�¡�:@P
5<FG:�1=3�£8�2:Q��/<:�1437£$���<:@P�N7¡���94/�N2I
Ï



¡�/26���9@¡�:7F^�<:���9M5v/<9M�<:����2;<52D@:�¡!N7/<�aI��a;<9¢P�143QN�¡�������:y5</2379@;<941S5<1@1÷��9�P
:�¡!N�3�£C1@¡79@;�Ú��<;<:�¡�:@P���¥��6G�s145<14379@FÃ681 FfN7«4/<523�/2� FG5S�<;<5<FG941 �<FG5�¨��<:�FG9H��9@/</�6��^¡ZFfN7«4/<523�/2:�9V�<:���9�I2�a;<5,Õ43�:7F����±��:
DQN7FG94><9@/<:2¨±>237:ð�2:Q��/�N��k><N71437:73QN�:���FG94/</<:�«4:�;�N7141@9=�</<52�

Γ(ε)
¨);�N7¡�/�N��

νS

P����k/<9@�<:����2;<52D@:�¥
¡!N7/</<�±Ú��<;25<FG9@149@A�¨
6�FG94/<£I&�N794371 �v106�¡�9=��5<><9@/25<9@F �<:����<;252DQN � 5<5C�<;<5<FG941@94AC¡�/<9H&�/<5<F��<:���94F I
Γ(ε)

P�:�14375<« N79=3m1@¡�:�94«@:yFG52/<5<FfN���£7/<:�«@:�D�/�NQ><94/<52�
ν∞ = νS

S
S+1

¡y��941@?�:�/<94></<:�F��<:���97¨�?�:�« P�N
�<;<5<FG941@/<� 9�14�<5</<�s�<:���/<:�1=3�£$�¶�<:����<;<5�D�:�¡!N�/<�^5��2;<: � 941@1@��:��7FG9@/</<:7«@:J;�N71@1494�2/<52�y10�<94;<9@¡7:�¥;<:73�:7F|1@�25</�N�	KJML�NDOQPSRDNTL��<;<: � 941@14�%���¦¡�� FG9@;2D�NI�®3���IG!±B0B09@?23O¡�:7D@/<5<?!N�943Z���
N7«4:@P�N7;!�J?<¡!N7/237:�¡�� FB ��6�?23�6!N � 5��<F��<;<5<FG941@/<�±Úy1@�<52/<:�¡<¨��<:�Õ=3�:�FÃ6�:�/�/�N75<��:���949O145���94/�P���� S = 1/2

5�5<14><94D�N7943r¡
�<;<9¢P�9=��9Z?��
N7141@5<>29@1@?25�Ú�1@�<5</2:�¡

S → ∞ I�a;<5�:73�1=6�371437¡�5<5}Ï�� :�;<��523�N���£�/2:�«@:,Õ@B0B09@?23�NM¡�/<9*&�/<94«@:SFfN7«4/<523�/2:�«@:8�2:Q�<�y5C°I� ��N�;�N7FfN7«¢¥
/<523�/2:�«@:�Õ4B0BZ94?23QNZ¡�/<9*&�/<94«@:��<:����,5J:���FG9@/2/<:�«@:O�<:����,�<:����<;<5�D�:�¡!N�/</<�±Ú,�<;<5<FG941@94A�¨��2:�P
N7¡�����¥�U��5�Ú|14¡�9@;�Ú��<;<:7¡�:@P
5<FG:�1=3�£<¨�6�?�N�DQN7/2/<� A|Õ4BZB094?23�6�FG9@/2£I&�94/<52���2:Q��/<:�A|><N71437:73���:��7FG9@/</<:7«@:
;�N71@1494�2/<52���<;<5<¡�:@P
5��C���t?E6�¡�9¢��5<><94/<5V�¶379@FG�<94;�N�3�6�;2�¶�<94;<9=Ú�:@P�NM10;<:�1=3�:�Fk�2:Q�<���2:,14;�N7¡�/<9¢¥
/<5V� 1©;<94D46���£Q3QN�3�:�F

TAG(νS)
T\��;25<?�:�1@:�¡�N�¥W��:�;<£�?�:�¡!N8¡r/26���9@¡7:�Fp�<:���9�I�­^;<9@N���£�/2:�Av145<14379@FG9

��N7;�N7FfN�«@/<5237/<� A}5�:�;<��5�3QN���£7/<� A�Õ@B0B09@?237� ¡�149@« P�Ny�2;<5<146�37143�¡�6�� 3§¨h:@P
/<N7?�:C¡�:7D�FG:QÑ,/<:y1 P
9¢¥
�
N�3�£J5�Ú8P
:7143QN�3�:�></2:M1÷�
N7�7� FG5rP����E3�:7«@:<¨�>237:����p¡J/<94?�:�3�:�;<:7FðP
5�N7�<N�D�:�/29OFfN7«4/<5237/<�±Úy�2:Q��9@A
h = µBH

FG:QÑM/2:����±��:J/�N7�����hP
N�3�£J�<:�¡��X&�9@/<529O3�94FG�<9@;<N�376�;<���<94;<9=Ú�:�P
N
Tc(h) > Tc(0)

I
­ P
N7/</<:�A�;�N���:73�9����±�
NS�<;<9�P���:QÑ�9@/<Nr5y379@:�;2943�52><9@14?<5�5<141÷��9¢P
:7¡!N7/�NS1@52143�94FfN2¨å¡S?�:73�:7;<:�A

;<9�N���52D@67943�1 � 3QN7?�N���¡�:7D@FG:QÑM/<:7143�£2IGø0N7?�52D�¡79@1437/<:|14�<5</�¥ :�;<��5�3QN���£7/<:�9S;�N7141@9=�</<5<9r:�1÷��N7�����2943
��N7;�N7FfN�«@/<5237/<� AkÕ4BZB094?23Y�Ü°7� ¨D� ×�� ¨D� ³I� I)�0:7Õ43�:7FÃ6}FG� �<;<9�P
�<:���:QÑ,5���5�¨)>23�:m:���;<N�D�9 � DQN�«@;!�2D@/<9@/1@�<5</�¥¦:�;<�7523QN���£�/<� FG5C�<;<52FG9@1 �<FG5	¨	3§IÜ9�I	�<;25<FG9@1 �2FG5�¨	�<;25C;�N71@1494�2/<5<5C/�NM?�:737:�;<�±Úy146 ��94143�¡79@/�¥
/<:|14�<5</�¥ :�;<��523�N���£�/2:�9�¡7D�N75<FG:@P
94A<1437¡�5<97Id¯a37:���� 1=6G��9@1=3�¡�94/</<:}:�1÷�
N7�7523�£�:�;2��523QN§��£�/<� AkÕ4BV¥
BZ94?23§¨
FG�^;�N71@14FG:73�;29=��5C:��7;�N�D�9 � ¡M¡75�P
9O37:�/<?�:�Ay����9@/<?25C5�/�N7�2;�N7¡�5���5y¡�/<9*&�/<949��<:���9�¡§P
:���£9@9C�<:�¡79@;�Ú�/<:�14375�� õ � Idøa;<:�FG9y37:�«@:<¨±:���� ></<:79C�<:73�94/ � 5�N§��£�/<:�9�;�N�1@1@9=�</<529�3�N7?2Ñ�9�6�FG94/<£I&�N7943:�;<��523�N���£�/2� AyÕ@B0B09@?23"�ÜÒ�� ¨
�<:�Õ437:�FÃ6EFG�p3QN7?�Ñ�9��<;29¢P
�<:���:QÑ,5���5�¨�>23�:M¡81@5<1=3�94FG9�5<FG9@9=3�1 ��P
:�¥
143QN�3�:�></2:�90?�:���52><9@1=3�¡�:J�<:7379@/ � 5<N���£�/<�±ÚE�2;<5<FG9@149@A�I
Ô\37FG943�52F ¨�>23�:©/�N���5<><5<9a�<:�3�9@/ � 5�N���£7/<�±Ú5�1@�<52/�¥¦:�;2��523QN§��£�/<�±Ú��<;<5<FG941@94AZ	 ¡V�<;<52����52Ñ�94/<5<5�1÷�
N���:�«@:\��9@14�<:�;!��P
?�N#��/<9hFG9@/2�29430;<9=D@6���£Q3QN�3
T\��;<52?�:71@:�¡!N§¥W��:7;<£�?�:�¡!N[	 Ï��fP����r3�94FG�<9@;<N�376�;<���<94;<9=Ú�:�P
N,¡J/26���94¡�:�F �<:���9\�þÏ�� ¨T�ØÖ7� I� ;<94��:�¡!N�/<5<9V3�:7«@:<¨<>�3�:����t/�N7���-�hP�N���1 �r;<:7143©3�94FG�<9@;�N�376�;<�^�<94;<9=Ú�:�P
N2¨��<;<5<¡�:@P
5�3,?MP
:7143QN§¥
3�:�></2:�Ñ�94143�?25<Fp6�1÷��:7¡�52�<Fs/�N�>�N�143�:�376m1@�<52/�¥¦:�;2��523QN§��£�/<:�«4:�;�N�1@1@9=�</<5��

ν ] û ¨å>�N71=3�:73�6|�2:73�94/�¥� 5�N���£7/<:�«@:r;�N�1@1@9=�</<5�� ν 5C3�:��-��5</26m����94/<?<5 d I�T�5<FG9@/2/<:<¨�6�1÷��:�¡�5<9�¨�14¡7�2D�N7/</<:79J1��<N7;�N7FfN7«¢¥/<523�/2� FkÕ@B0B09@?237:�F ¨�5<FG9@9=3M¡75�P�¤
ν ] û
νS

� ζ2.
	 °I�

� P
9@14£
ζ = nS|J |S/νS = 1/(2πνF |J |(S + 1))

9@1437£8:���;<N�3�/<� A���:�;</<:7¡�1@?<52Ay��N7;�N�FG943�;rP�����:���¥
FG9@/</<:7«@:J¡7DQN752FG:�P�9@A<1=3�¡�52��Õ÷��9@?�3�;<:�/2:�¡M10FfN7«4/<523�/2� FG5y�<;<5<FG941 �<FG5�¨
?�:73�:7;<� A��<;29¢P
�<:��
N�« N79=3�¥

°



1 �S��:���£I&�5<F I�Ô\3�FG9=3�5<F 1@;�N�D46�¨<>�3�:�/�N752��:���£I&�52AE52/23�94;<9@10�<;<9�P
143�N7¡������®3©D�/<N§>29@/<52�
νS ∼ Tc0

I
öf1÷��:�¡�5<9aÑ�9�¨�:73�/2:�1 ����9@9@1 ��?�:7;<��523�N���£�/<:7FÃ6SÕ@B0B09@?23�6�¨�B0:�;<FÃ6���5<;267943�1 ��3QN7?�¤

(pFd)
2 � ν

Tc0

	 ×$�
« P
9

pF

¥±ª�94;<FG5�¥¦52FG�26���£717I
�a;<5r¡�� �2:Q��/<9@/</2�±Úr6�1÷��:�¡752��Ú^	 °$�=¨_	 ×#�h5MP��<�,P
:�1=3QN�37:�></<:J?�:�;<:737?<5�Ú`	 ?2¡!N7/237:�¡��±ÚV�±1@�<52/<:�¡

S ∼ 1
FfN�«@/<5237/<�±Úv�<;<5<FG941@94A|���±��5m�<:���6�><94/<��1÷��9¢P�6��%��5<9M;<94D46���£Q3QN�3��aIÃ�a;<5

nS < n∗
S

¨	3§IÜ9�I
?�:7« P�N�146 ��941437¡76�9=3S?�:�/<9@>2/�N��8379@FG�<94;�N�376�;�N©�<94;<9=Ú�:�P
N

Tc(0) = TAG(νS)
¡�/26���9@¡�:�F}�<:���9�¨23�94F�¥

�<9@;�N�376�;�Na�<9@;29=Ú!:@P�N
Tc(h) > Tc(0)

¡V/<9@?�:737:�;<:�FCP
5�N7�<N�D�:�/29d�<:���9@A
h ∼ Tc0

I$aG1÷��5�Ñ�9
nS > n∗

S

¨
3�:r1@¡�94;�Ú2�2;<:�¡�:@P
5<FG:7143�£�¡r/26���94¡�:�Ft�<:���9��<:���/<:�1=3�£$� �<:@P�N�¡���9@/<N2I�Ô P
/�N7?�:r:�?!N�D@� ¡!N79=3�1 ��¨å>�3�:
¡|5</2379@;<¡�N���9y?�:�/ � 9@/237;�N � 5<A n∗

S < nS < n∗∗
S

¨h« P�9
n∗∗

S � /<94?�:�3�:�;�N��k?�:�/ � 94/23�;<N � 52�	¨dFG9@/<£�¥&�N��
n∗

S(S + 1)/S
	 /<:©��:���£I&�N��

n∗
S

�¢¨<146 ��941437¡76�9=3r;<94Ñ,5<F}�¦�<:�;<:QÑ�P
9@/252�r1@¡�94;�Ú2�2;<:�¡�:@P
5<FG:7143�5
FfN7«@/<5�3�/<� F��<:���94F���¤�?�:7/<9@></<N��|379@FG�<94;�N�376�;�NC�<94;<9=Ú�:@P�N

Tc(h)
1=6 ��9@1=3�¡767943v¡rP
5<N7��N�D@:�/<9M�2:�¥

��9@A�¨	/�NQ><5</�N��y1�/<9@?�:737:�;<:�«4:�/<94/26���9@¡�:�«4:r?<;<52375<><9@14?�:�«@:��<:����
h∗
¨�:@P
/�N7?�:S¡SFG94/<£I&�5�Ú��<:�����Ú

0 ≤ h < h∗
14¡�9@;�Ú��<;<:�¡7:�P�5<FG:�1437£8�<:���/<:7143�£I�¶�<:@P�N�¡���9@/<N2I

b c µ ·�¸edgf
R�N7141@FfN�37;<5<¡!N79=3�1 �S14¡�9@;�Ú��<;<:7¡�:@P�����N��M����9@/<?�NZ3�:��-��5</<�

d
1 145</<«÷��9=3�/<� F�375<�<:�F�14��N7;<52¡!N7/<52�	¨

�<:�FG9H��9@/</<N��r¡�:�¡�/29H&�/29@9aFfN7«4/<523�/2:�9a�<:���9V¡�9¢��5<><52/<�
H
¨�/�N��<;�N7¡���9@/</<:79V¡�P
:���£�949V�<:�¡�94;�Ú2/2:�¥

143�5	¨G5}D�N7«@;!��D�/<94/</�N�� FfN7«@/2523�/<� FG5	¨)14�<5</�¥ :�;<��5�3QN���£7/<� FG5 5}�<:�3�9@/ � 5�N���£7/<� FG5��<;25<FG9@1 �2FG5�IKO�<���<;2:�1437:73����<;<52FG9@1@5C14><523�NI�®371 �y3�:�>29@></<� FG5	Iå¬�N7«4/<5237/<:�9��<:���9aP
9@A2143�¡�6�943r?�N7?�/�NJ:�;<��5�¥
3QN���£7/<:�90P�¡�52Ñ�94/<5<9�5C14�<5</<��Õ÷��94?23�;<:7/<:�¡r�<;<:�¡7:�P�5<FG:�14375�¨	3�N7?y5y/�N814�<5</<��FfN7«4/<5237/<�±ÚC�<;25�¥
FG9@1@94A�I�­ /�N�&�5�Ú,¡�� ><5<1÷��9@/<52�2F}FG�k;�N7141@FfN�37;<5<¡!N794FvP
¡�52Ñ�9@/<5<9®Õ÷��9@?�3�;<:�/2:�¡�?!N7?J3�;<9¢Ú�FG9@;</<:797¨
�<:�Õ437:�FÃ6r�<;<9�P
�<:��
N7«÷N794371 �y¡�� �2:Q��/<9@/</2� F�6�1÷��:7¡�5<9

pFd� 1
I��N7FG5���£Q37:�/<5�N7/EDQN§P
N§>25�5<FG94943,¡�5�P

H = HBCS + HeS + HS + HeSO + HeU .� P
9@14£
HBCS =

∫ {
ψ†

α

(
1

2m
(p − e/cA)2 − εF

)
ψα+

+
λ

2
ψ†

αψ
†
βψβψα − ψ†

α σ
z
αβhψβ

}
dr

�<;<9¢P�143QN�¡����<9=3�14:���:�A�«÷N7FG5���£Q3�:7/<5�N7/vÿdøih ¨�¡�?����\>�N��U��52A|¡S1@94�7��3QN7?�Ñ�9OP
9@A2143�¡75<9,FfN�«@/<523�¥
/<:�«@:��<:�����/<N�:�;<��5�3QN���£7/<:�9�P
¡�52Ñ�94/<5<9,5�1@�<52/<� Õ÷��9@?237;<:�/<:7¡<IGÔV1@£

z
/�N7�<;<N7¡�5<Fp¡§P
:���£yFfN7«¢¥

/<523�/2:�«@:m�<:�����¨G5}¡�� �79@;<94F 9@9r¡�?!NQ><94143�¡79�:�145}?<¡!N7/237:�¡!N7/252�}1@�<52/<:�¡mÕ÷��9@?237;<:�/<:7¡|5}1@�<52/<:�¡
×



FfN7«@/<5�3�/<�±Ú �<;<52FG9@1@94A�I � P�9@1@£m5�P�N���949
σ = (σx, σy, σz) � FfN�37;<5 � � �0N�6���5�Õ÷��94?23�;<:7/<:�¡<¨hN

h = µBH � FfN7«@/2523�/<:79O�<:���90¡JÕ@/<94;<«@9=3�5<>29@1@?25�Úy9�P
5</<5 � N�Ú`	
µB � FfN7«@/2943�:7/yÿ±:�;<N#�=I�K�N���9497¨

HeS =

∫ {
ψ†

α

∑

a

(u1δαβ + J(Sa,σαβ))δ(r − Ra)ψβ

}
dr

:��<5<14� ¡!N7943|¡7DQN�5<FG:@P
9@A<1=3�¡�529�Õ÷��94?23�;<:7/<:�¡�1EFfN7«@/2523�/<� FG5��<;<5<FG941 �<FG5�I
Ra

941437£|�<:���:QÑ�94/<5<9
a
¥¦Að�<;<5<FG941@5�¨

Sa � :��29@;�N�37:�;�14�<5</�N a ¥¦A �<;<5<FG941@5�¨ J � ?�:�/<1=3QN7/23�N|:���FG94/</<:�«4:v¡�DQN75<FG:@P
94A�¥143�¡752��I#¬�N7?�1@5<FfN���£�/�N����<;2:�9@? � 52�m�<;<5<FG941@/<�±Ú�14�<5</<:7¡`	 P���5</<Nr14�<5</<:7¡ �\;�N7¡�/<N
S
I�ÔV��FG9@/</2:�9

¡7DQN752FG:�P�9@A<1=3�¡�5<9O1a?!N�Ñ�P
:�Ar�<;<52FG9@1@£I�¶FG:QÑ,/<:�DQN7�25<1�N�37£M¡©¡�5�P�97¤
(S,σ) = S−σ+ + S+σ− + Szσz,

« P
9
S± = Sx ± iSy

¨
σ± = (σx ± iσy)/2

I��a94;<¡�� 9ZP
¡�N,>���94/�NM:737¡�9@><NI�®3r;�N�1@1@9=�</<5�� 1��29@;<94¡�:�¥
;<:73�:7Fk1@�<52/�N"	KJjLVNDO[PSRDNTLr�<;<: � 941@14�%�=¨�37:�« P�NJ?!N7?��2:�1÷��9¢P�/<5<Ay>���9@/y14:�:73�¡7943�1=3�¡767943E;�N7141@9=�</<5V�¶11@:�Ú�;�N7/<94/<5<9@F��<;<:�94? � 5<5�1@�<5</<NJÕ÷��94?23�;2:�/�NM5E�<;<5<FG941@5�I

HS = −
∑

a

ωSS
z
a

�<;<9¢P�143QN�¡����<9=3�1@:7��:�AM¡�DQN75<FG:@P
94A<1437¡�5<9VFfN�«@/<5237/<�±ÚM�<;<5<FG941@9@AS1 ¡�/<9*&�/<52F�FfN7«@/<5�3�/<� F}�<:���94F ¨
ωS = gSh = 2h � D�9@94FfN7/<:�¡71@?�:�9y;�N�1H��94����94/<5<9C�<;<52FG9@1@/2�±Úk14�<5</<:�¡k	

gS = 2 � 1@�25</<:�¡�� A
g
¥ BZN7?23�:7;��=I

HeSO =

∫ {
ψ†

α(r)
∑

b

vαβ(r − Rb, r
′ − Rb)ψβ(r′)

}
drdr′

9@1437£�¡7D�N75<FG:@P
94A<1437¡�5<9\Õ÷��9@?237;<:�/<:�¡�1@:Z1@�<5</�¥¦:�;<�7523QN���£�/<� FG5M�2;<5<FG9@1 �2FG5�¨�3§IÜ9�I��2;<5<FG9@1 �2FG5�¨��<;<5
;�N71@1494�2/<5<5ð/�NC?�:�3�:�;<:7;<�±Úð146 ��941437¡�9@/</2:�1@�<52/�¥¦:�;2��523QN§��£�/<:�9r¡7D�N75<FG:@P
94A<1437¡�5<97Ih�a;<9¢P��<:��
N7« N§¥
943�1 �	¨	>237:8Õ437:SN�37:�FG�p3Q�2Ñ�9¢���±Ú�Õ÷��9@FG94/23�:�¡S1O��:���£I&�5<F�N�3�:7FG/<� F�/<:�FG94;<:�F I � P
9@14£

vαβ(r, r′)� ��:7;</<:�¡�14?!N��tN7FG����52376§P�Nk¡7DQN�5<FG:@P
9@A<1=3�¡�5��p¡ð?�:7:�;7P
5</�N�37/<:�F �<;29¢P
1=3QN7¡���9@/<5<5	IV�a:�1@?�:���£�?�6¡�� ><5<1÷��94/<52���<;<:�¡�:@P���3�1 � ¡�5<FG�26���£�1@/<:7F��<;<:�1=3�;�N�/<1437¡�97¨h/�N7F /29@:���Ú�:@P
5<FG:C��5�&�£v9@9�ª�6�;<£�9
�<;<9@:7��;�N�D@:�¡!N7/<529

vαβ(p,p′) = u2δαβ + i vso/p
2
F ([p,p′],σαβ).

UZN�?�:7/<9 �
HeU =

∫ {
ψ†

α

∑

c

u δ(r − Rc)ψα

}
dr

9@1437£M¡7D�N75<FG:@P
94A<1437¡�5<9Z1Z�2:73�94/ � 5�N���£�/�N7FG5��<;<5<FG941 �<FG5�I¬�N7«@/<5�3�/<� 9�¨<1@�<52/�¥¦:�;2��523QN§��£�/<� 9®5M�<:7379@/ � 5�N���£�/2� 9V�<;<5<FG941@58;<N7¡�/<:�FG94;</<:O;�N71@�2;<9¢P
9¢��9@/2��<:©:��Il#9@FÃ68:���;�N�D � N�10?�:7/ � 9@/�3�;�N � 52�<FG5 nS

¨
nso

5
n
¨21@:�:737¡�94371437¡�9@/</2:<I

Ô\37FG943�52F ¨�>�3�: ¡�: ¡7DQN�5<FG:@P
9@A<14¡�5<9)Õ÷��9@?�3�;<:�/2:�¡®1GFfN�«@/<5237/<� FG5�5014�<5</�¥ :�;<��523�N���£�/2� FG5O�<;25�¥
FG9@1 �<FG5	¨±?<;<:7FG9�><52143�:�:7��FG9@/</2:�«@:

J(S,σ)
5k><52143�:�14�<5</�¥ :�;<��5�3QN���£7/<:�«@:

i vso/p
2
F ([p,p′],σ)

³



;�N71@1494�2/<52��FG��¡�?����®><5���5y3�N7?2Ñ�9�/<9@?�:737:�;<:�9��<:�3�9@/ � 5�N���£7/<:�9©;�N7141@94�2/<5<9�¨�:��<5<14� ¡!N794FG:�9���:�;�¥/<:�¡�14?<5<FG5JN7FG����5�376�P
N7FG5
u1

5
u2

¨�14:�:737¡�9437143�¡79@/</<:2I�!h37:\P
9=�
N�943ZFG:@P
9=��£a�7:Q��9@9 ;<9@N���5<1=3�5<></2:�A�¨
3§IÜ?�I!�2:73�94/ � 5�N���£�/<:�9 ;�N7141@9=�</<5<9 ¡�149@« P�N0�<;<5<1=6�3�1437¡76�9=3�5J/�NV�<;�N7?�3�5<?�9 :���� ></<:0��:���£�&�9 ?!N7?�:���¥FG9@/</<:7«@:<¨å3QN�?v5m1@�<52/�¥¦:�;2��523QN§��£�/<:�«4:<I�ø0N7?vFG�¶6�¡75�P
5<F ¨#/�N���5<><5<9J�<:7379@/ � 5<N���£�/<�±Úv>���9@/<:�¡�¡
HeS

5 HeSO

/<9V52D@FG9@/2�2943©?!NQ><94143�¡79@/</<:©�<:7¡�9¢P
94/<52�S145<14379@FG�m	 �<:�1@;�N7¡7/<9@/<5��^1\5�ÚM:73�1=6�3�1437¡�5�¥
9@F��=¨!:@P
/<N7?�:VP
N7943O1@:�:�3�¡�9=3�1437¡76G�U��5<9V¡�?���N§P
��¡0�<:���/�6���>�N�143�:�376J�<:7379@/ � 5<N���£�/<:7«@:�;<N71@1494�</252�/�N7;�N7¡7/<901@:©¡�?��
NQP
:�F ¨��<;<:75<1÷Ú!:@P�����5<F�:73 HeU

I� NQP�NQ>�N\1@:7143�:75230¡\5<141÷��9¢P�:�¡!N7/<525©379@FG�<94;�N�3�6�;2��1@¡79@;�Ú��<;<:�¡�:@P�����94«@:0�<9@;29=Ú!:@P�N
Tc(h)

3QN7?�:�A
1@5<1=3�9@FG�a¨�?!N7?©Ba6�/<? � 525M�<;<5���:QÑ�9@/</2:�«@:OFfN7«@/<5�3�/<:�«4:��<:����	¨�NV3QN7?2Ñ�9 �<N7;�N7FG9=3�;<:�¡2¨!1@¡7��DQN7/</2�±Ú1Z;<N71@1494�</25<9@Fk/<N©�2;<5<FG9@1 ��Ú�I

n c ¸poVµ ·
� N§P�NQ>�N,;29H&�N�943�1 ��1Z�<:�FG:���£$�^P
5�N7«4;�N7FGFG/<�±Ú�FG9437:�P�:�¡M3�94:�;<5<5�ÿ±øqh 5�3�94:�;<5<5C/2946��<:�;!��P�:�¥
><9@/</2�±ÚE1@5<1=3�9@Fr	 � �<;25<FG9@14/<:�Ar3�9=Ú�/<52?<5��s�i� Ï�� ¨T� Û�� I��9@FG�<94;�N�3�6�;<NJ�<94;<9=Ú�:@P�NJ¡�3�:�;<:7«@:©;<:@P�N�¡©1@¡�94;�Ú2�2;<:�¡�:@P�����9@9Z1@:7143�:Q�2/<5<90:��<;<9�P
9=�<�<94371 ��?�N7?
/�N75<��:���£�&�N��S379@FG�<94;�N�376�;�N

T
¨<�2;<5�?�:737:�;<:�Ar��5</<94A</<:�905</�3�9@«4;�N���£7/<:�9O6�;�N�¡�/<9@/25<9

∆αγ(r) = |λ|
∫
dr′

∫ 1/T

0

dτ ′Gαβ(r, τ ; r′, τ ′)∆βδ(r
′)Gγδ(r, τ ; r

′, τ ′)
	 ³#�

P����E��N7;�N�FG943�;<NJ�<:7;���P
?!N
∆αγ(r) = λ〈ψα(r)ψγ(r)〉 	 õ �

5<FG9@9=3M/<9=3�;<52¡�5�N���£7/<:�9Z;<9H&�9@/<5<9�I � P�9@1@£
Gαβ(r, τ ; r′, τ ′) = −〈Tτ ψ̃α(r, τ)ψ̃β(r′, τ ′)〉

9@1437£0B06�/<? � 52�\�å;<5</�NV¡\?�:7/<9@></2:73�94FG�<9@;�N�376�;</<:�A"	 ¬�N � 6���N7;<:�¡�14?�:�A���3�9¢Ú�/<5<?�97I�­��<;25<146�3�1=3�¡�525�<;<5<FG941@9@A|Õ43�:�6�;<N7¡�/<94/<5<9M/29@:���Ú�:@P
5<FG:�671@;<9�P
/<5237£��<:�5�Úm;�N71@�2;<9¢P
9¢��9@/25V��IG­��<;<52����52Ñ�94/<5<5
1÷�
N7��:�«4:,�79@1@�2:�;!��P
?!NZ	 14F I�/<52Ñ�9t� �<N7;�N7FG9=3�;y�<:7;���P
?!N©¡©�<;�N7¡�:7A�>�N�143�5�6�;<N7¡�/<94/<52��	 ³ �±FG:QÑ,/<:
6�1@;29¢P
/2��3�£�/294DQN�¡�5<1@52FG:O:73Z�<;2:�52D�¡79¢P
94/<52�,B06�/<? � 5<Au�å;<52/�N � 14:�:73�¡7943�1=3�¡76G�%��5<9®P
5<N7«@;�N�FGFG�a¨P�NI�U��5<9)¡�?��
N§P�¡ /<9@�<;25<¡�:@P
5<FG:�9h1@;<9�P
/<949±:73 �<;�N�¡�:�AZ>�N714375�¨�FfN����|�2:®�<;25<FG9@14/<:�FÃ6Z��N7;�N�FG943�;�6
pF l � 1

I��a;<:�5�D�¡�9¢��9@/<529JP
¡76!Ú|B06�/<? � 5<Av�å;<5</�N�¨�671@;<9�P
/<9@/2/<:�9S�<:y�79@1@�2:�;!��P
?267¨�/�N�D�� ¡!N79=3�1 �
øa6��<94;<:�/<:7F�5E;�N7¡�/<:g	 ?�:7Õ@B0B05 � 5<94/23 1/(πνF )

¡�¡�9�P
9@/8P����r6§P
:���1=3�¡!NJ/<:�;<FG5<;2:�¡�?<5��¢¤
Cαβ

γδ (t, t′, T ; r, r′) =
1

πνF
Gαβ(r, τ+; r′, τ ′+)Gγδ(r, τ−; r′, τ ′−)

« P
9
t = τ+ − τ−, t

′ = τ ′+ − τ ′−,

õ



T =
1

2
(τ+ + τ−) − 1

2
(τ ′+ + τ ′−).

� ¬�N � 6��!N7;<:�¡71@?<5<9m¡�;<94FG9@/</2� 9v�<94;<9@FG94/</<� 9�¨\:��<;29¢P
9¢��9@/</2� 9|/�N}�<;<:�FG9=Ñ,6�37?�9 [−1/T, 1/T ]
I

øa6��<94;<:�/E5<FG9@9=38B09@;2FG5<9@¡�14?26G�¶145<FGFG9437;<5V�¶�<:
t
5
t′
¤

Cαβ
γδ (t < 0, t′ < 0, T ; r, r′) = −Cαβ

γδ

(
t+

1

T
, t′ < 0, T ; r, r′

)
= Cαβ

γδ

(
t+

1

T
, t+

1

T
, T ; r, r′

)

5���:�D�9@¡71@?26G���<: T ¤
Cαβ

γδ (t, t′, T < 0; r, r′) = Cαβ
γδ

(
t, t′, T +

1

T
; r, r′

)
.

�0:7Õ43�:7FÃ6S¡8ª�6�;<£�90�<;29@:���;<N�D�:�¡�N7/<5<5

Cαβ
γδ (ε, ε′, E; r, r′) =

∫ 1/T

0

dt

∫ 1/T

0

dt′
∫ 1/T

0

dT Cαβ
γδ (t, t′, T ; r, r′)ei(εt+ε′t′+ET )

ε
5
ε′
�2¡������®3�1 ��B09@;<FG529@¡�14?<5<FG5�><N71437:73QN7FG5	¨�N

E � ��:7D@9@¡�14?�:7A�Iö\;�N7¡�/29@/<5<9w	 ³#�=¨2671@;<9�P
/<9@/2/<:�9��2:,�<;25<FG9@1 �2F ¨
52FG9@943,¡�5�P
∆̄αγ(r) = |λ|νFπ

∫
dr′

∫ 1/T

0

dT Cαβ
γδ (t = 0, t′ = 0, T ; r, r′)∆̄βδ(r

′).
	 Ò$�

�094;<9=Ú�:@P���¡,ª�6�;<£�9¢¥¦�<;<:7143�;<N7/<1437¡�:8�<:J¡�;<94FG9@/</2� Fk�<9@;29@FG9@/2/<� F ¨��2:Q�<6�>25<F

∆̄αγ(r) = |λ|νFπ T
2
∑

ε,ε′

∫
dr′Cαβ

γδ (ε, ε′, E = 0; r, r′)∆̄βδ(r
′).

	 ÖI�
Ôa�7:7D�/�NQ>�N��

Cαβ
γδ (ε; r, r′) = T

∑

ε′

Cαβ
γδ (ε, ε′, E = 0; r, r′),

�<:���6�><5<F
∆̄αγ(r) = |λ|νFπT

∑

ε

∫
dr′Cαβ

γδ (ε; r, r′)∆̄βδ(r
′).

	 Û$�
­±¡�:@P���379@FG�<94;�N�376�;26©�29@;<9¢Ú!:@P�N

Tc0

P����©:7��;�N�D � NV¡V:737146�3�1=3�¡�5<5M�<;<5<FG941@9@AJ5�FfN7«4/<523�/2:�«@:0�<:����	¨�<:�1÷��9�P
/<9@9Z6�;�N7¡�/<94/<5<90FG:QÑM/2:J1=3QN7/�P�N7;237/<� F�:���;�N�D�:�Fð�<9@;29@�<5<1@N�3�£M¡J¡75�P
97¤

ln
Tc0

T
∆̄αγ(r) = πT

∑

ε

∫
dr′

(
1

|ε|δ(r − r′)δγδδ
αβ − Cαβ

γδ (ε; r, r′)

)
∆̄βδ(r

′).
	 Ý$�

xpysz l|{�}�~_���������_�g����}����������U�����U�U�
�0;25�¡�� >25<1÷��9@/252��ÚE5<14�<:���£7D46�� 3�1 �C1÷��9¢P�6G�U��5<9��2;<5<����5�Ñ�9@/<5���I
Ï�� �a;<52����52Ñ�94/<5<9�1÷��N7��:�«4:8��9@14�<:�;!��P�?!N

pF l � 1
	
l = vF/ν

P���52/�N8�<;<:��79@« N�¨
14¡7�2D�N7/</�N��y1��2:�¥
3�9@/ � 5�N���£7/<� F�;�N71@1494�2/<5<9@F��¢¨	?�:737:�;<:�9��2:7D�¡�:����2943M�<;<9@/29@��;<94« N�37£,P
5�N7«4;�N7FGFfN7FG5�1��<94;<9@149@?!NI� ¥��5<FG5Z�<;<5<FG941@/<� FG5a��5</252�<FG5�I§�a;<50Õ=3�:�Fr6�1÷��:7¡�5<5Z¡�1@9f¡�� ><521÷���<94FG� 9h14:���1437¡�9@/2/<:�¥¦Õ4/<9@;2«@94375<><941@?<5<9

Ò



>�N714375E��52/<9@A</2�p�<:©?�:�/ � 94/23�;�N � 52�<F��2;<5<FG9@149@A�I°$� ÿ±:�;</<:7¡�1@?�:�9Z�<;<5<����52Ñ�94/<5<9��2;<5y;�N7141@9=�</<5<5�/�NJ:�3@P
9=��£7/<�±Úy�2;<5<FG9@1 ��Ú�¤�6�><5237� ¡!NI�®371 �C�<94;�¥
¡�� Av	 :@P
52/<:�></<� 90� ?<;<941437�±�s�®5y¡�3�:�;<:7Av	 �<;25<FG9@14/<� 9���5</<525�¨	14:�9¢P
52/2�V�%��5<9�37:Q��£�?�:JP
¡!N©�¦?<;<9¢¥
143QN§�s�\�<:�;!��P
?<5�Iå­h¡�9¢P
94Fs:��7;�N�3�/2� Av��:7;</<:�¡�14?<5<A���N7;<N7FG9437;CP��<��:���FG9@/2/<:�«@:r¡7D�N75<FG:@P
94A<1437¡�52�
ζ = nSJS/νS = 1/(2πνFJ(S + 1)) � 1

I
×#�\�W�å;���D�/<� A��2;<9¢P
9¢�<��¨�:7D�/<N§><NI�U��5<A�¨�>�3�:C>�N71=3�:73�N��<:7379@/ � 5�N���£�/2:�«@:C;�N�1@1@9=�</<5�� ν �2¡����<9=3�1 �/�N75<��:���£�&�5<F�Õ4/<9@;2«@94375<><941@?<5<F FfN71H&O3QN7�7:�F IV!h37:��<;<52����52Ñ�94/<5<9®/<9@:���Ú!:@P
5<FG:ZP<���,6��<;2:I��94/<52�
¡�� ><5<1÷��94/<5<A��2;<5m6�><9=3�9,1@�<5</�¥¦:�;<�7523QN���£�/<:�«4:�;�N7141@9=�</<52�m5m:�;<��5�3QN���£7/<:�«@:EÕ@B0B09@?�3QN�FfN�«@/<523�¥
/<:�«@:��2:Q�<��5�¡�6�1÷��:7¡�52��Ú�1@5���£7/<:�«@:�14�<5</�¥ :�;<��5�3QN���£7/<:�«@:};�N�1@1@9=�</<5���1@¡�:@P
5�3�1 � ?k6�1÷��:7¡�52�<F
ν � ν ]Ðû ¨ l � d

I

xpy�x {������U�����������������������U�m�g�����U���
��~���~r}�~_���
­ :737146�3�1=3�¡�529�:�;<��523�N���£�/2:�«@:ðÕ@B0B09@?23�N FfN7«4/<5237/<:�«@: �<:����t;�N71@14FfN�3�;25<¡!N794FfN��s145<14379@FfN��7�±¥
�
N����¶:@P
/<:�;<:@P
/2:�A 	 �2:�1÷��9,671@;<9�P
/<94/<52���<:��<:���:QÑ�9@/252�<Fp�2;<5<FG9@149@A��¢I�­�Õ437:�F^1÷��6�>�N79Møa6��<9¢¥
;<:�/

Cαβ
γδ (ε; r, r′) = Cαβ

γδ (ε; r − r′)
DQN7¡�521@9=�ð�7� 3�:���£�?�:C:73�;�N�D@/<:�14375

r − r′ ¨#;<9*&�94/<5<9E	 Ý$�
∆̄αγ(r) = ∆̄αγ

���±��:©����?�:�/<1=3QN7/237:�A�586�;�N�¡�/<9@/25<90/�N�3�9@FG�29@;�N�3�6�;26E�<9@;<9¢Ú!:@P�N
T
14¡�:@P
5���:71@£

���s?
ln
Tc0

T
∆̄αγ = πT

∑

ε

(
1

|ε|δγδδ
αβ − Cαβ

γδ (ε)

)
∆̄βδ,

	&ÏQ²$�
« P
9

Cαβ
γδ (ε) =

∫
drCαβ

γδ (ε; r)

� /�6���94¡!N��E�<;<:�1=3�;�N�/<1437¡�9@/</<N��mª�6�;<£�90?�:�FG�<:�/<94/23QN,øV6��29@;<:�/<N2I�a;<5m6�><943798:�;<��5�3QN���£7/<:�«@:�Õ@B0B09@?23�N�FfN7«4/<523�/2:�«@:y�2:Q�<�|145<14379@FfN�1=3QN7/<:7¡�523�1 ��/<9@:@P
/<:7;<:@P�¥
/<:�A�¤)øV6��<9@;<:7/

Cαβ
γδ (ε; r, r′)

D�N7¡�5<14523�:73�P
¡76!Ú �<;<:�1=3�;�N�/<1437¡�9@/</2�±Ú�?�:�:�;7P
5</�N�3
r
5

r′ ¨)Nm/<9
3�:���£�?�:�:73�5�Ú�;�N�D�/2:�14375

r − r′ ¨ÃNy1@:7:73�¡�9=3�1=3�¡76G�U��9@9�;<9H&�9@/<5<9 ∆̄αγ(r)
/2981@¡�:@P
5�3�1 �ð?}?�:7/�¥

143QN�/23�9¡	 D�N7¡�5<14523ð:73
r
�=I Ô P
/�N�?�:2¨ ?!N7?�1÷��9¢P�6�943�52Dm;�N7141@FG:737;<9@/<5��^¬�N�?<5r� õ �0:7;<��523�N���£�/<:7«@:

Õ@B0B09@?23�N8�<;<:@P
:���£�/<:7«@:SFfN7«4/<523�/2:�«@:S�<:����EP�����37:�/<?�:�A�1@¡79@;�Ú��<;<:�¡�:@P�����94Av����9@/<?<5"¢�:�P�/<5<FG5
�<:73�94/ � 5�N§��£�/<� FG5y�2;<5<FG9@1 �2FG5�¨��<;<5r6�1÷��:7¡�5<5�	 5r¡�P
52BZBa6�D�/2:�F��<;25<����52Ñ�9@/<5<5

l � d
�

√
ξl � d,

	 Ï�Ï��
/<9@:@P
/<:7;<:@P
/<:�1=3�£<¨!¡�/2:�1@5<FfN���:�;<�7523QN���£�/<� FmÕ@B0B09@?237:�F ¨�FfN��
N�¨�5�6�><9=3O:7;<��523�N���£�/<:7«@:aÕ@B0B09@?�3QN£ (M¤�¥�,t)�¦#+�(�§�¨ ©�ª�©7,t)�«H+-¬­«H+Z¡�¡�9�P
9@/25V�t¡014:���1437¡�9@/2/<:�¥¦Õ4/<9@;2«@94375<><941@?26G��>�N71=3�£�/�6���94¡�:�ASª�6�;<£�9¢¥
?�:7FG�<:�/<94/23��

C(ε, q = 0) = C(ε) = 1/|ε| �<;2:�1437;�N7/<1=3�¡�94/</<:�¥ :�P�/<:�;<:@P
/<:7«@:`	 3§I 97I
��94DO6�>2943QN
FfN7«@/<5�3�/<:�«4:M�<:����-�døV6��29@;<:�/<N,1@:7:73�¡�9=3�1=3�¡76G�U��9@«4:SBON�?23�:�;<N

γ û¦üþý =
2

9
(pFd)

2h
2

ν
,

Ö



�<;<5<¡�:@P�����94«@:M?r�<:@P�N�¡���9@/25V�¶14¡�9@;�Ú��<;<:7¡�:@P
5<FG:�1=3�5�¤
C(ε) =

1

|ε| −→ C(ε) =
1

|ε| + γ û¦üþý .��9@F 1�N7FG� F 6�;�N7¡�/<94/<5<9v/�N}379@FG�<94;�N�3�6�;�6p�<94;<9=Ú�:�P
N
T
¡ð:73�1=6�371437¡�5<5^FfN7«4/<523�/2�±Úp5 1@�<52/�¥

:�;<��523�N���£�/2�±Úr�<;<5<FG941@94ACN�3QN7?2Ñ�9Z�<N7;�N7FfN7«4/<5237/<:�«@:JÕ@B0B09@?�3QN,FfN�«@/<5237/<:�«4:,�<:����E5<FG94943,¡�5�P�¤

ln
Tc0

T
= πT

∑

ε

(
1

|ε| −
1

|ε| + γ û¦üþý
)
.

­±� ¡�:@P
γ û¦üþý �<;<:@P
9=��N7/�¡©�<;<5���:QÑ�9@/<525�T�IU0N�&�9 671÷��:�¡�529­	 ×#�Ã/�NZ1÷�
N7��:7143�£�:�;<��523�N���£�/2:�«@:OÕ@B0B09@?23�N2¨�?!N7?M/2943�;�6�P
/<:�6���9�P
5237£�1 ��¨�1@5���£�¥

/<9@9S6�1÷��:�¡�52�|	&Ï7Ï����<:��<;<5<FG941@/<:7FÃ6}��N7;�N7FG9=3�;26
pF l � 1

IG¬�:QÑM/<:C6���9�P
523�£71 ��¨)>23�:m/�N���52><5<9
FfN7«@/<5�3�/<�±ÚM5M14�<5</�¥ :�;<��523�N���£�/2�±Ú8�<;25<FG9@149@A�¨2NZ3QN�?2Ñ�9 ��N7;�N7FfN�«@/<5237/<:�«4:�Õ@B0B09@?23�N�FfN7«4/<523�/2:�¥
«@:V�<:����	¨7/<9±FG9@/2�29430FG9437:@P�NZ¬�N7?<5�;�N�1@1@FG:�3�;<94/<52�©:�;<�7523QN���£�/<:�«4:VÕ@B0B09@?23�N2I!�a:VÕ=3�:�A��<;25<><5</<9�¨
>23�:��7�s/<9VD�N7«@;<:7FG:§Ñ�P�N�37£©¡�� ><5<1÷��94/<52�	¨
FG� ¡�� ¡�9�P
9@Fð6�;�N7¡�/<94/<52�E/�N©øV6��<9@;<:7/���9=D0:�;<��5�3QN���£�¥
/<:�«@:�Õ@B0B09@?23�N�FfN7«4/<5237/<:�«@:��<:�����¨å3§I 97I#1@><5�3QN��|:���;�N�D@9 � :�P�/<:�;<:@P
/<� F ¨�NSDQN�379@Fp6�>23�94F^:�;<��5�¥3QN���£7/<� A�Õ4B0BZ94?23§¨�¡�¡�9�P��

γ û¦üÐý ¡©1@:���1=3�¡�94/</<:�¥ Õ@/<94;<«@9=3�5<>29@1@?�6�� >�N�143�£,øV6��<9@;<:7/�N2IÙ�6�>2943�:7F�14?!N�D�N7/</<:�«4:<¨�6�;�N7¡�/29@/<5<9M/�Nr379@FG�<94;�N�3�6�;�6��<94;<9=Ú�:�P
Nv	 Ý#�VFG:QÑM/2:��<94;<9@�25<1�N�37£C¡
¡�5�P
9

ln
Tc0

T
∆̄αγ = πT

∑

ε

(
1

|ε|δγδδ
αβ − Cαβ

γδ (ε)

)
∆̄βδ

	&Ï§°I�
« P
9

Cαβ
γδ (ε) � /26���9@¡!N����<;2:�1437;�N7/<1=3�¡�94/</�N���ª�6�;2£�9=¥ ?�:7FG�<:�/<94/23QN :�P�/<:�;<:@P
/<:7«@:tøa6��<94;<:�/�N�16�>�3�9@/2/<� F�:��<5<1@N7/</<� F�:���;�N�D@:�Fð:�;<��523�N���£�/2� F�Õ@B0B09@?�3�:�F I

xpyK® j¯}��U��~�°����±{��
���X�U�²�e���³�X����°������U�U�´�����²�_�g}��������²�X�U�´}�������µ�~�¶q�
.aDZ:��2;<9¢P
9¢��9@/252���<N7;�N7FG9=3�;�N©�<:�;!��P�?!NZ	 õ �±/<94�<:�1@;29¢P
1=3�¡�94/</<:81÷��9�P�6�9=3S1@¡7:�A<1437¡�:

∆αγ(r) = −∆γα(r),

3§IÜ9�I
∆̄αγ

�<;<9�P
143�N7¡����2943814:���:�Ar14�<5</<:�¡7� A�1@52/<«÷��9432¤

∆̄αγ = ∆̄

(
0 1

−1 0

)
.

5E6�;�N7¡7/<9@/<529u	 Ï§°$�h5<FG94943©P
¡�9a/<9=3�;<5<¡75�N���£�/2� 9�?�:�FG�<:�/29@/237�a¤
ln
Tc0

T
= πT

∑

ε

(
1

|ε| − C↑
↓(ε)

) 	&ÏQ×$�

Û



nSJ〈Sz〉σz

RG5<17I
°�¤

Lzz(ω)

Szσz
↑ ↑

Szσz

↓ ↓
Rf5217I
×2¤

L−+(ω)

S−σ+
↑ ↓

S+σ−
↓ ↑
RG5<1�I
³2¤

ln
Tc0

T
= πT

∑

ε

(
1

|ε| − C↓
↑(ε)

) 	&Ï�³#�
« P
9

C↑
↓ (ε) = C↑↑

↓↓ (ε) − C↑↓
↓↑ (ε)

5
C↓

↑(ε) = C↓↓
↑↑ (ε) − C↓↑

↑↓ (ε).

­�145<FGFG9437;<52D@:�¡!N7/</2:�F�¡�5�P
9

ln
Tc0

T
= πT

∑

ε

(
1

|ε| − C0(ε)

)
,

	&Ï õ �
« P
9

C0(ε) =
1

2
(C↑

↓(ε) + C↓
↑(ε)).

UZN�Fð3�N7?2Ñ�90�<:�/<N§P
:���5�3�1 �E1÷��9¢P�6��%��N���1@�<52/<:�¡!N��r?�:�FG�2:�/<9@/�3QN
C1(ε) =

1

2
(C↑

↓(ε) − C↓
↑ (ε)).

xpyS· ~¸�����������g�g�����¹�º��µX�������
�0:71@?�:���£�?26C¡r145<14379@FG9J�<;<5<1=6�371437¡76G�®3y37;<5v14:�;23�Nr�2;<5<FG9@149@A�¨#/�N,P
5<N7«@;�N�FGFfN�Ú�5<FG9H�®3�1 �m�<;25�¥
FG9@1@/2� 9M��5</<5<5�37;<9=Ú�1@:�;�3�:�¡<¨�1@:�:�3�¡�9=3�1437¡76G�U��5<9�FfN�«@/<5237/<� F ¨Ã14�<5</�¥ :�;<��523�N���£�/2� F�5��2:73�94/�¥
� 5�N���£7/<� F �2;<5<FG9@1 �2F I øa;<:�FG9�37:�«@:<¨±�<9@;<¡7� A �7:�;</<:�¡71@?<5<A��<:7;���P
:�?��<:�¡7D�N75<FG:@P
94A<1437¡�5V�¼1FfN7«@/<5�3�/<� FG5E�<;<5<FG941 �<FG5MP�N79=3©:���FG94/</<:�9a�<:���9Q	 ;<5<1�I�°$�¢¨2�<:����2;<52D@6G�%��9@9014�<5</<�tÕ÷��9@?237;<:�/<:7¡<I
�a:7379@/ � 5�N���£�/2:�9�5�14�<5</�¥ :�;<��5�3QN���£7/<:�9�;<N71@1494�</25<9�;�N7141@FfN�37;<5<¡!N��®3�1 �y143QN�/�P�N7;237/<� F :���;�N�¥D�:�F IhUa943�;25<¡�5�N���£�/<� F FG:�FG9@/237:�F��<¡����<9=3�1 ��;�N7141@FG:737;<9@/25<9C¡73�:7;<:�«@:|�<:�;!��P
?�N|�<:�:��7FG9@/</<:�¥

FÃ6�¡7D�N75<FG:@P
94A<1437¡�5V��1�FfN7«4/<5237/<� FG5��<;<5<FG941 �<FG5�Iå�a:�14?�:Q��£�?26�FfN7«@/<5�3�/<� 9©�<;<52FG9@1@5�:����
N§P�N�¥�®3J1@:��7143�¡79@/</<:7ASP
52/�N7FG5<?�:�Ar¡�:©¡�/<9*&�/<94F�FfN7«4/<5237/<:�F��2:Q��97¨<:��25<1@� ¡!N�9@FG:�AE« N7FG5���£Q3�:�/<5<N7/<:�F
HS = −

∑
a ωSS

z
a

¨#1@:�:�3�¡�9=3�1437¡76G�U��5<F¶�2;<5<FG9@14/<� Fp��5</<5��<FtP
:���Ñ,/<��14:��<:�1=3QN7¡��<�23�1 � 	 1J?�:�¥
Õ@B0B05 � 5<9=3�:�F nSJ

2 ��?�:�;<;<9¢��� � 5<:�/</<� 9 Ba6�/<? � 5<5©�<;<5<FG941@/<�±Ú�1@�<5</2:�¡\	 ¡0¬�N � 6��!N7;<:7¡�1@?�:�A�379=Ú�¥/<5<?�9��¢¤
Lzz(ω) =

∫ 1/T

0

〈Sz(τ)Sz(0)〉eiωτ dτ = 〈S2
z 〉
δω,0

T

L−+(ω) =

∫ 1/T

0

〈S−(τ)S+(0)〉eiωτ dτ =
2 〈Sz〉
iω + ωS

Ý



L+−(ω) =

∫ 1/T

0

〈S+(τ)S−(0)〉eiωτ dτ =
2 〈Sz〉

−iω + ωS� P
9@14£
ω = 2πTn � ��:�D�9@¡71@?!N���>�N71=3�:73�N¯	

n � 9=��:79��=I Lzz(ω)
14:�:73�¡7943�1=3�¡767943��<;<: � 9@1@1@N7F�:���FG94/�¥/<:�«@:E;�N7141@9=�</<52�v��9=DM�<94;<9@¡7:�;<:73�N�1@�25</�N^	 ;<5<1�I�×#�=¨#N

L−+(ω)
5
L+−(ω)

	 ;25<17I#³ � � �<;2: � 9@141�N7F1a�<9@;<94¡�:�;<:�3�:�Fk14�<5</�N�I � P
9@14£J5MP�N§��9@9 〈. . .〉 :��7:7D�/�NQ>�N�943©3�94;<FG:@P
5</�N7FG52><9@14?�:79O6�14;<9¢P�/<9@/<529��<:1@:�1=3�:Q�</<5��<Fk14�<5</�N©:73@P
9¢��£�/<:�A�FfN7«@/2523�/<:7A��<;<52FG9@1@5	¨
�2:�FG9H��9@/</<:7A�¡©FfN7«@/2523�/<:79O�<:���9
h
¤
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