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I. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ýôôåêò Íåðíñòà-Ýòòèíãñãàóçåíà, çàêëþ÷àþùèéñÿ â âîçíèêíîâåíèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïðè íàëè÷èè ãðàäè-
åíòà òåìïåðàòóðû â ìàãíèòíîì ïîëå, âïåðâûå áûë îáíàðóæåí â ìåòàëëàõ åùå â 1886 ãîäó. Â 1948 ãîäó ýôôåêò
Íåðíñòà â ìåòàëëàõ ïîëó÷èë ñâîå òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå â ðàáîòå Çîíäõàéìåðà [1]. Ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî
àíîìàëüíî áîëüøîé ñèãíàë Íåðíñòà áûë îáíàðóæåí â âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ ñâåðõïðîâîäíèêàõ, íàõîäÿùèõñÿ â
íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèè âûøå ëèíèè ïåðåõîäà [2�10]. Ýòè ýêñïåðèìåíòû âûçâàëè çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ ê òåð-
ìîýëåêòðè÷åñêèì ÿâëåíèÿì ñî ñòîðîíû òåîðåòèêîâ. Äëÿ îáúÿñíåíèÿ ýôôåêòà â êóïðàòàõ áûëè ïðåäëîæåíû
ìîäåëè, îñíîâûâàþùèåñÿ íà äâèæåíèè âèõðåé â ïñåâäîùåëåâîé ôàçå [3, 11, 12]. Êðîìå òîãî, â ñåðèè ðàáîò
Óññèøêèíà ñ ñîàâòîðàìè [13�15] ðàññìàòðèâàëñÿ âêëàä â ýôôåêò îò ñâåðõïðîâîäÿùèõ ôëóêòóàöèé. Ïîñëåäíÿÿ
òåîðèÿ òàêæå ïðèìåíèìà è ê îáû÷íûì ñâåðõïðîâîäíèêàì.

Ñîâñåì íåäàâíî çíà÷èòåëüíûé ñèãíàë Íåðíñòà áûë íàéäåí â íåóïîðÿäî÷åííûõ ñâåðõïðîâîäÿùèõ ïëåíêàõ â
íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèè [16, 17]. Ýòè ïëåíêè äîëæíû õîðîøî îïèñûâàòüñÿ îáûêíîâåííîé ìîäåëüþ ÁÊØ, ïîýòîìó
ýêñïåðèìåíò ïîêàçûâàåò âàæíîñòü ñâåðõïðîâîäÿùèõ ôëóêòóàöèé äëÿ ïîíèìàíèÿ ýôôåêòà. Êðîìå Óññèøêèíà ñ
ñîàâòîðàìè [13�15], ôëóêòóàöèîííûé ýôôåêò Íåðíñòà â îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû ðàññìàòðèâàëè
Óëëàõ è Äîðñè [18], à òàêæå Ðåéçåð ñ Ñåðãååâûì [19]. Îäíàêî, âñå ýòè ðàáîòû îãðàíè÷èâàëèñü ðàññìîòðåíè-
åì ñëàáûõ ìàãíèòíûõ ïîëåé è òåìïåðàòóð áëèçêèõ ê Tc, êîãäà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü êâàíòîâàíèåì Ëàíäàó äëÿ
êóïåðîâñêèõ ïàð. Òåîðåòè÷åñêèå ïðåäñêàçàíèÿ äëÿ ïîâåäåíèÿ ýôôåêòà Íåðíñòà â äðóãèõ îáëàñòÿõ ôàçîâîé
ïëîñêîñòè îòñóòñòâîâàëè. Â òî âðåìÿ, êàê â ýêñïåðèìåíòå ñèãíàë áûë èçìåðåí â øèðîêîé îáëàñòè âûøå ëèíèè
ïåðåõîäà, â ÷àñòíîñòè, â ñèëüíûõ ìàãíèòíûõ ïîëÿõ, à òàêæå ïðè T À Tc.

Â äàííîé ðàáîòå ìû ïðåäñòàâèì ìèêðîñêîïè÷åñêóþ òåîðèþ ýôôåêòà Íåðíñòà, ïîëó÷åííóþ â ðàìêàõ ìåòîäà
ëèíåéíîãî îòêëèêà Êóáî. Êðîìå óíèâåðñàëüíîé îáùåé ôîðìóëû, ïðèìåíèìîé äëÿ âñåé îáëàñòè òåìïåðàòóð è
ïîëåé, â êîòîðîé èìåþòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, áóäóò ïîëó÷åíû àñèìïòîòèêè äëÿ ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé
ôàçîâîé äèàãðàììû. Îáíàðóæåíî õîðîøåå ñîãëàñèå òåîðèè ñ ýêñïåðèìåíòîì.

Äèïëîìíàÿ ðàáîòà ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â Ðàçäåëå II ìû îïðåäåëèì êîýôôèöèåíò Íåðíñòà è ïðåä-
ñòàâèì êà÷åñòâåííîå îáúÿñíåíèå âåëè÷èíû ñèãíàëà â íîðìàëüíîì ìåòàëëå è ñâåðõïðîâîäíèêàõ. Â Ðàçäåëå III
ìû ââåäåì îáùèå ïîíÿòèÿ íåîáõîäèìûå äëÿ äèàãðàììíîé òåõíèêè, à òàêæå îáñóäèì ðîëü íàìàãíè÷åííîñòè.
Ðàçäåë IV ïîñâÿùåí âû÷èñëåíèþ âêëàäà äèàãðàìì, íàìàãíè÷åííîñòè è âûâîäó îáùåé ôîðìóëû. Àñèìïòîòè-
êè è ñðàâíåíèå ñ ýêñïåðèìåíòîì ïðåäñòàâëåíû â Ðàçäåëå V. Ðàáîòà çàêàí÷èâàåòñÿ îáñóæäåíèåì îòêðûòûõ
ïðîáëåì è ñðàâíåíèåì ñ äðóãèìè òåîðåòè÷åñêèìè ðàáîòàìè â Ðàçäåëå VI. Ïðèëîæåíèå A ïîñâÿùåíî ïîäðîá-
íîìó ðàññìîòðåíèþ îñîáåííîñòåé òåðìîýëåêòðè÷åñêèõ ÿâëåíèé â ìàãíèòíîì ïîëå, Ïðèëîæåíèå B � âûâîäó è
îáñóæäåíèþ ìèêðîñêîïè÷åñêîãî îïåðàòîðà òåïëîâîãî òîêà. Ïðèëîæåíèå C ðàññìàòðèâàåò ýôôåêò Íåðíñòà â
ìåòàëëå. È, íàêîíåö, â Ïðèëîæåíèè D ñîäåðæàòñÿ ñïðàâî÷íûå ñâåäåíèÿ î äèãàììà-ôóíêöèè, êîòîðûå øèðîêî
èñïîëüçóþòñÿ âî âñåé ðàáîòå.

II. ÝÔÔÅÊÒ ÍÅÐÍÑÒÀ

Ïåðåä òåì êàê ïåðåõîäèòü ê ñòðîãîìó îïèñàíèþ ýôôåêòà, ïðîâåäåì êà÷åñòâåííîå ðàññìîòðåíèå. Ýêñïåðèìåí-
òàëüíûå èçìåðåíèÿ â ðàáîòàõ [16, 17] ïðîâîäèëèñü ñëåäóþùèì îáðàçîì: äâóìåðíàÿ ïëåíêà ïîìåùàëàñü ìàãíèò-
íîå ïîëå, H‖ẑ, ïåðïåíäèêóëÿðíîå ïëîñêîñòè ïëåíêè è ñîçäàâàëñÿ ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû, (−∇T )‖x̂, â ïåðïåí-
äèêóëÿðíîì ê ìàãíèòíîìó ïîëþ íàïðàâëåíèè. Èçìåðÿëñÿ âîçíèêàþùèé ïðè ýòîì îòêëèê ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ,
E‖ŷ, íàïðàâëåííûé ïåðïåíäèêóëÿðíî ìàãíèòíîìó ïîëþ è ãðàäèåíòó òåìïåðàòóðû. Êîýôôèöèåíò Íåðíñòà νN

îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòíîøåíèå âîçíèêàþùåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû ñ ìàãíèòíûì ïîëåì:

νN =
Ey

(−∇T )xHz
. (1)

Ñíà÷àëà ìû ïðîâåäåì êà÷åñòâåííîå îïèñàíèå ýôôåêòà, ïîçâîëÿþùåå ëó÷øå ïîíÿòü ôèçèêó ÿâëåíèÿ, à ïîòîì
ïåðåéäåì ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ðàññìîòðåíèþ ÷åðåç òåíçîðû òåðìîýëåêòðè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ.

A. Êà÷åñòâåííîå îáúÿñíåíèå ýôôåêòà

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ êà÷åñòâåííîãî ðàññìîòðåíèÿ, äîïóñòèì ÷òî ê îáðàçöó ïðèëîæåíû ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèò-
íîå ïîëÿ, Ey è Hz, è áóäåì èñêàòü âîçíèêàþùèé ïðè ýòîì ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû. Êàê èçâåñòíî, ó çàðÿæåííûõ
÷àñòèö â ñêðåùåííûõ ýëåêòðè÷åñêîì è ìàãíèòíîì ïîëÿõ âîçíèêàåò äðåéôîâàÿ ñêîðîñòü, vx = cEy/Hz, íà-
ïðàâëåííàÿ âäîëü îñè x. Â ñëó÷àå çàìêíóòîé öåïè, ýòî ïðèâîäèëî áû ê âîçíèêíîâåíèþ ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà
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jx = nevx. Åñëè öåïü ðàçîìêíóòà è òîê îòñóòñòâóåò, âîçíèêàåò ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë, ïðåäîòâðàùàþùèé
äðåéô íîñèòåëåé çàðÿäà:

∇xϕ = −Ex = (nec/σ)(Ey/Hz), (2)

ãäå n îáîçíà÷àåò êîíöåíòðàöèþ íîñèòåëåé, à σ � ïðîâîäèìîñòü. Â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì ýëåêòðîíåéòðàëü-
íîñòè, ýëåêòðîõèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë äîëæåí áûòü ïîñòîÿííûì ïî îáðàçöó. Ïîýòîìó, ãðàäèåíò ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîòåíöèàëà ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ ãðàäèåíòà õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, òàê ÷òî

∇xµ(n, T ) + e∇xϕ = 0. (3)

Ïîñêîëüêó êîíöåíòðàöèÿ íîñèòåëåé ïî îáðàçöó îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé, ãðàäèåíò õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ìîæåò
áûòü âûçâàí òîëüêî ãðàäèåíòîì òåìïåðàòóðû:

∇xT =
(

dµ

dT

)−1

∇xµ, (4)

íàïðàâëåííûì âäîëü îñè x. Âûðàæàÿ ∇xµ èç (2) è (3) è ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû â
îïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòà Íåðíñòà (1), ìû ïîëó÷àåì:

νN =
σ

ne2c

dµ

dT
. (5)

Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî ôîðìóëà (5) è ïîëó÷åíà èç êà÷åñòâåííûõ ñîîáðàæåíèé, îíà äàåò ïðàâèëüíûå çàâèñèìîñòè
äëÿ ìåòàëëà è ñâåðõïðîâîäíèêà.

Ïðèìåíèì âûðàæåíèå (5) ê âûðîæäåííîìó ýëåêòðîííîìó ãàçó, ò.å. ê ìåòàëëó. Â ìåòàëëå õèìè÷åñêèé ïîòåí-
öèàë çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû êàê

µ(T ) = µ0 − (π2T 2/6)(d ln ν/dµ), (6)

ãäå ν(µ) � ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé. Ïîäñòàâèâ ýòó çàâèñèìîñòü â ôîðìóëó (5), ïîëó÷àåì ïðàâèëüíûé îòâåò [1] äëÿ
êîýôôèöèåíòà Íåðíñòà â ìåòàëëå1:

νN =
π2T

3mc

dτ

dµ
, (7)

ãäå τ âðåìÿ óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîíîâ (çäåñü è â äàëüíåéøåì ïðèíÿòà ñèñòåìà åäèíèö ~ = kB = 1). Êàê
âèäíî, ýôôåêò Íåðíñòà â ìåòàëëå îêàçûâàåòñÿ ìàëûì èç-çà áîëüøîé âåëè÷èíû ýíåðãèè Ôåðìè.

Èç ôîðìóëû (5) âèäíî, ÷òî, äëÿ òîãî ÷òîáû ýôôåêò Íåðíñòà áûë áîëüøèì, íóæíà ñèëüíàÿ çàâèñèìîñòü
õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà íîñèòåëåé çàðÿäà îò òåìïåðàòóðû. Òàêàÿ çàâèñèìîñòü ðåàëèçóåòñÿ âáëèçè ñâåðõ-
ïðîâîäÿùåãî ïåðåõîäà. Â ýòîé îáëàñòè, êðîìå îáûêíîâåííûõ ýëåêòðîíîâ, ïîÿâëÿåòñÿ íîâûé òèï íîñèòåëåé �
ôëóêòóàöèîííûå êóïåðîâñêèå ïàðû. Â íîðìàëüíîé îáëàñòè òàêèå âîçáóæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåñòàáèëüíûìè ñ õà-
ðàêòåðíûì âðåìåíåì æèçíè τGL = π/8(T − Tc), è îáðàçóþò âçàèìîäåéñòâóþùèé áîçå-ãàç ñ ïåðåìåííûì ÷èñëîì
÷àñòèö. Â äâóõ èçìåðåíèÿõ êîíöåíòðàöèÿ êóïåðîâñêèõ ïàð [20]

n(2)
c.p.(T ) = (mTc/π) ln[Tc/(T − Tc)]. (8)

Õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë êóïåðîâñêèõ ïàð âáëèçè Tc ìîæåò áûòü íàéäåí èç òåõ ñîîáðàæåíèé, ÷òî êîíöåíòðàöèÿ,
âû÷èñëåííàÿ íà îñíîâàíèè áîçåâñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (â ïðèáëèæåíèè íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ êóïåðîâ-
ñêèõ ïàð), äîëæíà ñîâïàäàòü ñ (8). Ýòî äàåò

µ(2)
c.p.(T ) = Tc − T. (9)

Ñëåäîâàòåëüíî,

dµ(2)
c.p./dT = −1, (10)

1 Çîíäõàéìåð â ñâîåé ðàáîòå [1] ðàáîòàë â τ -ïðèáëèæåíèè, ñ ñàìîãî íà÷àëà ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêàÿ ÷àñòü
Σ(ε, p) = Σ(ε) çàâèñèò òîëüêî îò ýíåðãèè. Ýòî ýêâèâàëåíòíî ïðåäïîëîæåíèþ î δ-êîððåëèðîâàííîì ïîòåíöèàëå ïðèìåñåé, êîãäà
1/τ(ε) = const ν(ε). Â ðàìêàõ ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ dν/dε è dτ/dε îäíîçíà÷íî âûðàæàþòñÿ äðóã ÷åðåç äðóãà.
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è ìû âèäèì, ÷òî ôëóêòóàöèîííûé âêëàä â ýôôåêò Íåðíñòà îêàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêè á�îëüøèì, ÷åì ôåðìè-
æèäêîñòíîé âêëàä. Ýòî ÿâëåíèå íàïîìèíàåò ôëóêòóàöèîííûé äèàìàãíåòèçì, êîòîðûé òàêæå ïðåâîñõîäèò äèà-
ìàãíåòèçì Ëàíäàó/Ïàóëè è ÿâëÿåòñÿ ïðåäâåñòíèêîì èäåàëüíîãî äèàìàãíåòèçìà ñâåðõïðîâîäíèêà. Èç óðàâíå-
íèÿ (5), èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå çíà÷åíèå ïàðàïðîâîäèìîñòè â ìàãíèòíîì ïîëå [20], σfl = (e2/2ε)F (ε/2h̃), ñ ëîãà-
ðèôìè÷åñêîé òî÷íîñòüþ, ïîëó÷àåì âêëàä ôëóêòóàöèîííûõ êóïåðîâñêèõ ïàð â êîýôôèöèåíò Íåðíñòà:

ν
(2)
N (T,H) ∼ 1

mc

F (x)
T − Tc

∼
{

[mc(T − Tc)]−1, x À 1,

(meDH)−1, x ¿ 1,
(11)

F (x) = x2 [ψ (1/2 + x)− ψ (x)− 1/(2x)] , (12)

ãäå x = ε/2h̃, à ε = ln(T/Tc) è h̃ = H/H̃c2(0) ÿâëÿþòñÿ ïðèâåäåííûìè òåìïåðàòóðîé è ìàãíèòíûì ïîëåì. ×åðåç
H̃c2(0) = 4cTc/πeD çäåñü îáîçíà÷åíà ëèíåéíàÿ ýêñòðàïîëÿöèÿ çíà÷åíèÿ âåðõíåãî êðèòè÷åñêîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ,
ãäå D � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè. Îöåíêà (11) ñîîòâåòñòâóåò ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åííûì íà îñíîâå âðåìåííîãî
óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó [13, 18] è âû÷èñëåíèÿì â ðàìêàõ äèàãðàììíîé òåõíèêè [14] âáëèçè êëàññè÷åñêîãî
ôàçîâîãî ïåðåõîäà.

B. Òåíçîðû òåðìîýëåêòðè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ

Ýôôåêò Íåðíñòà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ïðåäñòàâèòåëåé ñåìåéñòâà òåðìîýëåêòðè÷åñêèõ ýôôåêòîâ è ìîæåò áûòü
âûðàæåí ÷åðåç òåíçîðû òåðìîýëåêòðè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ. Âñå òåðìîýëåêòðè÷åñêèå ÿâëåíèÿ ìîãóò áûòü
îïèñàíû ñëåäóþùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé, ñâÿçûâàþùåé ýëåêòðè÷åñêèé è òåïëîâîé òðàíñïîðòíûå (ñì. Ïðèëî-
æåíèå A) òîêè ñ ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì è ãðàäèåíòîì òåìïåðàòóðû:

{
Je

tr = σ̂ E + β̂∇T ,

JQ
tr = γ̂ E− κ̂∇T .

(13)

Çäåñü σ̂ � òåíçîð ïðîâîäèìîñòè, β̂, γ̂ è κ̂ � òåíçîðû òåðìîýëåêòðè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ è òåïëîïðîâîäíîñòè.
Òåíçîðû β̂ è γ̂ ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì Îíñàãåðà, γ̂(H) = −T β̂(−H). Ðàçðåøàÿ ñèñòåìó (13) ïî
îòíîøåíèþ ê òåïëîâîìó òîêó è ýëåêòðè÷åñêîìó ïîëþ, ìû ïîëó÷èì:

{
E = ρ̂Je

tr + Ŝ∇βT,

JQ
tr = Π̂Je

tr − ℵ̂∇βT,
(14)

ãäå ρ̂ = σ̂−1, Ŝ = ρ̂ · β̂ è Π̂ = γ̂ · ρ̂ � òåíçîðû ïðîâîäèìîñòè, òåðìîýäñ è Ïåëüòüå, ñîîòâåòñòâåííî. Ñîãëàñíî (1),
êîýôôèöèåíò Íåðíñòà îïðåäåëÿåòñÿ yx êîìïîíåíòîé òåíçîðà Ŝ è ìîæåò áûòü âûðàæåí ÷åðåç ïðîâîäèìîñòü è
òåíçîð β̂ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

νN = −Syx

H
=

1
H

βxyσxx − βxxσxy

(σxx)2 + (σxy)2
. (15)

Äëÿ íîðìàëüíûõ ìåòàëëîâ îáà âêëàäà â ÷èñëèòåëå ôîðìóëû (15) îêàçûâàþòñÿ îäíîãî ïîðÿäêà, ïîñêîëüêó βxy

è σxy ñîäåðæàò äîïîëíèòåëüíóþ ìàëîñòü ωcτ ïî ñðàâíåíèþ ñ βxx è σxx (ñì. Ïðèëîæåíèå C):

βxx =
4π2eT

3dm

∂(νµτ)
∂µ

, βxy =
4π2eωcT

3dm

∂(νµτ2)
∂µ

, (16)

ãäå d îáîçíà÷àåò ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà. Â ðåçóëüòàòå, êîýôôèöèåíò Íåðíñòà â ìåòàëëå (7) îêàçûâàåòñÿ
ïðîïîðöèîíàëüíûì ïðîèçâîäíîé îò ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé (âðåìåíè ñâîáîäíîãî ïðîáåãà, ñì. ïðèìå÷àíèå íà ñòð. 4)
ïî ýíåðãèè, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ïàðàìåòð àñèììåòðèè ìåæäó ÷àñòèöàìè è äûðêàìè.

Â ñëó÷àå áëèçîñòè ìåòàëëà ê ñâåðõïðîâîäÿùåìó ïåðåõîäó âêëàä â ýôôåêò äàþò òàêæå ôëóêòóàöèîííûå êó-
ïåðîâñêèå ïàðû. Èõ âêëàä, êàê ìû ïîêàçàëè èç êà÷åñòâåííûõ ñîîáðàæåíèé, è êàê ìû óâèäèì â äàëüíåéøåì,
îêàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêè á�îëüøèì, ÷åì âêëàä ýëåêòðîíîâ ïðîâîäèìîñòè. Ïðè ðàññìîòðåíèè òîëüêî ôëóêòó-
àöèîííîãî âêëàäà â ýôôåêò Íåðíñòà, óðàâíåíèå (15) ìîæíî óïðîñòèòü. Åñëè ìû íàõîäèìñÿ íå ñëèøêîì áëèçêî
ê ëèíèè ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïåðåõîäà (T−Tc

Tc
, H−Hc2

Hc2
À Gi ∼ g−1, ãäå g = ~

e2
1

R¤
� áåçðàçìåðíûé êîíäàêòàíñ), äëÿ
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σxx è σxy ìîæíî èñïîëüçîâàòü èõ çíà÷åíèÿ â íîðìàëüíîì ìåòàëëå. Ïîñêîëüêó σxx À σxy ïî ìàëîìó ïàðàìåò-
ðó óãëà Õîëëà, è âêëàä ôëóêòóàöèé îêàçûâàåòñÿ ìåíåå ñèíãóëÿðíûì äëÿ äèàãîíàëüíîé êîìïîíåíòû òåíçîðà
β̂ (cì. [20]), ñëàãàåìûå βxxσxy è (σxy)2 â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå ôîðìóëû (15) ìîæíî îïóñòèòü, ïîëó÷èâ:

νN =
1
H

βxy

σxx
. (17)

Òàêèì îáðàçîì, âêëàä ôëóêòóàöèîííûõ ïàð â êîýôôèöèåíò Íåðíñòà îïèñûâàåòñÿ íåäèàãîíàëüíîé êîìïîíåíòîé
βxy òåíçîðà β̂. Ñ÷èòàÿ ïðîâîäèìîñòü èçâåñòíîé, â äàëüíåéøåì ìû ñêîíöåíòðèðóåì íàøå âíèìàíèå íà âû÷èñëå-
íèè âêëàäà ñâåõïðîâîäÿùèõ ôëóêòóàöèé â βxy.

III. ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒ ÍÅÐÍÑÒÀ Â ÄÈÀÃÐÀÌÌÍÎÉ ÒÅÕÍÈÊÅ

A. Ó÷åò òîêîâ íàìàãíè÷åííîñòè

Ïðè ðàññìîòðåíèè òåðìîýëåêòðè÷åñêèõ ÿâëåíèé â ìàãíèòíûõ ïîëÿõ, íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü îñîáåííîñòè,
ñâÿçàííûå ñ íàëè÷èåì òîêîâ íàìàãíè÷åííîñòè. Ïîäðîáíîìó ðàññìîòðåíèþ äàííîãî âîïðîñà ïîñâÿùåíî Ïðè-
ëîæåíèå A. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òðàíñïîðòíûé òîê, êîòîðûé èçìåðÿåòñÿ â ýêñïåðèìåíòå, îòëè÷àåòñÿ îò ïîëíîãî
ìèêðîñêîïè÷åñêîãî òîêà íà âåëè÷èíó ò.í. òîêîâ íàìàãíè÷åííîñòè. Ïîýòîìó, ïîñëå òîãî êàê ìû ïîëó÷èì òåíçîð
ˆ̃
β èç êóáîâñêîãî êîððåëÿòîðà ìèêðîñêîïè÷åñêèõ òîêîâ, íåîáõîäèìî ó÷åñòü âêëàä β̂M, îáóñëîâëåííûé òîêàìè
íàìàãíè÷åííîñòè. Òàêèì îáðàçîì ìû íàõîäèì êîìïîíåíòó βxy, ñîîòâåòñòâóþùóþ òðàíñïîðòíîìó òîêó:

βxy = β̃xy + βxy
M , βxy

M =
c

T
Mz. (18)

Âèäíî, ÷òî èíòåðåñóþùàÿ íàñ âåëè÷èíà βxy ñîñòîèò èç äâóõ ñëàãàåìûõ, îäíî èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ êèíåòè÷åñêîé
âåëè÷èíîé, à äðóãîå òåðìîäèíàìè÷åñêîé. Âêëàäû β̃xy è βxy

M áóäóò âû÷èñëÿòüñÿ íàìè ïî-îòäåëüíîñòè, è çàòåì
áóäóò ñîáðàíû â îáùóþ ôîðìóëó.

Êèíåòè÷åñêèé âêëàä â βxy áóäåò âû÷èñëÿòüñÿ ìåòîäîì Êóáî. Òåíçîð β̃αβ îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîýôôèöèåíò
ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ìåæäó ïîëíûì òîêîì è ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì ïðè ∇αT = 0:

jQα = T β̃αβ(H)Eβ , (19)

è âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîððåëÿòîð îïåðàòîðîâ ýëåêòðè÷åñêîãî è òåïëîâîãî òîêîâ

Qαβ(ων) = 〈jeα(−ων)jQβ(ων)〉 =
1
2

∫
drdr′

∫ β

−β

dτeiωντ 〈Tτ jeα(τ, r)jQβ(0, r′)〉, (20)

èñïîëüçóÿ àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ê äåéñòâèòåëüíûì ÷àñòîòàì:

β̃xy = − 1
T

lim
ω→0

Im
Qxy(−iω + 0)

ω
. (21)

Îïåðàòîð ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà â (20) èìååò ñòàíäàðòíûé âèä. Äëÿ âåðøèíû ìèêðîñêîïè÷åñêîãî òåïëîâîãî òîêà
γ̂Q ìû èñïîëüçóåì òàê íàçûâàåìîå ε-ïðåäñòàâëåíèå [ñì. ôîðìóëó (B5) â Ïðèëîæåíèè B]:

r¡¡µ
¡¡

@@

@@I

ε1

ε2

γ̂Q
, γ̂Q =

i

2
(ε1 + ε2)v. (22)

B. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ýëåìåíòû äèàãðàììíîé òåõíèêè

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîððåëÿòîðà îïåðàòîðîâ ýëåêòðè÷åñêîãî è òåïëîâîãî òîêà ìû âîñïîëüçóåìñÿ ìàöóáàðîâ-
ñêîé äèàãðàììíîé òåõíèêîé. Ìû ó÷èòûâàåì ñâåðõïðîâîäÿùèå ôëóêòóàöèè â ÁÊØ-ìîäåëè äëÿ ñôåðè÷åñêè
ñèììåòðè÷íîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Ïðè ýòîì, ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ò.í. ¿ãðÿçíûì ïðåäåëîìÀ è ðàññìàòðèâàåì
δ-êîððåëèðîâàííûå â ïðîñòðàíñòâå ïðèìåñè. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ýëåêòðîíà l ìåæäó
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=

+

+

+ ...

=
+

+

+ ...

+

+

= + + + ...
(1)

(2) (3)

ε1, p

ε2, q − p

ε1, ε2,

p q − p

Ωk, q

Ðèñ. 1: Öèôðàìè íà ðèñóíêå îáîçíà÷åíû: (1) � êóïåðîííàÿ ëåñòíèöà, C(ε1, ε2,q); (2) � âåðøèíà âçàèìîäåéñòâèÿ, îäåòàÿ
ïðèìåñíûìè ëèíèÿìè, λ(ε1, ε2,q); (3) � ïðîïàãàòîð ñâåðõïðîâîäÿùèõ ôëóêòóàöèé, L(Ωk,q). Âñå âåëè÷èíû ðàññìàòðè-
âàþòñÿ â ëåñòíè÷íîì ïðèáëèæåíèè. Ïðè ó÷åòå êâàíòîâàíèÿ Ëàíäàó, èìïóëüñ q çàìåíÿåòñÿ íà íîìåð óðîâíÿ Ëàíäàó.

äâóìÿ àêòàìè óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ íà ïðèìåñÿõ ÿâëÿåòñÿ ìíîãî ìåíüøåé, ÷åì õàðàêòåðíûé ðàçìåð ñâåðõïðî-
âîäÿùèõ ïàð ξ(T ), à òàêæå ìåíüøåé, ÷åì òåïëîâàÿ äëèíà lT . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà l
äîëæíà áûòü áîëüøå äëèíû âîëíû:

k−1
F ¿ l ¿ lT . ξ(T ), (23)

ãäå l2T = D
2πT . Äëÿ âðåìåíè ñâîáîäíîãî ïðîáåãà τ , íåðàâåíñòâî (23) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

T ¿ τ−1 ¿ µ0. (24)

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü âñþ ôàçîâóþ ïëîñêîñòü T − H âûøå ëèíèè ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïåðåõîäà. Ïðè ýòîì,
ìû ñ÷èòàåì ìàãíèòíîå ïîëå ñëàáûì: ìàãíèòíàÿ äëèíà lH À l, èëè, äðóãèìè ñëîâàìè

ωc ¿ τ−1, (25)

ãäå ωc � öèêëîòðîííàÿ ÷àñòîòà äëÿ ýëåêòðîíîâ. Íàêîíåö, ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ äâóìåðíîé ãåîìåòðèåé (îáîáùåíèå
íà òðåõìåðíûé ñëó÷àé î÷åâèäíî, ñì. Ðàçäåë VE), ÷òî íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèÿ íà òîëùèíó îáðàçöà d. Äëÿ
òîãî, ÷òîáû ìû ìîãëè ñ÷èòàòü ïëåíêó ñòðîãî äâóìåðíîé, íåîáõîäèìî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

d ¿ lT . (26)

Ïîäõîä, èñïîëüçóåìûé íàìè äëÿ âû÷èñëåíèé ñîâïàäàåò ñ ìåòîäîì âû÷èñëåíèÿ ôëóêòóàöèîííûõ ïîïðàâîê ê
ïðîâîäèìîñòè [20]. Óñðåäíåíèå ïî ïðèìåñÿì áóäåò ïðîèçâîäèòüñÿ â ðàìêàõ êðåñòîâîé äèàãðàììíîé òåõíèêè â
ëåñòíè÷íîì ïðèáëèæåíèè (ïðèáëèæåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïóíêòèðîâ, ñîîòâåòñòâóþùåå âû÷èñëåíèþ â ãëàâíîì
ïî (kF l)−1 ïîðÿäêå). Ýëåêòðîííàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà â äàííîì ñëó÷àå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

G(εk, ξ) =
1

iεk − ξ + i sign(εk)/2τ
. (27)

Êðîìå íåå, îñíîâíûå ýëåìåíòû èñïîëüçóåìîé äèàãðàììíîé òåõíèêè � êóïåðîííàÿ ëåñòíèöà C è ïðîïàãàòîð
ñâåðõïðîâîäÿùèõ ôëóêòóàöèé L. Â ãðÿçíîì ïðåäåëå è â ëåñòíè÷íîì ïðèáëèæåíèè C è L èìåþò âèä:

C(ε1, ε2,q) =
1

2πντ2

θ(−ε1ε2)
|ε1 − ε2|+ Dq2

, (28)

L(Ωk,q) = − ν−1

log T
Tc

+ ψ
(

1
2 + |Ωk|+Dq2

4πT

)
− ψ

(
1
2

) , (29)

ãäå ν � äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé (áåç ó÷åòà ñïèíîâîãî ìíîæèòåëÿ 2), Tc � òåìïåðàòóðà ïåðåõîäà, ψ(x)
� ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ãàììà-ôóíêöèè (äèãàììà-ôóíêöèÿ, ñì. Ïðèëîæåíèå D), D � êîýôôèöèåíò
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äèôôóçèè. ×åðåç ε1, ε2, Ωk, q îáîçíà÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå ìàöóáàðîâñêèå ÷àñòîòû è èìïóëüñû, áåãóùèå ÷åðåç
êóïåðîí è ïðîïàãàòîð, ñì. Ðèñ. 1. Îòìåòèì, ÷òî êóïåðîí çàâèñèò òîëüêî îò ðàçíîñòè ýíåðãèé è èìïóëüñîâ,
áåãóùèõ ïî âåðõíåìó è íèæíåìó ýëåêòðîííûì ïðîïàãàòîðàì. Òàêæå, ïðè âû÷èñëåíèÿõ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü
âåðøèíó, îäåòóþ ïðèìåñíûìè ëèíèÿìè, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò êóïåðîííîé ëåñòíèöû C(ε1, ε2,q) îòñóòñòâèåì
îäíîé ïðèìåñíîé ëèíèè:

λ(ε1, ε2,q) = 2πντC(ε1, ε2,q) =
1
τ

θ(−ε1ε2)
|ε1 − ε2|+ Dq2

. (30)

Ïîñêîëüêó âû÷èñëåíèÿ áóäóò ïðîèçâîäèòüñÿ ïðè ïðîèçâîëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå, íàì ïîíàäîáÿòñÿ âûðàæåíèÿ
(28)-(30) ñ ó÷åòîì êâàíòîâàíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèö â ìàãíèòíîì ïîëå. Îáîáùåíèå äîñòèãàåòñÿ ïóòåì çàìåíû
íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà íà óðîâíè Ëàíäàó, q2 → q2

n = 4eH
c (n+ 1

2 ). Òàêèì îáðàçîì, C, L è λ ñòàíîâÿòñÿ ôóíêöèÿìè
íîìåðà óðîâíÿ Ëàíäàó n, âìåñòî èìïóëüñà:

Cn(ε1, ε2) =
1

2πντ2

θ(−ε1ε2)
|ε1 − ε2|+ αn

, (31)

Ln(Ωk) = − ν−1

log T
Tc

+ ψn(|Ωk|)− ψ
(

1
2

) , (32)

ãäå αn è α â äàëüíåéøåì áóäóò îáîçíà÷àòü ñïåêòð è öèêëîòðîííóþ ÷àñòîòó äëÿ êóïåðîâñêèõ ïàð:

αn =
4DeH

c

(
n +

1
2

)
, α =

4DeH

c
, (33)

à ψn(Ω) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ψn(Ω) = ψ

(
1
2

+
Ω + αn

4πT

)
. (34)

Ñîîòâåòñòâåííî, èíòåãðèðîâàíèå ïî èìïóëüñó çàìåíÿåòñÿ ñóììèðîâàíèåì ïî óðîâíÿì Ëàíäàó:
∫

d2q
(2π)2

→ νH

∑
n

, (35)

ãäå νH � ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé íà îäíîì óðîâíå Ëàíäàó,

νH =
eH

πc
. (36)

C. Êëàññèôèêàöèÿ òèïîâ äèàãðàìì

Êîððåëÿòîð äâóõ òîêîâ, Qxy, êîòîðûé äàåò íàì β̃xy ñîãëàñíî ñ óð. (A19), â îäíîé ïåòëå äàåòñÿ äèàãðàììàìè
òðåõ òèïîâ: Àñëàìàçîâà-Ëàðêèíà (ÀË), ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé (DOS, îò àíãëèéñêîãî Density-of-States) è Ìàêè-
Òîìïñîíà (ÌÒ):

β̃xy = β̃xy
AL + β̃xy

DOS + β̃xy
MT. (37)

Âñå òðè òèïà äèàãðàìì èçîáðàæåíû íà Ðèñ. 2. Ïî àíàëîãèè ñ ïðîâîäèìîñòüþ [20], äèàãðàììó ÀË ìîæíî èòåð-
ïðåòèðîâàòü êàê ïðÿìîé âêëàä ôëóêòóàöèîííûõ êóïåðîâñêèõ ïàð â ýôôåêò Íåðíñòà, à DOS è ÌÒ-âêëàäû êàê
ó÷åò âëèÿíèÿ êóïåðîâñêèõ ïàð íà ýëåêòðîííûé òðàíñïîðò.
Â ñëåäóþùåé ãëàâå ìû ïîêàæåì, ÷òî âêëàä â ýôôåêò Íåðíñòà äàþò òîëüêî äèàãðàììû (a) è (d), èç èçîáðà-

æåííûõ íà ðèñóíêå. Âêëàä îò äèàãðàììû ÌÒ (f) çàíóëÿåòñÿ, à äèàãðàììà (e) âìåñòå ñ äâóìÿ DOS-äèàãðàììàìè
(b) è (c) îêàçûâàåòñÿ ìàëîé ïî ïàðàìåòðó τT .

IV. ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÄÈÀÃÐÀÌÌ

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïðåäñòàâèì äåòàëüíîå âû÷èñëåíèå ÀË, DOS è ÌÒ äèàãðàìì è íàìàãíè÷åííîñòè. Â
êîíöå ðàçäåëà, ïîëüçóÿñü îòâåòàìè äëÿ îòäåëüíûõ äèàãðàìì, ìû ïîëó÷èì è óïðîñòèì îáùóþ ôîðìóëó äëÿ βxy.
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(a)

(e) (f)

(b) (c)

(d)

Ðèñ. 2: Äèàãðàììû, êîòîðûå â ïðèíöèïå ìîãóò äàâàòü âêëàä â Qxy. Áåëûé êðóæîê îáîçíà÷àåò òåïëîâóþ âåðøèíó jQy,
÷åðíûé � ýëåêòðè÷åñêóþ jex. Çàøòðèõîâàííûå áëîêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êóïåðîíû, âîëíèñòûå ëèíèè � ïðîïàãàòî-
ðû ñâåðõïðîâîäÿùèõ ôëóêòóàöèé. Âñå îáúåêòû ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè â áàçèñå Ëàíäàó. (a) � äèàãðàììà Àñëàìàçîâà-
Ëàðêèíà, (b)-(d) � äèàãðàììû òèïà ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé, (e)-(f) � äèàãðàììû Ìàêè-Òîìïñîíà. Äèàãðàììû (b)-(d) è
(f) èìåþò çåðêàëüíûå îòðàæåíèÿ, êîòîðûå íå èçîáðàæåíû. Â êîíå÷íîì èòîãå, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âêëàä â ýôôåêò Íåðíñòà
äàþò òîëüêî äèàãðàììû (a) è (d).

A. Äèàãðàììà Àñëàìàçîâà-Ëàðêèíà

Èìååòñÿ âñåãî îäíà äèàãðàììà Àñëàìàçîâà-Ëàðêèíà, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëåíà íà Ðèñ. 3. Äèàãðàììà ñîäåð-
æèò äâà ôëóêòóàöèîííûõ ïðîïàãàòîðà, êîòîðûå âçàèìîäåéñòâóþò ÷åðåç òåïëîâîé è ýëåêòðè÷åñêèé áëîêè
B

(Q)
nm (Ωk, ων) è B

(e)
nm(Ωk, ων). Òàêæå, âêëàä â Qxy, ñîîòâåòñòâóþùèé ÀË äèàãðàììå, ñîäåðæèò ìàòðè÷íûå ýëåìåí-

òû îïåðàòîðîâ èìïóëüñà, êîòîðûå íå âêëþ÷åíû â áëîêè B(e,Q). Òàê êàê ìàãíèòíîå ïîëå ìîæåò áûòü ïðîèçâîëü-
íûì, âûðàæåíèå ñîîòâåòñòâóþùåå äèàãðàììå äîëæíî áûòü ïðîñóììèðîâàíî ïî óðîâíÿì Ëàíäàó. Îêîí÷àòåëüíîå
âûðàæåíèÿ äëÿ ÀË äèàãðàììû ìîæíî çàïèñàòü êàê:

Qxy
AL(ων) = −4νHT

∑
n,m

∑

Ωk

q̂x
mnB(e)

nm(Ωk, ων) q̂y
nmB(Q)

nm (Ωk, ων)Lm(Ωk + ων)Ln(Ωk), (38)

ãäå νH � ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé íà îäíîì óðîâíå Ëàíäàó, îïðåäåëåííàÿ â ôîðìóëå (36), à ñóììà âû÷èñëÿåòñÿ ïî
áîçîííîé ìàöóáàðîâñêîé ÷àñòîòå Ωk = 2πkT .

Âû÷èñëåíèÿ ÀË-âêëàäà áóäåò óñòðîåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà ìû âû÷èñëèì ýëåêòðè÷åñêèé è òåïëî-
âîé áëîêè, çàòåì àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèì Qxy

AL(ων) â îáëàñòü äåéñòâèòåëüíûõ ÷àñòîò è óïðîñòèì ïîëó÷åííîå
âûðàæåíèå.

1. Ýëåêòðè÷åñêèé áëîê

Îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî è òåïëîâîãî áëîêîâ ïðåäñòàâëåíû íà Ðèñ. 3. Êàæäûé áëîê ñîñòîèò èç òðåõ
ôóíêöèé Ãðèíà, äâóõ êóïåðîíîâ è ñîîòâåòñòâóþùåãî òîêîâîãî îïåðàòîðà. Ïðè ýòîì îïåðàòîð èìïóëüñà íå
âõîäèò â îïðåäåëåíèå áëîêà, è çàïèñàí â óðàâíåíèè (38) îòäåëüíî. Òîãäà ìû èìååì:

qxB(e)
nm(Ωk, ων) = − eTIx

∑
εl

λm(εl+ν ,Ωk − εl)λn(εl, Ωk − εl), (39)

ãäå Iα � èíòåãðàë ïî èìïóëüñó îò òðåõ ýëåêòðîííûõ ôóíêöèé Ãðèíà (27) è îïåðàòîðà ñêîðîñòè:

Iα =
∫

d2p

(2π)2
vα(p)G(p, εl+ν)G(p, εl)G(q − p, Ωk − εl). (40)

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ýëåêòðîííîìó èìïóëüñó ìû ðàáîòàåì â ãëàâíîì ïîðÿäêå ïî τ . Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìû ìîæåì
íå ó÷èòûâàòü ìàãíèòíîå ïîëå, òàê êàê èíòåãðàëû íàáèðàþòñÿ â áàëëèñòè÷åñêîé îáëàñòè, è ó÷åò ìàãíèòíîãî
ïîëÿ äàñò íàì ìàëîñòü ïî ωcτ ¿ 1. Êðîìå ýòîãî ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü òîò ôàêò, ÷òî âåðøèíû λ â óð. (39)
ñîäåðæàò òåòà-ôóíêöèè θ(−εl+ν(Ωk − εl)) è θ(−εl(Ωk − εl)). Ýòî îçíà÷àåò ÷òî λ ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâîé òîëüêî â
ñëó÷àå, êîãäà îäíà èç ýëåêòðîííûõ ôóíêöèé Ãðèíà, âõîäÿùèõ â âåðøèíó, ÿâëÿåòñÿ çàïàçäûâàþùåé, à âòîðàÿ
� îïåðåæàþùåé. Èòîãî, åñòü äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ (ñì. îáîçíà÷åíèÿ íà Ðèñ. 3):

{
εl, εl+ν > 0
Ωk − εl < 0

èëè
{

εl, εl+ν < 0
Ωk − εl > 0

. (41)
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je,y

ων

jQ,y

ων

εl+ν , p

εl, p

Ωk − εl,

q − p

Ωk + ων , m

Ωk, n

εl+ν , p

εl, p

Ωk − εl,

q − p

Ðèñ. 3: Äèàãðàììà Àñëàìàçîâà-Ëàðêèíà ñ îáîçíà÷åíèÿìè. Ëåâûé áëîê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåïëîâóþ âåðøèíó,
B

(Q)
nm (Ωk, ων), ïðàâûé � ýëåêòðîìàãíèòíóþ âåðøèíó, B

(e)
mn(Ωk +ων ,−ων) = B

(e)
nm(Ωk, ων). Âîëíèñòûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò

ïðîïàãàòîðàì Ln(Ωk) è Lm(Ωk + ων).

Â îáåèõ ñëó÷àÿõ, ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà ìû ìîæåì îïóñòèòü ýíåðãèè εn, εn+ν , Ωk − εn çàìåíèâ èõ íà +0
èëè −0 ñîîòâåòñòâåííî, òàê êàê èõ ó÷åò äàåò ïîïðàâêó ïîðÿäêà ετ ¿ 1. ×òîáû ïîëó÷èòü íåíóëåâîé ðåçóëüòàò, â
ôóíêöèè Ãðèíà G(p− q) íåîáõîäèìî ó÷åñòü èìïóëüñ q â ïåðâîì ïîðÿäêå, G(p− q) = G(p)−v(p) ·pG2(p). Ïîñëå
óñðåäíåíèÿ ïî óãëó è çàìåíû ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ d2p → νdξ, ìû ïîëó÷àåì îòâåò äëÿ èíòåãðàëà:

Iα = −νv2
F

2
qα

∫
dξ[GA(ξ)]2[GR(ξ)]2 = = −4πνDτ2qα. (42)

Ìû âèäèì, ÷òî â ãëàâíîì ïîðÿäêå ïî τ , èíòåãðèðîâàíèå ïî ýëåêòðîííîìó èìïóëüñó p äàåò ÷èñëåííûé êîýôôè-
öèåíò è èìïóëüñ qx, êîòîðûé âûíîñèòñÿ íàìè èç îïðåäåëåíèÿ âåðøèíû è ïðåâðàùàåòñÿ â îïåðàòîð. Òåïåðü íàì
íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ñóììó ïî âíóòðåííåé ýíåðãèè εl = 2πT (l + 1/2):

B(e)
nm(Ωk, ων) = 4πTeνDτ2

∑
εl

λm(εl+ν , Ωk − εl)λn(εl,Ωk − εl) =

= 4πTeνD
∑
εl

θ(−εl+ν(Ωk − εl))θ(−εl(Ωk − εl))
(|εl + εl+ν − Ωk|+ αm)(|2εl − Ωk|+ αn)

. (43)

Îïÿòü, áëàãîäàðÿ θ-ôóíêöèÿì, âõîäÿùèì â îïðåäåëåíèå λ, îáëàñòü ñóììèðîâàíèÿ ïî εl îïðåäåëÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâàìè (41) è çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó Ωk è −ων (ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ων ≥ 0). Ââèäó òîãî ÷òî ýòè
îáëàñòè ñóììèðîâàíèÿ áóäóò âñòðå÷àòüñÿ íàì â äàëüíåéøåì, ìû ââåäåì ñîêðàùåííûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ íèõ,
RR, RA è AA:

RR : −ων ≤ 0 < Ωk, l ∈ (−∞,−ν − 1] ∪ [k,∞). (44a)
RA : −ων < Ωk ≤ 0, l ∈ (−∞,−ν − 1] ∪ [0,∞); (44b)
AA : Ωk ≤ −ων ≤ 0, l ∈ (−∞, k − 1] ∪ [0,∞); (44c)

Â êàæäîé îáëàñòè (44a)-(44c) ñóììà ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïóòåì ðàçëîæåíèåì äðîáåé â óð. (43) íà ýëåìåíòàð-
íûå, è âûðàæåíèåì ïîëó÷àþùèõñÿ ñóìì ÷åðåç ψ-ôóíêöèè (ñì. ÏðèëîæåíèåD). Ýòî ïðèâîäèò ê òðåì ðàçëè÷íûì
ôóíêöèÿì B

(e)RR
nm (Ωk, ων), B

(e)RA
nm (Ωk, ων) è B

(e)AA
nm (Ωk, ων), êàæäàÿ èç êîòîðûõ îïðåäåëåíà â ñâîåé îáëàñòè è

ìîæåò áûòü àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæåíà íà âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü ïåðåìåííûõ Ωk, ων . Ïîëó÷åííûå îòâåòû
ìîæíî ñîáðàòü â îäíó ôóíêöèþ, B

(e)
nm(Ωk, ων), êîòîðàÿ, ïðè ýòîì óæå íå ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà àíàëèòè÷åñêè

íà âñþ ïëîñêîñòü Ωk:

B(e)
nm(Ωk, ων) = eνD

[
ψm(ων + |Ωk|)− ψn(|Ωk|)

ων + αm − αn
+

ψn(ων + |Ωk+ν |)− ψm(|Ωk+ν |)
ων + αn − αm

]
, (45)

ãäå αn è ψn(Ω) îïðåäåëåíû â (33) è (34).
Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (45) ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì äëÿ âåðøèíû ïîëó÷åííûì â [21], à òàêæå âîñïðîèçâîäèò

èçâåñòíûé îòâåò äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî áëîêà B(e) â ñëó÷àå íóëåâîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ [20]. Åñëè åùå è ïðåäïî-
ëîæèòü, ÷òî ων ,Ωk ¿ T , òàê ÷òî ìû ìîæåì ðàçëîæèòü ψ-ôóíêöèè ïî ων/T , Ωk/T äî ïåðâîãî ïîðÿäêà, ìû
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ïîëó÷èì:

B(e)RR
nm (Ωk, ων) = B(e)RA

nm (Ωk, ων) = B(e)AA
nm (Ωk, ων) =

πeνD

4T
. (46)

Òàêèì îáðàçîì, ãëàâíîå ñëàãàåìîå â B(e) â ïðåäåëå íóëåâîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ìàëûõ ÷àñòîò ñîâïàäàåò âî âñåõ
îáëàñòÿõ àíàëèòè÷íîñòè.

2. Òåïëîâîé áëîê

Òåïëîâîé áëîê âû÷èñëÿåòñÿ âïîëíå àíàëîãè÷íî ýëåêòðè÷åñêîìó. Âûðàæåíèå äëÿ íåãî îòëè÷àåòñÿ îò ôîð-
ìóëû (39) çàìåíîé ìíîæèòåëÿ −e íà ïîëóñóììó i(εl+ν + εl)/2, êîòîðàÿ ïðîèñõîäèò èç îïåðàòîðà òåïëîâîãî
òîêà (22):

qyB(Q)
nm (Ωk, ων) = TIy

∑
εl

i(εl+ν + εl)
2

λm(εl+ν ,Ωk − εl)λn(εl, Ωk − εl). (47)

Èñïîëüçóÿ äëÿ Iα îòâåò (42), è ñîêðàùàÿ qy, ìû ñíîâà îñòàåìñÿ ñ ñóììîé ïî εl:

B(e)
nm(Ωk, ων) = −4πTνD

∑
εl

i(εl+ν + εl)
2

θ(−εl+ν(Ωk − εl))θ(−εl(Ωk − εl))
(|εl + εl+ν − Ωk|+ αm)(|2εl − Ωk|+ αn)

. (48)

Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, îáëàñòü ñóììèðîâàíèÿ çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó −ων è Ωk â ñîîòâåòñòâèè
ñ óñëîâèÿìè (44). Âûïîëíÿÿ ñóììèðîâàíèå, ïîëó÷àåì:

B(Q)
nm (Ωk, ων) =

−iνD

2

[
(Ωk − αm)ψm(|Ωk|+ ων)− (Ωk+ν − αn)ψn(|Ωk|)

ων + αm − αn

+
(Ωk+ν + αn)ψn(|Ωk+ν |+ ων)− (Ωk + αm)ψm(|Ωk+ν |)

ων + αn − αm

]
, (49)

ãäå ìû ñíîâà èñïîëüçîâàëè ñîêðàùåííîå îáîçíà÷åíèå (34). Âûðàæåíèå (49) ñîâïàäàåò ñ òåïëîâûì áëîêîì, ïî-
ëó÷åííûì Êàðîëè è Ìàêè â ðàáîòå [21]2.

Â ïðåäåëå H, Ωk, ων → 0, B
(Q)
nm (Ωk, ων), â îòëè÷èå îò B(e), èñ÷åçàåò â íóëåâîì ïîðÿäêå ïî Ωk è ων . Íå óäèâè-

òåëüíî, ÷òî ñëàãàåìûå ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî ÷àñòîòàì çàâèñÿò îò îáëàñòè, â êîòîðîé ìû ïðîèçâîäèì ðàçëîæåíèå:

B(Q)RR
nm (Ωk, ων) = − iπνD

8T 2
(Ωk + ων), (50a)

B(Q)RA
nm (Ωk, ων) = − iπνD

8T 2
(2Ωk + ων), (50b)

B(Q)AA
nm (Ωk, ων) = − iπνD

8T 2
Ωk. (50c)

Â äàëüíåéøåì, ìû âåðíåìñÿ ê ýòèì ðàçëîæåíèÿì â Ðàçäåëå VA ïðè ïîëó÷åíèè àñèìïòîòèê.

3. Ñóììèðîâàíèå ïî óðîâíÿì Ëàíäàó

Òîêîâûå âåðøèíû â âûðàæåíèè äëÿ Qxy
AL(ων) óìíîæàþòñÿ íà îïåðàòîðû èìïóëüñà qx è qy. Èçíà÷àëüíî, îíè

âîçíèêàþò â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî èìïóëüñó òðåõ ýëåêòðîííûõ ôóíêöèé Ãðèíà. Ïîñêîëüêó èìïóëüñ â
ìàãíèòíîì ïîëå êâàíòóåòñÿ, qx,y ïðåâðàùàþòñÿ â îïåðàòîðû â áàçèñå Ëàíäàó, q̂x

nm è q̂y
mn. Â âûáðàííîé íàìè

êàëèáðîâêå

Ax = 0, Ay = Hx, (51)

2 Êàðîëè è Ìàêè âû÷èñëèëè RA êîìïîíåíòó òåïëîâîãî áëîêà íà ïðîèçâîëüíûõ âõîäÿùèõ èìïóëüñàõ, ñì. ôîðìóëó (A7) â [21].
Åñëè ïîñàäèòü âõîäÿùèå èìïóëüñû íà óðîâíè Ëàíäàó, (A7) âîñïðîèçâîäèò íàø îòâåò.
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Re z Re z Re z

Im z Im z Im z

C0

C RR

RA

AA

C1

C2

C3

Ðèñ. 4: Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ è åãî ïîñëåäîâàòåëüíàÿ äåôîðìàöèÿ.

äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ èìïóëüñà ìîæíî ïîëó÷èòü:

q̂x,y
mn =

√
eH/c

(
i

1

)(√
mδm,n+1 ∓

√
n δn,m+1

)
. (52)

Îïåðàòîðû q̂x,y òåïåðü äåéñòâóþò, èçìåíÿÿ íîìåð óðîâíÿ Ëàíäàó íà ±1. Äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåí-
òîâ q̂x

mnq̂y
nm, êîòîðîå âõîäèò â (38), ìû èìååì:

q̂x
mnq̂y

nm =
ieH

c
(mδm,n+1 − nδn,m+1) , (53)

ãäå δnm � äåëüòà-ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ïîäñòàâèâ ýòî â óð. (38), ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì

Qxy
AL(ων) = −4νHT

ieH

c

∑
m

(m + 1)
∑

Ωk

[
B

(e)
mm+1(Ωk, ων)B(Q)

mm+1(Ωk, ων)Lm+1(Ωk + ων)Lm(Ωk)

−B
(e)
m+1m(Ωk, ων)B(Q)

m+1m(Ωk, ων)Lm(Ωk + ων)Lm+1(Ωk)
]
. (54)

4. Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå

Íàêîíåö, â ñîîòâåòñòâèè ñ óð. (A19), íàì íåîáõîäèìî âûïîëíèòü àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå Qxy
AL(ων) è

âçÿòü ñëàãàåìîå ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî ω = iων . Ñòàíäàðòíàÿ ïðîöåäóðà [20, 22] ñîñòîèò â ïðåäñòàâëåíèè ñóììû
ïî ìàöóáàðîâñêèì ÷àñòîòàì â âèäå èíòåãðàëà ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ:

∑

Ωk

f(Ωk) =
1

4πiT

∫

C0

dz coth
z

2T
f(−iz), (55)

ãäå êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ îõâàòûâàåò âñå ïîëþñà coth, ñì. Ðèñ. 4. Çàòåì ìû äåôîðìèðóåì êîíòóð èíòåãðèðî-
âàíèÿ èç C0 â C è, èñïîëüçóÿ îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè âåðøèí, RR, RA è AA, êîòîðûå áûëè îïðåäåëåíû â (44),
ìû ïîëó÷àåì ñóììó òðåõ èíòåãðàëîâ ïî êîíòóðàì C1, C2 è C3. Èíòåãðàëû ïî äóãàì, â ïðåäåëå êîãäà ðàäèóñ
ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, èñ÷åçàþò. Â ðåçóëüòàòå, îñòàþòñÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî îáåèì ñòîðîíàì äâóõ ðàçðåçîâ,
çàäàâàåìûõ ëèíèÿìè Im z = 0 è Im z = −ων . Ïîñëå ñäâèãà ïåðåìåííîé z → z − iων â èíòåãðèðîâàíèè ïî îáåèì
ñòîðîíàì ðàçðåçà ìåæäó îáëàñòÿìè RA è AA, âñå èíòåãðàëû ïðèâîäÿòñÿ ê ñëåäóþùåìó âèäó:

∑

Ωk

B(e)
nm(Ωk, ων)B(Q)

nm (Ωk, ων)Lm(Ωk + ων)Ln(Ωk) =
1

4πiT

∫ ∞

−∞
dz coth

z

2T
[
B(e)RR

nm (−iz)B(Q)RR
nm (−iz)LR

m(−iz + ων)LR
n (−iz)−B(e)RA

nm (−iz)B(Q)RA
nm (−iz)LR

m(−iz + ων)LA
n (−iz)

+ B(e)RA
nm (−iz − ων)B(Q)RA

nm (−iz − ων)LR
m(−iz)LA

n (−iz − ων)

−B(e)AA
nm (−iz − ων)B(Q)AA

nm (−iz − ων)LA
m(−iz)LA

n (−iz − ων)
]
. (56)
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Òåïåðü, äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè ñëàãàåìîå ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî ων , ìû ìîæåì ðàçëîæèòü ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíê-
öèþ. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ñëàãàåìîå íóëåâîãî ïîðÿäêà ïî ων èñ÷åçàåò, êàê è äîëæíî áûòü (â ñëó÷àå ïðîâîäèìî-
ñòè çàíóëåíèå èìååò ìåñòî äëÿ ñóììû äèàãðàìì, çäåñü æå îíî âûïîëíÿåòñÿ ïî-îòäåëüíîñòè). Äëÿ ñëàãàåìîãî
ïåðâîãî ïîðÿäêà, èñïîëüçóÿ ñîêðàùåííûå îáîçíà÷åíèÿ,

B(e)RR
nm = B(e)RR

nm (−iz, 0), (57)

B(e)RR(1)
nm = ων

(
∂ων B(e)RR

nm (−iz, ων)
)

ων=0
, (58)

B(e)RR(1ω)
nm = ων

(
∂ων B(e)RR

nm (−iz − ων , ων)
)

ων=0
, (59)

è àíàëîãè÷íî â îáëàñòÿõ RA è AA, à òàêæå äëÿ ïðîïàãàòîðà L, ìû ìîæåì çàïèñàòü:

Qxy
AL = −νHeH

πc

∑
m

(m + 1)
∫ ∞

−∞
dz coth

z

2T

[
LR

mLR
m+1B

(e)RR
mm+1

(
B

(Q)RR(1)
[mm+1]

)
+ B

(e)RR
mm+1B

(Q)RR
mm+1

(
L

R(1)
[m+1L

R
m]

)

− LA
mLA

m+1B
(e)AA
mm+1

(
B

(Q)AA(1ω)
[mm+1]

)
−B

(e)AA
mm+1B

(Q)AA
mm+1

(
LA

[m+1L
A(1)
m]

)
+ B

(e)RA
mm+1

(
LR

[m+1L
A
m

{
B

(Q)RA(1ω)
mm+1 −B

(Q)RA(1)
mm+1]

})

+ B
(Q)RA
mm+1

(
LR

[m+1L
A
m

{
B

(e)RA(1ω)
mm+1 −B

(e)RA(1)
mm+1]

})
+ B

(e)RA
mm+1B

(Q)RA
mm+1

{(
LR

[m+1L
A(1)
m]

)
−

(
L

R(1)
[m+1L

A
m]

)}]
. (60)

Êâàäðàòíûå ñêîáêè çäåñü è â äàëüíåéøåì îáîçíà÷àþò àíòèñèììåòðèçàöèþ ïî çàêëþ÷åííûì â íèõ èíäåêñàì:

X[nYm] ≡ XnYm −XmYn. (61)

Èíòåãðèðîâàíèåì îòäåëüíûõ ñëàãàåìûõ â óð. (60) ïî ÷àñòÿì, ìîæíî äîáèòüñÿ çíà÷èòåëüíûõ ñîêðàùåíèé. Ïðè
ýòîì ó íàñ âîçíèêàåò äâà ðàçëè÷íûõ ñëàãàåìûõ, îäíî èç íèõ èíòåãðèðóåòñÿ ñ coth z

2T , à äðóãîå ñ ôóíêöèåé
1/ sinh2 z

2T , âîçíèêàþùåé ïðè äåéñòâèè ïðîèçâîäíîé íà coth z
2T . Èçâëåêàÿ βxy

AL èç Qxy
AL ïðè ïîìîùè óð. (A19),

ìû ïîëó÷àåì:

β̃xy
AL =

e

π2T

∑
m

(m + 1)

(∫ +∞

−∞
dz coth

z

2T
P c(AL)

m (z) +
∫ +∞

−∞

dz

2T

1
sinh2 z

2T

P s(AL)
m (z)

)
. (62)

Çäåñü ôóíêöèè P
c(AL)
m (z) è P

s(AL)
m (z) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äîñòàòî÷íî ñëîæíûå êîìáèíàöèè äèãàììà-ôóíêöèé,

êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ÷åðåç âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè Γnm(z)

P c(AL)
m (z) = Im

[
LR

mΓm+1m(z)− LR
m+1Γmm+1(z)

]
, (63a)

Γnm(z) = − αn

αn − αm
(ψm(−iz)− ψn(−iz))− αn

8πT
ψ′n(−iz)− αm − 2iz

8πT
ψ′m(−iz), (63b)

à òàêæå, Λm(z) è bm(z) ñîîòâåòñòâåííî,

P s(AL)
m (z) = Re

[
Λm(z)(LR

m + LR
m+1) + bm(z)LR

m+1L
A
m

]
, (64a)

Λm(z) =
1
8

[
(αm+1 + 3iz)ψm+1(−iz)− (αm + 3iz)ψm(−iz)− (αm+1 + iz)ψm+1(iz) + (αm + iz)ψm(iz)

]
, (64b)

bm(z) = − i

4
(
ψm+1(iz)− ψm(−iz)

)
Im

[
(αm+1 − iz)ψm+1(−iz)− (αm − iz)ψm(−iz)

]
. (64c)

Ïðè ýòîì âî âñåõ ôîðìóëàõ äëÿ βxy çäåñü è â äàëüíåéøåì, ïîä ïðîïàãàòîðîì ïîíèìàåòñÿ âûðàæåíèå (32) áåç
ìíîæèòåëÿ −ν−1 (ìû íå ìåíÿåì îáîçíà÷åíèå, ïîñêîëüêó ýòî íå ìîæåò ïðèâåñòè ê íåäîðàçóìåíèÿì).

Ìû âîñïîëüçóåìñÿ ïîëó÷åííûìè ôîðìóëàìè â Ðàçäåëå IVE, ïðè âûâîäå îáùåãî âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöè-
åíòà Íåðíñòà.
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je,y

ων

jQ,y

ων

Ωk, n

εl+ν , p

Ωk − εl,

q − p
εl, pεl, p

Ðèñ. 5: Îáîçíà÷åíèÿ äëÿ áëîêà Σ
(i)
n (Ωk, ων) ïðîñòåéøåé äèàãðàììû DOS-òèïà. Âíóòðü áëîêà ìîæåò áûòü âñòàâëåíà

êóïåðîííàÿ ëåñòíèöà èëè æå îäíà ïðèìåñíàÿ ëèíèÿ, ñ î÷åâèäíûì èçìåíåíèåì îáîçíà÷åíèé.

B. Äèàãðàììû ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé

Â îòëè÷èå îò åäèíñòâåííîé äèàãðàììû Àñëàìàçîâà-Ëàðêèíà, ìîæíî íàðèñîâàòü íåñêîëüêî äèàãðàìì DOS-
òèïà, êîòîðûå, â ïðèíöèïå, äàþò âêëàä â Qxy(ων). Ýòî äèàãðàììû (âìåñòå ñ ñâîèìè çåðêàëüíûìè ïàðòíåðàìè)
(b), (c) è (d) íà Ðèñ. 2. Â ñëó÷àå ïîïðàâîê ê ïðîâîäèìîñòè [20], âêëàäû äàþò âñå èçîáðàæåííûå äèàãðàììû.
Îäíàêî, â íàøåì ñëó÷àå, òîëüêî äèàãðàììà (d) äàåò âêëàä, â òî âðåìÿ êàê îñòàëüíûå îêàçûâàþòñÿ ìàëûìè
ïî ïàðàìåòðó τT . Ýòà ìàëîñòü ìîæåò áûòü îáúÿñíåíà òåì, ÷òî ìû óñðåäíÿåì ïðîèçâåäåíèå òîêîâ jexjQy, â òî
âðåìÿ êàê â âû÷èñëåíèå ïîïðàâîê ê ïðîâîäèìîñòè âõîäèò ïðîèçâåäåíèå jexjex.

Ìû íà÷èíàåì ðàññìîòðåíèå äèàãðàìì DOS-òèïà ñ çàïèñè îáùåãî âèäà èõ âêëàäà â òîêîâûé êîððå-
ëÿòîð Qxy(ων):

Q
xy(i)
DOS = 2T

∑
n,m

∑

Ωk

q̂x
mnq̂y

nmΣ(i)
nm(Ωk, ων)Ln(Ωk), (65)

ãäå Σ(i)
nm(Ωk, ων) � ïðîèíòåãðèðîâàííûé ïî èìïóëüñó è ïðîñóììèðîâàííûé ïî ìàöóáàðîâñêîé ýíåðãèè áëîê äëÿ

äèàãðàììû ñ íîìåðîì (i). Äëÿ äèàãðàììû (b) áëîê ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ýëåêòðîííûõ ôóíêöèé Ãðèíà è äâóõ
âåðøèí λ. Äëÿ äèàãðàìì (c) è (d) áëîê Σ(i)

nm(Ωk, ων) ñîñòîèò èç øåñòè ýëåêòðîííûõ ôóíêöèé Ãðèíà è êóïåðîííîé
ëåñòíèöû èëè îäíîé ïðèìåñíîé ëèíèè3.

1. Îïðåäåëåíèå äèàãðàìì, äàþùèõ âêëàä

Èñïîëüçóÿ ÿâíûå îáîçíà÷åíèÿ, ïðåäñòàâëåííûå íà Ðèñ. 5, ìû ëåãêî ìîæåì çàïèñàòü ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ
áëîêîâ Σ(i)

nm, ñîîòâåòñòâóþùèõ êàæäîé äèàãðàììå. Â ðåçóëüòàòå, äëÿ äèàãðàìì (b) è (c) ìû ïîëó÷àåì:

qxqyΣ(i)
nm(Ωk, ων) = −eTIxy

(i)

∑
εl

i(εl + εl+ν)
2

λ2
n(εl, Ωk − εl), (66)

ãäå èíòåãðàëû Ixy
(i) ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå:

Ixy
(b) =

∫
d2p

(2π)2
vx(p)vy(p)G2(εl, p)G(εl+ν , p)G(Ωk − εl, q − p), (67)

3 Çàìåòèì, ÷òî ìû íå ðàññìàòðèâàåì äèàãðàììó òèïà (d) íà Ðèñ. 2 ñ îäíîé ïðèìåñíîé ëèíèåé âìåñòî êóïåðîíà, ïîñêîëüêó î÷å-
âèäíî ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ìàëîé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè çíàêè ýíåðãèé ïîçâîëÿþò íàì íàðèñîâàòü êóïåðîí, òî êóïåðîííàÿ ëåñòíèöà
ñîäåðæèò â ñåáå, â ÷àñòíîñòè, äèàãðàììó ñ îäíîé ïðèìåñíîé ëèíèåé, êîòîðàÿ ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñî âñåé ñóììîé. Åñëè æå çíàêè
ýíåðãèé òàêîâû, ÷òî ìû ìîæåì âñòàâèòü òîëüêî îäèí ïóíêòèð, âêëàä, ïîñêîëüêó åãî âåëè÷èíà íå çàâèñèò îò çíàêîâ ýíåðãèè, âñå
ðàâíî îêàçûâàåòñÿ ìàëûì.
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Ixy
(c) =

1
2πντ

∫
d2p

(2π)2
vx(p)vy(p)G2(εl, p)G(εl+ν , p)

∫
d2p′

(2π)2
G2(εl, p

′)G(Ωk − εl, q − p′), (68)

Â âûðàæåíèå äëÿ Σ(d)
nm ìû ââîäèì äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü 2πντ ïåðåä êóïåðîíîì, òåì ñàìûì ïðåâðàùàÿ

åãî â λ, è âêëþ÷àåì (2πντ)−1 îïðåäåëåíèå Ixy
(d):

qxqyΣ(d)
nm(Ωk, ων) = −eTIxy

(d)
∑
εl

i(εl + εl+ν)
2

λ2
n(εl, Ωk − εl) 2πντCm(εl+ν , Ωk − εl), (69)

Ixy
(d) =

1
2πντ

∫
d2p

(2π)2
vx(p)G(εl, p)G(εl+ν , p)G(Ωk − εl, q − p)

×
∫

d2p′

(2π)2
vy(p′)G(εl, p

′)G(εl+ν , p′)G(Ωk − εl, q − p′). (70)

Òîãäà ôîðìóëà (69) ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê:

qxqyΣ(d)
nm(Ωk, ων) = −eTIxy

(d)
∑
εl

i(εl + εl+ν)
2

λ2
n(εl, Ωk − εl)λm(εl+ν , Ωk − εl). (71)

Èíòåãðàëû (67)-(68) è (70) ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû àíàëîãè÷íî èíòåãðàëó (40). Îäíàêî, äëÿ òîãî ÷òîáû ïîíÿòü,
÷òî äèàãðàììû (b) è (ñ) íå äàþò âêëàäà â ýôôåêò Íåðíñòà, íåò íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëÿòü ýòè èíòåãðàëû.
Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ïðè èõ âû÷èñëåíèè íàì íåîáõîäèìî äâàæäû ðàçëîæèòüñÿ ïî q (èíà÷å, ïîëó÷èòñÿ
íóëåâîé îòâåò). Ñëåäîâàòåëüíî, Ixy

(b), Ixy
(c) è Ixy

(d) èìåþò îäèí è òîò æå âèä Ixy
i = const · νDτ3qxqy. Îäíàêî, â òî

âðåìÿ êàê ïåðâûå äâå äèàãðàììû ñîäåðæàò ñóììó äâóõ λ, â ïîñëåäíåé äèàãðàììå, ïîä çíàêîì ñóììû ñòîèò òðè
âåðøèíû λ. Ïîñêîëüêó λ ∼ 1/τT (ìíîæèòåëü T èäåò èç ìàöóáàðîâñêîé ýíåðãèè), ìû ìîæåì çàïèñàòü:

Σ(b)-(c)
nm (Ωk, ων) ∼ eTνDτ3 · 1

(τT )2
, (72)

Σ(d)
nm(Ωk, ων) ∼ eTνDτ3 · 1

(τT )3
, (73)

è, òàê êàê ìû ðàáîòàåì â ïðåäåëå τT ¿ 1, âêëàä â ãëàâíîì ïîðÿäêå äàåò òîëüêî äèàãðàììà (d).
×òîáû ëó÷øå ïîíÿòü ïðîâåäåííîå ðàññìîòðåíèå, óêàæåì â ÷åì ñîñòîèò îòëè÷èå ìåæäó íàøèì âû÷èñëåíèåì

è îïðåäåëåíèåì ïîïðàâîê ê ïðîâîäèìîñòè. Ïðè âû÷èñëåíèè ïîïðàâîê ê σxx ìû ñ÷èòàëè áû èíòåãðàëû òèïà Ixx
(i)

âìåñòî Ixy
(i) . Â ýòîì ñëó÷àå, â èíòåãðàëàõ Ixx

(b) è Ixx
(c) íàì íå íàäî áûëî áû ðàñêëàäûâàòüñÿ äâàæäû ïî âíåøíåìó

èìïóëüñó, ÷òîáû ïîëó÷èòü íåíóëåâîé ðåçóëüòàò. Ïðè âû÷èñëåíèè Ixx
(d), èç-çà íåçàâèñèìîñòè èìïóëüñîâ ïî ðàçíûå

ñòîðîíû îò êóïåðîíà, íàì êàê è ïðåæäå íàäî áûëî áû ðàçëîæèòüñÿ äâàæäû. Íî äëÿ äèàãðàììû (d) ýòî ëèøíåå
ðàçëîæåíèå êîìïåíñèðóåòñÿ íàëè÷èåì êóïåðîííîé ëåñòíèöû. Â ðåçóëüòàòå, ïðè âû÷èñëåíèè ïðîâîäèìîñòè âñå
äèàãðàììû DOS-òèïà, (b), (c) è (d) îêàçûâàþòñÿ îäíîãî ïîðÿäêà.

2. Âû÷èñëåíèå áëîêà Σ
(e,Q)
nm (Ωk, ων)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ Σ(e,Q)
nm (Ωk, ων) â ãëàâíîì ïîðÿäêå ïî τT , íàì íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî îäíó äèà-

ãðàììó (ñ åå çåðêàëüíûì ïàðòíåðîì, êîòîðûé äàåò ìíîæèòåëü 2). Ïåðåä òåì êàê ïåðåõîäèòü ê âû÷èñëåíèþ
èíòåãðàëà (70) è ñóììèðîâàíèþ ïî ìàöóáàðîâñêèì ÷àñòîòàì, ìû ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèÿ íà îáëàñòü ñóììè-
ðîâàíèÿ ïî ýíåðãèè âîçíèêàþùèå èç θ-ôóíêöèé â âåðøèíàõ λ. Îíè îêàçûâàþòñÿ àáñîëþòíî àíàëîãè÷íûìè
îáëàñòÿì (41) äëÿ äèàãðàììû ÀË:

{
εl, εl+ν > 0
Ωk − εl < 0

èëè
{

εl, εl+ν < 0
Ωk − εl > 0

. (74)

Ïðåíåáðåãàÿ ýíåðãèÿìè â èíòåãðàëå (70) [ïîñêîëüêó îíè íå âëèÿþò íà çíà÷åíèå èíòåãðàëà â ãëàâíîì ïîðÿäêå,
ñì. îáñóæäåíèå ïîñëå óð. (41)], â îáåèõ ñëó÷àÿõ èç (74) ìû ïîëó÷àåì îäèíàêîâûé îòâåò:

Ixy
(d) =

1
2πντ

∫
d2p

(2π)2
vx(p)(GR(p))2GA(q − p)

∫
d2p′

(2π)2
vy(p′)(GR(p′))2GA(q − p′) = 8πνD2τ3qxqy. (75)
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Ïîäñòàíîâêà çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà â óð. (71) äàåò:

Σ(e,Q)
nm (Ωk, ων) = −4iπeTνD2

∑
εl

(εl + εl+ν)
θ(−εl(Ωk − εl))θ(−εl+ν(Ωk − εl))

(|2εl − Ωk|+ αn)2(|εl + εl+ν − Ωk|+ αm)
. (76)

Îáëàñòü çíà÷åíèé ôåðìèîííîé ìàöóáàðîâñêîé ÷àñòîòû εl = πT (l + 1/2) ïî êîòîðîé èäåò ñóììèðîâàíèå, â
ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèÿìè (74), çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó Ωk è Ωk + ων . Â ðåçóëüòàòå, ìû îïÿòü èìååì
òðè ðàçëè÷íûõ îáëàñòè RR, RA è AA, è ïåðåìåííàÿ ñóììèðîâàíèÿ l â êàæäîé èç íèõ ïðîáåãàåò èíòåðâàë
îïðåäåëåííûé â óð. (44). Îïóñêàÿ äåòàëè âû÷èñëåíèÿ, ìû ïîëó÷àåì:

Σ(e,Q)
nm (Ωk, ων) = −ieνD2

[
Ωk+ν − αn

ων + αm − αn
ψ′n(|Ωk|) − Ωk+ν + αn

ων − αm + αn
ψ′n(|Ωk+ν |+ ων)

− Ωk − αm

(ων + αm − αn)2
(ψm(|Ωk|+ ων)− ψn(|Ωk|)) +

Ωk + αm

(ων − αm + αn)2
(ψn(|Ωk+ν |+ ων)− ψm(|Ωk+ν |))

]
. (77)

3. Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå

Ñóììèðîâàíèå ïî óðîâíÿì Ëàíäàó è àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ïðîèçâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî
áûëî ñäåëàíî äëÿ äèàãðàììû Àñëàìàçîâà-Ëàðêèíà. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì îòâåò äëÿ DOS-äèàãðàììû

β̃xy
DOS =

e

π2T

∑
m

(m + 1)

(∫ +∞

−∞
dz coth

z

2T
P c(DOS)

m (z) +
∫ +∞

−∞

dz

2T

1
sinh2 z

2T

P s(DOS)
m (z)

)
. (78)

Ãäå P
c(DOS)
m (z) è P

s(DOS)
m (z) çàïèñûâàþòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè κnm(z) è snm(z):

P c(DOS)
m (z) = Im

[
LR

mκmm+1(z)− LR
m+1κm+1m(z)

]
, (79a)

κnm(z) = − α2

(8πT )2
αn − iz

αn − αm
ψ′′n(−iz) +

1
16πT

[
(3αm − iz)ψ′n(−iz) + (αm + iz)ψ′m(−iz)

]
+

+
αm

αn − αm

[
ψm(−iz)− ψn(−iz)

]
, (79b)

P s(DOS)
m (z) = Re

[
LR

msmm+1(z)− LR
m+1sm+1m(z)

]
, (80a)

snm(z) = − α2

32πT

αn + iz

αm − αn

[
ψ′n(iz) − ψ′n(−iz)

]
− 1

8
(αm + iz)

[
ψn(iz) − ψn(−iz) − ψm(iz) + ψm(−iz)

]
. (80b)

C. Äèàãðàììû Ìàêè-Òîìïñîíà

Ìû ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ äèàãðàìì Ìàêè-Òîìïñîíà. Êàê è â ñëó÷àå DOS-äèàãðàìì, ìîæíî íàðèñîâàòü
íåñêîëüêî äèàãðàìì ÌÒ-òèïà, êîòîðûå ïðåäñòàâëåíû íà Ðèñ. 2, (e)-(f). Ñíà÷àëà ìû ïîêàæåì, ÷òî âêëàä â
ãëàâíîì ïîðÿäêå ïî Tτ äàåò òîëüêî îäíà äèàãðàììà, à èìåííî, (f). Ïîñëå ÷åãî ìû ïîêàæåì ÷òî ýòîò âêëàä
ðàâåí íóëþ.

1. Îïðåäåëåíèå äèàãðàìì, äàþùèõ âêëàä

Ðàññìîòðåíèå äèàãðàìì, äàþùèõ âêëàä â ýôôåêò Íåðíñòà ïðîâîäèòñÿ òàê æå, êàê è äëÿ DOS-äèàãðàì â Ðàç-
äåëå IVB1. À èìåííî, äèàãðàììà (e) íà Ðèñ. 2, êîòîðàÿ äàåò âêëàä â ïðîâîäèìîñòü (îíà äàåò ò.í. àíîìàëüíûé
âêëàä Ìàêè-Òîìïñîíà, ñì. [20]), â íàøåì ñëó÷àå, èç-çà íåäèàãîíàëüíîé ñòðóêòóðû òîêîâûõ îïåðàòîðîâ, qxqy

âìåñòî qxqx, îêàçûâàåòñÿ ìàëîé (ìû ñíîâà íå ðàññìàòðèâàåì äèàãðàììó ñ îäíèì ïóíêòèðîì âìåñòî êóïåðîíà,
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je,y

ων

jQ,y

ων

Ωk, n

εl, p

εl+ν , p

Ωk − εl,
q − p

Ωk − εl+ν ,

q − p

Ðèñ. 6: Îáîçíà÷åíèÿ äëÿ áëîêà I(e,Q)
nm .

ñì. ñíîñêó íà ñòð. 14). Òàêèì îáðàçîì, ó íàñ îñòàåòñÿ îäíà äèàãðàììà (f) ñî ñâîèì çåðêàëüíûì îòðàæåíèåì.
Âêëàä îò íåå â êîððåëÿòîð Qxy(ων) çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

Qxy
MT = 4T

∑
n,m

∑

Ωk

q̂x
mnq̂y

nmLn(Ωk)I(e,Q)
nm (Ωk, ων), (81)

ãäå I(e,Q)
nm (Ωk, ων) � ïðîèíòåãðèðîâàííûé ïî èìïóëüñó è ïðîñóììèðîâàííûé ïî ýíåðãèè áëîê èç øåñòè ôóíêöèé

Ãðèíà, äâóõ λ è êóïåðîííîé ëåñòíèöû. Îäèí ìíîæèòåëü 2 âîçíèêàåò èç-çà ñïèíà, âòîðîé � èç-çà çåðêàëüíîãî
ïàðòíåðà äèàãðàììû. Èñïîëüçóÿ ÿâíûå îáîçíà÷åíèÿ, ïîêàçàííûå íà Ðèñ. 6, ìû çàïèñûâàåì I(e,Q)

nm êàê:

I(e,Q)
nm (Ωk, ων) = −eTIxy

(f)
∑
εl

i(εl + εl+ν)
2

λn(εl, Ωk − εl)λn(εl+ν ,Ωk − εl+ν)λm(εl+ν , Ωk − εl). (82)

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæèòåëü 1/2πντ áûë âûíåñåí èç êóïåðîíà (òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èëè λ) â îïðåäåëåíèå
èíòåãðàëà Ixy

(f) :

Ixy
(f) =

1
2πντ

∫
d2p

(2π)2
vx(p)G(εl+ν , p)G(Ωk − εl+ν , q − p)G(Ωk − εl, q − p)

×
∫

d2p′

(2π)2
vy(p′)G(εl, p

′)G(εl+ν , p′)G(Ωk − εl, q − p′). (83)

2. Âû÷èñëåíèå áëîêà I(e,Q)
nm

Òåïåðü ìû âû÷èñëÿåì èíòåãðàë (83) è ïðîâîäèì ñóììèðîâàíèå ïî ýíåðãèè εl. Äëÿ ýòîãî ìû ñíîâà îáðàùàåìñÿ
ê óñëîâèÿì, íàêëàäûâàåìûì θ-ôóíêöèÿìè èç âåðøèí λ:





εl, εl+ν > 0
Ωk − εl < 0
Ωk − εl+ν < 0

èëè





εl, εl+ν < 0
Ωk − εl > 0
Ωk − εl+ν > 0

. (84)

Â îáåèõ ñëó÷àÿõ èíòåãðàë ýëåìåíòàðíî âû÷èñëÿåòñÿ, è ìû ïîëó÷àåì:

I(a) =
1

2πντ

∫
d2p

(2π)2
vx(p)GR(p)[GA(q − p)]2

∫
d2p′

(2π)2
vy(p′)[GR(p′)]2GA(q − p′) = −8πνD2τ3qxqy. (85)

Ïîñëå ÷åãî ìû âû÷èñëÿåì ñóììó:

I(e,Q)
nm (Ωk, ων) = 4iπeTνD2

∑
εl

(εl + εl+ν)
θ(−εl(Ωk − εl))
(|2εl − Ωk|+ αn)

θ(−εl+ν(Ωk − εl+ν))θ(−εl(Ωk − εl+ν))
(|2εl+ν − Ωk|+ αn)(|εl + εl+ν − Ωk|+ αm)

. (86)

Îäíàêî, â îòëè÷èå îò ñëó÷àåâ ÀË è DOS-äèàãðàìì, áëîê I(e,Q)
nm (Ωk, ων) èìååò äâå îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè âìåñòî

òðåõ. Ýòî âèäíî èç òîãî, êàê îáëàñòü ñóììèðîâàíèÿ ïî εl çàâèñèò îò îòíîøåíèÿ ìåæäó ýíåðãèÿìè Ωk, ων . À
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èìåííî, èç (84) ìîæíî ïîíÿòü ÷òî îáëàñòè RA è AA, îïðåäåëåííûå â (44), â ýòîì ñëó÷àå íå îòëè÷àþòñÿ äðóã
îò äðóãà:

RR : Ωk > 0, l ∈ (−∞,−ν − 1] ∪ [k,∞); (87a)
RA, AA : Ωk < 0, l ∈ (−∞, k − ν − 1] ∪ [0,∞). (87b)

Âûïîëíÿÿ ñóììèðîâàíèå ïðè ïîìîùè ψ-ôóíêöèé, ìû ïîëó÷àåì îòâåò:

I(e,Q)
nm (Ωk, ων) = −2ieνD2Ωk

[
1

2ων

1
αm − αn + ων

ψn(|Ωk|) +
1

(αm − αn)2 − ω2
ν

ψm(|Ωk|+ ων)−

− 1
2ων

1
αm − αn − ων

ψn(|Ωk|+ 2ων)
]

. (88)

Ïîëåçíî ñðàâíèòü ýòî âû÷èñëåíèå ñ âû÷èñëåíèåì âêëàäà îò àíàëîãè÷íîé äèàãðàììû â ïîïðàâêó ê ïðîâîäè-
ìîñòè σxx. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êðîìå ðàçìåðíîãî êîýôôèöèåíòà, âåðøèíà I(e,e)

nm (Ωk, ων) îòëè÷àåòñÿ îò âûðàæå-
íèÿ (88) îòñóòñòâèåì ìíîæèòåëÿ Ωk. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñâîéñòâà ñèììåòðèè âåðøèíû (88) îòëè÷àþòñÿ îò ñëó÷àÿ
ïðîâîäèìîñòè:

I(e,Q)RR
nm (Ωk, ων) = −I(e,Q)RA

nm (−Ωk, ων), (89)

â òî âðåìÿ êàê äëÿ âåðøèíû ñ äâóìÿ ýëåêòðè÷åñêèìè òîêàìè I(e,e)
nm (Ωk, ων), èç-çà îòñóòñòâèÿ ìíîæèòåëÿ Ωk,

ìû èìååì:
I(e,e)RR

nm (Ωk, ων) = I(e,e)RA
nm (−Ωk, ων). (90)

3. Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå

Ìû ïðîïóñêàåì âû÷èñëåíèå ñóììû ïî óðîâíÿì Ëàíäàó, ïîñêîëüêó îêàçûâàåòñÿ ÷òî íà ýòàïå àíàëèòè÷åñêîãî
ïðîäîëæåíèÿ âêëàä îò äèàãðàììû çàíóëÿåòñÿ. Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ïðîèçâîäèòüñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäû-
äóùèì ñëó÷àÿì. Ìû ïðåâðàùàåì ñóììó â èíòåãðàë ïî êîíòóðó, îõâàòûâàþùåìó âû÷åòû ãèïåðáîëè÷åñêîãî êî-
òàíãåíñà è äåôîðìèðóåì êîíòóð. Ïîñêîëüêó â íàøåì ñëó÷àå èìååòñÿ âñåãî äâå îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè, ñì. (87),
âñå âûðàæåíèÿ âûãëÿäÿò íàìíîãî ïðîùå ÷åì ðàíåå:

T
∑

Ωk

Ln(Ωk)I(e,Q)RR
nm (Ωk, ων) =

1
4πi

∫ +∞

−∞
dz coth

z

2T

[
LR

nI(e,Q)RR
nm (−iz, ων)− LA

nI(e,Q)RA
nm (−iz, ων)

]
. (91)

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî (89), ìû ìîæåì çàïèñàòü ýòó ñóììó â âèäå

T
∑

Ωk

Ln(Ωk)I(e,Q)RR
nm (Ωk, ων) =

1
4πi

∫ +∞

−∞
dz coth

z

2T

[
LR

n (−iz)I(e,Q)RR
nm (−iz, ων) + LR

n (iz)I(e,Q)RR
nm (iz, ων)

]
. (92)

Çàìåòèâ, ÷òî ìû èíòåãðèðóåì â áåñêîíå÷íûõ ïðåäåëàõ ÷åòíóþ ïî ïåðåìåííîé z ôóíêöèþ, óìíîæåííóþ íà
íå÷åòíûé ïî z coth z

2T , ëåãêî ïîêàçàòü ÷òî ðåçóëüòàò â òî÷íîñòè ðàâåí íóëþ. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû
ïîëó÷èòü ýòîò ðåçóëüòàò íàì íå íàäî áûëî ðàçëàãàòüñÿ ïî ων . Ïîýòîìó, äèàãðàììà Ìàêè-Òîìïñîíà çàíóëÿåòñÿ
äî ðàçëîæåíèÿ ïî ων .

Ñðàâíåíèå ýòîãî âû÷èñëåíèÿ ñ âû÷èñëåíèåì ïðîâîäèìîñòè î÷åâèäíî: åñëè áû ìû âîñïîëüçîâàëèñü áû ñîîò-
íîøåíèåì (90) âìåñòî (89), ìû ïîëó÷èëè áû ïðîèçâåäåíèå íå÷åòíîé ôóíêöèè è ãèïåðáîëè÷åñêîãî êîòàíãåíñà
ïîä èíòåãðàëîì. Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå ïðîâîäèìîñòè, ïðîâåäåííîå ðàññóæäåíèå íåïðèìåíèìî, è âêëàä â
ïðîâîäèìîñòü îò ÌÒ äèàãðàììû ýòîãî òèïà íå ðàâåí íóëþ (çàìåòèì, ÷òî â σxx òàêæå äàåò âêëàä äèàãðàììà
ÌÒ (e) íà Ðèñ. 2).

D. Íàìàãíè÷åííîñòü

Íàìàãíè÷åííîñòü ÿâëÿåòñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîé âåëè÷èíîé, è ïîýòîìó ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ñâîáîäíîé
ýíåðãèè. À èìåííî, åñëè F � ïîïðàâêà ê ñâîáîäíîé ýíåðãèè (â åäèíè÷íîì îáúåìå) èç-çà ôëóêòóàöèîííûõ
êóïåðîâñêèõ ïàð, ñîîòâåòñòâóþùèé âêëàä â íàìàãíè÷åííîñòü ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå:

Mz = − ∂F

∂H
. (93)
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Ïîïðàâêà ê ñâîáîäíîé ýíåðãèè äàåòñÿ ñóììîé ïåòåëü, ñîñòîÿùèõ èç íàáîðà ïîëÿðèçàöèîííûõ îïåðàòîðîâ (ñì.
Ðèñ. 2 â ðàáîòå [23]), è ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç ïðîïàãàòîð ñâåðõïðîâîäÿùèõ ôëóêòóàöèé êàê

F = −T
∑

Ωk

tr[log(1− gΠn(Ωk))] = νHT
∑

n

∑

Ωk

log L−1
n (Ωk), (94)

ãäå Πn(Ωk) � ïîëÿðèçàöèîííûé îïåðàòîð, ñì. [20], νH = eH/πc è Ln(Ωk) îïðåäåëåíû â Ðàçäåëå. III. Ñàìûé
ïðîñòîé ñïîñîá âû÷èñëèòü ïîïðàâêó ê ñâîáîäíîé ýíåðãèè è, ñîîòâåòñòâåííî, íàìàãíè÷åííîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òîáû ïåðåïèñàòü ñóììó ïî ìàöóáàðîâñêèì ÷àñòîòàì è ïî óðîâíÿì Ëàíäàó â èíòåãðàë (ñì. [23]). Îäíàêî,
äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåäñòàâèòü íàìàãíè÷åííîñòü â âèäå ïðèãîäíîì äëÿ ïîëó÷åíèÿ îáùåé ôîðìóëû, ìû îñòàâëÿåì
ñóììèðîâàíèå ïî óðîâíÿì Ëàíäàó è ïðåâðàùàåì â èíòåãðàë òîëüêî ñóììó ïî ìàöóáàðîâñêèì ÷àñòîòàì Ωk:

T
∑

Ωk

log L−1
n (Ωk) = − 1

2πi

∫ ∞

−∞
dw coth

w

2T
log L−1

n (iw). (95)

Äëÿ òîãî ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò ìíîæèòåëÿ H ïåðåä ëîãàðèôìîì, êîòîðûé ñîäåðæèòñÿ â νH , ìû ïðîèçâîäèì
çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ w → z/H è ïîëó÷àåì:

Mz =
e

2π2ic

∂

∂H

∑
n

∫ ∞

−∞
dz coth

z

2TH
log L−1

n

(
iz

H

)
. (96)

Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþ ïî H, è ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèå
∑

n fn =
∑

m(m + 1)(fm − fm+1), ìîæíî ïåðåïèñàòü
íàìàãíè÷åííîñòü â âèäå àíàëîãè÷íîì ôîðìóëàì, ïîëó÷åííûì äëÿ ÀË è DOS äèàãðàìì:

cMz

T
=

e

2π2iT

∑
m

(m + 1)
[ ∫ ∞

0

dz coth
z

2T
P c(mag)

m (z) +
∫ ∞

0

dz
1

2T sinh2 z
2T

P s(mag)
m (z)

]
, (97)

ãäå

P c(mag)
m (z) = LR

mMmm+1(z)− LR
m+1Mm+1m(z)− LA

mMmm+1(−z) + LA
m+1Mm+1m(−z), (98)

Mnm(z) = − 1
8πT

(2iz + αm − αn)ψ′n(−iz); (99)

P s(mag)
m (z) = z log

Lm+1(iz)
Lm+1(−iz)

− z log
Lm(iz)

Lm(−iz)
. (100)

E. Îáùàÿ ôîðìóëà

Ñîáèðàÿ îòâåòû äëÿ ÀË, DOS äèàãðàìì è íàìàãíè÷åííîñòè, ìîæíî ïîëó÷èòü îáùóþ ôîðìóëó äëÿ êîýôôè-
öèåíòà Íåðíñòà. Ïðè ýòîì íàáëþäàþòñÿ çíà÷èòåëüíûå ñîêðàùåíèÿ, è îáùàÿ ôîðìóëà ïîëó÷àåòñÿ ïðîùå ÷åì
âûðàæåíèÿ äëÿ îòäåëüíûõ ñëàãàåìûõ:

βxy =
e

π2T

∑
m

(m + 1)
[ ∫ Λ

0

dz coth
z

2T
P c(tot)

m (z) +
∫ Λ

0

dz
1

2T sinh2 z
2T

P s(tot)
m (z)

]
, (101)

ãäå ôóíêöèè P
c(tot)
m (z) è P

s(tot)
m (z) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç äèãàììà ôóíêöèè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P c(tot)
m (z) = Im

[
LR

mTmm+1(z)− LR
m+1Tm+1m(z)

]
, (102a)

Tnm(z) =
1

16πT

[
(αm − iz)(ψ′n(−iz)− ψ′m(−iz)) +

α2

4πT (αm − αn)
(αn − iz)ψ′′n(−iz)

]
, (102b)

P s(tot)
m (z) = Re

[
LR

mSmm+1(z)− LR
m+1Sm+1m(z) + bm(z)LR

m+1L
A
m + iz log

LR
m+1

LR
m

]
, (103a)
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Ðèñ. 7: Îáëàñòè ðàçëè÷íîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ôëóêòóàöèîííîãî êîýôôèöèåíòà Íåðíñòà íà T −H ôàçîâîé
äèàãðàììå.

Snm(z) = −1
8

[
(αn−αm+2iz)ψn(−iz)+(αm−αn)ψn(iz)−2izψm(−iz)− α2(αn + iz)

4πT (αm − αn)
(
ψ′n(−iz)−ψ′n(iz)

)]
, (103b)

bm(z) = − i

4
(ψm+1(iz)− ψm(−iz)) Im

[
(αm+1 − iz)ψm+1(−iz)− (αm − iz)ψm(−iz)

]
, (103c)

Â äàëüíåéøåì, îáùàÿ ôîðìóëà áóäåò èñïîëüçîâàíà íàìè äëÿ ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòèê, à òàêæå äëÿ ÷èñëåííûõ
âû÷èñëåíèé â îáëàñòè ñëàáûõ ìàãíèòíûõ ïîëåé.
Ïåðåä òåì êàê ïåðåõîäèòü ê ïîëó÷åíèþ àñèìïòîòèê, îòìåòèì óíèâåðñàëüíîñòü ïîëó÷åííîãî îòâåòà. Â îòëè÷èå

îò ïîïðàâîê ê ïðîâîäèìîñòè [20], ôóíêöèÿ βxy(T, H) çàâèñèò òîëüêî îò T/Tc è H/Hc2(0), è íå çàâèñèò îò âðåìåíè
ñâîáîäíîãî ïðîáåãà τ . Õîòÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî z â ôîðìóëàõ (78) è (97) íàïèñàíî â áåñêîíå÷íûõ ïðåäåëàõ,
ñòðîãî ãîâîðÿ, ýòî íå òàê, ïîñêîëüêó èíòåãðàë ïî z íå ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ. Îäíàêî ïîñëå òîãî êàê âñå âêëàäû
ñîáèðàþòñÿ â îáùóþ ôîðìóëó, ðàñõîäÿùèåñÿ ñëàãàåìûå ñîêðàùàþòñÿ è çàâèñèìîñòü îò îáðåçêè èñ÷åçàåò. Ïðè
ýòîì èìåííî âêëàä îò íàìàãíè÷åííîñòè, βxy

M , ñîêðàùàåò ðàñõîäÿùèåñÿ (è, ñîîòâåòñòâåííî, çàâèñÿùèå îò τ)
ñëàãàåìûå â âûðàæåíèè äëÿ DOS-äèàãðàììû.

V. ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÏÎÂÅÄÅÍÈÅ Â ÐÀÇÍÛÕ ÎÁËÀÑÒßÕ

Ìû íà÷èíàåì îáñóæäåíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ βxy â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ôàçîâîé ïëîñêîñòè T −H.
Âñåãî ìîæíî âûäåëèòü 9 îáëàñòåé íà ôàçîâîé äèàãðàììå (ñì. Ðèñ. 7), ãäå àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíî â àíàëèòè÷åñêîì âèäå. Êàæäàÿ èç 9 îáëàñòåé áóäåò ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìîòðåíà íàìè â äàííîì
ðàçäåëå â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå: ñíà÷àëà ìû ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ýôôåêòà Íåðíñòà â ñëó÷àå ñëàáîãî ìàãíèòíîãî
ïîëÿ è òåìïåðàòóðå T áëèçêîé ê Tc (îáëàñòè I-III íà Ðèñ. 7). Ïîñëå ýòîãî ìû ïåðåéäåì ê àñèìïòîòèêàì â
êâàíòîâîé îáëàñòè, ò.å. ïðè òåìïåðàòóðàõ áëèçêèõ ê íóëþ (îáëàñòè IV-VI), à òàêæå ìû ïîëó÷èì ïîâåäåíèå
ýôôåêòà âáëèçè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè íà ëèíèè ïåðåõîäà (îáëàñòü VII). Íàêîíåö, ìû ïîëó÷èì àñèìïòîòèêè â
îáëàñòÿõ VII è IX, äàëåêèõ îò ëèíèè ïåðåõîäà è ïðîâåäåì ñðàâíåíèå ñ ýêñïåðèìåíòîì ïðè íóëåâîì ìàãíèòíîì
ïîëå â øèðîêîì äèàïàçîíå òåìïåðàòóð.

A. Îáëàñòü ñëàáîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ

Ìû íà÷èíàåì îáñóæäåíèå ñ êëàññè÷åñêîãî ðåæèìà âáëèçè òåìïåðàòóðû ïåðåõîäà Tc: îáëàñòè I, II, III íà
Ðèñ. 7 õàðàêòåðèçóþòñÿ ε = ln(T/Tc) ¿ 1 è h̃ = H/H̃c2(0) ¿ 1. Êàê ìû ïîêàæåì, â ýòèõ îáëàñòÿõ âêëàä
äàþò òîëüêî êëàññè÷åñêèå ôëóêòóàöèè, îïèñûâàåìûå äèàãðàììîé Àñëàìàçîâà-Ëàðêèíà, è íàìàãíè÷åííîñòü.
DOS-âêëàä â îêðåñòíîñòè Tc ñîäåðæèò ëèøíþþ ñòåïåíü h̃ è, êàê ñëåäñòâèå, ÿâëÿåòñÿ ìàëûì.
Àñèìïòîòèêè â îáëàñòÿõ I-III ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû êàê èç îáùåé ôîðìóëû, òàê è îòäåëüíî äëÿ êàæäîé

äèàãðàììû. Ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ, íî ìû âîñïîëüçóåìñÿ ïîñëåäíèì ñïîñîáîì ââèäó
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òîãî, ÷òî îí ïîçâîëÿåò ïîíÿòü, êàêèå äèàãðàììû äàþò âêëàä. Ñ öåëüþ ñðàâíåíèÿ âû÷èñëåíèé ñ ðàáîòîé [14],
ìû âîñïîëüçóåìñÿ åùå íå ïðîèíòåãðèðîâàííîé ïî ÷àñòÿì ôîðìóëîé äëÿ äèàãðàììû Àñëàìàçîâà-Ëàðêèíà (60).

Äëÿ íà÷àëà, çàìåòèì, ÷òî èç-çà óñëîâèé ε ¿ 1, h̃ ¿ 1 âèä ïðîïàãàòîðà ñâåðõïðîâîäÿùèõ ôëóêòóàöèé ñóùå-
ñòâåííî óïðîùàåòñÿ. À èìåííî, ìû ìîæåì ðàçëîæèòü äèãàììà ôóíêöèþ â ôîðìóëå (32), è, èñïîëüçóÿ çíà÷åíèå
ψ′(1/2) = π2/2, ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ïðîïàãàòîðà:

Ln(Ωk) = − ν−1

ε + π
8T [|Ωk|+ αn]

. (104)

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ε ¿ 1, âñå èíòåãðàëû è ñóììû ñ Ln(Ωk) áóäóò íàáèðàòüñÿ íà çíà÷åíèÿõ Ωk, αn,
òàêèõ, ÷òî

Ωk/T, αn/T ∼ ε ¿ 1. (105)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ìîæåì ðàçëîæèòü âñå ψ-ôóíêöèè êîòîðûå ïðèñóòñòâóþò â âûðàæåíèè äëÿ äèàãðàìì ïî
Ωk/T è αn/T è çàìåíèòü ôóíêöèþ coth z

2T ðàçëîæåíèåì ïðè ìàëûõ z. Êðîìå òîãî, âåçäå â ÷èñëèòåëå ìû ìîæåì
ïðåíåáðå÷ü ðàçíèöåé ìåæäó m è m + 1 óðîâíÿìè Ëàíäàó, ó÷òÿ åå â ãëàâíîì ïîðÿäêå4. Â ðåçóëüòàòå, òåïëîâîé
è ýëåêòðè÷åñêèé áëîê ñâîäÿòñÿ ê ñâîèì ðàçëîæåíèÿì ïî ÷àñòîòå â ãëàâíîì ïîðÿäêå, ïîëó÷åííûì ðàíåå. Êàê
ñëåäóåò èç ôîðìóëû (46), ýëåêòðè÷åñêèé áëîê ìîæåò áûòü çàìåíåí íà êîíñòàíòó, â òî âðåìÿ êàê òåïëîâîé
áëîê (50) çàâèñèò îò îáëàñòè â êîòîðîé ìû åãî ðàññìàòðèâàåì. Â íàøåì ïðèáëèæåíèè âêëàä â èíòåãðàë ïî z â
ôîðìóëå (60) äàþò òîëüêî ñëàãàåìûå ñîäåðæàùèå îäíîâðåìåííî çàïàçäûâàþùèé è îïåðåæàþùèé ïðîïàãàòîðû
(íàì íóæíî ¿çàöåïèòüÀ ïîëþñ), êàê ñëåäñòâèå îòâåò çàâèñèò òîëüêî îò B(Q)RA, êîòîðîå, ñîãëàñíî óð. (50b)
ðàâíî:

B(Q)RA
nm (Ωk, ων) = − i

2e
(2Ωk + ων)B(e). (106)

Ïîëåçíî ñðàâíèòü ýòî âûðàæåíèå ñ âåðøèíîé èñïîëüçîâàííîé Óññèøêèíîì ïðè âû÷èñëåíèè ýôôåêòà Íåðíñòà
â ðàìêàõ äèàãðàììíîé òåõíèêè. Èç óðàâíåíèÿ (21) â ðàáîòå [14], ïðèâîäÿ îáîçíà÷åíèÿ â ñîîòâåòñòâèå ñ Ðèñ. 3,
ìû ïîëó÷àåì:

B̃(Q)
nm (Ωk, ων) = − i

2e

(
Ωk +

ων

2

)
B(e). (107)

Âèäíî, ÷òî èñïîëüçîâàííîå â [14] âûðàæåíèå äëÿ áëîêà B̃
(Q)
nm (Ωk, ων), îòëè÷àåòñÿ â äâà ðàçà îò âûðàæåíèÿ,

ïîëó÷åííîãî â ðåçóëüòàòå òî÷íûõ âû÷èñëåíèé:

B̃(Q)
nm (Ωk, ων) =

1
2
B(Q)RA

nm (Ωk, ων). (108)

Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïîëó÷åííûé îòâåò îêàçûâàåòñÿ â 2 ðàçà áîëüøå ÷åì ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â [13, 14]
è èñïîëüçîâàííûé â [20]. Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíèâ âñå ïðèáëèæåíèÿ îïèñàííûå ðàíåå, èç (60) ìîæíî ïîëó÷èòü:

Qxy
AL(ων) =

eα2

128T
ων

∑
m

(m + 1)
∫ ∞

−∞

dz

z

(
LR

m+1L
A
m − LR

mLA
m+1

)
. (109)

Èíòåãðèðóÿ ïðè ïîìîùè âû÷åòîâ è âûðàæàÿ ïîëó÷àþùóþñÿ ñóììó ïî m ÷åðåç ψ-ôóíêöèè, ìû ïîëó÷àåì âêëàä
äèàãðàììû ÀË â β̃xy â ñëåäóþùåì âèäå:

β̃xy
AL = 2β0F (x)/x, (110)

ãäå β0 = kBe/π~ = 6.68 nA/K � êâàíò òåðìîýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè. Ôóíêöèÿ F (x), óæå îïðåäåëåííàÿ â
óð. (12), çàâèñèò îò x = ε/2h̃ � îòíîøåíèÿ ïðèâåäåííîé òåìïåðàòóðû ε = ln T

Tc
≈ T−Tc

Tc
è áåçðàçìåðíîãî ìàã-

íèòíîãî ïîëÿ h̃ = H

H̃c2(0)
. Ìàãíèòíîå ïîëå îáåçðàçìåðèâàåòñÿ ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèåé âåðõíåãî êðèòè÷åñêîãî

ìàãíèòíîãî ïîëÿ H̃c2(0) = 4cTc/πeD. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî

4 Ïðè ýòîì, íåîáõîäèìî ñîõðàíèòü ðàçëè÷èå ìåæäó m è m + 1 â ïðîïàãàòîðàõ, ïîñêîëüêó ó÷åò ýòîé ðàçíèöû â êîíå÷íîì ïîðÿäêå
îçíà÷àåò ðàçëîæåíèå ïî h̃/ε, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ìàëûì òîëüêî â îáëàñòè I.
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âêëàäà â êîýôôèöèåíò Íåðíñòà îò x ñîâïàäàåò ñ êà÷åñòâåííîé îöåíêîé (11). Âêëàä íàìàãíè÷åííîñòè â ôèçè-
÷åñêè íàáëþäàåìóþ âåëè÷èíó βxy [ñì. óð. (18)] äàåòñÿ

βxy
M = β0

[
ln

Γ(1/2 + x)√
2π

− x ψ(1/2 + x) + x
]
. (111)

Êàê ìû óæå ñêàçàëè, β̃xy
DOS ñîäåðæèò ëèøíþþ ñòåïåíü ìàãíèòíîãî ïîëÿ h̃ ¿ 1 ïî ñðàâíåíèþ ñ βxy

AL è βxy
M . Â

ðåçóëüòàòå, àñèìïòîòèêà äëÿ βxy â îáëàñòÿõ I-III çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

βxy = β0

(
log

Γ(1/2 + x)√
2π

− 1 + x
[
1 + ψ(1/2 + x)− 2ψ(x)

])
. (112)

Â ïðåäåëå, êîãäà ìàãíèòíîå ïîëå èñ÷åçàþùå ìàëî, h̃ ¿ ε, (îáëàñòü I), ðàñêëàäûâàÿ óð. (110), ïîëó÷àåì β̃xy
AL =

β0(h̃/2ε), ÷òî â äâà ðàçà áîëüøå ÷åì ðåçóëüòàò èç [13, 14, 20] (ñì. îáñóæäåíèå âûøå). Òåïåðü íàìàãíè÷åííîñòü
βxy
M = −β0(h̃/6ε) ñîêðàùàåò òîëüêî 1/3 îò β̃xy, è êîíå÷íûé îòâåò îêàçûâàåòñÿ óæå â ÷åòûðå ðàçà áîëüøèì, ÷åì

îòâåò ïîëó÷åííûé â ðàáîòàõ [13, 14, 20]:

βxy
I = β0

h̃

3ε
= β0

πeDH

12c(T − Tc)
, h̃ ¿ ε ¿ 1. (113)

Â ñëó÷àå ε ¿ h̃ (îáëàñòü II), è âáëèçè ëèíèè ïåðåõîäà, ïðè h̃ + ε ¿ h̃ (îáëàñòü III), èç ôîðìóëû (112) ìû
ïîëó÷àåì:

βxy
II = β0 [1− (ln 2)/2] , ε ¿ h̃ ¿ 1; (114)

βxy
III = β0

h̃

ε + h̃
= β0

Hc2 (T )
H −Hc2 (T )

, ε + h̃ ¿ h̃ ¿ 1. (115)

B. Îáëàñòü íèçêèõ òåìïåðàòóð

Òåïåðü ìû ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ êâàíòîâîãî ðåæèìà âáëèçè âåðõíåãî êðèòè÷åñêîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ
Hc2(0) = πcTc/2γEeD (îáëàñòè IV, V, VI íà Ðèñ. 7), ãäå γE = 1.78 . . . � ýêñïîíåíòà êîíñòàíòû Ýéëåðà. Òåïåðü
íàìàãíè÷åííîñòü íà÷èíàåò èãðàòü êëþ÷åâóþ ðîëü: ðàñõîäÿùååñÿ êàê 1/T ñëàãàåìîå βxy

M = cMz/T â òî÷íîñòè
ñîêðàùàåò ðàñõîäÿùèåñÿ âêëàäû â β̃xy îò äèàãðàìì, ÷òî ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ âûïîëíåíèÿ òðåòüåãî çàêîíà
òåðìîäèíàìèêè. Â ðåçóëüòàòå, òåíçîð βxy

IV ñòðåìèòñÿ ê íóëþ êàê T ïðè ïðèáëèæåíèè ê íóëåâîé òåìïåðàòóðå.
Ïåðåõîäÿ ê ïîëó÷åíèþ àñèìïòîòèê, ìû ñ ñàìîãî íà÷àëà îïðåäåëèì áåçðàçìåðíóþ òåìïåðàòóðó t, ìàãíèòíîå

ïîëå h è âåëè÷èíó, îïðåäåëÿþùóþ áëèçîñòü ê ëèíèè ïåðåõîäà, η:

t =
T

Tc
, h =

H

Hc2(0)
, η =

H −Hc2(t)
Hc2(t)

, (116)

êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ íàìè ïðè ïîëó÷åíèè è çàïèñè àñèìïòîòèê. Äàëåå, çàìåòèì, ÷òî, ïîñêîëüêó ìû
ðàññìàòðèâàåì îáëàñòü âáëèçè Hc2(0), íàì íåò íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëÿòü ñóììó ïî óðîâíÿì Ëàíäàó. Ãëàâíûé
ñèíãóëÿðíûé âêëàä áóäåò äàâàòüñÿ íóëåâûì óðîâíåì Ëàíäàó. Äëÿ ïðîïàãàòîðà ñâåðõïðîâîäÿùèõ ôëóêòóàöèé
íà íóëåâîì óðîâíå Ëàíäàó áëèçè ëèíèè ïåðåõîäà, ðàçëîæèâøèñü ïî t ¿ 1 äî íóëåâîãî ïîðÿäêà, ëåãêî ïîëó÷èòü
(ñì. íàïðèìåð [24])

L0(Ωk) = −ν−1

(
η +

γE

π

|Ωk|
Tc

)−1

. (117)

Âèäíî, ÷òî èíòåãðàëû ïî ÷àñòîòå z áóäóò íàáèðàòüñÿ ïðè z ∼ η ¿ 1, òàêèì îáðàçîì, ìû âåçäå êðîìå ïðîïàãàòîðà
L0 ìîæåì ïðîâåñòè ðàçëîæèòüñÿ íå òîëüêî ïî t, íî è ïî z.

Íàõîäÿ ñíà÷àëà ïî îòäåëüíîñòè âêëàäû îò äèàãðàìì è íàìàãíè÷åííîñòè â îáëàñòè IV, äëÿ ãëàâíîãî ñëàãàåìîãî
ìîæíî ïîëó÷èòü:

β̃xy = −βxy
M = β0

1
γEt

ln η−1. (118)

Êàê ìû óæå ãîâîðèëè, íåôèçè÷åñêàÿ ðàñõîäèìîñòü 1/T ïðè T → 0 ñîêðàùàåòñÿ âêëàäîì íàìàãíè÷åííîñòè.
Îáðàùàÿñü ê îáùåé ôîðìóëå (101), ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî òàì ñîêðàùåíèå ñëàãàåìûõ òèïà (118) ïðîèñõîäèò
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àâòîìàòè÷åñêè. Äåéñòâèòåëüíî, òåíçîð Tnm(z), îïðåäåëÿþùèé ñëàãàåìîå P
c(tot)
m (z) â (101) ïðè ðàçëîæåíèè ïî

T → 0 íà÷èíàåòñÿ ñî ñëàãàåìûõ T 2. ¿ÑèíóñíûéÀ âêëàä P
s(tot)
m (z) âåäåò ñåáÿ êàê z2, ÷òî, ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ

∫ ∞

0

dz
z2

2T sinh2 z
2T

=
2π2T 2

3
, (119)

ïðèâîäèò ê åãî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè T 2. Ñîáèðàÿ îáà îäíîòèïíûõ âêëàäà, è ó÷èòûâàÿ îáùèé êîýôôèöèåíò T−1,
ìû ïîëó÷àåì îòâåò, êîòîðûé îêàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíûì:

βxy
IV = −2β0γEt

9η
= − β0πcT

9eD[H −Hc2(0)]
, t ¿ η ¿ 1. (120)

Çíàê ìåíÿåòñÿ èç-çà òîãî, ÷òî îòðèöàòåëüíûé âêëàä îò DOS-äèàãðàììû ñòàíîâèòñÿ áîëüøå, ÷åì ïîëîæèòåëüíûé
âêëàä îò ÀË â äàííîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ. Ýòî èçìåíåíèå çíàêà â òåðìîýëåêòðè÷åñêîì îòêëèêå íàïîìèíàåò
îòðèöàòåëüíîå ìàãíåòîñîïðîòèâëåíèå â êâàíòîâîì ôëóêòóàöèîííîì òðàíñïîðòå, îáíàðóæåííîå â ðàáîòå [24] â
îêðåñòíîñòè Hc2(0).

Àñèìïòîòèêè äëÿ îáëàñòåé V è VI ïðîùå ïîëó÷èòü èç îáùåé ôîðìóëû, äàþùåé ïîâåäåíèå ýôôåêòà Íåðíñòà
âáëèçè Hc2(0) (ôîðìóëà òàêæå ñîäåðæèò àñèìïòîòèêó äëÿ îáëàñòè IV, óæå ïîëó÷åííóþ íàìè):

βxy = β0

[
2 log Γ(r) + log

( r

2π

)
+

4
3
ψ′(r)

(
11
18

η − 2r2

)
− 2ψ(r)

(
7
27

η

r
+ r

)

+
2
3

η

r

(
7
9

log
r

η
− 1

r
− 11

9

)
+

14
3

r +
1
3

]
, (121)

ãäå êàê r = η/(2γEt) îáîçíà÷åíî îòíîøåíèå áåçðàçìåðíîé òåìïåðàòóðû è η, èçìåðÿþùåé áëèçîñòü ê ëèíèè ïå-
ðåõîäà. Ñëîæíàÿ êîìáèíàöèÿ äèãàììà-ôóíêöèé è ëîãàðèôìîâ âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå ÿâíîé çàïèñè èíòåãðàëîâ
Iα(η, t) è Iβ(η, t), îïðåäåëåííûõ â ðàáîòå [24], à òàêæå ðàñêðûòèÿ âêëàäà, ñîäåðæàùåãî ëîãàðèôì ïðîïàãàòîðà.
Àñèìïòîòèêà â ïåðåõîäíîé êâàíòîâî-êëàññè÷åñêîé îáëàñòè, ãäå H ñòðåìèòñÿ ê Hc2(t), íî ïðè ýòîì îñòàåòñÿ

îãðàíè÷åííûì êàê t2/ ln(1/t) ¿ η ¿ t (îáëàñòü V), íàõîäèòñÿ èç îáùåé ôîðìóëû (121). Êîýôôèöèåíò βxy

òåïåðü îêàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì:

βxy
V = β0 ln

t

η
, t2/ ln(1/t) ¿ η ¿ t ¿ 1. (122)

Íàêîíåö, ñîâñåì âáëèçè ëèíèè ïåðåõîäà, ðÿäîì ñ Hc2(t) (η ¿ t2/ ln(1/t), îáëàñòü VI), ìû íàõîäèì:

βxy
VI =

8β0γ
2
Et2

3η
, η ¿ t2/ ln(1/t) ¿ 1. (123)

C. Âáëèçè ëèíèè ïåðåõîäà

Ïîäðîáíî ðàññìîòðåâ îêðåñòíîñòè Tc è Hc2(0), ìû ïåðåõîäèì ê ïîëó÷åíèþ àñèìïòîòèêè âáëèçè ïðîèçâîëüíîé
òî÷êè íà ëèíèè ïåðåõîäà. Îáëàñòü VII íà Ðèñ. 7, õàðàêòåðèçóþùàÿñÿ óñëîâèåì η ¿ 1, îõâàòûâàåò øèðîêèé
äèàïàçîí òåìïåðàòóð è ìàãíèòíûõ ïîëåé. Ó÷åò êâàíòîâàíèÿ Ëàíäàó ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ ïîëó÷åíèÿ
àñèìïòîòèê â ýòîé îáëàñòè. Ïîêà ìû íàõîäèìñÿ íå ïðè ñëèøêîì ñëàáîì ìàãíèòíîì ïîëå, êàê è â ðàçäåëå
ïîñâÿùåííîì îêðåñòíîñòè Hc2(0), ìû ìîæåì ó÷èòûâàòü òîëüêî íóëåâîé óðîâåíü Ëàíäàó. Èñïîëüçóÿ ïðîïàãàòîð
íóëåâîãî óðîâíÿ Ëàíäàó â âèäå àíàëîãè÷íîì (117),

L−1
0 (Ωk) = −ν−1

[
ψ′ (1/2 + h/4γEt)

( |Ωk|
4πT

+
h

4γEt
η

)]−1

(124)

è ðàñêëàäûâàÿñü âî âñåõ îñòàëüíûõ âûðàæåíèÿõ ïî z, èç îáùåé ôîðìóëû ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé îòâåò

βxy
VII =

β0

η

[
1 +

h

4γEt

ψ′′(1/2 + h/4γEt)
ψ′(1/2 + h/4γEt)

]
, η → 0, (125)

ãäå, íàïîìíèì, h = H/Hc2(0). Åñëè ðàññìàòðèâàòü âûðàæåíèÿ äëÿ äèàãðàìì ÀË è DOS ïî-îòäåëüíîñòè, òî îíè
îêàçûâàþòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûìè, îäíàêî, ïðè èõ ñëîæåíèè áîëüøèíñòâî ñëàãàåìûõ èñ÷åçàåò, è ó÷èòûâàÿ
íàìàãíè÷åííîñòü,

βxy
M = −β0

η
, (126)
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ìîæíî âîñïðîèçâåñòè (125).
Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ àñèìïòîòèêà (125) çàìå÷àòåëüíî ñøèâàåòñÿ ñ âûðàæåíèÿìè ïîëó÷åííûìè äëÿ îá-

ëàñòåé III è VI. Âáëèçè Tc, óð. (125) äàåò

βxy
VII =

β0

η
, (127)

÷òî ñîâïàäàåò ñ îòâåòîì (115) äëÿ îáëàñòè III. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè T → 0, èñïîëüçîâàâ àñèìïòîòèêó (D10),
ìîæíî ïîëó÷èòü

βxy
VII = 8β0

γ2
Et2

3ηh2
, (128)

îòêóäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî h ≈ 1 â îáëàñòè VI, ïîëó÷àåì àñèìïòîòèêó (123) ïðè óñëîâèè η ¿ t2/ ln(1/t).

D. Îáëàñòè äàëåêèå îò ëèíèè ïåðåõîäà

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì îáëàñòü âûñîêèõ òåìïåðàòóð è ñëàáûõ ìàãíèòíûõ ïîëåé. Ýòî îáëàñòü VIII íà Ðèñ. 7,
íàõîäÿùàÿñÿ âäàëè îò ëèíèè ïåðåõîäà è õàðàêòåðèçóþùàÿñÿ óñëîâèÿìè ε À 1, H ¿ Hc2(0). Àíàëîãè÷íî ôëóê-
òóàöèîííîé ïîïðàâêå ê ïðîâîäèìîñòè [20], ãëàâíûé âêëàä â ýôôåêò Íåðíñòà îò äèàãðàìì ñîäåðæèò äâîéíóþ
ëîãàðèôìè÷åñêóþ ðàñõîäèìîñòü, çàâèñÿùóþ îò âðåìåíè ñâîáîäíîãî ïðîáåãà τ , êîòîðîå îïðåäåëÿåò óëüòðàôèî-
ëåòîâîå îáðåçàíèå äëÿ êóïåðîííûõ ìîä. Îäíàêî, òàêóþ æå ðàñõîäèìîñòü ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì ñîäåðæèò
âêëàä îò íàìàãíè÷åííîñòè βxy

M . Òàêèì îáðàçîì, ïîëíûé îòâåò íå çàâèñèò îò τ è ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì.
Ñ öåëüþ ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ïðåäûäóùåå óòâåðæäåíèå ïîäðîáíåå, ðàññìîòðèì ñíà÷àëà âêëàäû îò äèàãðàìì

è íàìàãíè÷åííîñòè ïî-îòäåëüíîñòè. Â äàííîé îáëàñòè ìû ìîæåì ðàçëîæèòüñÿ ïî ìàãíèòíîìó ïîëþ, îñòàâèâ
òîëüêî ãëàâíûé ïîðÿäîê. Àíàëîãè÷íî îáëàñòè I, òåíçîð βxy ïîëó÷àåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûì ìàãíèòíîìó ïîëþ,
òàê ÷òî êîýôôèöèåíò Íåðíñòà íå çàâèñèò îò H â ãëàâíîì ïîðÿäêå. Ïðåâðàòèâ ñóììó ïî óðîâíÿì Ëàíäàó â èíòå-
ãðàë, è çàìåíèâ äèãàììà-ôóíêöèè èõ àñèìïòîòèêîé (D10) äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà (ñì. ôîðìóëó (D10)
â Ïðèëîæåíèè D), ìîæíî ëåãêî âû÷èñëèòü äâîéíîé èíòåãðàë è íàéòè âêëàä â ãëàâíîì ïîðÿäêå ïî ε À 1:

βxy
AL = O(1/ε), (129)

βxy
DOS = −βxy

M = β0
α

24πT
(log log

1
τTc

− log ε) + O(1/ε). (130)

Êàê âèäèì, ãëàâíûé ïîðÿäîê ñîêðàùàåòñÿ. Ïîëó÷èòü ñëàãàåìûå ïîðÿäêà 1/ε, íå èñïîëüçóÿ îáùåé ôîðìóëû,
íàìíîãî ñëîæíåå. Ïðèìåíèâ îáùóþ ôîðìóëó, ìîæíî ñ ëåãêîñòüþ ïîëó÷èòü:

βxy
VIII = β0

α

24πT ln(T/Tc)
= β0

eDH

6πcT ln(T/Tc)
, (1, h) ¿ t, (131)

ãäå α � öèêëîòðîííàÿ ÷àñòîòà äëÿ êóïåðîâñêèõ ïàð, îïðåäåëåííàÿ â (33). Âèäíî, ÷òî êîýôôèöèåíò Íåðíñòà
äîñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàåò ñ ïîâûøåíèåì òåìïåðàòóðû.

Â îáëàñòè IX íà Ðèñ. 7, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ìàãíèòíûì ïîëåì ìíîãî áîëüøèì Hc2(0) è òåìïåðàòóðîé
áëèçêîé ê íóëþ, àíàëîãè÷íî îáëàñòè VIII, β̃xy ðàñõîäèòñÿ êàê [ln ln(1/Tcτ) − ln ln h]. Ýòà ðàñõîäèìîñòü ñíîâà
ñîêðàùàåòñÿ âêëàäîì îò íàìàãíè÷åííîñòè βxy

M . Èç îáùåé ôîðìóëû, ðàáîòàÿ â ãëàâíîì ïîðÿäêå ïî T → 0, ëåãêî
ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ àñèìïòîòèêó:

βxy
IX = β0

πT

3α ln(H/Hc2)
= β0

πcT

12eDH ln[H/Hc2(0)]
, (1, t) ¿ h. (132)

Èç âûðàæåíèé (131) è (132) ìû âèäèì, ÷òî äàæå äàëåêî îò ëèíèè ïåðåõîäà, ôëóêòóàöèîííûé âêëàä â ýô-
ôåêò Íåðíñòà ìîæåò áûòü ñðàâíèìûì èëè äàæå ïàðàìåòðè÷åñêè áîëüøèì, ÷åì ôåðìè-æèäêîñòíûå ñëàãàåìûå
(ñì. ñëåäóþùèé ðàçäåë). Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó â îáëàñòè ñëàáîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ è âûñîêèõ òåìïåðàòóð
βxy óáûâàåò êàê H/T , à â îáëàñòè íèçêèõ òåìïåðàòóð è ñèëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ êàê T/H, î÷åâèäíî ÷òî â
ïðîìåæóòî÷íîé îáëàñòè ïðè T ∼ α ñèãíàë Íåðíñòà áóäåò èìåòü ìàêñèìóì. Ýòîò ìàêñèìóì îïðåäåëÿåò ëèíèþ
ïñåâäîêðèòè÷åñêîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ (ghost critical �eld), êîòîðàÿ áûëà îáíàðóæåíà ýêñïåðèìåíòàëüíî [16, 17].
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Ðèñ. 8: Ñðàâíåíèå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. ×åðíûå òî÷êè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå äëÿ
âåëè÷èíû limH→0 βxy/H â çàâèñèìîñòè îò ε = ln T/Tc, ïîëó÷åííûå äëÿ ïëåíêè Nb0.15Si0.85 òîëùèíîé 12.5 íì [16]. Ïóíê-
òèðíàÿ ëèíèÿ ïîêàçûâàåò òåîðåòè÷åñêèå ïðåäñêàçàíèÿ äëÿ ñòðîãî äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ, ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò
ðåàëüíîìó [16] îáðàçöó ñ ó÷åòîì ïåðåõîäà îò äâóìåðíîé ê òðåõìåðíîé ãåîìåòðèè.

E. Ñðàâíåíèå ñ ýêñïåðèìåíòîì

Â çàêëþ÷åíèå äàííîãî ðàçäåëà, ìû ïðåäñòàâèì ñðàâíåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ñ ïðåäñêàçàíèÿìè,
ïîëó÷åííûìè èç îáùåé ôîðìóëû (101). Ïðè ýòîì, ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ òîëüêî îáëàñòüþ ñëàáûõ ìàãíèòíûõ
ïîëåé. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå èç ðàáîòû [16] äëÿ êîýôôèöèåíòà Íåðíñòà â ïëåíêàõ Nb0.15Si0.85 òîëùèíîé
d = 12.5 íì ñîâìåñòíî ñ òåîðåòè÷åñêèìè ïðåäñêàçàíèÿìè ïîêàçàíû íà Ðèñ. 8.

Ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ ïîêàçûâàåò íàøè ïðåäñêàçàíèÿ äëÿ âåëè÷èíû limH→0 βxy/H â øèðîêîì äèàïàçîíå òåìïå-
ðàòóð âïëîòü äî 30 Tc (ò.å. â îáëàñòÿõ I, VIII è ïðîìåæóòî÷íîé îáëàñòè ìåæäó íèìè). Ïðè ýòîì, ìû èñïîëüçîâàëè
çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè D = 0.087 ñì2/ñåê, ÷òî ñîñòàâëÿåò 60% çíà÷åíèÿ, èñïîëüçîâàííîãî â ðàáî-
òå [16] (ïðè kF l ∼ 1, òî÷íîå îïðåäåëåíèå D ÿâëÿåòñÿ çàòðóäíèòåëüíûì). Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ìîãóò áûòü
îïèñàíû äâóìåðíîé òåîðèåé òîëüêî â íåáîëüøîé îêðåñòíîñòè âáëèçè Tc, ïðè ε . 2. Äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé ε,
ñâåðõïðîâîäÿùàÿ äëèíà êîãåðåíòíîñòè ξ(T ) ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå ÷åì òîëùèíà ïëåíêè d, è íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü
òðåõìåðíîñòü îáðàçöà.

Ýòî ìîæåò áûòü ñäåëàíî çàìåíîé ñïåêòðà αn → αn + D(πp/d)2 (ñì. óð. (33)) è ïðîâåäåíèåì äîïîëíèòåëüíîãî
ñóììèðîâàíèÿ ïî p = 0, 1, . . . â óðàâíåíèè (101). Ïîëó÷àþùàÿñÿ â ðåçóëüòàòå òåîðåòè÷åñêàÿ êðèâàÿ ïîêàçàíà íà
Ðèñ. 7. Âèäíî, ÷òî ïîïðàâêè â ðåçóëüòàòå ó÷åòà òðåõìåðíîñòè ïðè ε & 2 ñòàíîâÿòñÿ ñóùåñòâåííûìè è çàìåòíî
ìåíÿþò âåëè÷èíó ýôôåêòà, óëó÷øàÿ ñîãëàñèå ñ ýêñïåðèìåíòîì.

Íà îñíîâå òåîðåòè÷åñêèõ ïðåäñêàçàíèé ìîæíî íàéòè òåìïåðàòóðó, ïðè êîòîðîé âêëàä â ýôôåêò Íåðíñòà îò
ñâåðõïðîâîäÿùèõ ôëóêòóàöèé ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå, ÷åì âêëàä ýëåêòðîíîâ ïðîâîäèìîñòè. Äëÿ îòíîøåíèÿ νSC/νN

íà îñíîâå âûðàæåíèé (131) è (C16) ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ îöåíêó

νSC

νN
=

2
π2ε

1
kF d

µ

T

L2
T

`2
. (133)

Äëÿ êîíêðåòíîãî îáðàçöà, èñïîëüçóÿ äàííûå èç [16], ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè T = Tc

νSC

νN
=

1
ε
· µ

T
,

µ

T
∼ 5 · 104. (134)

Òàê êàê, ñîãëàñíî (133), îòíîøåíèå νSC/νN óáûâàåò êàê T−2 ñ ïîâûøåíèåì òåìïåðàòóðû, ïðèáëèçèòåëüíî ïðè
T ∼ 100K ìû áóäåì èìåòü νSC ∼ νN . Îòìåòèì, ÷òî ó÷åò òðåõìåðíîñòè îáðàçöà îòîäâèãàåò òåìïåðàòóðó, ïðè
êîòîðîé íîðìàëüíûé è ñâåðõïðîâîäÿùèé âêëàäû ñðàâíèâàþòñÿ, åùå äàëüøå.

VI. ÂÛÂÎÄÛ È ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅ

Â äàííîé ðàáîòå áûëà ïîñòðîåíà ìèêðîñêîïè÷åñêàÿ òåîðèÿ ôëóêòóàöèîííîãî ýôôåêòà Íåðíñòà â äâóõìåðíîì
ñâåðõïðîâîäíèêå. Íàøè ðåçóëüòàòû îáúÿñíÿþò áîëüøîé ñèãíàë Íåðíñòà, îáíàðóæåííûé ýêñïåðèìåíòàëüíî â
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ñâåðõïðîâîäÿùèõ ïëåíêàõ [16, 17]. Ïîëó÷åíî óíèâåðñàëüíîå âûðàæåíèå, îïðåäåëÿþùåå êîýôôèöèåíò Íåðíñòà
âî âñåé ôàçîâîé ïëîñêîñòè âûøå ëèíèè ïåðåõîäà. Â 9 ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ôàçîâîé ïëîñêîñòè, äîïóñêàþùèõ
àíàëèòè÷åñêîå ðàññìîòðåíèå, áûëè íàéäåíû àñèìïòîòèêè. Îáíàðóæåíî ìåäëåííîå óáûâàíèå ñèãíàëà Íåðíñòà
ïðè óäàëåíèè îò ëèíèè ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïåðåõîäà âãëóáü íîðìàëüíîé îáëàñòè.

Îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ î ðàñõîæäåíèè ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ðàìêàõ äèàãðàììíîé òåõíèêè, ñ ðåçóëü-
òàòàìè, ïîëó÷åííûìè èç âðåìåííîãî óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó. Ïðîáëåìà ñóùåñòâóåò óæå äîâîëüíî äîëãîå
âðåìÿ, ïðè ýòîì ÿñíîñòè â äàííîì âîïðîñå äî ñèõ ïîð íå èìååòñÿ. Ñ îäíîé ñòîðîíû, â ðàáîòå Øìèäòà [25],
èñõîäÿ èç ïðåäñòàâëåíèÿ î ñâåðõïðîâîäÿùèõ ôëóêòóàöèÿõ, êàê î ñâîáîäíûõ áîçîíàõ, ïîëó÷åíî ñîîòíîøåíèå
ìåæäó òåïëîâûì è ýëåêòðè÷åñêèì òîêîì ñ íåçàâèñÿùèì îò ìèêðîñêîïè÷åñêèõ äåòàëåé êîýôôèöèåíòîì ïðî-
ïîðöèîíàëüíîñòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ðàáîòå Êàðîëè è Ìàêè [21], âûøåäøåé ãîäîì ïîçäíåå, âûðàæåíèÿ äëÿ
òåïëîâîãî è ýëåêòðè÷åñêîãî òîêîâ âûâîäÿòñÿ èç ìèêðîñêîïè÷åñêîé òåîðèè. Êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíî-
ñòè ìåæäó òîêàìè ÿâëÿåòñÿ íåóíèâåðñàëüíûì (çàâèñÿùèì îò Tτ) è â ãðÿçíîì ïðåäåëå îêàçûâàåòñÿ â äâà ðàçà
áîëüøèì, ÷åì ó Øìèäòà [25]. Ïðè ýòîì ðåçóëüòàò Êàðîëè è Ìàêè ñîâïàäàåò ñ íàøèì ñîîòíîøåíèåì ìåæäó
ýëåêòðè÷åñêèì è òåïëîâûìè òîêàìè.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñòðîèòü TDGL íà îñíîâàíèè ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó òîêàìè, ïîëó÷åííîãî èç ìèêðîñêîïèêè,
ôåíîìåíîëîãèÿ âîñïðîèçâîäèò ìåòîä ëèíåéíîãî îòêëèêà Êóáî [26]. Îäíàêî, áîëüøàÿ ÷àñòü ðàáîò ïîñâÿùåííûõ
TDGL èñïîëüçóþò ¿ãèäðîäèíàìè÷åñêîåÀ ñîîòíîøåíèå, ïîëó÷åííîå Øìèäòîì.

Íàêîíåö, â íåäàâíî âûøåäøåé ðàáîòå [27] ïîâåäåíèå êîýôôèöèåíòà Íåðíñòà áûëî èññëåäîâàíî â ðàìêàõ
òåõíèêè Êåëäûøà. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå [27], êà÷åñòâåííî ñîâïàäàþò ñ íàøèìè è îòëè÷àþòñÿ òîëüêî
÷èñëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïîðÿäêà 1. Ïðè ýòîì îòâåòû, ïîëó÷åííûå èç òåõíèêè Êåëäûøà, ñîãëàñóþòñÿ ñ
âðåìåííûì óðàâíåíèåì Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó, â êîòîðîì èñïîëüçîâàíî ñîîòíîøåíèå Øìèäòà.
Âåðîÿòíî, ïðè÷èíà ðàñõîæäåíèÿ ìåæäó ¿ãèäðîäèíàìè÷åñêèìÀ ñîîòíîøåíèåì è ñîîòíîøåíèåì, ïîëó÷åííûì

íà îñíîâå ìèêðîñêîïèêè çàêëþ÷àåòñÿ â âèäå îïåðàòîðà òåïëîâîãî òîêà. Ïðè ýòîì ïðîáëåìà íå ðåøàåòñÿ èñ-
ïîëüçîâàíèåì òî÷íîãî îïåðàòîðà òåïëîâîãî òîêà, âìåñòî ε-ïðåäñòàâëåíèÿ, ñì. Ïðèëîæåíèå B. Äàííûé âîïðîñ
áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïðåäìåòîì äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ A: ÒÅÍÇÎÐÛ ÒÅÐÌÎÝËÅÊÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÎÂ È ÂÊËÀÄ
ÍÀÌÀÃÍÈ×ÅÍÍÎÑÒÈ

Â äàííîì ïðèëîæåíèè ìû îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà îñîáåííîñòÿõ òåðìîýëåêòðè÷åñêèõ ÿâëåíèé â ìàãíèò-
íîì ïîëå. Èçëîæåííûå ðåçóëüòàòû áûëè â îñíîâíîì ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [28�30] è áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè
îïðåäåëåíèè êîýôôèöèåíòà Íåðíñòà ÷åðåç äèàãðàììíóþ òåõíèêó.

1. Òðàíñïîðòíûé òîê è òîê íàìàãíè÷åííîñòè

Ïðè íàëè÷èè ñèììåòðèè ïî îòíîøåíèþ ê îáðàùåíèþ âðåìåíè (ìàãíèòíîå ïîëå H = 0), â ðàâíîâåñèè òåï-
ëîâîé è ýëåêòðè÷åñêèé òîêè îòñóòñòâóþò, Je(r) = JQ(r) = 0. Ñîîòâåòñòâåííî, òåíçîðû òåðìîýëåêòðè÷åñêèõ
êîýôôèöèåíòîâ îïðåäåëÿþòñÿ êàê êîýôôèöèåíòû ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ìåæäó âîçíèêàþùèì îòêëèêîì òîêà
è âîçìóùåíèåì. Âîçìóùåíèå ìîæåò ñîçäàâàòüñÿ êàê íàëè÷èåì ãðàäèåíòîâ ýëåêòðè÷åñêîãî è õèìè÷åñêîãî ïî-
òåíöèàëîâ, ∇ϕ, ∇µ, òàê è ãðàäèåíòàìè òåìïåðàòóðû ∇T , è ¿ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿÀ, ∇ψ [31]. Êàæäîìó âîç-
ìóùåíèþ, â ïðèíöèïå, äîëæåí ñîîòâåòñòâîâàòü ñâîé òåíçîð êîýôôèöèåíòîâ, îäíàêî, áëàãîäàðÿ ñîîòíîøåíèÿì
Ýéíøòåéíà [30], âñåãî ÷åòûðå òåíçîðà îïðåäåëÿþò âñå ñåìåéñòâî òåðìîýëåêòðè÷åñêèõ ÿâëåíèé:

{
Je = −σ̂

[∇ϕ + T∇(µ/T )
]
+ T β̂

[∇ψ + (∇T )/T
]
,

JQ = −γ̂
[∇ϕ + T∇(µ/T )

]− T κ̂
[∇ψ + (∇T )/T

]
.

(A1)

Â ñëó÷àå íåíóëåâîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñèñòåìå íà÷èíàþò öèðêóëèðîâàòü òîêè íàìàãíè÷åííîñòè è, äàæå â
ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè, Je(r),JQ(r) 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ðàçáèòü ïîëíûå ëîêàëüíûå òîêè Je(r) è JQ(r)
íà òðàíñïîðòíóþ ÷àñòü è âêëàä îò òîêîâ íàìàãíè÷åííîñòè:

Je(r) = Je
tr(r) + Je

mag(r), (A2)
JQ(r) = JQ

tr(r) + JQ
mag(r). (A3)

Çäåñü òðàíñïîðòíûå, èëè, ìàêðîñêîïè÷åñêèå òîêè Je
tr è JQ

tr ðàâíû íóëþ â ñîñòîÿíèè òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâ-
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íîâåñèÿ, à òîêè íàìàãíè÷åííîñòè ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê

Je
mag(r) = c∇×Me(r), (A4)

JQ
mag(r) = c∇×MQ(r). (A5)

Ïëîòíîñòü íàìàãíè÷åííîñòè Me(r), à òàêæå âåëè÷èíà MQ(r) çàâèñÿò òîëüêî îò òåìïåðàòóðû è õèìè÷åñêîãî
ïîòåíöèàëà â äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà r. Òî åñòü ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü èõ ðàâíîâåñíîå çíà÷åíèå, êàê áóäòî
áû âî âñåì ïðîñòðàíñòâå T = T (r) è µ = µ(r).

×òîáû ëó÷øå ïîíÿòü ñìûñë ðàçáèåíèÿ (A2)-(A3), âñïîìíèì, ÷òî àíàëîãè÷íîå ðàçäåëåíèå òîêà ïðîèçâîäèòñÿ
ïðè âûâîäå óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â âåùåñòâå äëÿ ó÷åòà âëèÿíèÿ ñðåäû [32]. Ìèêðîñêîïè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü òîêà
äàåòñÿ ñóììîé òîêà ïðîâîäèìîñòè (òðàíñïîðòíîãî) è òîêîâ íàìàãíè÷åííîñòè: Je(r) = Je

tr(r) + c∇×Me. Òî, ÷òî
â (A4) ñòîèò èìåííî ïëîòíîñòü íàìàãíè÷åííîñòè áîëåå ñòðîãî ìîæíî ïîêàçàòü íà îñíîâå òåðìîäèíàìè÷åñêèõ
ñîîòíîøåíèé, ñì. [20, 29].

Ìèêðîñêîïè÷åñêèé òîê çàäàí îäíîçíà÷íî, è äàåòñÿ óñðåäíåíèåì îïåðàòîðà je(r), êîòîðûé ìîæåò áûòü ïîëó÷åí
êàê âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ ïî êàëèáðîâî÷íîìó ïîòåíöèàëó (äëÿ òåïëîâîãî òîêà òàêîé âûâîä òàêæå âîçìîæåí,
ñì. [33]). Â ðàâíîâåñèè ìèêðîñêîïè÷åñêèé òîê ðàâåí ðîòîðó íàìàãíè÷åííîñòè, è òðàíñïîðòíûé òîê ðàâåí íóëþ.
Ïóñòü òåïåðü â ñèñòåìå èìååòñÿ íåêîòîðîå âîçìóùåíèå. Òîãäà îíî, âî-ïåðâûõ, âûçîâåò îòêëèê òîêà, è, âî-
âòîðûõ, èçìåíèò êàðòèíó ðàñïðåäåëåíèÿ òîêîâ íàìàãíè÷åííîñòè. Åñëè äî ïðèëîæåíèÿ âîçìóùåíèÿ (äîïóñòèì,
îáðàçåö îäíîðîäíûé), òîêè íàìàãíè÷åííîñòè òåêëè òîëüêî ïî êðàÿì, òî òåïåðü îíè ïîÿâÿòñÿ è â îáúåìå. Îäíàêî,
êàê è ïðåæäå, òîêè íàìàãíè÷åííîñòè íå äàþò âêëàäà â ïîëíûé òîê ÷åðåç îáðàçåö. Òîê ÷åðåç ïðîèçâîëüíóþ
ïîâåðõíîñòü S, ïîëíîñòüþ ïåðåñåêàþùóþ îáðàçåö, áóäåò äàâàòüñÿ òîëüêî òðàíñïîðòíîé ñîñòàâëÿþùåé òîêà:

Ie,Q
S =

∫

S

d2s n̂ · Je,Q =
∫

S

d2s n̂ · Je,Q
tr , (A6)

ïîñêîëüêó
∫

S

d2s n̂ · Je,Q
mag =

∫

S

d2s n̂ · (∇×Me,Q) = 0. (A7)

Ïîýòîìó íàñ èíòåðåñóåò èìåííî òðàíñïîðòíàÿ êîìïîíåíòà òîêà. Äëÿ åå íàõîæäåíèÿ ìû ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ
äëÿ òîêîâ íàìàãíè÷åííîñòè â ïðèñóòñòâèè âîçìóùåíèÿ, ïîñëå ÷åãî âû÷òåì ýòîò âêëàä èç ìèêðîñêîïè÷åñêîãî
òîêà.

2. Òîêè íàìàãíè÷åííîñòè â ïðèñóòñòâèè âîçìóùåíèÿ

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëíûõ òîêîâ Je, JQ ìû ââîäèì ñîîòâåòñòâóþùèå ìèêðîñêîïè÷åñêèå îïåðàòîðû, è ñ ïîìî-
ùüþ ìåòîäà Êóáî ñ÷èòàåì èõ îòêëèê íà âîçìóùåíèå. Âûâîä, à òàêæå âèä ìèêðîñêîïè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ òîêà
ĵe è ĵQ îáñóæäàåòñÿ â Ïðèëîæåíèè B. Çäåñü æå ìû, ïðåäïîëàãàÿ âèä ýòèõ îïåðàòîðîâ çàäàííûì, ðàññìîòðèì
êàê îíè ìåíÿþòñÿ ïðè ïîÿâëåíèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ èëè ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû. Ââèäó ñëîæíîñòåé âîçíè-
êàþùèõ ïðè ïîïûòêå çàïèñàòü âîçìóùåíèå ñîîòâåòñòâóþùåå ãðàäèåíòó òåìïåðàòóðû, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
âìåñòî íåãî ò.í. ¿ãðàâèòàöèîííîå ïîëåÀ, âïåðâûå ââåäåííîå Ëàòòèíæåðîì [31]. Ïóñòü ρ(r) è h(r) îïåðàòîðû
ïëîòíîñòè çàðÿäà è ýíåðãèè:

ρ(r) = e

N∑

i=1

δ(r− ri), h(r) = e

N∑

i=1

{hi, δ(r− ri)}. (A8)

Òîãäà ïîëíûé ãàìèëüòîíèàí, ñ ó÷åòîì ýëåêòðè÷åñêîãî è ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà, ìîæíî çàïèñàòü êàê

HT =
∫

d3rhT (r), (A9)

hT (r) = h(r) + ϕ(r)ρ(r) + ψ(r)h(r). (A10)

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðèñóòñòâèå ïîòåíöèàëîâ ϕ(r) è ψ(r) ìåíÿåò âèä ìèêðîñêîïè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ òîêà. Åñëè je0
è jQ0 � îïåðàòîðû òîêà â îòñóòñòâèè âîçìóùåíèÿ, òî â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî ϕ, ψ ìîæíî ïîëó÷èòü:

je(r) = je0(r)[1 + ψ(r)], (A11)
jQ(r) = jQ0 (r)[1 + 2ψ(r)] + je0(r)ϕ(r). (A12)
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Hz

x

Ey

Ðèñ. 9: Îáðàçåö ïîìåùåííûé â ìàãíèòíîå ïîëå Hz, è âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì òîêè íàìàãíè÷åííîñòè. Ðàçìåð îáðàçöà â
íàïðàâëåíèè îñè x ñ÷èòàåòñÿ áåñêîíå÷íûì, à âäîëü îñåé y è z ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàâíûì Ly è Lz, ñîîòâåòñòâåííî.

Òàê êàê, â ñîñòîÿíèè òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, òîêè Je(r) è JQ(r) ñîâïàäàþò ñ òîêàìè íàìàãíè÷åííîñòè,
ìû ìîæåì çàïèñàòü äëÿ íàìàãíè÷åííîñòåé:

Me = (1 + ψ)Me
0(µ, T ), (A13)

MQ = (1 + 2ψ)MQ
0 (µ, T ) + ϕMe

0(µ, T ), (A14)

ãäå èíäåêñ 0 îáîçíà÷àåò íàìàãíè÷åííîñòè ïðè ϕ = ψ = 0. Òîãäà, äëÿ òîêîâ íàìàãíè÷åííîñòè ìû ïîëó÷àåì

Je
mag = −c

∂Me
0

∂µ
×∇µ− c

∂Me
0

∂T
×∇T − cMe

0 ×∇ψ, (A15)

JQ
mag = −c

∂MQ
0

∂µ
×∇µ− c

∂MQ
0

∂T
×∇T − 2cMQ

0 ×∇ψ − cMe
0 ×∇ϕ. (A16)

3. Ïîïðàâêè ê òåíçîðàì òåðìîýëåêòðè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ

Âîñïîëüçîâàâøèñü ìåòîäîì Êóáî, óñðåäíÿÿ êîððåëÿòîðû ìèêðîñêîïè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ òîêà, ĵe è ĵQ, ìû
ìîæåì ïîëó÷èòü ñâÿçü ìåæäó îòêëèêîì â ïîëíîì òîêå è âîçìóùåíèåì. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî çàïèñàòü

Jeα = T β̃αβ∇βψ, JQα = γ̃αβEβ , (A17)

â ñëó÷àå, êîãäà Eα = 0 èëè ∇αψ = 0, ñîîòâåòñòâåííî, ãäå òåíçîðû β̃αβ è γ̃αβ îïðåäåëÿþòñÿ êîððåëÿòîðàìè
ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ òîêà:

Qαβ(ων) = 〈ĵeα(−ων)ĵQβ(ων)〉 =
1
2

∫
drdr′

∫ β

−β

dτeiωντ 〈Tτ jeα(τ, r)jQβ(0, r′)〉, (A18)

γ̃αβ = T β̃αβ = − lim
ω→0

Im[Qαβ(−iω + 0)]
ω

. (A19)

Ïîñêîëüêó èìåííî òðàíñïîðòíûå òîêè óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå (A1), âû÷èòàÿ èç (A17) âêëàä îò òîêîâ íàìàãíè-
÷åííîñòè (A15)-(A16) ïðè óñëîâèè ∇T = ∇µ = 0, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ òåíçîðîâ β̂ è γ̂:

β̂ = ˆ̃
β +

c

T
ε̂ ·Me

0, γ̂ = ˆ̃γ + c ε̂ ·Me
0, (A20)

êàê ε̂ çäåñü îáîçíà÷åíà òåíçîðíàÿ çàïèñü àíòèñèììåòðè÷íîãî ε-ñèìâîëà ñ òðåìÿ èíäåêñàìè. Çàïèñàâ ýòî â êîì-
ïîíåíòàõ, è, îïóñêàÿ â äàëüíåéøåì èíäåêñ e ó íàìàãíè÷åííîñòè, ìû ïîëó÷èì:

βαβ = β̃αβ +
c

T
εαβγMγ , γαβ = γ̃αβ + c εαβγMγ . (A21)

4. Êà÷åñòâåííîå ðàññìîòðåíèå

Ïîïðîáóåì ïîëó÷èòü ïîïðàâêó (A21) ê òåíçîðó γ̂, ïîëüçóÿñü êà÷åñòâåííûìè ñîîáðàæåíèÿìè, èçëîæåííûìè
â ðàáîòe [28]. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì îäíîðîäíûé îáðàçåö c ãðàíÿìè ïåðïåíäèêóëÿðíûìè îñÿì, â ìàãíèòíîì
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ïîëå, íàïðàâëåííîì âäîëü îñè z (ñì. Ðèñ. 9). Â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè, â ñèëó îäíîðîäíîñòè îáðàçöà, òîêè
íàìàãíè÷åííîñòè â îáúåìå áóäóò îòñóòñòâîâàòü, òàê ÷òî Je,Q = Je,Q

tr . Êðîìå ýòîãî, áóäóò òå÷ü îäèíàêîâûå ïî
âåëè÷èíå è ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûå òîêè ïî ãðàíÿì y = 0, y = Ly. Ýòè òîêè íå èñ÷åçíóò, äàæå åñëè ìû
áóäåì ñ÷èòàòü îáðàçåö áåñêîíå÷íî äëèííûì âäîëü îñè x.

Òåïåðü âêëþ÷èì ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå Ey, íàïðàâëåííîå âäîëü îñè y. Âìåñòî òîãî, ÷òîáû ðàññìàòðèâàòü êàê
èçìåíÿòñÿ òîêè â îáúåìå îáðàçöà, îáðàòèìñÿ ê åãî ãðàíÿì. Ñîãëàñíî óñëîâèþ (A6), òîêè íàìàãíè÷åííîñòè íå
äàþò âêëàä â îáùèé òîê. Òî åñòü òîêè òåêóùèå ïî ãðàíÿì y = 0 è y = Ly êîìïåíñèðóþò âîçíèêàþùèé òîê â
îáúåìå îáðàçöà. Âû÷èñëèì ïîòîê ïîòîê ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé ýíåðãèè, íàïðàâëåííûé âäîëü îñè x, ñîîòâåòñòâó-
þùèé êðàåâûì òîêàì. Äëÿ ïëîòíîñòè ïîâåðõíîñòíîãî ïîòîêà ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé ýíåðãèè ïî ãðàíè y = 0 ìû
èìååì (ñð. ñ ïîñëåäíèì ñëàãàåìûì â óðàâíåíèè (A16)):

wEx(0) = −jex(0)ϕ(0) = −cMzϕ(0), (A22)

ãäå ϕ(0) � çíà÷åíèå ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà íà ãðàíè y = 0. Ñóììàðíûé ïîòîê ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé
ýíåðãèè ïî ãðàíÿì y = 0 è y = Ly ðàâåí:

Lz[wEx(Ly) + wEx(0)] = cMzLz[ϕ(Ly)− ϕ(0)] = cMzLzLy
dϕ

dy
= −cMzEyLzLy. (A23)

Ýòîìó ïîòîêó ñîîòâåòñòâóåò äîáàâêà ê ïëîòíîñòè ìàêðîñêîïè÷åñêîãî ïîòîêà ýíåðãèè â îáúåìå îáðàçöà

∆JQx = cMzEy. (A24)

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå (A17), íàéäåì

γxy = γ̃xy + cMz. (A25)

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ àíàëîãè÷íûì ìåòîäîì â ðàáîòå [28], ïîïðàâêà ê òåíçîðó ˆ̃
β îòëè÷àåòñÿ îò

óð. (A21). Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî òåíçîð ˆ̃
β îïðåäåëåí â [28] êàê îòêëèê íà ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû, è, â ñèëó

îòñóòñòâèÿ ñîîòíîøåíèé Ýéíøòåéíà äëÿ ïîëíûõ òîêîâ, íå ñîâïàäàåò ñ òåíçîðîì ˆ̃
β âû÷èñëÿåìûì êàê îòêëèê

íà ∇ψ ÷åðåç äèàãðàììíóþ òåõíèêó.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ B: ÌÈÊÐÎÑÊÎÏÈ×ÅÑÊÈÉ ÎÏÅÐÀÒÎÐ ÒÅÏËÎÂÎÃÎ ÒÎÊÀ

Çäåñü ìû îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà ôîðìå ìèêðîñêîïè÷åñêîãî îïåðàòîðà òåïëîâîãî òîêà. Îïåðàòîð òåïëîâîãî
òîêà ìîæåò áûòü ïîëó÷åí êàê èç óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè, òàê è èç óñëîâèÿ èíâàðèàíòíîñòè ïî îòíîøåíèþ ê
ïðîèçâîëüíîé (çàâèñÿùåé îò ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò) ðåïàðàìåòðèçàöèè âðåìåíè [33]. Ìû âîñïîëüçóåìñÿ
ïåðâûì ñïîñîáîì. Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè ñâÿçûâàåò ïðîèçâîäíóþ îò ïëîòíîñòè ýíåðãèè ñ òåïëîâûì òîêîì:

ḣ(r) +∇ · jQ(r) = 0. (B1)

Ïëîòíîñòü Ãàìèëüòîíèàíà â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè çàïèñûâàåòñÿ êàê

h =
∑

p

εpψ
+
αpψαp +

∑

j,p,p′
Uimpe

i(p−p′)Rj ψ+
αp′ψαp +

1
2

∑

p,p′,q

V (q)ψ+
αp+qψ

+
βp′−qψβp′ψαp, (B2)

ãäå εp = p2/(2m), ïîòåíöèàë ïðèìåñåé Uj(p′ − p) = Uimp ïðåäïîëàãàåòñÿ íå çàâèñÿùèì îò èìïóëüñà, V (q) �
âçàèìîäåéñòâèå â êóïåðîâñêîì êàíàëå. Ïðîèçâîäíóþ îò ïëîòíîñòè ýíåðãèè ìû íàõîäèì, êîììóòèðóÿ ôóðüå-
îáðàç îò ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ãàìèëüòîíèàíà h(k) ñ (B2), ïîñëå ÷åãî èç óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè ïîëó÷àåì:

ik · jQ(k) = −ḣ(k) = i[h(k), h]. (B3)

Âû÷èñëÿÿ êîììóòàòîð, äëÿ òåïëîâîãî òîêà ìû ïîëó÷àåì [34]:

jQ =
∑

p

εp
p
m

ψ+
αpψαp +

∑

j,p,p′
Uimpe

i(p−p′)Rj
p + p′

2m
ψ+

αp′ψαp +
∑

p,p′,q

p + p′

2m
V (q)ψ+

αp+qψ
+
βp′−qψβp′ψαp . (B4)

Âèäíî, ÷òî, â îòëè÷èå îò îïåðàòîðà ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà, îïåðàòîð òåïëîâîãî òîêà ñîäåðæèò íåñêîëüêî ðàçíûõ
âêëàäîâ. Â ÷àñòíîñòè, íàëè÷èå âçàèìîäåéñòâèÿ ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ âåðøèíû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Òàêèì
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+ + +

Ðèñ. 10: Âñå äèàãðàììû, êîòîðûå íàäî ó÷èòûâàòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ òåïëîâîé âåðøèíû B(Q), ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîëíîé
ôîðìû îïåðàòîðà òåïëîâîãî òîêà. Òî÷êà îáîçíà÷àåò îïåðàòîð ñêîðîñòè, òî÷êà â êðóæêå � îïåðàòîð ñêîðîñòè óìíîæåí-
íûé íà εp.

îáðàçîì, â îáùåì ñëó÷àå, íàëè÷èå âçàèìîäåéñòâèÿ ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó óñëîæíåíèþ ôîðìû îïåðàòîðà
òåïëîâîãî òîêà.
Îäíàêî, â ñëó÷àå êîðîòêîäåéñòâóþùåãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ôîðìà îïåðàòîðà òåïëîâîãî òîêà (B4) îêàçûâàåòñÿ

âïîëíå ýêâèâàëåíòíîé ò.í. ε-ïðåäñòàâëåíèþ òåïëîâîé âåðøèíû, êîòîðîå èñïîëüçóåò ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè:

jQ =
i

2

∑
p

p
m

(ψ+
αpψ̇αp − ψ̇+

αpψαp). (B5)

Äàííûé âîïðîñ îáñóæäàëñÿ â ðàáîòàõ [33, 35, 36] â îáùåì ñëó÷àå. Êðîìå òîãî, â ðàáîòå Ðåéçåðà è Ñåðãååâà [19]
áûë âû÷èñëåí òåïëîâîé áëîê B(Q) (ñì. Ðàçäåë IVA2) ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàòîðà òåïëîâîãî òîêà â âèäå (B4).
Ó÷åò ïåðâûõ ÷åòûðåõ äèàãðàìì, èçîáðàæåííûõ íà Ðèñ. 10, â ãëàâíîì ïîðÿäêå ïî Tτ ïðèâîäèò ê òåì æå ðåçóëü-
òàòàì, ÷òî è âû÷èñëåíèå ñ ε-ïðåäñòàâëåíèåì òåïëîâîé âåðøèíû (B5). Äâå îñòàâøèåñÿ äèàãðàììû èç Ðèñ. 10
îêàçûâàþòñÿ ìàëû ïî îáðàòíîìó êîíäàêòàíñó. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â âûðàæåíèè (B4) ñîäåðæèò
ïîëóñóììó èìïóëüñîâ p è p′, êîòîðàÿ îêàçûâàåòñÿ ðàâíà èìïóëüñó âòåêàþùåìó ÷åðåç ïðîïàãàòîð ñâåðõïðîâî-
äÿùèõ ôëóêòóàöèé. Òàêèì îáðàçîì, íàì íå íàäî áóäåò ðàñêëàäûâàòüñÿ ïî âíóòðåííåìó èìïóëüñó áåãóùåìó â
ïîëÿðèçàöèîííîé ïåòëå, è ñëåäîâàòåëüíî, ìû íå çàðàáîòàåì ¿ëèøíåãîÀ ìíîæèòåëÿ v2

F τ . Ñ ó÷åòîì ìíîæèòåëÿ
ν−1, êîòîðûé ñîäåðæèòñÿ â V (q), ìû ïîëó÷àåì ìàëîñòü ïî νD, ò.å. ïî êîíäàêòàíñó.

Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ è â îáùåì ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèå ε-ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ òåïëîâîé âåðøèíû íå ýêâèâà-
ëåíòíî ïîëíîìó âûðàæåíèþ äëÿ îïåðàòîðà òåïëîâîãî òîêà, â ñëó÷àå ñâåðõïðîâîäÿùèõ ôëóêòóàöèé îáå ôîðìû
îïåðàòîðà òåïëîâîãî òîêà îêàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ C: ÝÔÔÅÊÒ ÍÅÐÍÑÒÀ Â ÍÎÐÌÀËÜÍÎÌ ÌÅÒÀËËÅ

Â äàííîì ïðèëîæåíèè ìû ïðîâåäåì äåòàëüíîå âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòà Íåðíñòà â íîðìàëüíîì ìåòàëëå.
Â îòëè÷èè îò âêëàäà ñâåðõïðîâîäÿùèõ ôëóêòóàöèé, íàì íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü îáå êîìïîíåíòû òåíçîðà β,
βxy è βxx. Ïîñëå ÷åãî, âîñïîëüçîâàâøèñü èçâåñòíûìè çíà÷åíèÿìè ïðîâîäèìîñòè, σxx è σxy ìû âîñïðîèçâåäåì
ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â ðàáîòå [1].

Ìû âû÷èñëÿåì êîððåëÿòîð òåïëîâîãî è ýëåêòðè÷åñêîãî òîêîâ, Qαβ(ων), êîòîðûé, ñîãëàñíî (A19), äàåò íàì
òåíçîð βαβ . Äàííûé êîððåëÿòîð îïðåäåëÿåòñÿ îäíîé äèàãðàììîé, ÿâëÿþùåéñÿ ïåòëåé èç ýëåêòðîííûõ ôóíêöèé
Ãðèíà. Â âåðøèíàõ ñòîÿò îïåðàòîðû ýëåêòðè÷åñêîãî è òåïëîâîãî òîêà (22), ñîîòâåòñòâåííî.

1. Íåäèàãîíàëüíàÿ êîìïîíåíòà òåíçîðà β

Ñíà÷àëà ìû ðàññìîòðèì âêëàä â íåäèàãîíàëüíóþ êîìïîíåíòó òåíçîðà β, îïðåäåëÿþùèéñÿ Qxy(ων). Ìû íà÷è-
íàåì ðàññìîòðåíèå äëÿ ñëó÷àÿ òðåõ èçìåðåíèé, èìåÿ ââèäó â äàëüíåéøåì ïîëó÷åíèå ôîðìóëû, êîòîðàÿ âåðíà
è äëÿ äâóõ èçìåðåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå, êðîìå ñóììû ïî óðîâíÿì Ëàíäàó ìû èìååì äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë
ïî èìïóëüñó, è ìîæåì çàïèñàòü:

Qxy(ων) = 2ν̃HT

∫
dp

2π

∑
εk

∑
mn

[
i(εk + ων/2)v̂y

nm

][
− ev̂x

mn

]
G(εk,m, p)G(εk+ν , n, p), (C1)

ãäå ìíîæèòåëü 2 âîçíèêàåò èç-çà ó÷åòà ñïèíà, ïåðâàÿ ñêîáêà ïîä ñóììîé ñîîòâåòñòâóåò òåïëîâîìó òîêó, à âòîðàÿ
� ýëåêòðè÷åñêîìó. Ýëåêòðîííàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà îïðåäåëåíà êàê

G(ε, n, p) =
1

iε− ωc(n + 1/2)− p2/2m + µ + i sign(ε)/2τ(iε)
, (C2)
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ν̃H = eH/2πc � ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé íà óðîâíå Ëàíäàó (ïîä÷åðêíåì, ÷òî ýëåìåíòàðíûé çàðÿä òóò ðàâåí e, à
íå 2e êàê ýòî áûëî ñâåðõïðîâîäÿùåì ñëó÷àå), è ωc = eH/mc � öèêëîòðîííàÿ ÷àñòîòà. Èñïîëüçóÿ ìàòðè÷íûå
ýëåìåíòû äëÿ q̂ = mv̂ èç óðàâíåíèÿ (52) ñ çàìåíîé 2e → e ìû ïîëó÷àåì:

Qxy(ων) =
eωcν̃H

m
T

∑
εk

(εk+ων/2)
∫

dp

2π

∑
n

(n+1) [G(εk, n + 1, p)G(εk+ν , n, p)−G(εk, n, p)G(εk+ν , n + 1, p)] . (C3)

Îòêóäà, ââîäÿ îáîçíà÷åíèå ωc(n + 1/2) + p2/2m = µ + ξ, ëåãêî ïîëó÷èòü

Qxy(ων) =
eν̃H

m
T

∑
εk

(εk + ων/2)
∫

dp

2π

∑
n

[(µ + ξ)xy + ωc/2] [Gk(ξ + ωc)Gk+ν(ξ)−Gk(ξ)Gk+ν(ξ + ωc)] , (C4)

ãäå (µ + ξ)xy = ωc(n + 1/2). Òàê êàê ìû çàèíòåðåñîâàíû â ñëó÷àå ñëàáîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ìû ìîæåì ðàç-
ëîæèòüñÿ ïî öèêëîòðîííîé ÷àñòîòå ωc, è îñòàâèòü òîëüêî ãëàâíîå ñëàãàåìîå, ëèíåéíîå ïî H. Ïîñëå ýòîãî, ìû
ïîëó÷àåì

Qxy(ων) =
eωc

m
T

∑
εk

(εk + ων/2)
∫

dξ ν(ξ)(µ + ξ)〈n2
x + n2

y〉
[
G2

kGk+ν −GkG2
k+ν

]

=
2eωc

dm
T

∑
εk

(εk + ων/2)
∫

dξ ν(ξ)(µ + ξ)
[
G2

kGk+ν −GkG2
k+ν

]
. (C5)

Çäåñü âñå ôóíêöèè Ãðèíà çàâèñÿò îò ξ, à êàê d îáîçíà÷åíà ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî, åñëè
íå ó÷èòûâàòü äîïîëíèòåëüíîãî èìïóëüñà p, ìû âîñïðîèçâåäåì îòâåò (C5) c d = 2, è, òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííîå
âûðàæåíèå ïðèìåíèìî äëÿ ëþáîé ðàçìåðíîñòè.

Ñëåäóþùèì øàãîì ìû âûïîëíÿåì àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå

Qxy(−iω) =
2eωc

dm

∫
dξ ν(ξ)(µ + ξ)

×
∫

dz

4π

(
tanh

z + ω

2T
− tanh

z

2T

)
(z + ω/2)

[
(GR(z + ω))2GA(z)−GR(z + ω)(GA(z))2

]
, (C6)

îïóñêàÿ ïðè ýòîì ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå ïðîèçâåäåíèå äâóõ çàïàçäûâàþùèõ èëè äâóõ îïåðåæàþùèõ ôóíêöèé
Ãðèíà, ïîñêîëüêó îíè èñ÷åçàþò ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ξ. Ðàçëîæåíèå ïî ω òåïåðü ïðîèçâîäèòñÿ ýëåìåíòàðíî:

lim
ω→0

Qxy(−iω)
ω

=
2eωc

dm

∫
dξ ν(ξ)(µ + ξ)

∫
dz

8πT

z

cosh2(z/2T )

[
(GR(z))2GA(z)−GR(z)(GA(z))2

]
(C7)

Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàëû ïî ξ ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ GRGA(GR −GA) = iτ(GR −GA)2, ìû ïîëó÷àåì:

lim
ω→0

Qxy(−iω)
ω

=
−2ieωc

dm

∫
dε

2T

εν(ε)(µ + ε)τ2(ε)
cosh2(ε/2T )

=

=
−2ieωc

dm

∂(νµτ2)
∂µ

∫
dε

2T

ε2

cosh2(ε/2T )
=
−4π2ieωcT

2

3dm

∂(νµτ2)
∂µ

. (C8)

È, íàêîíåö, ìû ïîëó÷àåì îòâåò äëÿ βxy:

βxy =
4π2eωcT

3dm

∂(νµτ2)
∂µ

, (C9)

ñîâïàäàþùèé ñ âûðàæåíèåì ïîëó÷åííûì Çîíäõàéìåðîì [1].

2. Òåðìîýäñ

Ïåðåõîäÿ òåïåðü â âû÷èñëåíèþ òåðìîýäñ, îïðåäåëÿþùåéñÿ βxx, ìû çàïèñûâàåì äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî êîð-
ðåëÿòîðà â òðåõìåðèè:

Qxx(ων) =
−ieωcν̃H

m
T

∑
εk

(εk + ων/2)
∫

dp

2π

∑
n

(n + 1) [G(εk, n + 1, p)G(εk+ν , n, p) + G(εk, n, p)G(εk+ν , n + 1, p)]

(C10)
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Ïîëàãàÿ ìàãíèòíîå ïîëå ðàâíûì íóëþ, ìû ïîëó÷àåì:

Qxx(ων) =
−ie

m
T

∑
εk

(εk + ων/2)
∫

dξ ν(ξ)(µ + ξ)〈n2
x + n2

y〉 [2GkGk+ν ]

=
−2ie

dm
T

∑
εk

(εk + ων/2)
∫

dξ ν(ξ)(µ + ξ) [2GkGk+ν ] . (C11)

Äàëåå, âûïîëíÿÿ òå æå ïðåîáðàçîâàíèÿ ÷òî è â ñëó÷àå âû÷èñëåíèÿ βxy, ìû ïîëó÷àåì

Qxx(−iω) =
−2ie

dm

∫
dξ ν(ξ)(µ + ξ)

∫
dε

4π

(
tanh

ε + ω

2T
− tanh

ε

2T

)
(ε + ω/2)

[
2GR(ε + ω)GA(ε)

]
. (C12)

×òî, ïîñëå ðàçëîæåíèÿ ïî ω äàåò:

lim
ω→0

Qxx(−iω)
ω

=
−2ie

dm

∫
dξ ν(ξ)(µ + ξ)

∫
dε

8πT

ε

cosh2(ε/2T )

[
2GR(ε)GA(ε)

]
, (C13)

è ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó îòâåòó

βxx =
4π2eT

3dm

∂(νµτ)
∂µ

. (C14)

3. Êîýôôèöèåíò Íåðíñòà

Ñîáèðàÿ ïîëó÷åííûå îòâåòû (C9) è (C14), è ïîäñòàâëÿÿ èõ â ñîîòíîøåíèå (15), äëÿ êîýôôèöèåíòà Íåðíñòà
ìû ïîëó÷àåì:

νN =
1
H

βxyσxx − βxxσxy

(σxx)2 + (σxy)2
=

4π2eωcT

3dmσH

(
∂(νµτ2)

∂µ
− τ

∂(νµτ)
∂µ

)
=

4π2e2T

3dm2cσ
νµτ

∂τ

∂µ
. (C15)

Çäåñü ìû ïðåíåáðåãëè σxy â çíàìåíàòåëå, à â ÷èñëèòåëå èñïîëüçîâàëè σxy = (ωcτ)σxx. Ïîäñòàâëÿÿ â ïîëó÷åííîå
âûðàæåíèå σ = σxx = 2e2νD, ìû âîñïðîèçâîäèì ðåçóëüòàò Çîíäõàéìåðà [1]:

νN =
π2

3
T

mc

∂τ

∂µ
, (C16)

êîòîðûé îêàçûâàåòñÿ âåðíûì êàê â äâóõìåðíîì, òàê è â òðåõìåðíîì ñëó÷àÿõ.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ D: ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÄÈÃÀÌÌÀ-ÔÓÍÊÖÈÉ È ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÑÓÌÌ

Äèãàììà-ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé ãàììà-ôóíêöèè Ýéëåðà è îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ψ(z) ≡ d

dz
Γ(z) = lim

nc→∞

{
ln nc −

nc−1∑
n=0

1
n + z

}
. (D1)

Åå ïðîèçâîäíûå âûðàæàþòñÿ óæå ñõîäÿùèìèñÿ ðÿäàìè,

ψ(N)(z) = (−)N+1N !
∞∑

n=0

1
(n + z)N+1

, (D2)

è ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû ÷åðåç äçåòà-ôóíêöèè Ãóðâèöà ñ öåëî÷èñëåííûì ïåðâûì àðãóìåíòîì:

ψ(N)(z) = (−)N+1N !ζ(N + 1, z). (D3)

Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ çíà÷åíèÿ äèãàììà-ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå z = 1/2 ÷åðåç
îáû÷íóþ äçåòà-ôóíêöèþ:

ψ′(1/2) = 3ζ(2) =
π2

2
, (D4)

ψ′′(1/2) = −14ζ(3). (D5)
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Êðîìå îïðåäåëåíèÿ, íàìè áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ òàêæå ñëåäóþùèå ôóíêöèîíàëüíûå è àñèìïòîòè÷åñêèå ñîîò-
íîøåíèÿ:

ψ(1/2) = − ln(4γE) = −2 ln 2− CEuler, (D6)

ãäå γE = eCEuler = 1.78..,

ψ(1 + z)− ψ(z) =
1
z
, (D7)

ψ(1/2 + iz)− ψ(1/2− iz) = πi tanh πz. (D8)

Äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà |z| À 1,

ψ(z) ≈ ln z − 1
2z
− 1

12z2
, (D9)

ψ(1/2 + z) ≈ ln z +
1

24z2
. (D10)

Âñå ñóììû ïî ìàöóáàðîâñêèì ÷àñòîòàì èëè óðîâíÿì Ëàíäàó âû÷èñëÿþòñÿ ðàçëîæåíèåì ñóììèðóåìîé äðîáè
íà ïðîñòåéøèå è èñïîëüçîâàíèÿ îïðåäåëåíèÿ äèãàììà-ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ (D1) è (D2).
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