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I. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â ýòîé ðàáîòå ìû èçó÷àåì âîïðîñ î ïîòîêå òåïëà ìåæäó ýëåêòðîííîé è ôîíîííîé ñèñòåìàìè â ãðÿçíîì
ìåòàëëå. Âî ìíîãèõ ýêñïåðèìåíòàõ îá îõëàæäåíèè ïåðåãðåòîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà íàáëþäàåòñÿ ñóùåñòâåííîå
ðàñõîæäåíèå ðåçóëüòàòîâ ñ òåîðèåé. À èìåííî, íåñìîòðÿ íà ðåàëèçàöèþ îäíîé è òîé æå òåìïåðàòóðíîé
çàâèñèìîñòè äëÿ ïîòîêà òåïëà, J ∼ T 6 íàïðèìåð, êîíñòàíòà ïðîïîðöèîíàëüíîñòè íà 1-2 ïîðÿäêà áîëüøå1,2,
÷åì ìîæíî áûëî áû îæèäàòü3�5. Çäåñü ìû îáñóäèì ñöåíàðèè, ïî êîòîðûì ìîæåò âîçíèêàòü òàêàÿ ñèòóàöèÿ.
Ïîä÷åðêíåì, ÷òî âñå íàïèñàííîå íèæå êàñàåòñÿ ëèøü ãðÿçíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ql ≪ 1, ãäå q åñòü èìïóëüñ ôîíîíà,
à l � äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ýëåêòðîíîâ.

II. ÊÈÍÅÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÄËß ÔÎÍÎÍÎÂ

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î òåïëîïåðåäà÷å ìåæäó ýëåêòðîííîé è ôîíîííîé ïîäñèñòåìàìè îáû÷íî èñïîëüçóþò
êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ýëåêòðîíîâ:

2πνV ∂tfE(t) = Tr
[
∆ΣGK − ΣK∆G

]
, (1)

ãäå V åñòü îáúåì ñèñòåìû, fE � ýëåêòðîííàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ∆G = GR−GA, GK åñòü ýëåêòðîííàÿÿ
ôóíêöèÿ Ãðèíà, à Σ � ñîîòâåòñòâåííî ñîáñòâåííîýíåðãåòè÷åñêàÿ ÷àñòü. Îñîáåííîñòüþ òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ
òî, ÷òî â ñîáñòâåííîýíåðãåòè÷åñêóþ ÷àñòü ýëåêòðîíîâ âõîäÿò êàê ýëåêòðîííûå òàê è ôîíîííûå ôóíêöèè Ãðèíà
(ñ ðàçëè÷íûìè òåìïåðàòóðàìè):

Ðèñ. 1: Ïðèìåðû âêëàäîâ â ýëåêòðîííóþ ñîáñòâåííîýíåðãåòè÷åñêóþ ÷àñòü. Íà ýòîì ðèñóíêå ÷åðíàÿ ëèíèÿ � ýëåêòðîííûé
ïðîïàãàòîð, êðàñíàÿ � ôîíîííûé, à ýëåêòðîí-ýëåêòðîííîìó âçàèìîäåéñòâèþ îòâå÷àåò ñèíÿÿ âîëíèñòàÿ ëèíèÿ.

ãäå èçîáðàæåíà òàêæå îäíà èç äèàãðàìì, ê êîòîðîé ïðèâîäèò ó÷åò ýëåêòðîí-ýëåêòðîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.
Ýòî äåëàåò âû÷èñëåíèÿ äîñòàòî÷íî íåóäîáíûìè, â òîì ÷èñëå ïðèíöèïèàëüíî çàñòàâëÿÿ íàñ èñïîëüçîâàòü
Êåëäûøåâñêóþ òåõíèêó. Òåì íå ìåíåå, äëÿ êâàçèðàâíîâåñíîãî ñëó÷àÿ â êîòîðîì èìåþòñÿ õîðîøî îïðåäåëåííûå
òåìïåðàòóðû ïîäñèñòåì Te è Tph, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ðàâíîâåñíûõ âåëè÷èí,
êîòîðûå, ïðè æåëàíèè, ìîæíî âû÷èñëÿòü è â Ìàöóáàðîâñêîé òåõíèêå, êàê ìû óâèäèì ýòî íèæå.
Èñõîäíûå ïðåäïîëîæåíèÿ íàøåé ìîäåëè ñîñòîÿò â òîì, ÷òî åñòü ñèëüíîå ýëåêòðîí-ýëåêòðîííîå

âçàèìîäåéñòâèå è ñèëüíàÿ ñâÿçü ôîíîíîâ ñ òåðìîñòàòîì. Ýòè óñëîâèÿ íåîáõîäèìû äëÿ òîãî, ÷òîáû èìåòü
îãîâîðåííûå õîðîøî îïðåäåëåííûå òåìïåðàòóðû ïîäñèñòåì. Òåïåðü æå ïîñòàâèì âîïðîñ � êàê èìåííî ïîëó÷èòü
óðàâíåíèå íà ïîòîê òåïëà â ìàêñèìàëüíî óäîáíîì âèäå? Îòâåò ìîæåò ïîäñêàçàòü èìåííî òîò ôàêò, ÷òî
âî âñåõ äèàãðàììàõ ó íàñ èìååòñÿ ëèøü îäíà ïåòëÿ ïî ôîíîííûì ïåðåìåííûì. Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè ìû
ðàññìîòðèì êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ôîíîíîâ, òî ìîæíî îæèäàòü, ÷òî îíî áóäåò óñòðîåíî óäîáíåå, ÷åì
ýëåêòðîííîå. Ïîýòîìó äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàìêíóòóþ ñèñòåìó (ýëåêòðîíû+ôîíîíû), îñòàâëÿÿ
âîïðîñ î ïîääåðæàíèè òåìïåðàòóðû ôîíîííîé ïîäñèñòåìû â ñòîðîíå. Â ýòîé ñèñòåìå áóäåò äåéñòâîâàòü çàêîí
ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

d

dt
Etotal =

d

dt
Ee +

d

dt
Eph (2)

è ôàêòè÷åñêè, ðåøàÿ êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ýëåêòðîíîâ, ìû ðåøàåì çàäà÷ó îá îõëàæäåíèè
ýëåêòðîííîãî ãàçà, âû÷èñëÿÿ (d/dt)Ee. Íî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðîöåññ è ñ äðóãîé ñòîðîíû, âû÷èñëÿÿ íàãðåâ
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ôîíîííîãî ãàçà, äëÿ ÷åãî ìû è ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ âòîðîé ïîäñèñòåìû, ôîíîíîâ.
Â áåçïåòëåâîì ïî íèì ïðèáëèæåíèè îêàæåòñÿ, ÷òî ôîíîííàÿ ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêàÿ ÷àñòü ñîäåðæèò
ôóíêöèè Ãðèíà ëèøü ýëåêòðîííîé ñèñòåìû, òàê, ÷òî â èòîãå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå áóäåò ñôîðìóëèðîâàíî íà
ÿçûêå êâàçèðàâíîâåñíûõ âåëè÷èí. Ýòîò ôàêò, â ÷àñòíîñòè, çàìåòíî îáëåã÷èò âû÷èñëåíèå ïåòëåâûõ ïîïðàâîê
ïî ýëåêòðîííîìó âçàèìîäåéñòâèþ.
Íà ýòîì ýòàïå ìû ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ïîëó÷èì êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ôîíîíîâ è ïðåîáðàçóåì åãî ê

óäîáíîìó ïðè èçó÷åíèè ïîòîêà òåïëà âèäó. Çäåñü ìû èñïîëüçóåì Êåëäûøåâñêóþ òåõíèêó è ñòàðòóåì ñ óðàâíåíèÿ
Äàéñîíà:

(
0 D−1

0 − ΣA

D−1
0 − ΣR −ΣK

)
◦
(
DK DR

DA 0

)
= 1, (3)

ãäå "◦"îáîçíà÷àåò ñâåðòêó äâóõ ìàòðèö ïî êîîðäèíàòàì è âðåìåíè.D0 - çàòðàâî÷íàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà ôîíîíîâ,
D - òî÷íàÿ, à Σ åñòü ñîáñòâåííîýíåðãåòè÷åñêàÿ ÷àñòü. Èñïîëüçóÿ ýòî óðàâíåíèå ïåðåõîäèì, êàê îáû÷íî, ê
óðàâíåíèþ íà ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ:

[
F,D−1

0

]
− = ΣK −

(
ΣR ◦ F − F ◦ ΣA

)
. (4)

Ïîñêîëüêó ìû õîòèì âû÷èñëèòü ïîëíûé ïîòîê òåïëà îò îäíîé ñèñòåìû ê äðóãîé, íàì íåò
íåîáõîäèìîñòè ðàññìàòðèâàòü êîîðäèíàòíóþ çàâèñèìîñòü â êèíåòè÷åñêîì óðàâíåíèè. ×òîáû îò íåå èçáàâèòüñÿ,
ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå ïî âñåìó îáúåìó ñèñòåìû (â ïðîöåññå ýòîãî äåéñòâèÿ îò êîììóòàòîðà â ëåâîé ÷àñòè
îñòàåòñÿ òîëüêî ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè):

∫
dr (iρmω∂tF ) =

∫
dr
(
ΣK −

(
ΣR ◦ F − F ◦ ΣA

))
(5)

Ïîíÿòü, ïî÷åìó êîììóòàöèÿ ñ D−1
0 äàåò iρmω∂t è íå ñâåëàñü ïðîñòî ê äèôôåðåíöèðîâàíèþ ïî âðåìåíè,

ìîæíî èç âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà, êîòîðîå ìû ïðèâåäåì íèæå (12). Óðàâíåíèå (5) íà ñàìîì äåëå
åùå îáëàäàåò ìàòðè÷íîé ñòðóêòóðîé: ïîêà ÷òî ìû èçáàâèëèñü îò íåå ëèøü â Êåëäûøåâñêîì ïðîñòðàíñòâå.
Îñòàâøååñÿ ïðîñòðàíñòâî îòâå÷àåò êëàññèôèêàöèè ïðîäîëüíûå-ïîïåðå÷íûå ôîíîíû è ôîðìàëüíî âîçíèêàåò
èç-çà òîãî, ÷òî ôîíîííàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà åñòü êîððåëÿòîð äâóõ âåêòîðíûõ ñìåùåíèé âçÿòûõ â ðàçëè÷íûõ
òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà è ðàçëè÷íûå ìîìåíòû ìîìåíòû âðåìåíè:

(D)αβ(r, r
′) =< uα(r)uβ(r

′) > (6)

è, ñîîòâåòñòâåííî, ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíîé âåëè÷èíîé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîèçâåñòè ðàçäåëåíèå íà ïðîäîëüíûå è
ïîïåðå÷íûå ôîíîíû íåîáõîäèìî ñïðîåêòèðîâàòü óðàâíåíèå íà ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäïðîñòðàíñòâà, ïðîäîëüíîå
è ïîïåðå÷íîå. Ýòó öåëü âûïîëíÿþò ïðîåêòîðû

ηlαβ =
qαqβ
q2

, ηtrαβ = δαβ − qαqβ
q2

. (7)

V · i∂tfph(ω) = V ·
∫
(dq)

1

ρmω

[
ΣK

αβ (ω,q)− fph(ω)∆Σαβ (ω,q)
]
η
tr(l)
βα , (8)

ãäå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ïîïåðå÷íûõ èëè ïðîäîëüíûõ ôîíîíîâ, â çàâèñèìîñòè îò òîãî,
êàêîé ïðîåêòîð ìû âçÿëè. Êàê ìû óæå ãîâîðèëè, ìû íå áóäåì ó÷èòûâàòü ïåòëåâûõ ïîïðàâîê ïî ýëåêòðîí-
ôîíîííîìó âçàèìîäåéñòâèþ. Ãîâîðÿ ïðîùå, ñîáñòâåííîýíåðãåòè÷åñêàÿ ÷àñòü ôîíîíîâ íå áóäåò ñîäåðæàòü
ôîíîííûõ ïðîïàãàòîðîâ, ñîñòîÿ èç ýëåêòðîííûõ ôóíêöèé Ãðèíà (è, âîçìîæíî, ýëåêòðîí-ýëåêòðîííîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ), è â ýòîì ñëó÷àå îêàæåòñÿ êâàçèðàâíîâåñíîé è îáëàäàþùåé ýëåêòðîííîé òåìïåðàòóðîé Tel.
Ñëåäîâàòåëüíî:

ΣK
αβ (ω,q, Tel) = fph(ω, Tel)

[
ΣR (ω,q, Tel)− ΣA (ω,q, Tel)

]
αβ
, (9)
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ïðè÷åì äëÿ ÿñíîñòè ìû òåïåðü ÷àñòî áóäåì óòî÷íÿòü, íà êàêîé òåìïåðàòóðå áåðåòñÿ òîé èëè èíîé ýëåìåíò:

∂tfph(ω) = −i
∫
(dq) [fph(ω, Tel)− fph(ω, Tph)] ·

[
1

ρmω
ΣR (ω,q, Tel)− ΣA (ω,q, Tel)

]
αβ

η
tr(l)
βα . (10)

∂tfph(ω) = 2 [fph(ω, Tel)− fph(ω, Tph)]

[
1

ρmω
ImΣR (ω,q, Tel)αβ η

tr(l)
βα

]
q=ω/s

. (11)

Âî-ïåðâûõ, ìû âîñïîëüçîâàëèñü çäåñü òåì, ÷òî ôîíîíû ÿâëÿþòñÿ õîðîøî îïðåäåëåííûìè êâàçè÷àñòèöàìè ñ
çàêîíîì äèñïåðñèè ω = sq. Âî âòîðûõ, çàäà÷à î òåïëîïåðåäà÷å ìåæäó ýëåêòðîííîé è ôîíîííîé ïîäñèñòåìàìè
ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ìíèìîé ÷àñòè ôîíîííîé Σ. Íî ÷òî ýòî çà âåëè÷èíà? Ýòî íå ÷òî èíîå, êàê âðåìÿ æèçíè
ôîíîíîâ!
×òîáû ïðèâåñòè äëÿ íåãî ÿâíîå âûðàæåíèå, ïðèâåäåì ñïåðâà ãîëóþ ôóíêöèþ Ãðèíà ôîíîíîâ:

(DR
0 )αβ(ω,q) =

1

ρm

ηαβ
−(ω + i0)2 + s2q2

, (12)

íåîáõîäèìî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî äëÿ ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ ôîíîíîâ ñêîðîñòè çâóêà s ðàçëè÷íû, òàê ÷òî
äðîáü 1/(−ω2 + s2q2), ñîäåðæàùàÿ åå â óðàâíåíèè âûøå, íà ñàìîì äåëå íå ñêàëÿð à äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà
â áàçèñå ïðîäîëüíûå-ïîïåðå÷íûå ôîíîíû. Îá ýòîì íåñóùåñòâåííîì ðàçäåëåíèè íà ïðîäîëüíûå è ïîïåðå÷íûå
ôîíîíû ìû çäåñü çàáóäåì, îïóñêàÿ ìàòðè÷íûå èíäåêñû. Íàêîíåö, ðàññìàòðèâàÿ âëèÿíèå âçàèìîäåéñòâèÿ, ìû
ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ìíèìîé ÷àñòè ImΣ:

DR(ω,q) =
1

ρm [−(ω + i0)2 + s2q2]− ImΣ(ω, q)
, (13)

îòêóäà ìû ìîæåì âèäåòü, ÷òî èçíà÷àëüíî ïîëþñ íàõîäèòñÿ ïðè ω = sq − i0, à ïðè âêëþ÷åíèè íå ñëèøêîì
ñèëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïðèîáðåòàåò ìíèìóþ ÷àñòü ω = sq − i(1/2ρmsq) ImΣ(sq, q). Ñëàáîñòü âçàèìîäåéñòâèÿ
ïîäðàçóìåâàåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ìàëîñòè ìíèìîé ÷àñòè ïîëþñà ïî ñðàâíåíèþ ñ åãî äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ,
ïîëüçóÿñü ÷åì ìû è ñäåëàëè ðàçëîæåíèå ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó è ïðèøëè ê âûðàæåíèþ äëÿ îáðàòíîãî âðåìåíè
æèçíè ôîíîíîâ, õàðàêòåðèçóþùåãî òàêæå ïîãëîùåíèå óëüòðàçâóêà:

1

τph
=

1

ρmsq
[ImΣ(ω, q)]ω=sq . (14)

Êàê ñëåäóåò èç ñêàçàííîãî ðàíåå, â ýòîì âûðàæåíèè Σ ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñâåðíóòûì ñ ñîîòâåòñòâóþùèì
ïðîåêòîðîì ηtr(l).
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III. ÃÀÌÈËÜÒÎÍÈÀÍ ÑÈÑÒÅÌÛ

Â îòñóòñòâèå äåôîðìàöèè ðåøåòêè ôîíîíàìè ýëåêòðîííûé ãàìèëüòîíèàí èìååò îáû÷íûé âèä:

H0 =

∫
(dr)ψ(r) ([ε(p)− εF ] + U(r))ψ(r), (15)

ãäå ÷ëåí â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ åñòü êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, à U(r) � ñëó÷àéíûé ïîòåíöèàë. Ïîýòîìó ìû
ñîñðåäîòî÷èìñÿ çäåñü íà âçàèìîäåéñòâèè ñ ôîíîíàìè

Hint = He−ph−ion +He−ph−imp, (16)

êîòîðîå âîçìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ÷àñòè: îäíó, ïðîèñõîäÿùóþ îò ñìåùåíèÿ èîíîâ, è âòîðóþ, ïðîèñõîäÿùóþ
îò ñìåùåíèÿ ïðèìåñåé. Ñïåðâà ïîäðîáíî ðàññìîòðèì ïåðâîå, ýëåêòðîí-ôîíîí-èîííîå:

Hbare
e−ph−ion =

∫
(dr′)(dr)ρion(r

′) [V0(r
′ + u(r′)− r)− V0(r

′ − r)]ψ(r)ψ(r) = (17)

=

∫
(dr′)(dr)ρion [u(r

′) · ∇V0(r′ − r)ρion]ψ(r)ψ(r) = −
∫
(dr′)(dr)ρion divu(r

′)V0(r
′ − r)ρionψ(r)ψ(r) = (18)

=

∫
(dq)(dp) [−iqαV0(q)ρion]uα(q)ψ(p)ψ(p+ q). (19)

Çäåñü V0(q) åñòü ãîëîå Êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå è â ñëó÷àå îáû÷íîãî òðåõìåðíîãî ìåòàëëà V0(q) = 4πe2/q2,
à ρion � êîíöåíòðàöèÿ èîíîâ. Ïîñëå ýêðàíèðîâàíèÿ ýëåêòðîíàìè â ñòàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè (î äèíàìè÷åñêîé
ñîñòàâëÿþùåé ìû âñïîìíèì ïîçæå, ïðè âû÷èñëåíèè ôîíîííîé Σ), ìû ïîëó÷èì

Hscreened
e−ph−ion =

∫
(dq)(dp) [−iqαV (q)ρion]uα(q)ψ(p)ψ(p+ q), V (q) =

V0(q)

1 + 2νV0(q)
, (20)

ãäå ν åñòü îäíîýëåêòðîííàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé íà óðîâíå ôåðìè à äâîéêà ïðîèñõîäèò îò ñóììèðîâàíèÿ
ïî ñïèíó. Ïåðåïèøåì â íåìíîãî áîëåå óäîáíîì âèäå, âûäåëÿÿ ÿâíî îòâåò â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ñèëüíîãî
Êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (â óíèâåðñàëüíîì ïðåäåëå), êîãäà ôóíêöèÿ g(q) = 1:

Hscreened
e−ph−ion =

∫
(dq)(dp)

[
−iqα

pF vF
d

g(q)
]
uα(q)ψ(p)ψ(p+ q), g(q) =

1

1 + [2νV0(q)]
−1 . (21)

Òåïåðü îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü îñòàâøååñÿ, ýëåêòðîí-ôîíîí-ïðèìåñíîå âçàèìîäåéñòâèå. Îáû÷íî â êà÷åñòâå
ýëåêòðîí-ôîíîí-ïðèìåñíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ áåðåòñÿ ãàìèëüòîíèàí

He−ph−imp =

∫
(dr) [−uα∂αU(r)]ψ(r)ψ(r), (22)

÷òî íå ñîâñåì âåðíî. ×òîáû ïîêàçàòü ýòî, ïîäðîáíî ðàññìîòðèì, êàê âîçíèêàåò ýòî âçàèìîäåéñòâèå ïðè
ñìåùåíèè ïðèìåñåé ôîíîíàìè:

He−ph−imp =

∫
(dr)(dr′)ρimp(r

′) [U0(r− r′ − u(r′))− U0(r− r′)]ψ(r)ψ(r), (23)

ãäå U0 åñòü ïîòåíöèàë îäíîé ïðèìåñè. Âíèìàíèå ñëåäóåò îáðàòèòü íà òî, ÷òî ñìåùåíèå u ñëåäóåò áðàòü
èìåííî â òî÷êå, ãäå íàõîäèòñÿ ïðèìåñü, r′, íî íå òî÷êå íàõîæäåíèÿ ýëåêòðîíîâ r. Ïðîèçâîäÿ äàëüíåéøèå
ïðåîáðàçîâàíèÿ:
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He−ph−imp =

∫
(dr)(dr′)ρimp(r

′) [−uα(r′)∂αU0(r− r′)]ψ(r)ψ(r) =

∫
(dr)(dr′)ρimp(r

′) [uα(r
′)U0(r− r′)] ∂α

[
ψ(r)ψ(r)

]
,

(24)
òîëüêî òåïåðü ñëåäóåò âñïîìíèòü, ÷òî ïðèìåñè ó íàñ êîðîòêîäåéñòâóþùèå U(r − r′) ∼ δ(r − r′) è ñíÿòü â

àðãóìåíòå ñìåùåíèÿ øòðèõ. Â èòîãå ïîëó÷àåì:

He−ph−imp = −
∫
(dr)∂α [uα(r)U(r)]ψ(r)ψ(r) =

∫
(dq)(dp)(dp′) [ipα − ip′α]U(p′ + q− p)uα(q)ψ(p

′)ψ(p). (25)

Ðàçíèöà ñ (22) ñîñòîèò â òîì, ÷òî òàì îòñóòñòâóåò ÷ëåí ñ divu.

= +

Ðèñ. 2: Èçîáðàæåíû ýëåêòðîí-ôîíîí-èîííàÿ è ïðèìåñíàÿ âåðøèíû. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïðèìåñíàÿ ëèíèÿ ïîñëåäíåé
çàìûêàåòñÿ íà áëèçëåæàùóþ ôóíêöèþ Ãðèíà ïðèíÿòî îáîçíà÷åíèå â âèäå êâàäðàòà.
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IV. ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÎÝÍÅÐÃÅÒÈ×ÅÑÊÀß ×ÀÑÒÜ ÔÎÍÎÍÎÂ.

Êàê áûëî óêàçàíî âî ââåäåíèè, â ýòîé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì ãðÿçíûé ñëó÷àé, ïîäðàçóìåâàþùèé
âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ql ≪ 1 (íàïîìíèì, ÷òî q � ôîíîííûé èìïóëüñ, à l � äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ýëåêòðîíîâ).
Çäåñü ìû ïåðåõîäèì íåïîñðåäñòâåííî ê âû÷èñëåíèþ ôîíîííîé Σ, íà÷èíàÿ ñ êëàññè÷åñêîãî ðàññìîòðåíèÿ â
óíèâåðñàëüíîì ïðåäåëå. Ãëàâíîå, î ÷åì ïîéäåò ðàçãîâîð � íàðóøåíèå ñèëüíîãî ñîêðàùåíèÿ äèàãðàìì äëÿ
ïðîäîëüíûõ ôîíîíîâ (âîçíèêàþùåãî â ãðÿçíîì ñëó÷àå) ïî ìåðå îòêëîíåíèÿ îò óíèâåðñàëüíîãî ïðåäåëà.
Âëèÿíèþ æå ïåòëåâûõ ïîïðàâîê ïî âçàèìîäåéñòâèþ ìû îòâåäåì öåëûé ðàçäåë íåñêîëüêð ïîçæå. Êàê áóäåò
âèäíî, ïðè êëàññè÷åñêîì ðàññìîòðåíèè äèàãðàììû ñ ïðèìåñíîé ëåñòíèöåé

Ðèñ. 3:

ñîêðàùàþò äðóã äðóãà â ãëàâíîì ïîðÿäêå, õîòÿ íà ïåðâûé âçãëÿä ìîãëè áû äàòü çíà÷èòåëüíûé,
ïàðàìåòðè÷åñêè óñèëåííûé äèôôóçîíîì, âêëàä â ∼ 1/(ωτ+q2l2) ðàç áîëüøèé, ÷åì äèàãðàììû äëÿ ïîïåðå÷íûõ
ôîíîíîâ, äëÿ êîòîðûõ íàëè÷èå ïðèìåñíîé ëåñòíèöû íåâîçìîæíî. Ýòî ñîêðàùåíèå ñòàíîâèòñÿ ïðèáëèæåííûì â
ìåðó íåóíèâåðñàëüíîñòè Êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ è, êðîìå òîãî, âîçíèêàåò ðÿä äîïîëíèòåëüíûõ äèàãðàìì,
êîòîðûå îêàçûâàþòñÿ âàæíûìè ïðè íåóíèâåðñàëüíîì, íî åùå íå ñëèøêîì ñëàáîì êóëîíå, èëè ïðè íèçêèõ
òåìïåðàòóðàõ:

Ðèñ. 4: Ïðèìåð îäíîé èç äèàãðàìì ñ Êóëîíîâñêèì âçàèìîäåéñòâèåì, âñòàâëåííûì â äèôôóçîí. Ìåæäó ñîáîé îíè áóäóò
îòëè÷àòüñÿ ëèøü òèïîì âåðøèí (íà ýòîì ðèñóíêå îáå ïðèìåñíûå). Êðîìå òîãî, çäåñü è âñåãäà íèæå ëîìàíûé çèãçàã áóäåò
îòâå÷àòü Êóëîíîâñêîìó âçàèìîäåéñòâèþ.

Âñå ýòî ìû óâèäèì äàëåå.

1. Ïîïåðå÷íûå ôîíîíû

Ðàññìîòðåíèå ìû íà÷íåì ñ ïîïåðå÷íûõ ôîíîíîâ. Ïîñêîëüêó ¾îáû÷íîå¿ âçàèìîäåéñòâèå, ýëåêòðîí-ôîíîí-
èîííîå, ïðîïîðöèîíàëüíî ôîíîííîìó âåêòîðó (∼ qα · uα, ò. å. ñæàòèþ ðåøåòêè), òî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ
ïîïåðå÷íûìèì ôîíîíàìè îíî íå îáåñïå÷èâàåò. Äëÿ íèõ îñòàåòñÿ ëèøü ýëåêòðîí-ôîíîí-ïðèìåñíîå:
Ïåðâàÿ äèàãðàììà:

Σ
(1)
αβ(iωn,q) = −T

∞∑
l=−∞

∫
(dp)(dk)

(p− k)α(p− k)β
2πντ

G(εl,p)G(εl+n,k+ q) = (26)
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Ðèñ. 5: Äèàãðàììû äëÿ ïîïåðå÷íûõ ôîíîíîâ.

= −T
−n−1∑
l=−∞

∫
(dp)(dk)

(p− k)α(p− k)β
2πντ

GA(εl,p)G
A(εl+n,k+ q)

− T
−1∑

l=−n

∫
(dp)(dk)

(p− k)α(p− k)β
2πντ

GA(εl,p)G
R(εl+n,k+ q)

− T

∞∑
l=0

∫
(dp)(dk)

(p− k)α(p− k)β
2πντ

GR(εl,p)G
R(εl+n,k+ q) (27)

Çäåñü âîçíèêàåò íåêîòîðàÿ ôîðìàëüíàÿ ñëîæíîñòü ïðè ñóììèðîâàíèè ïî ýíåðãèè, êîòîðóþ óäîáíåå âñåãî
àíàëèçèðîâàòü â Êåëäûøåâñêîé òåõíèêå. Çäåñü æå ìû óñëîâèëèñü ïîëüçîâàòüñÿ Ìàöóáàðîâñêîé, ïîýòîìó
âû÷èñëèì òîëüêî çàâèñÿùóþ îò ÷àñòîòû ÷àñòü äèàãðàììû. Ýòî ïðîáëåì íå âûçîâåò è, êàê ëåãêî âèäåòü, îòâåò
îêàæåòñÿ ðàâíûì óäâîåííîé << A−R >> ÷àñòè ñóììèðîâàíèÿ, ãäå çíàêè ýíåðãèé ôóíêöèé Ãðèíà ðàçëè÷íû:

Σ
(1)
αβ(iωn,q) = −2 · T

−1∑
l=−n

∫
(dp)(dk)

(p− k)α(p− k)β
2πντ

GA(εl,p)G
R(εl+n,k+ q) = (28)

−2T
−1∑

l=−n

∫
(dp)(dk)

(p− k)α(p− k)β
2πντ

GA(εl,p)G
R(εl+n,k+q) = −2nT ·2· p

2
F

d
δαβ ·

i

2τ
·(−iπν) = −1

d

νp2F
τ
ωnδαβ , (29)

ãäå d åñòü ðàçìåðíîñòü ýëåêòðîííîãî ãàçà (îáû÷íûé ìåòàëë d=3, äëÿ ãåòåðîñòðóêòóðû d=2). Ïðè íóëåâîì
èìïóëüñå âòîðàÿ äèàãðàììà ïîëíîñòüþ ñîêðàùàåò ïåðâóþ. Âåñü îòâåò ïðîèñõîäèò îò ðàçëîæåíèÿ âòîðîé
äèàãðàììû ïî èìïóëüñàì:

Σ
(2)
αβ(iωn,q = 0) = −T

−1∑
l=−n

∫
(dp)

pα
τ

(
−pβ
τ

)
GA(εl,p)G

R(εl+n,p) =
1

d

νp2F
τ
ωnδαβ . (30)

δΣ
(2)
αβ(iωn,q) = −T

−1∑
l=−n

∫
(dp)

pα
τ

(
−pβ
τ

)
GA(εl,p− q/2)GR(εl+n,p+ q/2)− Σ(2)(ωn,q = 0) = (31)

= Tn

∫
(dp)

pαpβ
τ2

[
GA

(
GR
)3 − (GA

)2 (
GR
)2

+
(
GA
)3
GR
] (vγqγ

2

)(vδqδ
2

)
= (32)

= ωn
p2F v

2
F

8πd(d+ 2)τ2
(
q2δαβ + 2qαqβ

)
·
(
−8πντ3

)
= −ωnν

p2F v
2
F

d(d+ 2)
τ
(
q2δαβ + 2qαqβ

)
(33)
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Òàêèì îáðàçîì, âñïîìèíàÿ åùå î ñïèíå ýëåêòðîíîâ, ÷òî äàñò äîïîëíèòåëüíûé ôàêòîð 2 è îáðàùàÿ âíèìàíèå
íà òî, ÷òî ñëàãàåìîå òèïà qαqβ äëÿ ïîïåðå÷íûõ ôîíîíîâ ìîæíî âûáðîñèòü:

δΣtr
0 (iωn,q) = − 2νp2F

d(d+ 2)τ
ωn

(
q2l2

)
(34)

2. Ïðîäîëüíûå ôîíîíû. Äèàãðàììû ñ äèôôóçîíîì

Çäåñü ìû ñïåðâà ðàññìîòðèì óïîìÿíóòîå ñîêðàùåíèå äèàãðàìì, êîòîðûå ìîãëè áû äàòü îòâåò ïàðàìåòðè÷åñêè
áîëüøèé, ÷åì â ñëó÷àå ïîïåðå÷íûõ ôîíîíîâ. Ýòî äèàãðàììû ñ äèôôóçîíîì:

Ðèñ. 6: Êàíäèäàòû íà ãëàâíûé âêëàä

Â ïðèâåäåííûõ äèàãðàììàõ ìîæíî âûäåëèòü âåðøèíó ¾ôîíîí-äèôôóçîí¿, òàê ÷òî âñå îíè ïðåäñòàâèìû â
âèäå äâóõ òàêèõ âåðøèí è äèôôóçîíà ìåæäó íèìè. Âìåñòî òîãî, ÷òîáû âû÷èñëÿòü âêëàä êàæäîé äèàãðàììû
ïî îòäåëüíîñòè, ìû âû÷èñëèì èìåííî îïèñàííóþ âåðøèíó è óâèäèì, ÷òî ñîêðàùåíèå ïðîèñõîäèò íà óðîâíå
ýòîãî áëîêà, ðàñïîëîæåííîãî ìåæäó ôîíîíîì è äèôôóçîíîì. Êîíå÷íî, åñëè áû ìû ãîâîðèëè î ñèñòåìå, ãäå
ïðèìåñè íå äâèæóòñÿ âìåñòå ñ ðåøåòêîé, à íàïðèìåð çàêðåïëåíû íà ïîäëîæêå, òî ýòî ñîêðàùåíèå èñ÷åçàëî áû
è èìåííî ýòè äèàãðàììû äàâàëè áû âåäóùèé âêëàä äëÿ ïðîäîëüíûõ ôîíîíîâ.

Ðèñ. 7: Âåðøèíà ôîíîí-äèôôóçîí

Λion
α =

∫
(dp)

[
−ipF vF

d
qα · 1

]
GA

(
εl,p− 1

2
q

)
GR

(
εl + ωn,p+

1

2
q

)
= −2iπντ

pF vF
d

qα

(
1− ωnτ −

1

d
q2l2

)
(35)

Λimp
α =

∫
(dp)

pα
τ
GA

(
εl,p− 1

2
q

)
GR

(
εl + ωn,p+

1

2
q

)
= 2iπντ

pF vF
d

qα

(
1− 2ωnτ −

3

d+ 2
q2l2

)
(36)

êàê âèäíî, ìû ïðîâåëè äîïîëíèòåëüíûå ðàçëîæåíèÿ ïî èìïóëüñó è ÷àñòîòå, ò.ê. ìîæíî âèäåòü, ÷òî âåäóùèå
÷ëåíû ñîêðàùàþòñÿ. Ïîëíàÿ âåðøèíà â èòîãå

Λα(iωn,q) = 2iπντ
pF vF
d

qα

(
−ωnτ −

2d− 2

d(d+ 2)
q2l2

)
. (37)



11

Äèôôóçíîå óñèëåíèå îáåñïå÷èëî áû óñèëåíèå ôàêòîðîì (ωnτ + τDq2)−1 ïî ñðàâíåíèþ ñ äèàãðàììàìè áåç
äèôôóçîíà, êîòîðûå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íèæå, íî âîçíèêàþùèå â âåðøèíàõ ñîêðàùåíèÿ ñ èçáûòêîì
ïîäàâëÿþò ýòî óñèëåíèå ìàëîñòüþ òèïà (ωnτ + τDq2)2. Òàêèì îáðàçîì, äèàãðàììû ñ äèôôóçîíîì â
óíèâåðñàëüíîì ïðåäåëå îêàçûâàþòñÿ ïîëíîñòüþ íåñóùåñòâåííûìè.

3. Ïðîäîëüíûå ôîíîíû. Äèàãðàììû áåç äèôôóçîíà

Ìû óâèäåëè, ÷òî ïîñòðîåíèå ïðèìåñíîé ëåñòíèöû â óíèâåðñàëüíîì ïðåäåëå äåéñòâèòåëüíî çàïðåùåíî. Òå æå
äèàãðàììû, ÷òî äàþò îòâåò äëÿ ïðîäîëüíûõ ôîíîíîâ, åå íå ñîäåðæàò è èçîáðàæåíû íèæå:

Ðèñ. 8: Äèàãðàììû, êîòîðûå íà ñàìîì äåëå äàþò ãëàâíûé âêëàä.

Â íîâûõ äèàãðàììàõ, ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì ïîïåðå÷íûõ ôîíîíîâ, îñîáûõ ñëîæíîñòåé íåò. Îïóñêàÿ
íåñëîæíûå âûêëàäêè, ïîëó÷èì äëÿ ïðîäîëüíûõ ôîíîíîâ

Σl
0(iωn,q) ∼= − 2(d− 1)

d2(d+ 2)

νp2F
τ
ωn

(
q2l2

)
, (38)

A. Âëèÿíèå íåóíèâåðñàëüíîñòè Êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ðîñò âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ è
ïðîäîëüíûõ ôîíîíîâ.

Êàê ìû óæå óêàçûâàëè, ïîëÿðèçàöèîííûé îïåðàòîð äëÿ ïîïåðå÷íûõ ôîíîíîâ ñîäåðæèò òîëüêî ýëåêòðîí-
ôîíîí-ïðèìåñíîå âçàèìîäåéñòâèå è ïîýòîìó íå çàâèñèò îò îñîáåííîñòåé Êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Èìåííî
ïîýòîìó íèæå ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ðàññìîòðåíèè ïðîäîëüíûõ ôîíîíîâ, êîòîðûå áóäóò ïðÿìî ÷óâñòâîâàòü ýòè
îñîáåííîñòè, ïðè÷åì ðàññìàòðèâàòü ìû áóäåì ãëàâíûå äèàãðàììû, äèôôóçíûå, äëÿ ÷åãî ñíîâà âîçâðàùàåìñÿ
ê âåðøèíå ¾ôîíîí-äèôôóçîí¿:
Ïðèìåñíàÿ åå ÷àñòü

Λimp
α =

∫
(dp)

pα
τ
GA

(
εl,p− 1

2
q

)
GR

(
εl + ωn,p+

1

2
q

)
=

∫
(dp)

pα
τ

· vβqβ
2

[(
GR
)2
GA −GR

(
GA
)2]

= (39)

= −ipF vF
d

qα · 2πντ = −2iπντ
pF vF
d

qα. (40)

÷àñòü æå ïðîèñõîäÿùàÿ îò ñìåùåíèÿ èîíîâ çàâèñèò îò õàðàêòåðà ýêðàíèðîâêè:

Λion
α =

∫
(dp)

[
ig(q)

pF vF
d

qα

]
GA

(
εl,p− 1

2
q

)
GR

(
εl + ωn,p+

1

2
q

)
= 2iπντg(q)

pF vF
d

qα. (41)
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Λα = Λion
α + Λimp

α = 2iπντ [g(q)− 1]
pF vF
d

qα. (42)

Ñîñòàâëÿÿ ïîëíóþ äèàãðàììó äëÿ ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêîé ÷àñòè ôîíîíîâ, ñîäåðæàùóþ äâà áëîêà ¾ôîíîí-
äèôôóçîí¿ è ¾äèôôóçîí-ôîíîí¿, ïîëó÷àåì:

Λ Λα β

Ðèñ. 9:

Σ
(1)
αβ(iωn,q) = 2 · T · n · Λα(q) ·

1

2πντ2
1

ωn +Dq2
· Λβ(−q) = −2 [1− g(q)]

2
ν
(pF vF

d

)2 ωn

ωn +Dq2
qαqβ , (43)

çäåñü öåëî÷èñëåííûé ìíîæèòåëü n âîçíèêàåò ïðè ñóììèðîâàíèè ïî Ìàöóáàðîâñêèì ÷àñòîòàì, ωn � ýíåðãèÿ
ôîíîíà. Òåïåðü ñàìîå âðåìÿ âñïîìíèòü î òîì, ÷òî Êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå ïîêà ó÷òåíî íå ïîëíîñòüþ.
Ñëåäóåò ó÷åñòü åùå ðÿä äèàãðàìì:

Λ Λα β

Ðèñ. 10:

Σ
(2)
αβ(iωn,q) = Λα(q) ·

[
2 · 2πντ · T · n

2πντ2
1

ωn +Dq2
·V(ωn,q) ·

2 · 2πντ · T · n
2πντ2

1

ωn +Dq2

]
· Λβ(−q), (44)

ãäå V(ωn,q) � ïîëíûé ïðîïàãàòîð Êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Çàìåòèì, ÷òî äâå ïåòëè íà ðèñóíêå âñåãäà ñ
äèôôóçîíîì. Ïåòëÿ áåç ïðèìåñíûõ ëèíèé âêëþ÷åíà â îïðåäåëåíèå ýêðàíèðîâàííîé ýëåêòðîí-ôîíîí-ïðèìåñíîé
âåðøèíû, ðàññìîòðåííîé â ïðèëîæåíèè.

Σαβ(iωn,q) = −2 [1− g(q)]
2
ν
(pF vF

d

)2 ωn

ωn +Dq2

[
1 +

ωn

ωn +Dq2
· 2νV (ωn, q)

]
qαqβ = (45)

−2 [1− g(q)]
2
ν
(pF vF

d

)2 ωn

ωn +Dq2

[
1 +

ωn

ωn +Dq2
· 2νV0(q)

1 + 2ν Dq2

ωn+Dq2V (q)

]
qαqβ . (46)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (21) äëÿ g(q) è ïðåîáðàçóÿ îòâåò, ïîëó÷àåì:

Σαβ(iωn,q) = −2

[
1− 1

1 + [2νV0(q)]
−1

]2
ν
(pF vF

d

)2 ωn

ωn +Dq2

[
1 +

ωn

ωn +Dq2
· 2νV0(q)

1 + 2ν Dq2

ωn+Dq2V0(q)

]
qαqβ = (47)
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= −2

[
1

1 + 2νV0(q)

]2
ν
(pF vF

d

)2 ωn

ωn +Dq2

[
1 +

ωn

ωn +Dq2
· 2νV0(q)

1 + 2ν Dq2

ωn+Dq2V0(q)

]
qαqβ = (48)

= −2

[
1

1 + 2νV0(q)

]2
ν
(pF vF

d

)2 ωn

ωn +Dq2

[
[1 + 2νV0(q)]

(
ωn +Dq2

)
[1 + 2νV0(q)]Dq2 + ωn

]
qαqβ = (49)

= −2ν
(pF vF

d

)2 1

1 + 2νV0(q)
·
[

ωn

[1 + 2νV0(q)]Dq2 + ωn

]
qαqβ . (50)

Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå óäîáíî ñäåëàòü èìåííî ñåé÷àñ.

Σαβ(ω,q) = −2ν
(pF vF

d

)2 1

1 + 2νV0(q)
· −iω
[1 + 2νV0(q)]Dq2 − iω

qαqβ = (51)

= −2ν
(pF vF

d

)2 1

1 + 2νV0(q)
·
−iω

(
[1 + 2νV0(q)]Dq

2 + iω
)

[1 + 2νV0(q)]
2
(Dq2)2 + ω2

qαqβ . (52)

Ìû èíòåðåñóåìñÿ ëèøü ìíèìîé ñîñòàâëÿþùåé Σ, òàê ÷òî åå äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü îòáðîñèì:

i ImΣαβ(ω,q) ≃ 2iντ
(pF vF

d

)2
ωqαqβ ·

1

τ

Dq2

[1 + 2νV0(q)]
2
(Dq2)2 + ω2

= 2iντ
(pF vF

d

)2
ωqαqβ ·

1

[1 + 2νV0(q)]
2
( 1dq

2l2) + d·ω2

q2l2

,

(53)

i ImΣαβ(ω,q) = 2iντ
(pF vF

d

)2
ωqαqβ · d

[1 + 2νV0(q)]
2
(q2l2) + (d · s/vF )2

. (54)

Ïðè ïåðåõîäå ê ïîñëåäíåìó óðàâíåíèþ ìû èñïîëüçîâàëè ñâÿçü ÷àñòîòû è èìïóëüñà ôîíîíîâ ω = sq. Äëÿ
óäîáñòâà ìû òàêæå âûäåëèëè â îòâåòå âûðàæåíèå ïîäîáíîå òîìó, ÷òî ïîëó÷àåòñÿ äëÿ ïðîäîëüíûõ ôîíîíîâ â
óíèâåðñàëüíîì ïðåäåëå, ñðàçó ïîä÷åðêíóâ âîçíèêàþùèé áåçðàçìåðíûé ìíîæèòåëü.

V. ÏÎÒÎÊ ÒÅÏËÀ.

Èñïîëüçóÿ íàéäåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñîáñòâåííîýíåðãåòè÷åñêîé ÷àñòè ôîíîíîâ ìû ïîêàæåì, ÷åìó â
ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ ðàâåí ïîòîê òåïëà ìåæäó ýëåêòðîííîé è ôîíîííîé ïîäñèñòåìàìè. Äëÿ ýòîãî
ïðîäâèíåìñÿ äàëåå ñ íàïèñàííîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, à èìåííî, íàì íåîáõîäèìî áóäåò ïðîèíòåãðèðîâàòü
åãî ïî ýíåðãèè:

dEph/dt ≡ J =

∫
dω [ν(k(ω))∂tfph(ω)] = 2

∫
dω

(
ν(k(ω)) [fph(ω, Tel)− fph(ω, Tph)]

[
1

ρmω
ImΣR (ω,q, Tel)αβ ηβα

]
q=ω/s

)
,

(55)
ãäå ν(k(ω)) � ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé äëÿ ïðîäîëüíûõ èëè ïîïåðå÷íûõ ôîíîíîâ, à J � ïîòîê òåïëà ê ýòîé

ïîäñèñòåìå. Äëÿ ïðîäîëüíûõ ôîíîíîâ â óíèâåðñàëüíîì ïðåäåëå (èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (38)) ïîëó÷àåì

J l
0(Tel, Tph) =

18(d− 1)ζ(6)

(d+ 2)
ν
βll

p2F s
3
·
[
T 6
el − T 6

ph

]
, β =

(pF vF
d

)2 νs2
ρm

, (56)

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè ïðèíÿòîå îáîçíà÷åíèå äëÿ áåçðàçìåðíîé ïîñòîÿííîé β. Ñðåäè ðàññìîòðåííûõ
íåóíèâåðñàëüíûõ ñëó÷àåâ îäèí îêàçûâàåòñÿ íå î÷åíü èíòåðåñíûì, à èìåííî òðåõìåðíûé. Â áîëüøèíñòâå



14

ñèòóàöèé îòêëîíåíèÿ îò óíèâåðñàëüíîãî Êóëîíà áóäóò ñëèøêîì ìàëû, äàæå åñëè äîïóñòèòü íàëè÷èå
äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè çà ñ÷åò ïðèñóòñòâèÿ çàïîëíåííûõ çîí:

V 3d
0 (q) =

4πe2

εq2
, (57)

Σ3d
αβ(ω,q) = 2iντ

(pF vF
d

)2
ωqαqβ · dε2q2

(8πνe2l)2
= 2iντ

(pF vF
d

)2
ωqαqβ ·

[
d

(
εp2F
8πνe2

)2

· 1

(pF l)
4 · q2l2

]
. (58)

Ãîðàçäî áîëåå çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå íåóíèâåðñàëüíîñòè äëÿ äâóìåðíûõ è êâàçèäâóìåðíûõ ñèñòåì. Íà÷íåì
ìû ñî ñëó÷àÿ îáû÷íîãî äâóìåðíîãî Êóëîíà, íî ñ ó÷åòîì âîçìîæíîãî íàëè÷èÿ ε:

V 2d
0 (q) =

2πe2

εq
, (59)

Σ2d
αβ(ω,q) = 2iντ

(pF vF
d

)2
ωqαqβ · d

(4πνe2l/ε)
2
+ (d · s/vF )2

. (60)

Îòâåò â ýòîì ñëó÷àå îòëè÷àåòñÿ îò îáû÷íîãî ëèøü ÷èñëîâûì ïàðàìåòðîì, âîñïðîèçâîäÿ òåìïåðàòóðíóþ
çàâèñèìîñòü â óíèâåðñàëüíîì ïðåäåëå. Ïîòîê òåïëà ïðèíèìàåò âèä

J l
2d(Tel, Tph) =

d(d+ 2)

d− 1

d

(4πνe2l/ε)
2
+ (d · s/vF )2

· J0(Tel, Tph) (61)

Âòîðàÿ èíòåðåñíàÿ ðåàëèçàöèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ýòî íàëè÷èå âíåøíåé ýêðàíèðîâêè, íàïðèìåð â ïðèñóòñòâèè
çàòâîðà, êîãäà êóëîí ìîæíî çàìåíèòü íà ýôôåêòèâíóþ ïîñòîÿííóþ:

V 2ds
0 (q) =

2πe2

εq

[
1− e−qb

]
≈ 2πe2b

ε
, (62)

ãäå b åñòü ðàññòîÿíèå äî çàòâîðà. Êîíå÷íî, íåîáõîäèìî òàêæå óäîâëåòâîðåíèå íåðàâåíñòâà bq ≪ 1, ÷òî
ñ÷èòàåòñÿ âûïîëíåííûì.

Σ2ds
αβ (ω,q) = 2iντ

(pF vF
d

)2
ωqαqβ · d

(4πνe2b/ε)
2
q2l2 + (d · s/vF )2

. (63)

Âçàèìîäåéñòâèå ìû ñ÷èòàåì âñå æå äîñòàòî÷íî ñèëüíûì, òàê ÷òî åäèíèöåé ïî ñðàâíåíèþ ñ νV (q) ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü. Îñîáåííîñòüþ ýòîãî ñëó÷àÿ åñòü íàëè÷èå õàðàêòåðíîé òåìïåðàòóðû T ∗, ðàçäåëÿþùåé ðàçëè÷íûå
ðåæèìû òåìïåðàòóðíîãî ïîâåäåíèÿ äëÿ ïîòîêà òåïëà:

τT ∗ =

(
s

vF

)2 ( ε

4πνe2b

)
, (64)

J ∼ T 4, T ≫ T ∗; J ∼ T 6, T ≪ T ∗. (65)

Òî÷íûé æå îòâåò ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

J l
2ds(Tel, 0) =

2ζ(4)

15ζ(6)

d2(d+ 2)

d− 1

1

(4πνe2b/ε)
2

s2

v2F

1

τ2T 2
· J0(Tel, 0), T ≫ T ∗, (66)

J l
2ds(Tel, 0) =

(d+ 2)

d− 1

v2F
s2

· J0(Tel, 0), T ≪ T ∗. (67)
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Çäåñü ìû óìûøëåííî óêàçàëè ëèøü ïîòîê òåïëà ê ôîíîííîé ïîäñèñòåìå, ïîòîê îò íåå áóäåò äàâàòüñÿ òåìè
æå âûðàæåíèÿìè, íî ñ ôîíîííîé òåìïåðàòóðîé. Äåëî â òîì, ÷òî ýòè äâà ïîòîêà ïðè ñèëüíîì ïåðåãðåâå ìîãóò
íàõîäèòüñÿ â îáëàñòÿõ ðàçíûõ òåìïåðàòóð, ìàëûõ è áîëüøèõ, òàê, ÷òî îäèí èç íèõ áóäåò ïîä÷èíÿòüñÿ çàêîíó
T 4, à âòîðîé T 6.
Âî âñåõ ôîðìóëàõ ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî èìååò ìåñòî ñèëüíîå ñìåøèâàíèå ôîíîíîâ îáðàçöà è ïîäëîæêè, òàê

÷òî åñëè äàæå îáðàçåö äâóìåðíûé, òî ôîíîíû âñå ðàâíî òðåõìåðíûå. Ïðèâåäåì îòâåòû è äëÿ îáðàòíîãî ñëó÷àÿ
÷èñòî äâóìåðíûõ ôîíîíîâ, â îòñóòñòâèå ñìåøèâàíèÿ:

J l
0(Tel, Tph) =

18π(d− 1)

5(d+ 2)
ζ(5)ν

βll

p2F s
3
·
[
T 5
el − T 5

ph

]
, β =

(pF vF
d

)2 νs

bρm
, (68)

J l
2d(Tel, Tph) =

d(d+ 2)

d− 1

d

(4πνe2l/ε)
2
+ (d · s/vF )2

· J0(Tel, Tph), (69)

J l
2ds(Tel, 0) =

2ζ(3)

9ζ(5)

d2(d+ 2)

d− 1

1

(4πνe2b/ε)
2

s2

v2F

1

τ2T 2
· J0(Tel, 0), T ≫ T ∗, (70)

J l
2ds(Tel, 0) =

(d+ 2)

d− 1

v2F
s2

· J0(Tel, 0), T ≪ T ∗, (71)

ñíîâà íàïîìèíàÿ, ÷òî d çäåñü åñòü ýëåêòðîííàÿ ðàçìåðíîñòü. Ïðèâåäåì îöåíêè äëÿ InAs, ñ÷èòàÿ, ÷òî
pF ≈ 107cm−1, meff ≈ 0.025m0, ε ≈ 15, pF l ≈ 1, s ≈ 4 · 105cm/s, b ≈ 20nm:

J l
2d(Tel, Tph) = 102 · J0(Tel, Tph), (72)

T ∗ ∼ 1K, (73)

J l
2ds(Tel, 0) = 104

(
T ∗

T

)2

· J0(Tel, 0), T ≫ T ∗, (74)

J l
2ds(Tel, 0) = 104 · J0(Tel, 0), T ≪ T ∗. (75)
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VI. ÂËÈßÍÈÅ ÊÓÏÅÐÎÂÑÊÎÃÎ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß

Êàê è ïðåæäå, ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ïðîäîëüíûõ ôîíîíàõ è áóäåì ðàññìàòðèâàòü âåðøèíó ôîíîí-äèôôóçîí
(íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ïîïåðå÷íûõ ôîíîíîâ îíà âñåãäà ðàâíà íóëþ, ïîñêîëüêó ïðîïîðöèîíàëüíà qα). Ìû áóäåì
ðàññìàòðèâàòü îäíîïåòëåâîå ïðèáëèæåíèå äëÿ âåðøèíû, â óíèâåðñàëüíîì ïðåäåëå, ðàññìàòðèâàÿ ïðè ýòîì
ñâåðõïðîâîäÿùèå ôëóêòóàöèè. Â ðåçóëüòàòå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî îòâåò äëÿ âåðøèíû îêàçûâàåòñÿ îòëè÷íûì
îò íóëÿ è ñâÿçàí ñ êîðîòêîâîëíîâûìè è âûñîêîýíåðãåòè÷åñêèìè ôëóêòóàöèÿìè, à òàêæå àññèììåòðèåé
ïðîïàãàòîðà L(ωn,q) ̸= L(−ωn,q).
Âñå äèàãðàììû ìîæíî ðàçäåëèòü íà òèïû MT, DOS, AL è ýòî ðàçäåëåíèå äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî:

Ðèñ. 11:

Ìåíåå î÷åâèäíûìè áóäóò ïðèñòàâêè òèïà A-R-A-R ó DOS äèàãðàìì, � îíè áóäóò õàðàêòåðèçîâàòü çíàêè
ýíåðãèé Ãðèíîâñêèõ ôóíêöèé: ïîëîæèòåëüíîìó îòâå÷àåò R, îòðèöàòåëüíîìó A. Íèæå ïðè âû÷èñëåíèè MT è
DOS äèàãðàìì ìû íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü âîçíèêàþùèõ ÷ëåíîâ ïðîïîðöèîíàëüíûõ QαQβqβ , êàê âûÿñíÿåòñÿ,
îíè ñîêðàòÿòñÿ ìåæäó ñîáîé. Êðîìå òîãî, ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü Äåáàåâñêóþ ÷àñòîòó ωD ≪ τ−1 è èíòåãðàëû
áóäóò íàáèðàòüñÿ â îáëàñòè ¾óìåðåííûõ¿ ÷àñòîò è èìïóëüñîâ, òàêèõ, ÷òî 1 ≫ Ωk, DQ

2 . ωD.

A. äèàãðàììû MT òèïà

Êðîìå òîãî, âû÷èñëåíèÿ ìû ïðîâåäåì äëÿ ñëó÷àÿ äâóìåðíûõ ýëåêòðîíîâ, ïåðåõîä ê òðåõìåðíîìó ñëó÷àþ
òîíêîé ïëåíêè ñâåäåòñÿ ê çàìåíå ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé íà ýôôåêòèâíóþ bν (b � òîëùèíà ïëåíêè). Äëÿ óäîáñòâà
áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîêà ÷òî áîëüøèå ïîëîæèòåëüíûå Ωk, ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ áîëüøèõ îòðèöàòåëüíûõ
÷àñòîò ëèøü èçìåíÿåòñÿ çíàê èòîãîâîãî âûðàæåíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðè âû÷èñëåíèè âåðøèíû ìû âñåãäà áóäåì
ïðåíåáðåãàòü ýëåêòðîííîé ýíåðãèåé εl è ôîíîííîé ÷àñòîòîé ωn ïî ñðàâíåíèþ ñ áîëüøîé Ωk.

A

R
R

R

Äèàãðàììà MT-1

A

R
R

R

Äèàãðàììà MT-2

BMT
1 = D(iΩk,Q)

∫
(dp)

[
−iqα

pF vF
2

]
GAGRGR(iΩk,p+Q)GR(iΩk,p+Q) = 2iqαπντ

3εFA2D(iΩk,Q). (76)



17

Çäåñü è âåçäå íèæå D(iΩk,Q) = (Ωkτ + τDQ2)−1 åñòü îòñóììèðîâàííàÿ ïðèìåñíàÿ ëåñòíèöà, ïðè÷åì ïðè
áîëüøèõ ÷àñòîòàõ è èìïóëüñàõ ïðîòåêàþùèõ ÷åðåç íåå îêàçûâàåòñÿ íå âàæíî, êóïåðîí ýòî èëè äèôôóçîí.

BMT
2 = D(iΩk,Q)

∫
(dp)

[
−iqα

pF vF
2

]
GAGR(iΩk,p+Q)GR(iΩk,p+Q) · 1

2πντ
D(iΩk,Q) ·GAGRGR(iΩk,p+Q)

(77)

BMT
2 = −2qαπντ

2εFA2
D2

2πντ

(
−2iπντ2A1

)
= 2iqαπντ

3εFA2A1D2 (78)

Ñêëàäûâàåì ñ ïåðâîé äèàãðàììîé è ïîëó÷àåì:

BMT
1+2 = 2iqαπντ

3εFA2

(
A1D2 +D

)
= 2iπντ3εF qαA2D2 (79)

Òðåòüÿ è ÷åòâåðòàÿ äèàãðàììû ñîâåðøåííî ïîäîáíû ïåðâîé è âòîðîé:

A

R
R

R

Äèàãðàììà MT-3

A

R
R

R

Äèàãðàììà MT-4

BMT
3 = D(iΩk,Q)

∫
(dp)

[ qα
2τ

]
GAGRGR(iΩk,p+Q)GR(iΩk,p+Q) = −2πντ3

[ qα
2τ

]
A2D (80)

BMT
4 = D(iΩk,Q)

∫
(dp)

[ qα
2τ

]
GAGR(iΩk,p+Q)GR(iΩk,p+Q) · 1

2πντ
D(iΩk,Q) ·GAGRGR(iΩk,p+Q) = (81)

= −2qαπντ
3
[ qα
2τ

]
A2A1D2. (82)

BMT
3+4 = −πντ2qαA2D2 (83)

Àíàëîãè÷íî:

BMT
5 = −D · 2πντA1

∫
(dp)

ipα
2πντ

GA(p+ q)GRGR (p+Q) = −D ·A1

∫
(dp)ipαvβqβ

[
GA
]2 [

GR
]2

= (84)

= −2iπντ3εF qαA1(A1 +A′
1)D + πντ2qαA1(A1 −A′

1) (85)

BMT
6 = −D · 2πντA1

∫
(dp)

ipα
2πντ

GA(p+ q)GR (p+Q) · 1

2πντ
D
∫
(dp′)GA(p′ + q)GRGR (p′ +Q) = (86)
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A

R
R

R

Äèàãðàììà MT-5

A

R
R

R

Äèàãðàììà MT-6

= −2iπντ3εF qαA
′
1A

2
1D2 + πντ2qα(2A1 −A′

1)A
2
1D2 (87)

Ìîæíî îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî ìû âåçäå îñòàâëÿëè ëèøü ÷ëåíû ñî ñòðóêòóðîé pαvβqβ . Íà ñàìîì äåëå ìû
÷àñòü ÷ëåíîâ îïóñòèëè, à èìåííî ÷ëåíû òèïà Qαvβqβ , âîçíèêàþùèå â 5é è 6é äèàãðàììàõ. Äåëî â òîì, ÷òî
êîãäà ìû ñîáåðåì âñå òàêèå ÷ëåíû, âîçíèêàþùèå â äèàãðàììàõ MT(5,6) è DOS2(7,8) òèïà, òî îíè ñîêðàòÿòñÿ
ìåæäó ñîáîé.

B. Äèàãðàììû DOS ÷àñòü 1 (A-R-R-R òèï)

A

R

R

R

Äèàãðàììà DOS1-1

A

R

R

R

Äèàãðàììà DOS1-2

BDOS1
1 =

∫
(dp)

[
−iqα

pF vF
2

]
GA

[
GR
]2
GR(iΩk,p+Q) = 2iπντ3εF qαA1 (88)

BDOS1
2 =

∫
(dp)

[
−iqα

pF vF
2

]
GAGRGR(iΩk,p+Q) · 1

2πντ
D
∫

(dk)GAGRGR(iΩk,p+Q) = 2iπντ3εF qαA
2
1D (89)

BDOS1
1+2 = 2iπντ3εF qαA1D (90)

BDOS1
3 =

∫
(dp)

[
−pα
τ

]
GA

[
GR
]2
GR(iΩk,p+Q) = (91)

= −2iπντ3εF qα(2A1 +A′
1)− πντ2qα (A1 +A′

1) (92)
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A

R

R

R

Äèàãðàììà DOS1-3

A

R

R

R

Äèàãðàììà DOS1-4

BDOS1
4 =

∫
(dp)

[
−pα
τ

]
GAGRGR(iΩk,p+Q) · 1

2πντ
D ·
∫
(dk)GAGRGR(iΩk,p+Q) = (93)

= −2iπντ3εF qαA1(A1 +A′
1)D − πντ2qαA1A

′
1D (94)

C. äèàãðàììû DOS ÷àñòü 2 (A-R-A-R òèï)

A

R R

A

A

R R

A

A

R R

A

Äèàãðàììà DOS2-1 Äèàãðàììà DOS2-2 Äèàãðàììà DOS2-3

BDOS2
1 = D2

∫
(dp)

[
−iqα

pF vF
2

] [
GA
]2
GRGR(iΩk,p+Q) = −2iπντ3εF qα (A1 +A′

1)D2 (95)

BDOS2
2 = D2

∫
(dp)

[
−iqα

pF vF
2

]
GAGRGR(iΩk,p+Q)

∫
(dp′)GAGRGR(iΩk,p

′ +Q) = 2iπντ3εF qαA
2
1D2 (96)

BDOS2
3 = D2

∫
(dp′)

(
GA
)2
GR(iΩk,p

′ +Q)

∫
(dp)

[
−iqα

pF vF
2

] (
GA
)2
GR = 2iπντ3εF qαA

′
1D2 (97)

BDOS2
4 = D2

∫
(dp)

[
−pα
τ

] [
GA
]2
GRGR(iΩk,p+Q) = 2iπντ3εF qα (2A1 +A′

1)D2 − πντ2qαA1D2 (98)

BDOS2
5 = D2

∫
(dp)

[
−pα
τ

]
GAGRGR(iΩk,p+Q)

∫
(dp′)GAGRGR(iΩk,p

′ +Q) = −2iπντ3εF qαA
2
1D2 (99)
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A

R R

A

A

R R

A

A

R R

A

Äèàãðàììà DOS2-4 Äèàãðàììà DOS2-5 Äèàãðàììà DOS2-6

A

R R

A

Äèàãðàììà DOS2-7

A

R R

A

Äèàãðàììà DOS2-8

BDOS2
6 = D2

∫
(dp′)

(
GA
)2
GR(iΩk,p

′ +Q)

∫
(dp)

[
−pα
τ

] (
GA
)2
GR = −4iπντ3εF qαA

′
1D2 + πντ2qαA

′
1D2 (100)

BDOS2
7 = D2 · 2πντA1 ·

∫
(dp)

[
−pα − qα

τ

]
GAGRGR(iΩk,p+Q) = −2iπντ3εF qαA

2
1D2 + πντ2A2

1D2 (101)

BDOS2
8 = D2

∫
(dp′)

(
GA
)2
GR(iΩk,p

′ +Q)

∫
(dp)

[
−pα − qα

2πντ

]
GA(−p)GR(−p+ q) = (102)

= 2iπντ3εF qαA
′
1D2 − πντ2qαA

′
1D2 (103)
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D. AL äèàãðàììû

Çäåñü ìû ëèøü èçîáðàçèì äèàãðàììû, êîòîðûå ñëåäóåò âû÷èñëèòü äëÿ ïîëó÷åíèÿ îòâåòà:

=

+ +

Ïðè ýòîì, åñëè ïðåíåáðå÷ü ïðîèçâîäíîé ïðîèçâîäíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ïî ýíåðãèè â ýëåêòðîííîì áëîêå,
íî ó÷åñòü àñèììåòðèþ â ïðîïàãàòîðå ôëóêòóàöèé, òî ïîëó÷èì íåñóùåñòâåííûé âêëàä, â íåì áóäåò ñîäåðæàòüñÿ
ëèøíÿÿ ìàëîñòü òèïà Q2l2. Ãëàâíûé âêëàä çäåñü âîçíèêàåò îò ó÷åòà dν/dE â ýëåêòðîííîì áëîêå (ïîäîáíî
âû÷èñëåíèþ ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïðîïàãàòîðà â [6] è ïðèëîæåíèè (D)) è, êàê îêàçûâàåòñÿ, îí ñîêðàùàåò ïîëîâèíó
âêëàäà MT+DOS â âåðøèíó ôîíîí-äèôôóçîí.

E. Ïîëíàÿ âåðøèíà

Ñïåðâà âûïèøåì ïîëíûé ýëåêòðîííûé áëîê, ñëîæèâ âñå MT è DOS äèàãðàììû:

BMT+DOS(Ωk > 0, Q) = −πντ2qαD2
[
4A2

1 − 3A1 − 2A1 + (1 + Ωτ)A2

]
= 2πντ2qαD, (104)

ãäå ìû ñäåëàëè ðàçëîæåíèå ïî èìïóëüñàì, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ðåëåâàíòíûå ÷àñòîòû è èìïóëüñû Ωkτ, Q
2l2 ≪ 1.

Êàê ìû óêàçàëè, ó÷åò AL äèàãðàìì îïîëîâèíèâàåò îòâåò. Òàêèì îáðàçîì, ïîëíàÿ âåðøèíà:

Λtotal =
1

2
·2πντ2qαT

∑
k

∫
(dQ)D(Ωk, Q)L(Ωk, Q) = πντ2qα

ωD∫
0

(dΩk)

∫
(dQ)

1

Ωkτ + τDQ2
[L(Ωk, Q)− L(−Ωk, Q)] =

(105)

= πντ2qα
1

ντl2

ωD∫
0

(dΩkτ)

∫
l2(dQ)

1

Ωkτ + τDQ2
ν [L(Ωk, Q)− L(−Ωk, Q)] = (106)

=
ντqα
4πνl2

ωD∫
0

d(Ωkτ)

∫
d(τDQ2)

1

Ωkτ + τDQ2
ν [L(Ωk, Q)− L(−Ωk, Q)] . (107)

Äëÿ àíàëèçà âûäåëåííîé áåçðàçìåðíîé ôóíêöèè íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ÿâíûé âèä ïðîïàãàòîðà ([6]),
ïðèëîæåíèå (D):

L(iΩk,Q) = −1

ν

1

ln(Ωkτ + τDQ2)/(4πτTc) + iγΩk
, (108)

ãäå γ = λ−1d ln ν/dE. Ýòî âûðàæåíèå ñïðàâåäëèâî ïðè T ≪ Ω, DQ2 ≪ ωD è (Ωkd ln ν/dE) ≪ 1. Íèæå ìû
îáðåçàåì èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòîòå íà Äåáàåâñêîé ωD, ñ÷èòàÿ, ÷òî íà áîëüøèõ ÷àñòîòàõ ñâåðõïðîâîäÿùåå
âçàèìîäåéñòâèå îòñóòñòâóåò:
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ωDτ∫
0

d(Ωkτ)

∫
d(τDQ2)

1

Ωkτ + τDQ2
ν [L(Ωk, Q)− L(−Ωk, Q)] =

ωDτ∫
0

dx

∫
dy

1

x+ y
·2iγ
τ

x

ln2(x+ y)/(4πτTc)
= (109)

=
2iγ

τ

ωDτ∫
0

xdx

ln(x+ y)/(4πτTc)
∼=

2iγ

τ
· (ωDτ)

2

2 lnωD/(4πTc)
=
iγ

τ

(ωDτ)
2

lnωD/(4πTc)
. (110)

Λtotal = 2iπντεF qα · γω2
D

2εF pF l lnωD/(4πTc)
= 2iπντεF qα · 1

pF l
(γεF )

1

lnωD/(4πTc)

(
ωD

εF

)2

. (111)

Λtotal = 2iπντ
pF vF
d

qα · 1

2g
(γεF )

1

lnωD/(4πTc)

(
ωD

εF

)2

, (112)

ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ïðèâåäåíà äëÿ äâóìåðíîãî (d=2) è êâàçèäâóìåðíîãî ñëó÷àÿ (d=3, â êîíäàêòàíñ âõîäèò
òîëùèíà ïëåíêè) è â íåé g åñòü áåçðàçìåðíûé êîíäàêòàíñ ñèñòåìû â åäèíèöàõ e2/h. Åñëè àñèììåòðèÿ
ïðîïàãàòîðà ñâÿçàíà ñ ïðîèçâîäíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ïî ýíåðãèè, òî γ = λ−1(d ln ν/dE), ãäå λ åñòü
êîíñòàíòà ñâåðõïðîâîäÿùåãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Òåïåðü ñîñòàâëÿÿ èç äâóõ âåðøèí è äèôôóçîíà íåïîñðåäñòâåííî
ñîáñòâåííîýíåðãåòè÷åñêóþ ÷àñòü (ñìîòðèòå ðèñ. 9):

Σ = −2 ·Λ(q) ·T ·n · 1

2πντ

1

τωn + τDq2
Λ(−q) = −2ντ

(pF vF
d

)2 ωn

τωn + τDq2
qαqβ ·

[
1

g
(γεF )

1

lnωD/(4πTc)

(
ωD

εF

)2
]2
.

(113)
Äîáàâëåíèå òàêæå äèàãðàììû ñî âñòàâëåííûì â äèôôóçîí Êóëîíîâñêèì ïðîïàãàòîðîì, êàê íà ðèñ. 10 (çäåñü

ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ óíèâåðñàëüíûì ïðåäåëîì) ïðèâîäèò ýôôåêòèâíî ê èñ÷åçíîâåíèþ ÷ëåíà ωnτ çíàìåíàòåëå.
Êðîìå ýòîãî, àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèì è ñâåðíåì ñ ïðîåêòîðîì íà ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîäîëüíûõ ôîíîíîâ:

Σ = 2iντ
(pF vF

d

)2 ω

τDq2
q2 ·

[
1

g
(γεF )

1

lnωD/(4πTc)

(
ωD

εF

)2
]2

= 2i
ν

D
ω
(pF vF

d

)2 [1
g
(γεF )

1

lnωD/(4πTc)

(
ωD

εF

)2
]2
.

(114)
Âêëàä â ïîòîê òåïëà áóäåò ïðîïîðöèîíàëåí òåìïåðàòóðå â ÷åòâåðòîé ñòåïåíè:

Jint(Tel, 0) =
2ζ(4)

15ζ(6)

d2(d+ 2)

d− 1

[
1

g
(γεF )

1

lnωD/(4πTc)

(
ωD

εF

)2
]2

s2

v2F

1

τ2T 2
el

· J0(Tel, 0) (115)

ïîòîê îò ôîíîíîâ ê ýëåêòðîíàì ïîëó÷àåòñÿ ñìåíîé ýëåêòðîííîé òåìïåðàòóðû íà ôîíîííóþ, êàê è ðàíüøå,
òàêàÿ ôîðìà çàïèñè îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü óäîáñòâîì. Ïîëó÷åííûé îòâåò îïðåäåëåííî ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé, íî
â ïðèëîæåíèè (D) èçëîæåíû ñîîáðàæåíèÿ, îïðàâäûâàþùèå òàêîå ãðóáîå îáðàùåíèå ñî ñòîëü ñèëüíîé
ðàñõîäèìîñòüþ. Íàïîìíèì, ÷òî J0 äàåòñÿ ôîðìóëîé (56).
Çàìåòèì, ÷òî âûøå ìû ñ÷èòàëè àñèììåòðèþ ïðîïàãàòîðà ìàëîé. Åñëè ýòî íå òàê, íàïðèìåð ïðè äîñòàòî÷íî

áîëüøîé dν/E, çàâèñèìîñòü îò ωD ñòàíîâèòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé:

ωD∫
0

d(Ωkτ)

∫
d(τDQ2)

1

Ωkτ + τDQ2
ν [L(Ωk, Q)− L(−Ωk, Q)] =

=

ωDτ∫
0

dx

∫
dy

1

x+ y
· 2iγ
τ

x

ln2(x+ y)/(4πτTc) + (γ/τ)2x2
≈ 4iπτ

γ
ln γωD. (116)
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Σ = 2i
ν

D
ω
(pF vF

d

)2 [2π
g

1

γεF
ln γωD

]2
, (117)

Jint(Tel, 0) =
2ζ(4)

15ζ(6)

d2(d+ 2)

d− 1

[
2π

g

1

γεF
ln γωD

]2
s2

v2F

1

τ2T 2
el

· J0(Tel, 0). (118)

Ýòè âûðàæåíèÿ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü âìåñòî (115) ïðè óñëîâèè γωD ≫ 1 ↔ dν/dE ≫ λν/ωD

VII. ÄÈÀÃÐÀÌÌÛ ÒÈÏÀ ÑËÀÁÎÉ ËÎÊÀËÈÇÀÖÈÈ È ÏÎÏÅÐÅ×ÍÛÅ ÔÎÍÎÍÛ

Âåçäå âûøå øëà ðå÷ü âîñíîâíîì î ïðîäîëüíûõ ôîíîíàõ. Íî â ñàìîì êîíöå ìû îòìåòèì îñîáåííîñòü è
äëÿ ïîïåðå÷íûõ ôîíîíîâ, âîçíèêàþùóþ â ãðÿçíîì ìåòàëëå. Ýòà ïîïðàâêà âîçíèêàåò îò âååðíûõ äèàãðàìì,
àíàëîãè÷íûõ òåì, ÷òî äàþò ñëàáóþ ëîêàëèçàöèþ äëÿ ïðîâîäèìîñòè è èçîáðàæåíû îíè íà ðèñ. 12.

Ðèñ. 12: Ðàçâåðíóòûå âååðíûå äèàãðàììû. Ó âòîðîé äèàãðàììû òðè ñèììåòðè÷íûõ ïàðòíåðà, à ó òðåòüåé îäèí.

Îòëè÷èå îò äèàãðàìì, â êîòîðûå âñòàâëÿåòñÿ äèôôóçîí, ñîñòîèò â òîì, ÷òî ââåðíàÿ äèàãðàììà íå ðàñöåïëÿåò
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî èìïóëüñàì ó äâóõ âåðøèí íà äâà íåçàâèñèìûõ. Ïîñëå ïðîñòûõ âû÷èñëåíèé, ïîëó÷èì îòâåò:

Σtr(ω,q) = Σtr
0 (ω,q) · 1

2πg
ln

1

ωτ
, (119)

J tr
fan(Tel, 0) =

1

2πg
ln

1

τTel
· J tr

0 (Tel, 0), (120)

ãäå g åñòü áåçðàçìåðíûé êîíäàêòàíñ ñèñòåìû. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïîïðàâêà òîãî æå çíàêà, ÷òî è îáû÷íûé îòâåò
â áåçïåòëåâîì ïðèáëèæåíèè. Îòâåòû ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáîé ðàçìåðíîñòè êàê ýëåêòðîíîâ, òàê è ôîíîíîâ,
� ìåíÿåòñÿ ëèøü âûðàæåíèå äëÿ J0, êîòîðîå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü. Òåì íå ìåíåå ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî
äâóìåðíûé èëè êâàçèäâóìåðíûé ñëó÷àé ïî îòíîøåíèþ ê êóïåðîíó, ïðè êîòîðîì åãî ìîæíî ñ÷èòàòü äâóìåðíûì.
Äëÿ ýòîãî òîëùèíà ïëåíêè b äîëæíà áûòü b ≪

√
D/T , D � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, à ñàìà ïîïðàâêà èìååò

ëîãàðèôìè÷åñêèé õàðàêòåð. J tr
0 äàåòñÿ âûðàæåíèåì, óêàçàííûì â [5] à Σtr

0 � ôîðìóëîé (34).
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VIII. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ýòîé ðàáîòå ìû ïîêàçàëè, ÷òî â ãðÿçíîì ìåòàëëå ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ìîæåò âîçíèêàòü çíà÷èòåëüíîå
óñèëåíèå ïîòîêà òåïëà ìåæäó ýëåêòðîííîé è ôîíîííîé ïîäñèñòåìàìè. Êðîìå òîãî, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
ïîãëîùåíèå óëüòðàçâóêà è ïîòîê òåïëà ñâÿçàíû ñ îäíîé è òîé æå âåëè÷èíîé, � ìíèìîé ÷àñòüþ ôîíîííîé
ñîáñòâåííîýíåðãåòè÷åñêîé ÷àñòè (14,56). Òàêèì îáðàçîì, çíàÿ îäíó âåëè÷èíó, âîçìîæíî äåëàòü âûâîäû î
âòîðîé. Óñèëåíèå ïîòîêà òåïëà (è óëüòðàçâóêà) ìîæåò âîçíèêàòü â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

• Îòêëîíåíèÿ Êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ îò óíèâåðñàëüíîãî ïðåäåëà, â êîòîðîì ïîñëåäíåå ðàâíî
îáðàòíîìó ïîëÿðèçàöèîííîìó îïåðàòîðó (ôîðìóëû (61), (66), (67) íàïðèìåð).

• Íàëè÷èå âçàèìîäåéñòâèÿ â Êóïåðîâñêîì êàíàëå (115).

Â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ óñèëåíèå äîñòèãàåò çíà÷åíèé v2F /s
2 ∼ 104. Âñå ýòè ñëó÷àè êàñàþòñÿ ëèøü ïðîäîëüíûõ

ôîíîíîâ è ñâÿçàíû ñ îïèñàííîé â òåêñòå âåðøèíîé ¾ôîíîí-äèôôóçîí¿. Îòäåëüíî ñòîèò îáíàðóæåííîå

• ÿâëåíèå äëÿ ïîïåðå÷íûõ ôîíîíîâ, ïîäîáíîå ñëàáîëîêàëèçàöèîííîé ïîïðàâêå ê ïðîâîäèìîñòè.

Íî ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ImΣ ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ïîïðàâêà ïîëîæèòåëüíà. Â äèïëîìå
âû÷èñëåí ëèøü îäíîïåòëåâîé âêëàä, íî ââèäó çíàêà ýôôåêòà áîëüøîé èíòåðåñ ñîñòàâëÿåò èçó÷åíèå äàëüíåéøåé
ýâîëþöèè ïîïðàâêè ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ áåñïîðÿäêà. Ýòî áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïðåäìåòîì äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.
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Ïðèëîæåíèå A: ÝËÅÊÒÐÎÍ-ÔÎÍÎÍ-ÏÐÈÌÅÑÍÀß ÂÅÐØÈÍÀ.

Êàê áûëî óæå óêàçàíî ðàíåå, ãàìèëüòîíèàí ýëåêòðîí-ôîíîí-ïðèìåñíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (25):

He−ph−imp = −
∫

(dr)∂α [uα(r)U(r)]ψ(r)ψ(r). (A1)

Ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ êîððåëÿöèé ïðèìåñíîãî ïîòåíöèàëà â äèàãðàììàõ åñòü äâà îñîáûõ ñëó÷àÿ. Ïåðâûì
åñòü òîò, êîòîðûé ìû âåçäå âûøå îáîçíà÷àëè êàê ÷åðíûé êâàäðàò:

Îí îòâå÷àåò ïðèñîåäèíåíèþ ïðèìåñíîé ëèíèè íà îäíó èç áëèæàéøèõ ôóíêöèé Ãðèíà, âõîäÿùóþ è èñõîäÿùóþ
èç âåðøèíû. Îòâåò äëÿ íåå çàâèñèò îò çíàêîâ ýíåðãèè Ãðèíîâñêèõ ôóíêöèé:

ΓAR
α =

i

2πντ

[
(pα − qα/2)G

R(r, r)− (pα + qα/2)G
A(r, r)

]
= (A2)

=
i

πντ

[
pαi ImGR(r, r)− (iqα/2)ReG

R(r, r)
]
=
pα
τ

− iqα
2πντ

ReGR(r, r). (A3)

ΓRA
α = −pα

τ
− iqα

2πντ
ReGR(r, r). (A4)

ΓRR(AA)
α = − iqα

2πντ
GR(A)(r, r) (A5)

Êàê âèäèì, âåçäå â ýòó âåðøèíó âõîäèò ReGR(r, r), íî ýòà âåëè÷èíà, êàê ñòàíåò ÿñíî íèæå, ñîêðàùàåòñÿ ïðè
ó÷åòå ýêðàíèðîâêè.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòîé ýêðàíèðîâàííîé ýëåêòðîí-ôîíîí-ïðèìåñíîé âåðøèíû ìû âîñïîëüçóåìñÿ Êåëäûøåâñêîé

òåõíèêîé, ïîñêîëüêó íàì íåîáõîäèìî àêêóðàòíî îáîéòèñü ñ èíòåãðàëàìè îò òðåõ GR ôóíêöèé. Âûðàæåíèå äëÿ
ñòàòè÷åñêîé ïåòëè ïðåäøåñòâóþùåé Êóëîíîâñêîìó ïðîïàãàòîðó:

−−iqα
2πντ

∫
(dε)f(ε)

∫
(dr)

[
GR(r1, r)G

R(r, r)GR(r, r1)−GA(r1, r)G
A(r, r)GA(r, r1)

]
, (A6)

ãäå f(ε) åñòü ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâ. Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ñëåäóþùåå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ
òîæäåñòâîì:

∫
(dr1)G

R(r, r1)G
R(r1r

′) = − d

dε
GR(r, r′) (A7)

Ýêâèâàëåíòíî, ó÷èòûâàåò âñå âîçìîæíûå óñðåäíåíèÿ ïî áåñïîðÿäêó, â òîì ÷èñëå äèàãðàììû ñ
ïåðåñåêàþùèìèñÿ ïðèìåñíûìè ëèíèÿìè. ×òîáû ýòî ðàâåíñòâî ïðèìåíèòü, íàì íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ïðîñòîé
òðþê, à èìåííî óñðåäíèòü óðàâíåíèå (A6) ïî ñâîáîäíîé êîðäèíàòå:
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iqα
2πντ

∫
(dε)f(ε)

1

V

∫
(dr1)

∫
(dr)

[
GR(r1, r)G

R(r, r)GR(r, r1)−GA(r1, r)G
A(r, r)GA(r, r1)

]
= (A8)

= − iqα
2πντ

∫
(dε)f(ε)

1

V

∫
(dr)

[
GR(r, r)∂EG

R(r, r)−GA(r, r)∂EG
A(r, r)

]
= (A9)

=
iqα

8π2ντ

1

V

∫
(dr)

[(
GR(r, r)

)2 − (GA(r, r)
)2]

ε=0
(A10)

ãäå ìû ïðîèíòåãðèðîâàëè ïî ÷àñòÿì. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî Êóëîíîâñêèé ïðîïàãàòîð åñòü −1/2ν(0)
(äâîéêà îò ñïèíà, íî îíà ñîêðàòèòñÿ ñî ñïèíîâîé äâîéêîé, îïóùåííîé â âû÷èñëÿåìîé ïåòëå). Òàêæå

⟨
GR(r, r)

⟩
ε=0

−
⟨
GA(r, r)

⟩
ε=0

= −2iπν(0), (A11)

ãäå ν(0) åñòü òî÷íàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé íà óðîâíå ôåðìè. Òàêèì îáðàçîì, óñðåäíÿÿ îòâåò äëÿ
ýêðàíèðîâàííîé ýëåêòðîí-ôîíîí-ïðèìåñíîé âåðøèíû, ñîñòîÿùåé èç îïèñàííîé ïåòëè è êóëîíîâñêîãî
ïðîïàãàòîðà, ïîëó÷àåì:

Γe−ph−imp−scr =
iqα

8π2ντ

⟨[
GR(r, r)

]2 − [GA(r, r)
]2⟩

ε=0
·
(
− 1

ν(0)

)
. (A12)

Îãðàíè÷èâàÿñü òåïåðü ïðèáëèæåíèåì áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé, ñðåäíåå êâàäðàòà ôóíêöè Ãðèíà ïðåäñòàâèì êàê
êâàäðàò ñðåäíåãî, ïîëó÷àÿ:

Γe−ph−imp−scr =
iqα

8π2ντ

[⟨
GR(r, r)

⟩
ε=0

−
⟨
GA(r, r)

⟩
ε=0

] [⟨
GR(r, r)

⟩
ε=0

+
⟨
GA(r, r)

⟩
ε=0

]
·
(
− 1

ν(0)

)
= (A13)

=
iqα

8π2ντ
[−2iπν(0)]

[⟨
GR(r, r)

⟩
ε=0

+
⟨
GA(r, r)

⟩
ε=0

]
·
(
− 1

ν(0)

)
=

iqα
2πντ

Re
⟨
GR(r, r)

⟩
ε=0

. (A14)

Â ýòîì îòâåòå ν è τ � ïðèâû÷íàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé è âðåìÿ ðàññåÿíèÿ íà óðîâíå ôåðìè äëÿ äîñòàòî÷íî
÷èñòîãî ìåòàëëà.
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Òåïåðü ìû âèäèì, ÷òî ïîëó÷åííûé îòâåò ãîâîðèò îá îòñóòñòâèè ïëîõî îïðåäåëåííîé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè
ôóíêöèè Ãðèíà â ïîëíîì îòâåòå äëÿ ýëåêòðîí-ôîíîí-ïðèìåñíîé âåðøèíû, ñóììå (A4,A5) è (A14):

(
ΓRA
scr

)
α
= −pα

τ
, (A15)

(
ΓRR(AA)
scr

)
α
= ∓ qα

2τ
. (A16)

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ñîêðàùåíèå èìååò ìåñòî òîëüêî â óíèâåðñàëüíîì ïðåäåëå è ôîðìàëüíî ýòî ïðèâîäèò ê
òîìó, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè âåðøèíû ôîíîí-äèôôóçîí ïîÿâëÿþòñÿ ÷ëåíû, íå îïèñàííûå íàìè â îñíîâíîì
òåêñòå, íî êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, îíè èìåþò äîïîëíèòåëüíóþ ìàëîñòü ïî ïàðàìåòðó (pF l)

−1 è ìû èõ íå
ðàññìàòðèâàåì.

Ïðèëîæåíèå B: ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÀß ÏËÎÒÍÎÑÒÈ ÑÎÑÒÎßÍÈÉ ÏÎ ÝÍÅÐÃÈÈ.

1. Ôóíêöèÿ Ãðèíà

Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïåðåíîðìèðîâêà õèìïîòåíöèàëà äëÿ ýëåêòðîíîâ îáû÷íî íå ñóùåñòâåííà è åå ïðîñòî
âûáðàñûâàþò èç ðàññìîòðåíèÿ, ïîëàãàÿ

GR =
1

ε− ξ + i
2τ

(B1)

ñ ξ = p2/2m − p2F /2m. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê âûÿñíÿåòñÿ, ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à íå èç òàêèõ.
Ïîñëå âêëþ÷åíèÿ ïðèìåñíîãî ïîòåíöèàëà âîçíèêíåò ïîïðàâêà ê õèìïîòåíöèàëó è îíà ñóùåñòâåííà: îíà
îáåñïå÷èâàåòñîõðàíåíèå ïëîòíîñòè ÷àñòèö.
×òîáû ïîëó÷èòü ôóíêöèþ Ãðèíà â ãðÿçíîì ìåòàëëå(â óíèâåðñàëüíîì ïðåäåëå), íàéäåì äëÿ íåå óðàâíåíèå

ýâîëþöèè ïî ìåðå èçìåíåíèÿ áåñïîðÿäêà. Äëÿ ýòîãî ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî íåìó, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ìû ìåíÿåì
êîððåëÿòîð ⟨U(r)U(r′)⟩ = 1/(2πντ0)δ(r− r′), ìåíÿÿ âðåìÿ ðàññåÿíèÿ τ0:

ïðè÷åì íà ðèñóíêå ïðèâåäåíà ëèøü ñîáñòâåííîýíåðãåòè÷åñêàÿ ÷àñòü. Êàê è â ïðèëîæåíèè A ìû áóäåì
ðàñìàòðèâàòü ëèøü íåïåðåñåêàþùèåñÿ äèàãðàììû.

∂τ−1
0

Σ =
1

2πν

∫
(dp)GR(p) ·

[
1 +

1

2πντ

∫
(dk)GR(k)GR(k)

]
(B2)

Ðàñõîäèìîñòü æå, âîçíèêàþùóþ ïðè âçÿòèè èíòåãðàëà îò îäíîé ôóíêöèè Ãðèíà, ìû âûáðàñûâàòü íå áóäåì.
Âìåñòî ýòîãî ìû ïîêàæåì, ÷òî îíà èñ÷åçàåò ïðè ó÷åòå ýêðàíèðîâêè âîçäåéñòâèÿ ïðèìåñíîãî ïîòåíöèàëà,
ïîäîáíî òîìó, êàê èñ÷åçàëà ðàñõîäèìîñòü â ýêðàíèðîâàííîé ýëåêòðîí-ôîíîí-ïðèìåñíîé âåðøèíå:
Âû÷èñëåíèÿ èäåíòè÷íû ïðîâåäåííûì â ïðèëîæåíèè A è ñâîäÿòñÿ ê òîìó, ÷òî â óðàâíåíèè íà Σ ìû äîëæíû

îñòàâèòü ëèøü ìíèìóþ ÷àñòü ôóíêöèè Ãðèíà:

∂τ−1
0

Σ =
1

4πν

∫
(dp)

[
GR(p)−GA(p)

]
·
[
1 +

1

2πντ
iπ
dν

dE

]
(B3)

Ïðåäïîëàãàÿ äàëüøå, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà èìååò âèä
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GR =
1

ε− ξ − a+ i
2τ

(B4)

è âû÷èñëÿÿ åå ïðè ε = 0, ïîëó÷èì

d

dτ−1
0

1

τ
= i, (B5)

da

dτ−1
0

=
1

4ντ0

dν

dE
, (B6)

G−1(ε,p) =

[
ε− 1

8ντ20

dν

dε
− ξ − i

2τ

]
,

1

τ
=

1

τ0

(
1 +

1

ν

dν

dε
· ε
)

(B7)

ãäå ìû äîáàâèëè ãëàâíóþ ýíåðãåòè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü. Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî ôóíêöèþ Ãðèíà ìîæíî áûëî áû
âû÷èñëèòü è îòñóììèðîâàâ âåñü ðÿä èç R-R áëîêîâ, îõâàòèâ òàêèì îáðàçîì âñå íåïåðåñåêàþùèåñÿ äèàãðàììû,
íî ìû îãðàíè÷èëèñü ëèíåéíûì ïî dν/dE ïîðÿäêîì. Êîíöåíòðàöèÿ ýëåêòðîíîâ íå ìåíÿåòñÿ, � åñëè ìû èçîáðàçèì
ñîîòâåòñâóþùèå äèàãðàììû, òî óâèäèì, ÷òî îíè äåéñòâèòåëüíî ñåáÿ ñîêðàùàþò:

âòîðàÿ äèàãðàììà îòëè÷àåòñÿ íàëè÷èåì îáû÷íîãî ïîëÿðèçàöèîííîãî îïåðàòîðà è Êóëîíîâñêîãî ïðîïàãàòîðà,
êîòîðûå âìåñòå äàþò çíàê (−), ïðèâîäÿ ê ñîêðàùåíèþ äèàãðàìì. È ïîñëåäíåå: â íàéäåííîé ôóíêöèè Ãðèíà
ìû ðàññìàòðèâàëè ëèøü ïîïðàâêè ñâÿçàííûå ñ íàëè÷èåì dν/dE, ïî ñóòè ïðåäïîëàãàÿ åå áîëüøîé. Ðàçëè÷íûå
äèàãðàììû ñ ïåðåñå÷åíèÿìè ïðèìåñíûõ ëèíèé ìîãóò äàòü âêëàä â òîì æå ïîðÿäêå ïî pF l, íî îíè íå áóäóò
ñâÿçàíû ñ ïàðàìåòðîì dν/dE.
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2. Âåðøèíà ôîíîí-äèôôóçîí

Åñëè ïîïðîáîâàòü âû÷èñëèòü ýòó âåðøèíó ïðè íàëè÷èè dν/dE è íå ñ÷èòàòüñÿ ñ îïèñàííîé ïîïðàâêîé ê
õèìïîòåíöèàëó, òî áóäåò êîíå÷íûé îòâåò, êîòîðûé ìîã áû äàòü çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ïîòîê òåïëà îò ýëåêòðîíîâ
ê ôîíîíàì. Íî êàê ìîæíî äîãàäàòüñÿ, ýòî íå âåðíî, � ó÷åò îïèñàííîé ïîïðàâêè ïðèâîäèò ê çàíóëåíèþ âåðøèíû
â ãëàâíîì ïîðÿäêå, êàê áûëî áåç dν/dE. Íèæå ìû ïðèâåäåì ïðàâèëüíûé ñïîñîá íàéòè ýòó âåðøèíó; êàê ïðèìåð
áóäåò èñïîëüçîâàí òðåõìåðíûé ñëó÷àé, íî ýòî íå ñóùåñòâåííî.
Ýëåêòðîí-èîííàÿ ÷àñòü èìååò çíàêîìîå óæå íàì âûðàæåíèå, íå ïîëó÷àÿ ïîïðàâîê îò íàëè÷èÿ ïðîèçâîäíîé

ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ïî ýíåðãèè:

Λion
α =

∫
(dp) [−iqα]GA(p)GR(p) =

pF vF
3

[−iqα] · 2πντ, (B8)

Â ýëåêòðîí-ôîíîí-ïðèìåñíîé ÷àñòè ìû âûäåëèëè êðàñíûì öâåòîì ÷ëàãàåìûå, ïðîèñõîäÿùèå îò ñäâèãà
õèìïîòåíöèàëà:

Λimp
α =

∫
(dp)

[pα
τ
uα

]
GA(p− q/2)GR(p+ q/2) = (B9)

=
iqα

12π2τ2

∫
dξp3 · 1

[(ξ+a)2 + 1/4τ2]2
=

iqα
12π2τ2

∫
dξ
p3F + 6π2νξ + 3π2 dν

dε ξ
2

[(ξ+a)2 + 1/4τ2]2
= (B10)

=
iqα

12π2τ2

∫
dξ
p3F + 6π2ν(ξ−a) + 3π2 dν

dε (ξ−a)
2

[ξ2 + 1/4τ2]2
=

iqα
12π2τ2

∫
dξ
p3F + 6π2ν(ξ−a) + 3π2 dν

dε ξ
2

[ξ2 + 1/4τ2]2
= (B11)

=
iqα

12π2τ2

[
p3F · (2τ)3π

2
−6πνa · (2τ)3π

2
+ 3π2 dν

dε
· πτ

]
= iqα

p3F
3π
τ−2iqαντa+

iπqα
4τ

dν

dε
= (B12)

=
iqαpF · 2π2νvF

3π
τ−2iqαντa+

iπqα
4τ

dν

dε
= iqα

pF vF
3

· 2πντ−2iqαντa+
iπqα
4τ

dν

dε
. (B13)

È âåñü áëîê:

Λα = −iqα
pF vF
3

· 2πντ +
[
iqα

pF vF
3

· 2πντ−2iqαντa+
iπqα
4τ

dν

dε

]
=
iπqα
4τ

dν

dε
−2iqαντa (B14)

Âñïîìèíàÿ, ÷òî a = (1/8ντ20 )(dν/dε)

Λα =
iπqα
4τ

dν

dε
− 2iνqατa =

iπqα
4τ

dν

dε
− iπqα

4τ

dν

dε
= 0 (B15)

Ïðèëîæåíèå C: ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÈÍÒÅÃÐÀËÛ

1.

A1(iΩk,Q) =

∫
dφ

2π

1

1 + Ωkτ + iQ2l2/2pF l + iQl(1 + i/pF l) cosφ
, (C1)

A1(iΩk,Q) =
1√

(1 + Ωkτ + iQ2l2/2pF l)2 +Q2l2(1 + i/pF l)2
. (C2)

Â ÷àñòè ñëó÷àåâ ìû çàõîòèì îñòàâèòü ëèøü âåäóùóþ ïî pF l ñîñòàâëÿþùóþ:

A0
1(iΩk,Q) =

1√
(1 + Ωkτ)2 +Q2l2

. (C3)
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Ê ýòîé âåëè÷èíå ñâîäÿòñÿ íàïðèìåð èíòåãðàëû

∫
(dp)GA(p)GR(iΩk,p+Q) = 2πντA1,

∫
(dp)GA(p)GR(p)GR(iΩk,p+Q) = −2iπντ2A1. (C4)

2.

A2(iΩk,Q) =

∫
dφ

2π

1

[1 + Ωkτ + iQ2l2/2pF l + iQl(1 + i/pF l) cosφ]
2 , (C5)

A2(iΩk,Q) =
1 + Ωkτ + iQ2l2/2pF l

[(1 + Ωkτ + iQ2l2/2pF l)2 +Q2l2(1 + i/pF l)2]
3/2

. (C6)

A0
2(iΩk,Q) =

1 + Ωkτ

[(1 + Ωkτ)2 +Q2l2]
3/2

. (C7)

Ê ýòîé âåëè÷èíå ñâîäèòñÿ íàïðèìåð èíòåãðàë

∫
(dp)GA(p)

[
GR(iΩk,p+Q)

]2
= −2iπντA2. (C8)

3.

A′
1(iΩk,Q) =

∫
dφ

2π

1 + (1/pF l)Ql cosφ

[1 + Ωkτ + iQ2l2/2pF l + iQl(1 + i/pF l) cosφ]
2 , (C9)

A′
1(iΩk,Q) =

1 + Ωkτ + iQ2l2/2pF l

[(1 + Ωkτ + iQ2l2/2pF l)2 +Q2l2(1 + i/pF l)2]
3/2

. (C10)

(A′
1)

0
(iΩk,Q) = A0

2(iΩk,Q). (C11)

Ê ýòîé âåëè÷èíå ñâîäèòñÿ íàïðèìåð èíòåãðàë

∫
(dp)

[
GA(p)

]2
GR(iΩk,p+Q) = 2iπντ2A′

1. (C12)

Ïðèëîæåíèå D: ÑÂÅÐÕÏÎÂÎÄßÙÈÉ ÏÐÎÏÀÃÀÒÎÐ

Ñóììèðóÿ Êóïåðîâñêóþ ëåñòíèöó ïîëó÷àåòñÿ ñòàíäàðòíîå âûðàæåíèå. ×òî ìû ñäåëàåì çäåñü áîëåå ïîäðîáíî,
òàê ýòî âû÷èñëèì ïîëÿðèçàöèîííûé îïåðàòîð ñ ó÷åòîì íàëè÷èÿ ïðîèçâîäíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ïî ýíåðãèè.
Â ðàáîòå [6] èìååòñÿ îïå÷àòêà, � ÷òîáû ïîëó÷èòü íàéäåííîå äëÿ ïðîïàãàòîðà âûðàæåíèå íåîáõîäèìî ó÷åñòü
dν/dE âåçäå, íå òîëüêî â çàâèñèìîñòè âðåìåíè ðàññåÿíèÿ τ(ε) îò ýíåðãèè, ÷òî îíè íà ñàìîì äåëå è ñäåëàëè.

L(iΩn,Q) =
1

−λ−1 +Π(iΩn,Q)
(D1)
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Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîëÿðèçàöèîííîãî îïåðàòîðà Π ãëàâíûì îáðàçîì íàì íåîáõîäèìî àêêóðàòíî ñîñ÷èòàòü
êóïåðîí:

C(iεl + iΩn,−iεl,Q) =
1

2πντ

[
1− 1

2πντ

∫
(dp)GA(−iεl,−p)GR(iεl + iΩn,p+Q)

]
(D2)

Ïîëó÷èì ìû óæå óêàçàííîå â [] âûðàæåíèå:

C(iεl + iΩn,−iεl,Q) =
1

2πντ2
1 + i

2ν
dν
dEΩn

|2εl +Ωn|+DQ2
, (D3)

íàèáîëåå âàæíîå â ýòîì âûðàæåíèè ýòî òî, ÷òî â ÷èñëèòåëå Ωn âõîäèò áåç ìîäóëÿ. Â èòîãå ïîëÿðèçàöèîííûé
îïåðàòîð:

Π(iΩn,Q) = T
∑

l(−∞,−n−1]
∪
[0,+∞)

∫
(dp)

⟨
GM (−iεl,−p)GM (iεl + iΩn,p+Q)

⟩
disorder

+

+ T
∑

l[−n,0)

∫
(dp)

⟨
GM (−iεl,−p)GM (iεl + iΩn,p+Q)

⟩
disorder

. (D4)

Äëÿ ÿñíîñòè ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî Ωn > 0. Â çàïèñàííîì âûðàæåíèè âûäåëåíà âòîðàÿ ñóììà, äëÿ êîòîðîé
ôóíêöèè Ãðèíà áóäóò èìåòü îäèíàêîâûå çíàêè ýíåðãèé(äëÿ Ωn > 0 ýòî R − R, äëÿ Ωn < 0 A − A). Òàêèå
èíòåãðàëû, êàê ìû òåïåðü çíàåì, îòëè÷íû îò íóëÿ è ïðîïîðöèîíàëüíû dν/dE. Íî ïîñêîëüêó â ýòîé ðàáîòå ìû
ñîñðåäîòî÷åíû íà àíàëèçå ¾óìåðåííûõ¿ èìïóëüñîâ è ÷àñòîò, òî ýòî ñëàãàåìîå îêàæåòñÿ íåâàæíûì, îíî íå áóäåò
ñîäåðæàòü ëîãàðèôìè÷åñêîãî óñèëåíèÿ ln(ωD/T ), ïîñêîëüêó ñóììèðîâàíèå â íåì îãðàíè÷èâàåòñÿ ÷àñòîòîé Ωn

è íå òðåáóåò ðåãóëÿðèçàöèè. Â èòîãå:

Π(iΩn,Q) = −
(
1 +

i

2ν

dν

dE
Ωn

)[
ln

|Ωn|+DQ2

4πTc
− 1

λ

]
(D5)

L(iΩn,Q) = −1

ν

[
ln

Ωn +DQ2

4πTc
+

i

2ν

dν

dE
Ωn

(
1

λ
− ln

Ωn +DQ2

4πTc

)]−1

, (D6)

Çàïèñàííîå âûðàæåíèå óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ïðè èìïóëüñàõ è ÷àñòîòàõ Ωn ∼ ωD, Q ∼
√
ωD/D êîýôôèöèåíò

ïðè àñèììåòðè÷íîé ÷àñòè çíà÷èòåëüíî óìåíüøàåòñÿ, åñëè íå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Òåì íå ìåíåå, â ýòîé îáëàñòè
íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü êàê îïóùåííûé âêëàä îò R − R èíòåãðèðîâàíèé, òàê è dν/dE â ýëåêòðîííîì áëîêå.
Êðîìå òîãî, â ýòîé îáëàñòè ìû ÿâíî ñòàëêèâàåìñÿ ñ îáðåçêîé ïî ÷àñòîòàì, âûõîäÿ çà ïðåäåëû èãðóøå÷íîé
ìîäåëè, ãäå ìû ïðîñòî ñòàâèì âåðõíèé ïðåäåë ðàâíûì ωD(ýòî ïðåêðàñíî ðàáîòàåò òîëüêî ïîêà Ωn, DQ

2 ≪ ωD).
Ïîäâîäÿ èòîã � â âåðøèíå ôîíîí-äèôôóçîí ìû èïîëüçîâàëè ¾óìåðåííî-÷àñòîòíóþ¿ àñèìïòîòèêó ïðîïàãàòîðà:

L(iΩn,Q) = −1

ν

[
ln

|Ωn|+DQ2

4πTc
+

i

2λν

dν

dE
Ωn

]−1

, T ≪ Ω, DQ2 ≪ ωD, (D7)

íî âèäíî, ÷òî âîçíèêøàÿ â âû÷èñëåíèÿõ îñíîâíîãî òåêñòà ñèëüíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ðàñõîäèìîñòü äåéñòâèòåëüíî
äîëæíà èñ÷åçàòü íà ÷àñòîòàõ ïîðÿäêà Äåáàåâñêîé. Â ýòîì ñìûñëå íàø ðåçóëüòàò, êîíå÷íî, åñòü ëèøü îöåíêà,
äëÿ áîëåå òî÷íîãî îòâåòà íåîáõîäèì òî÷íûé âèä ïðîïàãàòîðà, ñ âûáîðîì âïîëíå êîíêðåòíîé ôèçè÷åñêîé ìîäåëè
äëÿ ñâåðõïðîâîäÿùåãî âçàèìîäåéñòâèÿ.
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