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1 Ââåäåíèå

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ñóùåñòâóåò äâà ðàçëè÷íûõ ïîäõîäà ê äâóìåðíîé êâàíòîâîé ãðàâè-
òàöèè. Ïåðâûé - íåïðåðûâíûé ïîäõîä. Â ýòîì ïîäõîäå òåîðèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëü-
íûì èíòåãðàëîì ïî ðèìàíîâûì ìåòðèêàì gµν ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ôèêñèðîâàíèåì êàëèá-
ðîâêè. Âûáîð êîíôîðìíîé êàëèáðîâêè ïðèâîäèò ê òåîðèè Ëèóâèëëÿ, âçàèìîäåéñòâóþùåé
ñ íåêîòîðîé ìàòåðèåé [1]. Ïîëó÷àþùàÿñÿ òåîðèÿ íàçûâàåòñÿ Ëèóâèëëåâñêîé ãðàâèòàöèåé.
Â äðóãîì ïîäõîäå � äèñêðåòíîì � ôëóêòóèðóþùèå äâóìåðíûå ïîâåðõíîñòè ïðèáëèæàþòñÿ
àíñàìáëåì ïëàíàðíûõ ãðàôîâ. Ïðè ýòîì èñõîäíàÿ íåïðåðûâíàÿ òåîðèÿ âîññòàíàâëèâàåò-
ñÿ â ñêåéëèíãîâîì ïðåäåëå, êîãäà îñíîâíîé âêëàä âíîñÿò ãðàôû áîëüøîãî ðàçìåðà. Òàêîé
ïîäõîä ðåàëèçóåòñÿ â ìàòðè÷íûõ ìîäåëÿõ (íóëüìåðíàÿ òåîðèÿ ïîëÿ ìàòðèö N × N), à
ñêåéëèíãîâûé ïðåäåë îòâå÷àåò êðèòè÷åñêèì òî÷êàì â ò'Õîîôòîâñêîì ïðåäåëå áîëüøèõ
N . Ïîäðîáíîñòè äèñêðåòíîãî ïîäõîäà ìîæíî íàéòè íàïðèìåð â îáçîðàõ [2, 3]. Ïîñêîëüêó
îáà ïîäõîäà îïèñûâàþò äâóìåðíóþ ôëóêòóèðóþùóþ ãåîìåòðèþ, òî åñòåñòâåííî îæèäàòü,
÷òî îíè äîëæíû äàâàòü îäíè è òå æå ðåçóëüòàòû äëÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí.

Ïðèìåðîì ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, êîòîðûå ìîæíî áûëî áû ñðàâíèâàòü â îáîèõ ïîäõî-
äàõ, ÿâëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå �êîððåëÿöèîííûå ÷èñëà� - èíòåãðàëû îò êîððåëÿöèîííûõ
ôóíêöèé (òàê æå èõ ìîæíî ïîíèìàòü êàê ñòðóííûå àìïëèòóäû)

Zk1...kn = 〈Ok1 . . . Okn〉, Ok =

∫
M

Ok(x) (1.1)

ãäå Ok � íåêîòîðûå ëîêàëüíûå âåðùèííûå îïåðàòîðû íà ìèðîâîé ïîâåðõíîñòè M , ñîñòî-
ÿùèå èç âåðøèííûõ îïåðàòîðîâ ìàòåðèè è ìåòðèêè. Óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ïðîèçâîäÿùåé
ôóíêöèåé êîððåëÿöèîííûõ ÷èñåë

Z(λ) =

〈
exp

(∑
k

λkOk

)〉
(1.2)

êîòîðóþ ìîæíî ïîíèìàòü êàê ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó èñõîäíîé òåîðèè, âîçìóùåííîé îïå-
ðàòîðàìè Ok c êîíñòàíòàìè âçàèìîäåéñòâèÿ λk.

Â äàííîé ðàáîòå ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà ìèðîâàÿ ïîâåðõíîñòü
M îáëàäàåò òîïîëîãèåé ñôåðû.

Òîíêîñòü, êîòîðàÿ äåëàåò ñðàâíåíèå êîððåëÿöèîííûõ ÷èñåë, ïîñ÷èòàííûõ â ðàçíûõ
ïîäõîäàõ, íåòðèâèàëüíûì, çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïðè âû÷èñëåíèè êîððåëÿöèîííûõ
÷èñåë (1.1) èíòåãðàë

∫
〈Ok1(x1) . . .Okn(xn)〉d2x1 . . . d2xn (1.3)

áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì x1, . . . , xn, ïðèíàäëåæàøèì ïðîñòðàíñòâó M . Â ÷àñòíîñòè èìå-
þòñÿ âêëàäû îò êîíòàêòíûõ ÷ëåíîâ äåëüòà ôóíêöèîííîãî âèäà, âîçíèêàþùèõ ïðè ñîâ-
ïàäåíèè äâóõ èëè áîëåå òî÷åê xi. Ïðè ýòîì òàêîãî âèäà ÷ëåíû íèêàê íå ôèêñèðóþòñÿ
êîíôîðìíîé òåîðèåé ïîëÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, èç çà òàêèõ êîíòàêòíûõ ÷ëåíîâ n-òî÷å÷íûå
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êîððåëÿöèîííûå ÷èñëà ìîãóò ïîëó÷àòü äîáàâêè â âèäå k-òî÷å÷íûõ êîððåëÿöèîííûõ ÷è-
ñåë ïðè k < n. Íàïðèìåð äâóõòî÷å÷íûå êîððåëÿöèîííûå ÷èñëà ìîãóò ïîëó÷àòü äîáàâêó
îò îäíîòî÷å÷íûõ êîððåëÿöèîííûõ ÷èñåë

〈Ok1Ok2〉 → 〈Ok1Ok2〉+
∑
k

Ak1k2k 〈Ok〉. (1.4)

Äîáàâëåíèå òàêèõ ÷ëåíîâ ýêâèâàëåíòíî çàìåíå â (1.2)

λk → λk +
∑
k1,k2

Ak1k1k λk1λk2 + . . . (1.5)

Ïîèñê òî÷íîãî âèäà òàêèõ ñîîòíîøåíèé, ïîçâîëÿþùèõ îòîæäåñòâèòü äèñêðåòíûé è
íåïðåðûâíûé ïîäõîäû, áóäåò îäíîé èç íàøèõ ãëàâíûõ çàäà÷. Â ìèíèìàëüíîé ãðàâèòàöèè
ïîëÿ Ok áóäóò âûáðàíû òàê, ÷òî îíè áóäóò îáëàäàòü îïðåäåëåííîé ìàññîâîé ðàçìåðíîñòüþ

Ok ∼ µδk , λk ∼ µ−δk (1.6)

ãäå µ ∼ mass2 � êîñìîëîãè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ, êîòîðàÿ áóäåò ââåäåíà â äàëüíåéøåì. Ïî-
ýòîìó íà ñîîòíîøåíèÿ (1.5) íàêëàäûâàåòñÿ �óñëîâèå ðåçîíàíñà�, òðåáóþùåå ÷òîáû ðàçìåð-
íîñòè âñåõ ñëàãàåìûõ â (1.5) áûëè îäèíàêîâûìè

δk = δk1 + · · ·+ δkn . (1.7)

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì íàçûâàòü óðàâíåíèÿ òèïà (1.5) ðåçîíàíñíûìè ñîîòíîøåíèÿìè.
Â ñëó÷àå ìèíèìàëüíîé Ëèóâèëëåâñêîé ãðàâèòàöèè, êîòîðóþ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü,

êàê ïðàâèëî èìååòñÿ ìíîãî ðåçîíàíñîâ (1.7). Ïîýòîìó ðåçîíàíñíûå ñîîòíîøåíèÿ äîëæû
áûòü íåêîòîðûì îáðàçîì çàôèêñèðîâàíû. Âïåðâûå íà ýòó ïðîáëåìó áûëî îáðàùåíî âíè-
ìàíèå â ðàáîòå [4]. Òàì æå îíà áûëà ÷àñòè÷íî ðàçðåøåíà â íåêîòîðûõ ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ
ìîäåëåé (q, p) ñ ìàëûìè q è p äëÿ ñëó÷àÿ îäíîòî÷å÷íûõ è äâóõòî÷å÷íûõ êîððåëÿöèîííûõ
÷èñåë.

Äî íåäàâíåãî âðåìåíè îäíèì èç ãëàâíûõ ïðåïÿòñòâèé äëÿ ïîëíîãî îòîæäåñòâëåíèÿ
êîððåëÿöèîííûõ ÷èñåë è ôèêñèðîâàíèþ ðåçîíàíñíûõ ñîîòíîøåíèé ÿâëÿëîñü îòñóòñòâèå
ÿâíûõ ðåçóëüòàòîâ â ìèíèìàëüíîé Ëèóâèëëåâñêîé ãðàâèòàöèè. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî
äëÿ âû÷èñëåíèÿ n-òî÷å÷íûõ êîððåëÿöèîííûõ ÷èñåë íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè òåõíè÷åñêè
ñëîæíîå èíòåãðèðîâàíèå ïî (n− 3)-ìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó ìîäóëåé ñôåðû ñ n îòìå÷åííû-
ìè òî÷êàìè. Îäíàêî ñèòóàöèÿ èçìåíèëàñü íåñêîëüêî ëåò íàçàä, êîãäà â ðàáîòå [5] áûëà
ðàçâèòà òåõíèêà âû÷èñëåíèÿ òàêèõ èíòåãðàëîâ ñ ïîìîùüþ âûñøèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
òåîðèè Ëèóâèëëÿ [6]. Òàêèì îáðàçîì â ýòîé æå ðàáîòå [5] áûëî ïîëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ
÷åòûðåõòî÷å÷íûõ êîððåëÿöèîííûõ ÷èñåë â ìèíèìàëüíîé Ëèóâèëëåâñêîé ãðàâèòàöèè.

Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå ìû èñïîëüçóåì ðåçóëüòàòû [5] äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ âûðàæåíèÿ-
ìè, ïîëó÷àþùèìèñÿ èç ìàòðè÷íûõ ìîäåëåé è íàéäåì ðåçîíàíñíûå ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå
ïîçâîëÿò îòîæäåñòâèòü êîððåëÿöèîííûå ÷èñëà â äâóõ ðàçíûõ ïîäõîäàõ.
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2 Ìèíèìàëüíàÿ Ëèóâèëëåâñêàÿ ãðàâèòàöèÿ

2.1 Ìèíèìàëüíûå ìîäåëè êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ

Ìèíèìàëüíûå ìîäåëè êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿMq,p [7] íóìåðóþòñÿ äâóìÿ âçàèìíî ïðî-
ñòûìè ÷èñëàìè (q, p) è ñîñòîÿò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðèìàðíûõ ïîëåé Φm,n, ãäå m =
1, . . . , q − 1, n = 1, . . . , p− 1.

Â êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìèíèìàëüíûå ìîäåëè M2,2s+1 è
M3,3s+α, ãäå α = 1, 2. Â ýòèõ ìîäåëÿõ â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ ïîëåé ìîæíî âûáðàòü
ïîëÿ èç ïåðâîé ñòðîêè òàáëèöû Êàöà - Φ1,k. Ââåäåì êðîìå òîãî îáîçíà÷åíèå

Φk = Φ1,k+1. (2.1)

Îïåðàòîðíîå ðàçëîæåíèå äëÿ òàêèõ ïîëåé

[Φk1 ][Φk2 ] =

f(k1,k2)∑
k=|k1−k2|

[Φk] (2.2)

ãäå, êàê îáû÷íî, [Φk] îçíà÷àåò íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Âèðàññîðî ñî ñòàðøèì
ñîñòîÿíèåì Φk, à ñóììà èäåò ñ øàãîì 2. Òàê æå áûëî ââåäåíî îáîçíà÷åíèå f(k1, k2) =
min(k1 + k2, 2p− k1 − k2 − 4).

Êîíôîðìíàÿ ñèììåòðèÿ âìåñòå ñ îïåðàòîðíûì ðàçëîæåíèåì (2.2) íàêëàäûâàþò æåñò-
êèå îãðàíè÷åíèÿ íà âèä êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé. Â ÷àñòíîñòè, ìíîãèå èç íèõ îêàçûâà-
þòñÿ ðàâíûìè íóëþ.

Íàïðèìåð ìàëàÿ êîíôðìíàÿ ãðóïïà ñôåðû íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèÿ íà îäíîòî÷å÷íûå
è äâóõòî÷å÷íûå êîððåëÿòîðû

〈Φk〉 = 0, if k 6= 0, (2.3)

〈Φk1Φk2〉 = 0, if k1 6= k2. (2.4)

Êðîìå òîãî, îïåðàòîðíîå ðàçëîæåíèå (2.2) íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèå íà n-òî÷å÷íûå
êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè (n ≥ 3). Â ÷àñòíîñòè íà òðåõòî÷å÷íûå êîððåëÿòîðû

〈Φk1Φk2Φk3〉 = 0, if k3 > min(k1 + k2, 2p− k1 − k2 − 4) (2.5)

ãäå ìû ïðåäïîëîæèëè ÷òî k3 ≥ k1, k2.

2.2 Âçàèìîäåéñòâèå ñ òåîðèåé Ëèóâèëëÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì âçàèìîäåéñòâèå ìèíèìàëüíîé ìîäåëèMq,p, ðàññìîòðåííîé
â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ñ òåîðèåé Ëèóâèëëÿ. Ìèíèìàëüíàÿ ìîäåëü â ýòîì ñëó÷àå èãðàåò
ðîëü ìàòåðèè, à ïîëó÷àþùàÿñÿ òåîðèÿ íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé Ëèóâèëëåâñêîé ãðàâèòà-
öèåéMGq,p.
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Ñîãëàñíî [1], åñëè ìû ðàññìîòðèì òåîðèþ äâóìåðíîé ôëóêòóèðóþùåé ìåòðèêè gµν ,
âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ íåêîòîðîé êîíôîðìíîé ìàòåðèåé, òî ôóíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë ïî
ìåòðèêàì â êîíôîðìíîé êàëèáðîâêå gµν = e2bφĝµν ïðèâîäèò ê äåéñòâèþ Ëèóâèëëÿ

SL =
1

4π

∫
M

√
ĝ
(
ĝµν∂µφ∂νφ+QR̂φ+ 4πµe2bφ

)
d2x (2.6)

ãäå ĝµν � íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ ôîíîâàÿ ìåòðèêà, µ � êîñìîëîãè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ,
à ïàðàìåòðû b,Q ñâÿçàíû ñ öåíòðàëüíûì çàðÿäîì cM êîíôîðìíîé ìàòåðèè óñëîâèåì ñî-
êðàùåíèÿ êîíôîðìíîé àíîìàëèè

cM + cL = 26, cL = 1 + 6Q2, Q = b+ b−1. (2.7)

Â ñëó÷àå (q, p) ìèíèìàëüíîé Ëèóâèëëåâñêîé ãðàâèòàöèè, òî åñòü êîãäà â êà÷åñòâå êîí-
ôîðìíîé ìàòåðèè áåðåòñÿ (q, p) ìèíèìàëüíàÿ ìîäåëü êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ [7], èìååì

b =
√

q
p
.

Â ðîëè íàáëþäàåìûõ (1.1) âûñòóïàþò Om,n =
∫
M
Om,n(x), ÿâëÿþùèåñÿ êîãîìîëîãèÿ-

ìè ñîîòâåòñòâóþùåãî ÁÐÑÒ îïåðàòîðà è ñòðîÿòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå ïðèìàðíîãî ïîëÿ èç
ìèíèìàëüíîé ìîäåëè è âåðøèííîãî îïåðàòîðà òåîðèè Ëèóâèëëÿ

Om,n = Φm,n(x)e2δm,nφ(x)
√
ĝd2x (2.8)

ãäå δm,n � òàê íàçûâàåìûå ãðàâèòàöèîííûå ðàçìåðíîñòè [8]

δm,n =
p+ q − |pm− qn|

2q
. (2.9)

Ïîíÿòíî ÷òî ïîëÿ Om,n óäîâëåòâîðÿþò òåì æå ïðàâèëàì îòáîðà ÷òî è ïîëÿ Φm,n ìè-
íèìàëüíûõ ìîäåëåé.

2.3 Êîððåëÿöèîííûå ÷èñëà ìèíèìàëüíîé ãðàâèòàöèè

Â ðàáîòàõ [5, 9] áûëè ïîñ÷èòàíû n-òî÷å÷íûå êîîðåëÿöèîííûå ÷èñëà äëÿ n ≤ 4 â (q, p)
ìèíèìàëüíîé Ëèóâèëëåâñêîé ãðàâèòàöèè. Âåëè÷èíû, íåçàâèñÿùèå îò íîðìèðîâêè îïåðà-
òîðîâ Om,n è íîðìèðîâêè êîððåëÿòîðîâ, îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè (ïðåäïîëàãàåì ÷òî ïðàâèëà
îòáîðà âûïîëíåíû)

〈〈Om1,n1Om2,n2Om3,n3〉〉2∏3
i=1〈〈O2

mi,ni
〉〉

=

∏3
i=1 |mip− niq|
p(p+ q)(p− q)

(2.10)

〈〈Om1,n1Om2,n2Om3,n3Om4,n4〉〉(∏4
i=1〈〈O2

mi,ni
〉〉
) 1

2

=

=

∏4
i=1 |mip− niq|

2p(p+ q)(p− q)

 4∑
i=2

m1−1∑
r=−(m1−1)

n1−1∑
s=−(n1−1)

|(mi − ri)p− (ni − si)q| −m1n1(m1p+ n1q)


(2.11)
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ãäå 〈〈. . .〉〉 îçíà÷àåò íîðìèðîâàííûå êîððåëÿòîðû, òî åñòü 〈〈. . .〉〉 = 〈...〉
〈1〉 . Ñóììû ïî r, s èäóò

ñ øàãîì 2. Ýòè ðåçóëüòàòû ïðèãîäÿòñÿ íàì â äàëüíåéøåì äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ ìàòðè÷íûìè
ìîäåëÿìè.

Çäåñü íåîáõîäèìî ñäåëàòü âàæíîå çàìå÷àíèå, êàñàþùååñÿ ÷åòûðåõòî÷å÷íûõ êîððåëÿ-
öèîííûõ ÷èñåë. À èìåííî ïðè âûâîäå ôîðìóëû (2.11) áûëî ñäåëàíî íåêîòîðîå ïðåäïîëî-
æåíèå, êîòîðîå â ÷àñòíîì ñëó÷àå mi = 1 âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì [5] (ïðåäïîëîæèì
òàê æå n1 ≤ n2 ≤ n3 ≤ n4)

n1 + n4 < n2 + n3. (2.12)

3 Ìàòðè÷íûå ìîäåëè

3.1 Ñòðóííîå óðàâíåíèå Äóãëàñà

Ðàññìîòðèì ìíîãîìàòðè÷íóþ ìîäåëü, îòâå÷àþùóþ (q, p) ìèíèìàëüíîé ãðàâèòàöèè. Ñî-
ãëàñíî Äóãëàñó [10] ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ â òàêîé ìîäåëè îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Âîçüìåì äâà îïåðàòîðà P,Q

P =

(
Q

p
q +

q−1∑
α=1

∑
k=1

tk,αQ
k+α

q

)
+

, (3.1)

Q = dq +

q−1∑
α=1

uα(x)dq−α−1 (3.2)

ãäå d = d
dx
, Q

a
b � ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, êîòîðûé ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê ðÿä

ïî d, à (. . . )+ îçíà÷àåò ÷òî èç òàêîãî ðÿäà áåðóòñÿ òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå ñòåïåíè d.
Òîãäà òàê íàçûâàåìîå "ñòðóííîå óðàâíåíèå Äóãëàñà"âûãëÿäèò êàê [10]

[P,Q] = 1. (3.3)

Ýòî óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà uα(x).
Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ â ýòîì ïîäõîäå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

∂2Z

∂x2
= u1∗ (3.4)

ãäå uα∗ � ïîäõîäÿùåå ðåøåíèå ñòðóííîãî óðàâíåíèÿ (3.3).
Ïåðâûé ÷ëåí â ïñåâäîäôôåðåíöèàëüíîì îïåðàòîðå (3.1) îïèñûâàåò p-êðèòè÷åñêóþ òî÷-

êó (q−1)-ìàòðè÷íîé ìîäåëè è îòâå÷àåò íåâîçìóùåííîé (q, p) ìèíèìàëüíîé Ëèóâèëëåâñêîé
ãðàâèòàöèè. Îñòàëüíûå ÷ëåíû â (3.1) îïèñûâàþò âîçìóùåíèÿ îêîëî êðèòè÷åñêîé òî÷êè è
îòâå÷àþò ìèíèìàëüíîé Ëèóâèëëåâñêîé ãðàâèòàöèè, âîçìóùåííîé íåêîòîðûìè îïåðàòîðà-
ìè ñ êîíñòàíòàìè âçàèìîäåéñòâèÿ tk,α. Íèæå ìû óâèäèì ÷òî ìîæíî òàê âûáðàòü èíòåðâàë,
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â êîòîðîì èçìåíÿåòñÿ èíäåêñ k â (3.1), ÷òî ýòè âîçìóùåíèÿ áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü âîçìó-
ùåíèÿì âñåâîçìîæíûìè ïðèìàðíûìè îïåðàòîðàìè (2.8) â (q, p) ìèíèìàëüíîé ãðàâèòàöèè.

Â ýòîé ðàáîòå ìû áóäåì èçó÷àòü êîððåëÿöèîííûå ÷èñëà ìèíèìàëüíîé ãðàâèòàöèè íà
ñôåðå. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòðè÷íûõ ìîäåëåé ýòî îçíà÷àåò ÷òî íàñ èíòåðåñóåò ò'Õîîôòîâñêèé
ïðåäåë N →∞, êîãäà ðàçìåð ìàòðèö ñòàíîâèòñÿ áîëüøèì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû äëÿ ñòðóí-
íîãî óðàâíåíèÿ Äóãëàñà ýòî îçíà÷àåò ÷òî íóæíî âçÿòü êâàçèêëàññè÷åñêèé ïðåäåë. Â ýòîì
ïðåäåëå îïåðàòîð "èìïóëüñà" d

dx
çàìåíÿåòñÿ íà "êëàññè÷åñêèé èìïóëüñ"p (íå ïóòàòü ñ p â

(q, p) â ìèíèìàëüíîé ãðàâèòàöèè!), à êîììóòàòîð â ñòðóííîì óðàâíåíèè (3.3) çàìåíÿåòñÿ
íà ñêîáêó Ïóàññîíà

[P,Q] = 1→ {P,Q} =
∂P

∂x

∂Q

∂p
− ∂P

∂p

∂Q

∂x
= 1. (3.5)

ãäå P,Q òåïåðü ïðîñòî ïîëèíîìû îò p.
Â äàëüíåéøåì, îäíàêî, íàì áóäåò óäîáíåå èñïîëüçîâàòü äðóãîå îïèñàíèå ñòðóííîãî

óðàâíåíèÿ, ïðåäëîæåííîå â ðàáîòå [11]. À èìåííî, ñòðóííîå óðàâíåíèå Äóãëàñà (3.3) îêà-
çûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì óðàâíåíèþ íà êðèòè÷åñêèå òî÷êè äëÿ äåéñòâèÿ 1

S = Ss+1,p0 +

q−1∑
α=1

∑
k=0

tk,αSk,α (3.6)

ãäå (q, p) = (q, sq+ p0), t0,1 = x (p0 - îñòàòîê, à s - öåëàÿ ÷àñòü îò äåëåíèÿ p íà q), à òàê æå
ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

Sk,α = Res(Qk+α
q ) (3.7)

ãäå ïîä âû÷åòîì ïîíèìàåòñÿ êîýôôèöèåíò (ñî çíàêîì ìèíóñ) ïðè d−1 â ðàçëîæåíèè â ðÿä
Ëîðàíà ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà. Òîãäà ñòðóííîå óðàâíåíèå Äóãëàñà (3.3)
ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó [11]

∂S

∂uα
= 0. (3.8)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïî ñóòè óðàâíåíèå (3.8) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì îò ñòðóííîãî óðàâ-
íåíèÿ (3.3). Ïðè ýòîì âðåìåíà t0,α â (3.6) (êîòîðûõ íå áûëî â (3.1)) ìîãóò ïîíèìàòüñÿ êàê
êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ.

Êàê áûëî ñêàçàíî, ìû áóäåì âû÷èñëÿòü êîððåëÿöèîííûå ÷èñëà íà ñôåðå, à çíà÷èò íàì
íóæåí êâàçèêëàññè÷åñêèé ïðåäåë ñòðóííîãî óðàâíåíèÿ Äóãëàñà. Â ýòîì ïðåäåëå îïåðàòîð
Q ïðåâðàùàåòñÿ â ïîëèíîì, òàê ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü â (3.6) - (3.8) ÷òî

Q = pq +

q−1∑
α=1

uαpq−α−1 (3.9)

1Íà ñàìîì äåëå âðåìåíà tk,α â äåéñòâèè îòëè÷àþòñÿ îò âðåìåí tk,α â (3.1) íà ìíîæèòåëü, êîòîðûé äëÿ
íàñ íå ñóùåñòâåíåí, ïîñêîëüêó â äàëüíåéøåì ìû èñïîëüçóåì òîëüêî îïèñàíèå ñ äåéñòâèåì.
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à âû÷åò â (3.7) áåðåòñÿ ïðè p =∞.
Òåïåðü ÷òîáû ïîíÿòü êàêèì âîçìóùåíèÿì â ìèíèìàëüíîé ãðàâèòàöèè îòâå÷àþò âðå-

ìåíà tk,α, èçó÷èì ñêåéëèíãîâûå ñâîéñòâà äàííîé êîíñòðóêöèè. Â ÷àñòíîñòè ñîïîñòàâèì
ñêåéëèíãîâûå ðàçìåðíîñòè êîíñòàíò ñâÿçè tk,α ñ ãðàâèòàöèîííûìè ðàçìåðíîñòÿìè ïðè-
ìàðíûõ ïîëåé ìèíèìàëüíîé ãðàâèòàöèè.

Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî ïîïðîáóåì îòîæäåñòâèòü ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ Z ìàòðè÷íîé ìîäåëè
ñî ñòàòè÷ñòè÷åñêîé ñóììîé ZL ìèíèìàëüíîé Ëèóâèëëåâñêîé ãðàâèòàöèè íà ñôåðå. Ñòàòè-
ñòè÷åñêàÿ ñóììà ìèíèìàëüíîé ãðàâèòàöèè èìååò ðàçìåðíîñòü [8]

ZL ∼ µ
p
q
+1 (3.10)

ãäå µ �êîñìîëîãè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû èç óðàâííåíèÿ (3.4) íàõîäèì ÷òî

Z ∼ x2u1 ∼ p2(p+q) (3.11)

ãäå ðàçìåðíîñòü x îïðåäåëåíà èç óðàâííåèÿ {P,Q} = 1, à ðàçìåðíîñòü uα îïåðåäåëåíà èç
óñëîâèÿ òîãî, ÷òî âñå ÷ëåíû â ïîëèíîìå Q äîëæíû áûòü îäíîãî ïîðÿäêà

x ∼ pp+q−1, uα ∼ pα+1. (3.12)

Òàêèì îáðàçîì èç óñëîâèÿ Z ∼ ZL íàõîäèì

p ∼ µ
1
2q . (3.13)

Ó÷èòûâàÿ ïîñëåäíåå, à òàê æå ñ÷èòàÿ ÷òî âñå ÷ëåíû â (3.6) îäíîãî ïîðÿäêà íàõîäèì

tk,α ∼ µ
s+1−k

2
+
p0−α
2q . (3.14)

Â ÷àñòíîñòè ts−1,p0 ∼ µ.
Òåïåðü îòîæäåñòâèì ðàçìåðíîñòè ýòèõ âðåìåí ñ ãðàâèòèöèîííûìè ðàçìåðíîñòÿìè ïðè-

ìàðíûõ îïåðàòîðîâ Om,n. Èìååì â (q, p) ìèíèìàëüíîé ãðàâèòàöèè ðàçìåðíîñòè îïåðàòîðîâ
Om,n (1 ≤ m ≤ q − 1; 1 ≤ n ≤ p− 1)

δm,n =
p+ q − |pm− qn|

2q
(3.15)

Âñïîìíèì îäíàêî, ÷òî íå âñå ïîëÿ òàáëèöû Êàöà (q, p) ìèíèìàëüíîé ìîäåëè íåçàâè-
ñèìû. ×òîáû ó÷åñòü êàæäîå ïîëå òîëüêî îäèí ðàç âîçüìåì íàïðèìåð n ≤ pm

q
. Â ýòîì

ñëó÷àå

δm,n =
1 + n+ s(1−m)

2
+
p0(1−m)

2q
. (3.16)
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Ýòà ðàçìåðíîñòü äîëæíà ñîâïàäàòü ñ ðàçìåðíîñòüþ âðåìåí èç ìàòðè÷íîé ìîäåëè (3.14)

1 + n+ s(1−m)

2
+
p0(1−m)

2q
=
s+ 1− k

2
+
p0 − α

2q
. (3.17)

Òàêèì îáðàçîì çàêëþ÷àåì ÷òî

α = p0m, k = sm− n (3.18)

ãäå m,n ëåæàò â èíòåðâàëàõ

1 ≤ m ≤ q − 1, 1 ≤ n ≤ sm+

[
p0m

q

]
. (3.19)

Òàêèì îáðàçîì äåéñòâèå, îòâå÷àþùåå (q, p) ìèíèìàëüíîé ãðàâèòàöèè, ïðèîáðåòàåò âèä

S = ResQ
p+q
q +

q−1∑
m=1

p−1∑
n=1

τm,nResQ
|pm−qn|

q (3.20)

ãäå τm,n = tsm−n,p0m, à âðåìÿ τm,n îòâå÷àåò îïåðàòîðó Om,n ìèíèìàëüíîé ãðàâèòàöèè.

3.2 Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ìàòðè÷íîé ìîäåëè

Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ Z ìàòðè÷íîé ìîäåëè óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

∂2Z

∂x2
= u1∗ (3.21)

ãäå uα∗ - ïîäõîäÿùåå ðåøåíèå ñòðóííîãî óðàâíåíèÿ Äóãëàñà.
Òåì íå ìåíåå äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîððåëÿöèîííûõ ÷èñåë ïîëåçíî èìåòü ÿâíóþ ôîðìóëó

äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè. Â ýòîì ðàçäåëå ìû îïèøåì êîíñòðóêöèþ, ïîçâîëÿþùóþ íàïèñàòü
òàêîå ÿâíîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå. Ýòà êîíñòðóêöèÿ åùå áîëåå ðàñêðûâàåò ñâÿçü
ñòðóííîãî óðàâíåíèÿ (3.3) ñ ÊäÔ èåðàðõèÿìè è ñòðóêòóðîé êèðàëüíîãî êîëüöà Äèãðàôà-
Âåðëèíäå-Âåðëèíäå-Âèòòåíà [12, 13, 14].

Ðàññìîòðèì àëãåáðó ïîëèíîìîâ ñ çàâèñÿùèìè îò x êîýôôèöèåíòàìè, ïî ìîäóëþ ïîëè-
íîìà Q′, ãäå øòðèõ îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî p

A = C[p]/Q′ (3.22)

Òàê æå îïðåäåëèì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó íà ïðîñòðàíñòâå A

(P1(p), P2(p)) := Res

(
P1(p)P2(p)

Q′

)
(3.23)
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Ïóñòü Φα - íåêîòîðûé áàçèñ â A. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëèì êàê

ΦαΦβ = Cγ
αβΦα mod (Q′) (3.24)

Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà òàê æå îïðåäåëÿåò ìåòðèêó gµν íà A

gαβ = Res
ΦαΦβ

Q′
(3.25)

Òàêèì îáðàçîì íàõîäèì ÷òî

Res
ΦαΦβΦγ

Q′
= Cδ

αβ ·Res
ΦδΦγ

Q′
= Cδ

αβgδγ = Cαβγ (3.26)

Êîíå÷íî èìååòñÿ áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðàçíûõ áàçèñîâ, íî ñðåäè íèõ èìååòñÿ ïî
êðàéíåé ìåðå äâà âûäåëåííûõ. Âî-ïåðâûõ ìîæíî â êà÷åñòâå áàçèñíûõ âåêòîðîâ Φα âçÿòü
pα. Âî-âòîðûõ íàì òàê æå áóäåò î÷åíü óäîáåí áàçèñ

Φα =
∂Q

∂vα
, vα =

q

α
ResQ

α
q . (3.27)

Ïîñëåäíèé îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî â íåì ìåòðèêà gµν � ïëîñêàÿ. Â äàëüíåéøåì
ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ýòèì áàçèñîì.

Òåïåðü ó íàñ âñå ãîòîâî äëÿ òîãî, ÷òîáû íàïèñàòü ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ñâîáîäíîé
ýíåðãèè. Ìû óòâåðæäàåì ÷òî

Z =

∫ u∗

0

Cβγ
α

∂S

∂uβ
∂S

∂uγ
duα (3.28)

ãäå u∗ = (u1∗, . . . , u
q−1
∗ ) � ïîäõîäÿùåå ðåøåíèå ñòðóííîãî óðàâíåíèÿ èëè, ýêâèâàëåíòíî, ïîä-

õîäÿùàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà äåéñòâèÿ S. Èíäåêñû ïîäíèìàþòñÿ è îïóñêàþòñÿ ñ ïîìîùüþ
ìåòðèêè gαβ.

×òîáû óáåäèòüñÿ ÷òî ýòà ôîðìóëà äåéñòâèòåëüíî èìååò ñìûñë, ïðîâåðèì äâà ñâîéñòâà.
Âî-ïåðâûõ, èíòåãðàë íå äîëæåí çàâèñåòü îò êîíòóðà, ïî êîòîðîìó èäåò èíòåãðèðîâà-

íèå. Ýêâèâàëåíòíî, äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà Ω = Cβγ
α

∂S
∂vβ

∂S
∂vγ

dvα äîëæíà áûòü çàìêíóòà.
Ýòî ìîæíî ïðîâåðèòü ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì äèôôåðåíöèàëà îò Ω. Ïðè ýòîì íåîáõîäè-
ìî èñïîëüçîâàòü äâà ñâîéñòâà � àññîöèàòèâíîñòü Ôðîáåíèóñîâîé àëãåáðû è ðåêóðñèîííîå
ñîîòíîøåíèå íà ãàìèëüòîíèàíû Sk,α

Cγ
αβC

φ
γδ = Cφ

αγC
γ
βδ, (3.29)

∂2Hn,α

∂vq−β∂vq−γ
= Cδ

βγ

∂Hn−1,α

∂vq−δ
(3.30)

ãäå Hn,α ñîâïàäàþò ñ Sn,α ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ, êîòîðûé îïðåäåëåí â ïðèëîæåíèè.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ òàê æå ìîæíî íàéòè â ïðèëîæåíèè.

Âî-âòîðûõ, ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ (3.28) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâ-
íåíèþ (3.4). Ýòî òîæå ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì. Ïðè ýòîì ñëåäóåò èñïîëü-
çîâàòü ÷òî t0,1 = x è Cβ

α1 = δβα.
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4 Îäíîìàòðè÷íàÿ ìîäåëü è (2, 2s+ 1) ìèíèìàëüíàÿ ãðà-

âèòàöèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå â êà÷åñòâå ðàçìèíêè ìû âîñïðèçâåäåì ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â [15],
òàêèì ñïîñîáîì, êîòîðûé ïîçâîëèò íàì ïðèìåíèòü òó æå òåõíèêó â ñëåäóþùåì ðàçäåëå
äëÿ ñëó÷àÿ (3, 3s+ α), à â áóäóùåì âîçìîæíî è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ (q, p).

Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ èìååì

P (u) = us+1 + t0u
s−1 +

s−1∑
k=1

tku
s−k−1 (4.1)

Z =
1

2

∫ u∗

0

P 2(u)du (4.2)

ãäå u∗ - ïîäõîäÿùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ P (u) = 0.
Â äàííîì ñëó÷àå P (u) = ∂S

∂u
.

×òîáû ïîëó÷èòü ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ êîððåëÿöèîííûõ ÷èñåë, ââåäåì ðåçîíàíñíûå
ñîîòíîøåíèÿ

tk = λk +
∑

Ck1...kn
k λk1 . . . λkn . (4.3)

Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ Z è ïîëèíîì P (u) ïðèîáðåòàþò âèä

Z = Z0 +
s−1∑
k=1

λkZk +
1

2

s−1∑
k1,k2=1

λk1λk2Zk1k2 + . . . (4.4)

P = P0 +
s−1∑
k=1

λkPk +
1

2

s−1∑
k1,k2=1

λk1λk2Pk1k2 + . . . (4.5)

ãäå ðàçëîæåíèå èäåò ïî âñåì λk çà èñêëþ÷åíèåì λ0 = µ, à òàê æå

P0(u) = us+1 + A0µu
s−1 +B0µ

2us−3 + . . . (4.6)

Pk(u) = us−k−1 + Akµu
s−k−3 +Bkµ

2us−k−5 + . . . (4.7)

Pk1k2 = us−k1−k2−3 + Ak1k2µu
s−k1−k2−5 +Bk1k2µ

2us−k1−k2−k3−7 + . . . (4.8)

. . .

ïðè ýòîì êàæäûé èç ïîëèíîìîâ Pk1...kn èìååò îïðåäåëåííóþ ÷åòíîñòü, òàê êàê µ ∼ u2.
Ðàçìåðíîñòè

λk ∼ µ
k+2
2 (4.9)

Z ∼ µ
2s+3

2 (4.10)

Zk1...kn ∼ µ
2s+3−

∑
(ki+2)

2 (4.11)
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Êàê îáû÷íî â äóõå òåîðèè êðèòè÷åñêèõ ÿâëåíèé, ìû èíòåðåñóåìñÿ òîëüêî ñèíãóëÿðíîé
÷àñòüþ ñâîáîäíîé ýíåðãèè è îòáðàñûâàåì ðåãóëÿðíóþ ÷àñòü, êàê íåóíèâåðñàëüíóþ.

Çàìåòèì ÷òî Zk1...kn âñåãäà ñèíãóëÿðíà, åñëè
∑
ki - ÷åòíî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû åñëè

∑
ki

- íå÷åòíî è äîïîëíèòåëüíî

n∑
i=1

ki ≤ 2s+ 3− 2n (4.12)

òî êîððåëÿöèîííûå ÷èñëà Zk1...kn ïðîïîðöèîíàëüíû öåëûì íåîòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì µ è
òàêèì îáðàçîì íå ñèíãóëÿðíû. Ýòî âñåãäà âûïîëíåíî äëÿ îäíîòî÷å÷íûõ è äâóõòî÷å÷íûõ
êîððåëÿöèîííûõ ÷èñåë. Ïîýòîìó íàì íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ñåêòîð ñ íå÷åòíûì

∑
ki

òîëüêî íà÷èíàÿ ñ òðåõòî÷å÷íûõ êîððåëÿöèîííûõ ÷èñåë.

4.1 Îáåçðàçìåðèâàíèå

Óäîáíî ââåñòè áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû

sk =
gk
g
u
−(k+2)
0 λk (4.13)

P (u) = gus+1
0 Q(u/u0) (4.14)

Z = g2u2s+3
0 Z (4.15)

ãäå u0 = u∗(λ = 0) ∼ µ
1
2 , g = (s+1)!

(2s+1)!!
, gk = (s−k−1)!

(2s−2k−3)!! .
Òàêèì îáðàçîì

Z =
1

2

∫ x∗

0

Q2(x)dx (4.16)

ãäå x = u
u0

è x∗ = x∗(s) ïîäõîäÿùèé êîðåíü ïîëèíîìà Q(x). Çàìåòèì ÷òî x∗(s = 0) = 1.
Àíàëîãè÷íî ðàçìåðíûì âåëè÷èíàì èìååì ðàçëîæåíèå

Z = Z0 +
s−1∑
k=1

skZk +
1

2

s−1∑
k1,k2=1

sk1sk2Zk1k2 + . . . (4.17)

Q = Q0 +
s−1∑
k=1

skQk +
1

2

s−1∑
k1,k2=1

sk1sk2Qk1k2 + . . . (4.18)

Q0(x) = C0x
s+1 + C ′0x

s−1 + . . . (4.19)

Qk(x) = Ckx
s−k−1 + C ′kx

s−k−3 + . . . (4.20)

Qk1k2(x) = Ck1k2x
s−k1−k2−3 + C ′k1k2x

s−k1−k2−5 + . . . (4.21)
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4.2 Îäíîòî÷å÷íûå è äâóõòî÷å÷íûå êîððåëÿöèîííûå ÷èñëà

Íàõîäèì îäíîòî÷å÷íûå è äâóõòî÷å÷íûå êîððåëÿöèîííûå ÷èñëà

Zk =

∫ 1

0

dxQ0(x)Qk(x) (4.22)

Zk1k2 =

∫ 1

0

dx(Qk1(x)Qk2(x) +Q0(x)Qk1k2(x)) (4.23)

ãäå îäíîòî÷å÷íûå ÷èñëà ñèíãóëÿðíû òîëüêî ïðè ÷åòíûõ k, à äâóõòî÷å÷íûå ÷èñëà ñèíãó-
ëÿðíû òîëüêî äëÿ ÷åòíûõ k1 + k2.

Ïðàâèëà îòáîðà òðåáóþò çàíóëåíèÿ âñåõ îäíîòî÷å÷íûõ êîððåëÿöèîííûõ ÷èñåë ïðè
k 6= 0 è äâóõòî÷å÷íûõ ôóíêöèé ïðè k1 6= k2. Âòîðîå ñëàãàåìîå â äâóõòî÷å÷íûõ êîððåëÿ-
öèîííûõ ÷èñëàõ ðàâíî íóëþ â ñèëó çàíóëåíèÿ îäíîòî÷å÷íûõ ÷èñåë è òîãî, ÷òî ïîëèíîìû
Qk1k2 ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ïîëèíîìàì Qk.

Óäîáíî ââåñòè íîâûå ïåðåìåííûå y âìåñòî x

y + 1

2
= x2, dx =

dy

2
√

2(1 + y)
1
2

(4.24)

Â ïåðåìåííûõ y ïîëèíîìû Q0, Qk, . . . áóäóò ñîäåðæàòü âñå ñòåïåíè (â òî âðåìÿ êàê
â (4.19) - (4.21) ñòåïåíè áûëè ñ øàãîì 2). Ñäâèã áûë ñäåëàí äëÿ òîãî, ÷òîáû èíòåðâàë
èíòåãðèðîâàíèÿ â (4.22), (4.23) áûë [−1, 1] âìåñòî [0, 1].

Ïðàâèëà îòáîðà îïðåäåëÿþò ïîëèíîìû Q0, Qk â òåðìèíàõ ïîëèíîìîâ ßêîáè P
(a,b)
n

s-íå÷åòíî Q0(y) = P
(0,− 1

2
)

s+1
2

(y)− P (0,− 1
2
)

s−1
2

(y)

s-÷åòíî Q0(y) = x
(
P

(0, 1
2
)

s
2

(y)− P (0, 1
2
)

s−2
2

(y)
)

(s+k)-íå÷åòíî Qk(y) = P
(0,− 1

2
)

s−k−1
2

(y)

(s+k)-÷åòíî Qk(y) = xP
(0, 1

2
)

s−k−2
2

(y)

Áëàãîäàðÿ ñâÿçè ïîëèíîìîâ ßêîáè ñ ïîëèíîìàìè Ëåæàíäðà Pn

P
(0,− 1

2
)

n (2x2 − 1) = P2n(x) (4.25)

xP
(0, 1

2
)

n (2x2 − 1) = P2n+1(x) (4.26)

ðåçóëüòàòû ñîâïàäàþò ñ ïîëó÷åííûìè â [15].

4.3 Òðåõòî÷å÷íûå êîððåëÿöèîííûå ÷èñëà

Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ïîëó÷àåì

Zk1k2k3 = −Qk1Qk2Qk3
dQ0

dx

∣∣∣∣∣
x=1

+

∫ 1

0

dxQk1k2Qk3 = − 1

2s+ 1
+

∫ 1

0

dxQk1k2Qk3 (4.27)
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ãäå ìû èñïîëüçîâàëè ñâîéñòâà ïîëèíîìîâ ßêîáè: Qk(x = 1) = 1, dQ0

dx

∣∣
x=1

= 1
2s+1

. Êðîìå
òîãî ìû ïðåäïîëîæèëè ÷òî k1, k2 ≤ k3.

Êàê ìû óâèäèì, ïåðâûé ÷ëåí âîñïðîèçâîäèò âûðàæåíèå èç ìèíèìàëüíîé ãðàâèòàöèè,
à ðîëü âòîðîãî ÷ëåíà � ñîêðàòèòü ïåðâûé, êîãäà ïðàâèëà îòáîðà íàðóøåíû.

Òàê æå íàì ìîæíî íå áåñïîêîèòñÿ î ñëó÷àå, êîãäà k1+k2+k3 - íå÷åòíî. Äåéñòâèòåëüíî,
êîãäà k1+k2+k3 - íå÷åòíî è < 2s+1, òî ïðàâèëà îòáîðà íàðóøåíû, íî Zk1k2k3 íå ñèíãóëÿðíî
(îíî ïðîïîðöèîíàëüíî öåëîé íåîòðèöàòåëüíîé ñòåïåíè µ). Åñëè æå k1 + k2 + k3 - íå÷åòíî
è ≥ 2s+ 1 èíòåãðàëüíûé ÷ëåí àâòîìàòè÷åñêè ðàâåí íóëþ â ñèëó (4.22).

Òàêèì îáðàçîì ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà k1 +k2 +k3 - ÷åòíî. Ïðàâèëà îòáîðà òðåáóþò

∫ 1

0

dxQk1k2Qk3 =

{
1

2s+1
if k1 + k2 < k3

0 if k1 + k2 ≥ k3
(4.28)

Â ïåðåìåííûõ y (4.24) ïîëó÷àåì

(s+ k1 + k2) - íå÷åòíî Qk1k2(y) =
∑ s−k1−k2−3

2
n=0

4n+1
2s+1

P
(0,− 1

2
)

n (y)

(s+ k1 + k2) - ÷åòíî Qk1k2(y) = x
∑ s−k1−k2−4

2
n=0

4n+3
2s+1

P
(0, 1

2
)

n (y)

Â ýòîì ìåñòå ìû óæå ìîæåì ïîñ÷èòàòü âåëè÷èíó, êîòîðàÿ íå çàâèñèò íè îò íîðìèðîâêè
îïåðàòîðîâ, íè îò íîðìèðîâêè êîððåëÿòîðîâ, è ñðàâíèòü å¼ ñ àíàëîãè÷íîé âåëè÷èíîé â
ìèíèìàëüíîé ãðàâèòàöèè. À èìåííî ðàññìîòðèì âåëè÷èíó

(Zk1k2k3)2Z0∏3
i=1Zkiki .

(4.29)

Êîãäà ïðàâèëà îòáîðà âûïîëíåíû, èìååì Zk1k2k3 = − 1
2s+1

. Ïîýòîìó ïîëó÷àåì äëÿ ýòîé
âåëè÷èíû

∏3
i=1(2s− 2ki − 1)

(2s+ 3)(2s+ 1)(2s− 1)
(4.30)

÷òî â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì â ìèíèìàëüíîé ãðàâèòàöèè (2.10), åñëè âçÿòü q =
2, p = 2s+ 1,mi = 1, ni = ki + 1.
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4.4 ×åòûðåõòî÷å÷íûå êîððåëÿöèîííûå ÷èñëà

Îïÿòü æå ïðÿìîå âû÷èñëåíèå äàåò

Zk1k2k3k4 =

(
−

d2Q0

dx2

(dQ0

dx
)3

+

∑4
i=1

dQki
dx

(dQ0

dx
)2
−
∑

i<j Qkikj

dQ0

dx

)∣∣∣∣∣
x=1

+

+

∫ 1

0

dx(Qk1k2Qk3k4 +Qk1k3Qk2k4 +Qk1k4Qk2k3)+

+

∫ 1

0

dx(Qk1k2k3Qk4 +Qk1k2k4Qk3 +Qk1k3k4Qk2 +Qk2k3k4Qk1). (4.31)

Ðîëü ÷ëåíîâ â òðåòåé ñòðîêå - óäîâëåòâîðèòü ïðàâèëà îòáîðà, ñîêðàùàÿ ÷ëåíû â ïåðâûõ
äâóõ ñòðîêàõ, êîãäà ïðàâèëà îòáîðà íàðóøåíû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ñëàãàåìûå â òðåòåé ñòðî-
êå àâòîìàòè÷åñêè ðàâíû íóëþ (â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè ïîëèíîìîâ ßêîáè), êîãäà ïðàâèëà
îòáîðà óäîâëåòâîðåíû. Òàêèì îáðàçîì ÷òîáû ïîñ÷èòàòàòü ÷åòûðåõòî÷å÷íûå ÷èñëà, êîãäà
ïðàâèëà îòáîðà âûïîëíåíû, íåîáõîäèìî ó÷åñòü òîëüêî ñëàãàåìûå â ïåðâûõ äâóõ ñòðîêàõ.

Âî-ïåðâûõ óäîáíî, êàê è ïðåæäå, ïåðåéòè ê ïåðåìåííûì y ñîãëàñíî (4.24)

Zk1k2k3k4 =

(
−

16d
2Q0

dy2
+ 4dQ0

dy

(4dQ0

dy
)3

+

∑4
i=1 4

dQki
dy

(4dQ0

dy
)2
−
∑

i<j Qkikj

4dQ0

dx

)∣∣∣∣∣
y=1

+

+

∫ 1

−1

dy

2
√

2(1 + y)
1
2

(Qk1k2Qk3k4 +Qk1k3Qk2k4 +Qk1k4Qk2k3) (4.32)

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ïîëèíîìîâ ßêîáè (äëÿ ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ s, k, k1, k2)

Q′0(1) =
2s+ 1

4
, Q′′0(1) =

(s− 1)(s+ 2)(2s+ 1)

32
, (4.33)

Q′k(1) =
(s− k − 1)(s− k)

8
, Qk1k2 =

(s− k1 − k2 − 1)(s− k1 − k2 − 2)

2(2s+ 1)
(4.34)

ãäå øòðèõ îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî y. Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíåå, ìû ïîëó÷àåì äëÿ ÷åòûðåõ-
òî÷å÷íûõ ÷èñåë, êîãäà ïðàâèëà îòáîðà óäîâëåòâîðåíû

Zk1k2k3k4 =
1

2(2s+ 1)2

(
− (s− 1)(s+ 2)− 2 +

4∑
i=1

F (ki + 1)−

− F (k(12|34))− F (k(13|24))− F (k(14|23))
)

(4.35)

ãäå

F (k) = (s− k − 1)(s− k − 2), k(ij|lm) = min(ki + kj, kl + km) (4.36)

Âåëè÷èíà, êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò íîðìèðîâêè îïåðàòîðîâ è êîððåëÿòîðîâ
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(Zk1k2k3k4Z0)
2∏4

i=1Zkiki
(4.37)

Äëÿ íåå ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå, â òî÷íîñòè ñîâïàäàþùåå ñ (2.11) ïðè q = 2, p = 2s +
1,mi = 1, ni = ki + 1

∏4
i=1(2s− 2ki − 1)

(2s+ 3)(2s+ 1)(2s− 1)

 4∑
i=2

k1∑
t=−(k1)

(
s− ki − t−

1

2

)
− (k1 + 1)

(
s+ k1 +

3

2

)2

(4.38)

5 Äâóõìàòðè÷íàÿ ìîäåëü è (3, 3s+α) ìèíèìàëüíàÿ ãðà-

âèòàöèÿ

Ðàññìîòðèì äâóõìàòðè÷íóþ ìîäåëü, îòâå÷àþùóþ ìèíèìàëüíîé ãðàâèòàöèè (3, 3s+ α). Â
ýòîì ñëó÷àå êîððåëÿöèîííûå ÷èñëà íà ñôåðå îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èìååì
ïîëèíîì Q ñòåïåíè 3 è äåéñòâèå S

Q = p3 + up+ v, S(u, v) = Ss+1,α +
s−1∑
k=0

tkSs−k−1,α +
3s+α−2∑
k=s

tkSk−s,3−α (5.1)

ãäå êàê è ïðåæäå Sk,α = ResQk+α
3 .

Âîçüìåì ïîäõîäÿùåå ðåøåíèå (u∗, v∗) óðàâíåíèé{
Su = 0

Sv = 0
(5.2)

ãäå íèæíèå èíäåêñû u, v îçíà÷àþò ïðîèçâîäíûå ïî u è v. Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ äëÿ ýòîé
ìîäåëè îïðåäåëåíà êàê

Z =
1

2

∫
γ

(S2
u −

u

3
S2
v)du+

∫
γ

SuSvdv (5.3)

ãäå êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ γ èäåò îò (u, v) = (0, 0) äî (u, v) = (u∗, v∗).
Çíàÿ ÷òî â (q, p) ìèíèìàëüíîé ãðàâèòàöèè b2 = q

p
, ðàçìåðíîñòü ñâîáîäíîé ýíåðãèè

Z ∼ µ
Q
b = µs+1+α

3 (5.4)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû

Sk,α ∼ p3k+α+1, u ∼ p2, v ∼ p3 (5.5)

Z ∼ S2

u
∼ p6(s+1+α

3
) (5.6)
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Òàêèì îáðàçîì

p ∼ µ
1
6 , u ∼ µ

1
3 , v ∼ µ

1
2 , S ∼ µ

s+1
2

+α+1
6 (5.7)

à òàê æå

tk ∼

{
µ
k+2
2 , 0 ≤ k ≤ s− 1

µs−
k
2
+α

3 , s ≤ k ≤ 3s+ α− 2
(5.8)

Òàêèì îáðàçîì âðåìåíà tk îòâå÷àþò ïîëÿì O1,k+1 (ñ òî÷íîñòüþ äî ðåçîíàíñíûõ ñîîòíîøå-
íèé).

5.1 Ðåçîíàíñíûå ñîîòíîøåíèÿ

Êàê è ðàíüøå, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ðàçìåðíîñòè âðåì¼í tk ñîâïàäàþò ñ ðàçìåðíîñòÿìè
îïåðàòîðîâ O1,k+1 ìèíèìàëüíîé ãðàâèòàöèè, îíè íå îòâå÷àþò â òî÷íîñòè ýòèì îïåðàòîðàì.
À èìåííî âîçìîæíû ðåçîíàíñû.

Àíàëèçèðóÿ ðàçìåðíîñòè âðåìåí (5.8) íàõîäèì âîçìîæíûå ðåçîíàíñíûå ñîîòíîøåíèÿ
ìåæäó ÊäÔ âðåìåíàìè tk â ìàòðè÷íûõ ìîäåëÿõ è âðåìåíàìè λk ìèíèìàëüíîé ãðàâèòàöèè
äî ïåðâîãî ïîðÿäêà

tk = λk + ckµ
k+2
2 +

s−1∑
l=1

(k−l)∈2Z

βklµ
k−l
2 λl + . . . , 0 ≤ k ≤ s− 1 (5.9)

tk = λk +
3s+α−2∑
l=k+2

(l−k)∈2Z

βklµ
l−k
2 λl + . . . , s ≤ k ≤ 3s+ α− 2 (5.10)

Òàê æå íàì ïîíàäîáÿòñÿ ðåçîíàíñû âòîðîãî ïîðÿëêà

tk = · · ·
∑

Ck1k2
k λk1λk2 + . . . (5.11)

Ïðè÷åì êîýôôèöèåíòû Ck1k2
k íåíóëåâûå, òîëüêî åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ðåçîíàíñà

[λk] = [λk1 ] + [λk2 ] (5.12)

äëÿ íåêîòîðûõ k, k1, k2, ãäå [λk] ðàçìåðíîñòü âåëè÷èíû λk. Ñíîâà àíàëèçèðóþ ðàçìåðíîñòè
(5.8) íàõîäèì

Ck1k2
k 6= 0, åñëè 1 ≤ k, k1, k2 ≤ s− 1 èëè

{
0 ≤ k1 ≤ s− 1

s ≤ k, k2 ≤ 3s+ α− 2
(5.13)

17



Ïîñëå òîãî êàê ìû ïîäñòàâëÿåì âðåìåíà tk â (5.3) ñîãëàñíî (5.9), (5.10), ìû ìîæåì
âû÷èñëÿòü n-òî÷å÷íûå êîððåëÿöèîííûå ÷èñëà

Zk1...kn =
∂

∂λk1
. . .

∂

∂λkn

∣∣∣∣∣
λ=0

Z (5.14)

5.2 Ðåøåíèÿ ñòðóííîãî óðàâíåíèÿ

Â ñëó÷àå (3, 3s+α) èìååòñÿ äâå íåçàâèñèìûõ ôóíêöèè u, v â ïîëèíîìå Q (5.1). Ýòî óñëîæ-
íÿåò àíàëèç ïî ñðàâíåíèþ ñ ñåðèåé Ëè-ßíãà (2, 2s+1) è íà ïåðâûé âçãëÿä â ýòîé ñèòóàöèè
âìåñòî îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé (4.5), ðåçîíàíñíûå ñîîòíîøåíèÿ
äîëæíû áûëè áû îïèñûâàòüñÿ â òåðìèíàõ ïîëèíîìîâ îò äâóõ ïåðåìåííûõ u, v. Îäíà-
êî êàê ìû óâèäèì, ñóùåñòâóåò òàêîå ñïåöèàëüíîå ðåøåíèå ñòðóííîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå
ïîçâîëÿåò îäíîâðåìåííî óäîâëåòâîðèòü è êîíôîðìíûå ïðàâèëà îòáîðà è ïðè ýòîì ïîçâî-
ëèò îïèñàòü ðåçîíàíñíûå ñîîòíîøåíèÿ â òåðìèíàõ ïîëèíîìîâ òîëüêî îò îäíîé ïåðåìåííîé
u.

Îïèøåì òåïåðü ýòî ðåøåíèå ñòðóííîãî óðàâíåíèÿ (5.2). Ïîñêîëüêó êîððåëÿöèîííûå
÷èñëà ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûìè ñâîáîäíîé ýíåðãèè ïðè λ = 0, íàì áóäåò íåîáõîäèìî çíàòü
ðåøåíèå (u∗, v∗) ñòðóííîãî óðàâíåíèÿ ïðè λ = 0. Ìû ïîêàæåì ÷òî îäíî èç óðàâíåíèé (5.2)
âñåãäà óäîâëåòâîðÿåòñÿ òàêèìè v∗ ÷òî v∗(λ = 0) = 0. Ýòî ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò òîãî, ÷òî
ôóíêöèÿ S(u, v) è å¼ ïðîèçâîäíûå ïðè λ = 0 îáëàäàþò îïðåäåëåííîé ÷åòíîñòüþ ïî v (òàê
ïðîèñõîäèò áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî µ ∼ v2).

Ïîëüçóÿñü ðåçîíàíñíûìè ñîîòíîøåíèÿìè (5.9) è (5.10) ïîëó÷àåì äëÿ äåéñòâèÿ (5.1)
ðÿä ïî λ

S(u, v) = S0(u, v) +
3s+α−2∑
k=1

λkS
k(u, v) +

1

2

3s+α−2∑
k1,k2=1

λk1λk2S
k1k2(u, v) + . . . (5.15)

ïîñëå ÷åãî ðàçìåðíûé àíàëèç ïîêàçûâàåò ÷òî

S0 ∼ µ
s+1
2

+α+1
6 (5.16)

Sk ∼

{
µ
s−k−1

2
+α+1

6 , 1 ≤ k ≤ s− 1

µ
k−s+1

2
+ 1−α

6 , s ≤ k ≤ 3s+ α− 2
(5.17)

Sk1k2 ∼


µ
s−k1−k2−3

2
+α+1

6 , 1 ≤ k1, k2 ≤ s− 1

µ
k2−k1−s−1

2
+ 1−α

6 ,

{
1 ≤ k1 ≤ s− 1

s ≤ k2 ≤ 3s+ α− 2

(5.18)

Ïîêàæåì ÷òî ôóíêöèè Sk1...kn(u, v) îáëàäàþò îïðåäåëåííûìè ÷åòíîñòÿìè ïî v. Ðàñ-
ñìîòðèì íàïðèìåð S0(u, v). Ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ïî u, v, µ. Ïîýòîìó

S0(u, v) =
∑
m,n,l

umvnµl ∼ µ
s+1
2

+α+1
6 (5.19)
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ãäå âñå ñëàãàåìûå â ñóììå äîëæíû áûòü îäíîé ðàçìåðíîñòè. Ïîñêîëüêó u ∼ µ
1
3 , v ∼ µ

1
2 ,

òî

m

3
+
n

2
+ l =

s+ 1

2
+
α + 1

6
(5.20)

Ýòî óðàâíåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ îáëàäàåò ñëåäóþùèì îáùèì ðåøåíèåì

{
n = s+ α + 2t

m = 2− α− 3(t+ l)
, t ∈ Z (5.21)

Ïîñêîëüêó v âõîäèò â S0(u, v) â ñòåïåíè n, òî èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ âèäèì ÷òî ôóíê-
öèÿ S0(u, v) îáëàäàåò ÷åòíîñòüþ (s + α) ïî v. Àíàëîãè÷íî íàõîäÿòñÿ ÷åòíîñòè îñòàëüíûõ
ïîëèíîìîâ Sk1...kn

S0(u,−v) = (−1)s+αS0(u, v) (5.22)

Sk(u,−v) = (−1)s+α−k−2Sk(u, v) (5.23)

Sk1k2(u,−v) = (−1)s+α−k1−k2−4Sk1k2(u, v) (5.24)

. . .

Sk1...kn(u,−v) = (−1)s+α−
∑
i(ki+2)Sk1...kn(u, v) (5.25)

Òàêèì îáðàçîì, â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòåé s è α, ëèáî ∂S0

∂u
ëèáî ∂S0

∂v
ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé

ôóíêöèåé v. Ñëåäîâàòåëüíî, v = 0 âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (5.2) ïðè λ = 0.
Çíà÷åíèå u∗ ïðè λ = 0 ìû íàçûâàåì u0

{
S0
v

∣∣
v=0

≡ 0

S0
u

∣∣
v=0
u=u0

≡ 0
if (s+ α)− ÷åòíî (5.26){

S0
u

∣∣
v=0

≡ 0

S0
v

∣∣
v=0
u=u0

≡ 0
if (s+ α)− íå÷åòíî (5.27)

Òàê æå ìíîãèå èç ôóíêöèé Sk1...kn � íå÷åòíû ïî v, à çíà÷èò îáðàùàþòñÿ â íóëü ïðè
v = 0. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì àêòèâíî èñïîëüçîâàòü äàííûé ôàêò.

5.3 Àíàëèç ðàçìåðíîñòåé

Êðîìå òîãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñòåïåíè ïîëèíîìîâ Sk1...kn(u, v) ïðè v = 0, êîòîðûå îïÿòü æå
íàõîäÿòñÿ èç ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè
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S0(u, 0) = C0u
3(s+1)

2
+ 1+α

2 + . . . (5.28)

Sk(u, 0) =

{
Cku

3(s−k−1)
2

+ 1+α
2 + . . . , 1 ≤ k ≤ s− 1

Cku
3(k−s+1)

2
+ 1−α

2 + . . . , s ≤ k ≤ p− 2
(5.29)

Sk1k2(u, 0) =

{
Ck1k2u

3(s−k1−k2−3)
2

+ 1+α
2 + . . . , 1 ≤ k1, k2 ≤ s− 1

Ck1k2u
3(k2−k1−s−1)

2
+ 1−α

2 + . . . , 1 ≤ k1 ≤ s− 1, s ≤ k2 ≤ p− 2

(5.30)

Sk1k2k3(u, 0) =


u

3(s−k1−k2−k3−5)
2

+ 1+α
2 + . . . , 1 ≤ k1, k2, k3 ≤ s− 1

u
3(k3−k1−k2−s−3)

2
+ 1−α

2 + . . . , 1 ≤ k1, k2 ≤ s− 1, s ≤ k3 ≤ p− 2

u
3(k2+k3−k1−3s−1)

2
+ 1−3α

2 + . . . , 1 ≤ k1 ≤ s− 1, s ≤ k2, k3 ≤ p− 2

u
3(k1+k2+k3−5s+1)

2
+ 1−5α

2 + . . . , s ≤ k1, k2, k3 ≤ p− 2

(5.31)

Sk1k2k3k4(u, 0) =



u
3(s−k1−k2−k3−k4−7)

2
+ 1+α

2 , 1 ≤ k1, k2, k3, k4 ≤ s− 1

u
3(k4−k1−k2−k3−s−5)

2
+ 1−α

2 , 1 ≤ k1, k2, k3 ≤ s− 1, s ≤ k4 ≤ p− 2

u
3(k3+k4−k1−k2−3s−3)

2
+ 1−3α

2 , 1 ≤ k1, k2 ≤ s− 1, s ≤ k3, k4 ≤ p− 2

u
3(k2+k3+k4−k1−5s−1)

2
+ 1−5α

2 , 1 ≤ k1 ≤ s− 1, s ≤ k2, k3, k4 ≤ p− 2

u
3(k1+k2+k3+k4−7s+1)

2
+ 1−7α

2 , s ≤ k1, k2, k3, k4 ≤ p− 2

(5.32)

ãäå ñòåïåíè u âî âñåõ ïîëèíîìàõ èäóò ñ øàãîì 3, ïîñêîëüêó µ ∼ u3.
Òàê æå íàì ïîíàäîáèòñÿ

S0
v(u, 0) = u

3(s+1)
2
− 2−α

2 + . . . (5.33)

Skv (u, 0) =

{
u

3(s−k−1)
2

− 2−α
2 + . . . , 1 ≤ k ≤ s− 1

u
3(k−s)

2
− 2+α

2 + . . . , s ≤ k ≤ p− 2
(5.34)

Sk1k2v (u, 0) =


u

3(s−k1−k2−3)
2

− 2−α
2 + . . . , 1 ≤ k1, k2 ≤ s− 1

u
3(k2−k1−s−1)

2
− 2+α

2 + . . . ,

{
1 ≤ k1 ≤ s− 1

s ≤ k2 ≤ p− 2

(5.35)

Ðàçìåðíîñòè êîððåëÿöèîííûõ ÷èñåë
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〈Ok〉 ∼

{
µs−

k
2
+α

3 , 1 ≤ k ≤ s− 1

µ
k+2
2 , s ≤ k ≤ p− 2

(5.36)

〈Ok1Ok2〉 ∼


µs−

k1+k2
2

+α
3
−1, 1 ≤ k1, k2 ≤ s− 1

µ
k2−k1

2 , 1 ≤ k1 ≤ s− 1, s ≤ k2 ≤ p− 2

µ
k1+k2

2
−s−α

3
+1, s ≤ k1, k2 ≤ p− 2

(5.37)

〈Ok1Ok2Ok3〉 ∼


µs+

α
3
− k1+k2+k3+4

2 , 1 ≤ k1, k2, k3 ≤ s− 1

µ
k3−k1−k2−2

2 , 1 ≤ k1, k2 ≤ s− 1, s ≤ k3 ≤ p− 2

µ
k2+k3−k1

2
−s−α

3 , 1 ≤ k1 ≤ s− 1, s ≤ k2, k3 ≤ p− 2

µ
k1+k2+k3+2

2
−2s− 2α

3 , s ≤ k1, k2, k3 ≤ p− 2

(5.38)

5.4 Îäíîòî÷å÷íûå è äâóõòî÷å÷íûå êîððåëÿöèîííûå ÷èñëà

Ïåðåä òåì êàê îêóíóòüñÿ â äåòàëè âû÷èñëåíèé, ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé.
Âî-ïåðâûõ, ïðè âû÷èñëåíèè îäíîòî÷å÷íûõ è äâóõòî÷å÷íûõ êîððåëÿöèîííûõ ÷èñåë íàì

íå íóæíî äèôôåðåíöèðîâàòü âåðõíèå ïðåäåëû â (5.3), ïîñêîëüêó òàêèå ÷ëåíû áóäóò ñî-
äåðæàòü S0

u, S
0
v , âçÿòûå â òî÷êå (u∗(λ = 0), v∗(λ = 0)), ÷òî åñòü íóëü â ñèëó ñòðóííîãî

óðàâíåíèÿ (5.2).
Âî-âòîðûõ, ïîñëå âçÿòèÿ ïðîèçâîäíûõ ïî λ â (5.14), ìíîãèå èç ôóíêöèé Sk1...knu , Sk1...knv

íå÷åòíû ïî v (5.22) - (5.25), à ñëåäîâàòåëüíî ðàâíû íóëþ ïðè v = 0 .
Èñïîëüçóÿ ýòè ñâîéñòâà âû÷èñëÿåì íóëüòî÷å÷íûå, îäíîòî÷å÷íûå è äâóõòî÷å÷íûå êîð-

ðåëÿöèîííûå ÷èñëà. Ðåçóëüòàò ïðèâåäåí â òàáëèöå

(s+ α) - ÷åòíî (s+ α) - íå÷åòíî

Z0 = 1
2

∫ u0
0

(S0
u)

2du Z0 = −1
6

∫ u0
0

(S0
v)

2udu

Zk =
∫ u0
0
S0
uS

k
udu Zk = −1

3

∫ u0
0
S0
vS

k
vudu

k1, k2 - ÷åòíî Zk1k2 =
∫ u0
0

(Sk1u S
k2
u + S0

uS
k1k2
u )du Zk1k2 = −1

3

∫ u0
0

(Sk1v S
k2
v + S0

vS
k1k2
v )udu

k1, k2 - íå÷åòíî Zk1k2 =
∫ u0
0

(S0
uS

k1k2
u − u

3
Sk1v S

k2
v )du Zk1k2 =

∫ u0
0

(Sk1u S
k2
u − u

3
S0
vS

k1k2
v )du

k1 + k2 - íå÷åòíî Zk1k2 = 0 Zk1k2 = 0

ãäå ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïîëîæåíî λk = 0, à çíà÷èò v∗ = 0. È ïîñêîëüêó èíòå-
ãðèðîâàíèå òåïåðü èäåò òîëüêî ïî îñè u, òî ïîä èíòåãðàëàìè ïîëèíîìû òîæå áåðóòñÿ ïðè
v = 0.

Äàëåå äëÿ êàæäîãî èç ñëó÷àåâ, (s+α) - ÷åòíî èëè íå÷åòíî, àíàëèç àíàëîãè÷åí ñëó÷àþ
Ëè-ßíãîâñêîé ñåðèè (2, 2s + 1). Àíàëîãè÷íî Ëè-ßíãîâñêîé ñåðèè ìû çàìåíÿåì S(u, 0) è
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u íà áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû Q(x) è x = u
u0

ñîîòâåòñòâåííî. Òàê æå ìû çàìåíÿåì λk íà

áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû sk è òåïåðü áóäåì ïðåäïîëàãàòü ÷òî ∂k = ∂
∂sk

.
Óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ïåðåìåííîé

y + 1

2
= x3, dx =

dy

3 3
√

2(1 + y)
2
3

(5.39)

Ïîëó÷àåì èç óñëîâèÿ çàíóëåíèÿ îäíîòî÷å÷íûõ è äèàãîíàëüíîñòè äâóõòî÷å÷íûõ êîððå-
ëÿöèîííûõ ÷èñåë

(s+ α) - ÷åòíî Q0
u = x2(α−1)(P

(0, 2
3
(2α−3))

s−α+2
2

(y)− P (0, 2
3
(2α−3))

s−α
2

(y))

(s+ α) - íå÷åòíî Q0
v = x2α−1(P

(0, 1
3
(4α−3))

s−α+1
2

(y)− P (0, 1
3
(4α−3))

s−α−1
2

(y))

(s+ α + k) - ÷åòíî, k < s Qk
u = x2(α−1)P

(0, 2
3
(2α−3))

s−k−α
2

(y)

(s+ α + k) - íå÷åòíî, k < s Qk
v = x2α−1P

(0, 1
3
(4α−3))

s−k−α−1
2

(y)

(s+ α + k) - ÷åòíî, k ≥ s Qk
u = x2(2−α)P

(0, 2
3
(3−2α))

k−s+α−2
2

(y)

(s+ α + k) - íå÷åòíî, k ≥ s Qk
v = x5−2αP

(0, 1
3
(9−4α))

k−s+α−3
2

(y)

ãäå âñå ïîëèíîìû ñíîâà âûïèñàíû ïðè v = 0.

5.5 Òðåõòî÷å÷íûå êîððåëÿöèîííûå ÷èñëà

Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå äàåò

Zk1k2k3 = (Sk1u S
k2
u −

u0
3
Sk1v S

k2
v )∂k3u∗ + Sk1u S

k2
v ∂k3v∗+

+

∫ u0

0

du(Sk1u S
k2k3
u − u

3
Sk1v S

k2k3
v ) +

∫ u0

0

du(S0
uS

k1k2k3
u − u

3
S0
vS

k1k2k3
v ) + ïåðåñòàíîâêè

(5.40)

Âçÿâ ïðîèçâîäíóþ îò óðàâíåíèé (5.2), ïîëó÷àåì ïðè sk = 0

Sku + S0
uu∂ku∗ + S0

uv∂kv∗ = 0 (5.41)

Skv + S0
vu∂ku∗ + S0

vv∂kv∗ = 0 (5.42)

(5.43)

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ ÷åòíîñòè ïî v ïîëèíîìîâ Sk1...kn , ïîëó÷àåì ïðè v = 0
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6= 0 òîëüêî åñëè (s+ α) - ÷åòíî (s+ α) - íå÷åòíî

k - ÷åòíî ∂ku∗ = − Sku
S0
uu

∂ku∗ = − Skv
S0
uv

k - íå÷åòíî ∂kv∗ = − Skv
S0
vv

∂kv∗ = − Sku
S0
uv

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ îò (u∗, v∗) è ÷åòíîñòè Sk1...kn , ïîëó÷àåì äëÿ
Zk1k2k3

(s+ α) - ÷åòíî (s+ α) - íå÷åòíî

k1, k2, k3 - ÷åòíî −S
k1
u S

k2
u S

k3
u

S0
uu

+
∫
S0
uS

k1k2k3
u

u0
3
S
k1
v S

k2
v S

k3
v

S0
uv

−
∫

u
3
S0
vS

k1k2k3
v −

+
∫

(Sk1u S
k2k3
u + ïåðåñòàíîâêè) −

∫
u
3
(Sk1v S

k2k3
v + ïåðåñòàíîâêè)

k1, k2 - ÷åòíî
k3 - íå÷åòíî 0 0

k1 - ÷åòíî
u0
3
S
k1
u S

k2
v S

k3
v

S0
uu

− S
k1
u S

k2
v S

k3
v

S0
vv

+
∫
S0
uS

k1k2k3
u + −S

k1
v S

k2
u S

k3
u

S0
uv

−
∫

u
3
S0
vS

k1k2k3
v +

k2, k3 - íå÷åòíî +
∫

(Sk1u S
k2k3
u − u

3
(Sk2v S

k1k3
v + Sk3v S

k1k2
v )) +

∫
(Sk2u S

k1k3
u + Sk3u S

k1k2
u − u

3
Sk1v S

k2k3
v )

k1, k2, k3 - íå÷åòíî 0 0

ãäå íåèíòåãðàëüíûå ñëàãàåìûå âçÿòû ïðè u = u0, à èíòåãðàëû áåðóòüñÿ â ïðåäåëàõ îò 0
äî u0.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé (s + α) � ÷åòíî è âñå k � ÷åòíû, òî åñòü âåðõíþþ ëåâóþ ÿ÷åéêó
òàáëèöû. Â ýòîì ñëó÷àå

Zk1k2k3 = −S
k1
u S

k2
u S

k3
u

S0
uu

∣∣∣
u=u0

+

∫ u0

0

(S0
uS

k1k2k3
u + Sk1u S

k2k3
u + Sk2u S

k1k3
u + Sk3u S

k1k2
u )du. (5.44)

Èìååòñÿ äâå ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ îáëàñòè ïàðàìåòðîâ ki: ki < s è ki ≥ s. Ðàññìîò-
ðèì âñåâîçìîæíûå ñëó÷àè ñ ÷åòíûìè ki.

5.5.1 1 ≤ k1, k2, k3 ≤ s− 1, ki � ÷åòíî

Â ýòîì ñëó÷àå òðåõòî÷å÷íûå ÷èñëà ñèíãóëÿðíû (5.38). Ïîñëå îáåçðàçìåðèâàíèÿ ïîëó÷àåì
äëÿ íèõ âûðàæåíèå (ïðåäïîëàãàåì ÷òî k3 > k1, k2)

Zk1k2k3 = −Q
k1
u Q

k2
u Q

k3
u

(Q0
u)
′

∣∣∣
x=1

+

∫ 1

0

Qk3
u Q

k1k2
u dx (5.45)

ãäå ìû ïåðåøëè ê áåçðàçìåðíûì âåëè÷èíàì è øòðèõ îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî x. Äâà äðó-
ãèõ èíòåãðàëüíûõ ÷ëåíà îòñóòñòâóþò â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè ïîëèíîìîâ ßêîáè è òîãî,
÷òî ñòåïåíü ïîëèíîìà Sk2k3u ìåíüøå ñòåïåíè ïîëèíîìà Sk1u . Ðàññóæäåíèå ñî âòîðûì îò-
ñóòñòâóþùèì ÷ëåíîì àíàëîãè÷íî. Òàêèì îáðàçîì ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü ïðàâèëà îòáîðà,
íåîáõîäèìî ÷òîáû
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∫ 1

0

Qk3
u Q

k1k2
u dx =

{
0, if k3 ≤ k1 + k2
1
p
, if k3 > k1 + k2

(5.46)

Îòñþäà

Qk1k2
u =

1

p

s−k1−k2−α−2
2∑

k=0

(6k + 4α− 3)x2(α−1)P
(0, 2

3
(2α−3))

k , 1 ≤ k1, k2 ≤ s− 1 (5.47)

5.5.2 1 ≤ k1, k2 ≤ s− 1, s ≤ k3 ≤ p− 2, ki � ÷åòíî

Ïðàâèëà îòáîðà íàðóøåíû, åñëè k3 > k1 + k2, èëè ïîñêîëüêó ki � ÷åòíû, ýòî ýêâèâàëåíòíî
k3 ≥ k1 + k2 + 2. Ïîýòîìó òðåõòî÷å÷íûå ÷èñëà íåñèíãóëÿðíû (5.38) êîãäà ïðàâèëà îòáîðà
íàðóøåíû.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû åñëè ïðàâèëà îòáîðà âûïîëíåíû, òðåõòî÷å÷íûå ÷èñëà ñèíãóëÿðíû è
âûðàæåíèå äëÿ íèõ ïðèîáðåòàåò âèä

Zk1k2k3 = −Q
k1
u Q

k2
u Q

k3
u

(Q0
u)
′

∣∣∣
x=1

+

∫ 1

0

Q0
uQ

k1k2k3
u dx+

+

∫ 1

0

(Qk1
u Q

k2k3
u +Qk2

u Q
k1k3
u +Qk3

u Q
k1k2
u )dx. (5.48)

5.5.3 1 ≤ k1 ≤ s− 1, s ≤ k2, k3 ≤ p− 2, ki � ÷åòíî

Â ýòîì ñëó÷àå òðåõòî÷å÷íûå ÷èñëà ñèíãóëÿðíû (5.38). Âûðàæåíèå äëÿ íèõ

Zk1k2k3 = −Q
k1
u Q

k2
u Q

k3
u

(Q0
u)
′

∣∣∣
x=1

+

∫ 1

0

Qk2
u Q

k1k3
u dx. (5.49)

×òîáû óäîâëåòâîðèòü ïðàâèëà îòáîðà òðåáóåì

∫ 1

0

Qk2
u Q

k1k3
u dx =

{
0, if k3 ≤ k1 + k2
1
p
, if k3 > k1 + k2

(5.50)

Îòêóäà ïîëó÷àåì

Qk1k3
u =

1

p

k3−k1−s+α−4
2∑

k=0

(6k + 9− 4α)x2(2−α)P
(0, 2

3
(3−2α))

k ,

{
1 ≤ k1 ≤ s− 1

s ≤ k3 ≤ p− 2
(5.51)
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5.5.4 Ñðàâíåíèå ñ ìèíèìàëüíîé ãðàâèòöèåé

Âû÷èñëèì íåíóëåâûå êîððåëÿöèîííûå ÷èñëà

Z0 =
p

(p+ 3)(p− 3)
(5.52)

Zkk =

{
1

p−3(k+1)
, 1 ≤ k ≤ s− 1, k − ÷åòíî

1
3(k+1)−p , s ≤ k ≤ p− 2, k − ÷åòíî

(5.53)

Zk1k2k3 = −1

p
, 1 ≤ ki ≤ p− 2, k − ÷åòíî (5.54)

Âåëè÷èíà, íå çàâèñÿùàÿ îò íîðìèðîâîê îïåðàòîðîâ è êîððåëÿòîðîâ

(Zk1k2k3)
2Z0∏3

i=1 Zkiki
=

∏3
i=1 |p− (ki + 1)q|
p(p+ q)(p− q)

(5.55)

ãäå p = 3s+α, q = 3. Ýòî âûðàæåíèå â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ (2.10) ïðèmi = 1, ni = ki+1.

5.6 ×åòûðåõòî÷å÷íûå êîððåëÿöèîííûå ÷èñëà

Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå äëÿ ÷åòíûõ ki äàåò

Zk1k2k3k4 = Z
(0)
k1k2k3k4

+ Z
(I)
k1k2k3k4

(5.56)

ãäå

Z
(0)
k1k2k3k4

=

(
− Q′′u

(Q′u)
3

+

∑4
i=1(Q

ki
u )′

(Q′u)
2
−
∑

i<j Q
kikj
u

Q′u

)∣∣∣∣∣
x=1

+

+

∫ 1

0

dx(Qk1k2
u Qk3k4

u +Qk1k3
u Qk2k4

u +Qk1k4
u Qk2k3

u ) (5.57)

Z
(I)
k1k2k3k4

=

∫ 1

0

dx(Qk1k2k3
u Qk4

u +Qk1k2k4
u Qk3

u +Qk1k3k4
u Qk2

u +Qk2k3k4
u Qk1

u +Q0
uQ

k1k2k3k4
u ) (5.58)

ãäå øòðèõ îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî x. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü ÷òî k1 ≤ k2 ≤ k3 ≤ k4

5.6.1 1 ≤ k1, k2, k3, k4 ≤ s− 1

Ðàçìåðíûé àíàëèç äàåò ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ÷åòûðåõòî÷å÷íûå ÷èñëà ñèíãóëÿðíû

Zk1k2k3k4 ∼ µs+1+α
3
− k1+k2+k3+k4+8

2 (5.59)

Ïîëèíîìû, ó÷àñòâóþùèå â Z
(0)
k1k2k3k4

èçâåñòíû èç ïðåäûäóùèõ ðàçäåëîâ, à ïîëèíîìû,

ó÷àñòâóþùèå â Z
(I)
k1k2k3k4

íåèçâåñòíû.
Ïîñêîëüêó k1 ≤ k2 ≤ k3 ≤ k4, òî îðòîãîíàëüíîñòü ïîëèíîìîâ ßêîáè äàåò

Z
(I)
k1k2k3k4

=

∫ 1

0

dxQk1k2k3
u Qk4

u (5.60)
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Ïîñêîëüêó Qk4
u � ïîëèíîì ßêîáè, òî Z

(I)
k1k2k3k4

àâòîìàòè÷åñêè ðàâåí íóëþ, êîãäà k4 ≤
k1 + k2 + k3 + 2.

Ïðàâèëà îòáîðà

Zk1k2k3k4 = 0, åñëè k4 > k1 + k2 + k3 (5.61)

Òî åñòü íåîáõîäèìî ÷òîáû

∫ 1

0

dxQk1k2k3
u Qk4

u =

{
0, k4 ≤ k1 + k2 + k3

−Z(0)
k1k2k3k4

, k4 > k1 + k2 + k3
(5.62)

×òîáû íàéòè çíà÷åíèÿ ïîëèíîìîâ ïðè x = 1 â Z
(0)
k1k2k3k4

èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà
ïîëèíîìîâ ßêîáè

d

dy

∣∣∣
y=1

P (0,b)
n (y) =

n(n+ b+ 1)

2
(5.63)

d2

dy2

∣∣∣
y=1

P (0,b)
n (y) =

n(n− 1)(n+ b+ 1)(n+ b+ 2)

8
(5.64)

Òàêèì îáðàçîì íàõîäèì

(Q0
u)
′(1) = p, Q′′u(1) = 2p(2α− 1) +

p(s− α)(3s+ 5α)

4
(5.65)

d

dx
|x=1Q

k
u = 2(α− 1) +

(s− k − α)(3s− 3k + 5α− 6)

4
, (5.66)

Qk1k2
u (1) =

1

p

s−k1−k2−α−2
2∑

k=0

(6k + 4α− 3) =
(s− k1 − k2 − α)(3s− 3k1 − 3k2 + 5α− 12)

4p

(5.67)∫ 1

0

dxQk1k2
u Qk3k4

u =
(s− k̄(12|34) − α)(3s− 3k̄12|34 + 5α− 12)

4p2
(5.68)

ãäå k̄(12|34) = max{k1 + k2, k3 + k4}.
Òàêèì îáðàçîì

Zk1k2k3k4 =

{
1

4p2
(2 + k1 + k2 + k3 − k4)(2p− 3

∑4
i=1(ki + 1)), if k4 > k1 + k2 + k3

1
2p2

(1 + k1)(2p− 3
∑4

i=1(ki + 1)), if k1 + k4 ≤ k2 + k3

(5.69)

Ïðè k1 + k4 ≤ k2 + k3 âûðàæåíèå äëÿ

Zk1k2k3k4Z
3
0(∏4

i=1 Zkiki
) 1

2

(5.70)
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â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ (2.11). Êðîìå òîãî èç ïðàâèë îòáîðà íàõîäèì

Qk1k2k3
u =

1

p2

s−k1−k2−k3−α−4
2∑

k=0

ckx
2(α−1)P

(0, 2
3
(2α−3))

k (y) (5.71)

ãäå

ck =
3

4
(6k + 4α− 3)(2k +

3∑
i=1

ki − s+ α + 2)(2k −
3∑
i=1

ki − 2s− 2α− 12) (5.72)

5.6.2 1 ≤ k1, k2, k3 ≤ s− 1, s ≤ k4 ≤ p− 2, ki � ÷åòíî

Â ýòîì ñëó÷àå àíàëèç ðàçìåðíîñòåé äàåò

Zk1k2k3k4 ∼ µ
k4−k1−k2−k3−4

2 (5.73)

Ïîýòîìó åñëè k4 ≥ k1 + k2 + k3 + 4, òî ÷åòûðåõòî÷å÷íûå êîððåëÿöèîííûå ÷èñëà íåñèí-
ãóëÿðíû. Â òî æå âðåìÿ êîíôîðìíûå ïðàâèëà îòáîðà íàðóøåíû, åñëè k4 > k1 + k2 + k3.
Ïîýòîìó èìååòñÿ �îêíî� ïðè k4 = k1 + k2 + k3 + 2 (ïîñêîëüêó ki � ÷åòíû), êîãäà íóæíî
îòäåëüíî ïðîâåðèòü ÷òî ÷åòûðåõòî÷å÷íûå êîððåëÿöèîííûå ÷èñëà ðàâíû íóëþ.

ßâíîå âûðàæåíèå äëÿ ÷åòûðåõòî÷å÷íûõ êîððåëÿöèîííûõ ÷èñåë â ýòîì ñëó÷àå îñòàåòñÿ
ïðåæíèì

Z
(0)
k1k2k3k4

=

(
− Q′′u

(Q′u)
3

+

∑4
i=1(Q

ki
u )′

(Q′u)
2
−
∑

i<j Q
kikj
u

Q′u

)∣∣∣∣∣
x=1

+

+

∫ 1

0

dx(Qk1k2
u Qk3k4

u +Qk1k3
u Qk2k4

u +Qk1k4
u Qk2k3

u ) (5.74)

Z
(I)
k1k2k3k4

=

∫ 1

0

dx(Qk1k2k3
u Qk4

u +Qk1k2k4
u Qk3

u +Qk1k3k4
u Qk2

u +Qk2k3k4
u Qk1

u +Q0
uQ

k1k2k3k4
u ) (5.75)

Òàêèì îáðàçîì ïðè k4 = k1 + k2 + k3 + 2 ïîëó÷àåì, ÷òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåòðèâè-
àëüíîå òîæäåñòâî Z

(0)
k1k2k3k4

+ Z
(I)
k1k2k3k4

= 0. Íåòðèâèàëüíûì îíî ÿâëÿåòñÿ ïîñêîëüêó ìåðà
èíòåãðèðîâàíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêîé äëÿ èíòåãðèðóåìûõ ïîëèíîìîâ ßêîáè.

5.6.3 1 ≤ k1, k2 ≤ s− 1, s ≤ k3, k4 ≤ p− 2, ki � ÷åòíî

Èç ðàçìåðíîãî àíàëèçà

Zk1k2k3k4 ∼ µ
k3+k4−k1−k2−4

2
+1−s−α

3 (5.76)

ïîëó÷àåì ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ÷åòûðåõòî÷å÷íûå êîððåëÿöèîííûå ÷èñëà ñèíãóëÿðíû.
Âûðàæåíèå (5.56) ñâîäèòñÿ ê
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Zk1k2k3k4 = Z
(0)
k1k2k3k4

+

∫ 1

0

dxQk1k2k4
u Qk3

u (5.77)

Òî åñòü äëÿ âûïîëíåíèÿ ïðàâèë îòáîðà íåîáõîäèìî

∫ 1

0

dxQk1k2k4
u Qk3

u =

{
0, k4 ≤ k1 + k2 + k3

−Z(0)
k1k2k3k4

, k4 > k1 + k2 + k3
(5.78)

Íåñëîæíî ïîñ÷èòàòü èç ñâîéñòâ ïîëèíîìîâ ßêîáè ÷òî

Z
(0)
k1k2k3k4

=

{
− 1

4p2
(2 + k1 + k2 + k3 − k4)(2p+ 3k1 + 3k2 − 3k3 − 3k4), k4 > k1 + k2 + k3

− 1
2p2

(1 + k1)(2p+ 3k1 + 3k2 − 3k3 − 3k4), k1 + k4 ≤ k2 + k3
(5.79)

Äàëåå èç çíà÷åíèÿ Z
(0)
k1k2k3k4

ïðè k4 > k1 + k2 + k3 è ïðàâèë îòáîðà (5.78) íàõîäèì

Qk1k2k4
u =

1

p2

k4−k1−k2−s+α−6
2∑

k=0

ckx
2(2−α)P

(0, 2
3
(3−2α))

k (y) (5.80)

ãäå

ck =

=
1

4
(6k + 9− 4α)(2 + k1 + k2 − k4 + 2k + s− α + 2)(2p+ 3k1 + 3k2 − 3k4 − 6k − 3s+ 3α− 6)

(5.81)

Êðîìå òîãî èç çíà÷åíèÿ Z
(0)
k1k2k3k4

ïðè k1 + k4 < k2 + k3 íàõîäèì, ÷òî âåëè÷èíà

Zk1k2k3k4Z
3
0(∏4

i=1 Zkiki
) 1

2

(5.82)

ñíîâà ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì â ìèíèìàëüíîé ãðàâèòàöèè (2.11).

5.6.4 1 ≤ k1 ≤ s− 1, s ≤ k2, k3, k4 ≤ p− 2, ki � ÷åòíî

Èç ðàçìåðíîãî àíàëèçà

Zk1k2k3k4 ∼ µ
k2+k3+k4−k1−2

2
+1−2s− 2α

3 (5.83)

÷åòûðåõòî÷å÷íûå ÷èñëà ñèíãóëÿðíû.
Âûðàæåíèÿ äëÿ íèõ ñâîäÿòñÿ ê
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Z
(0)
k1k2k3k4

=

(
− Q′′u

(Q′u)
3

+

∑4
i=1(Q

ki
u )′

(Q′u)
2
−
∑

i<j Q
kikj
u

Q′u

)∣∣∣∣∣
x=1

Z
(I)
k1k2k3k4

=

∫ 1

0

dx(Qk2k3k4
u Qk1

u +Q0
uQ

k1k2k3k4
u ) (5.84)

5.6.5 s ≤ k1k2, k3, k4 ≤ p− 2, ki � ÷åòíî

Èç ðàçìåðíîãî àíàëèçà

Zk1k2k3k4 ∼ µ
k1+k2+k3+k4

2
+1−3s−α (5.85)

÷åòûðåõòî÷å÷íûå íå ñèíãóëÿðíû ïðè
∑

i ki ≥ 2(p− 1). Âûðàæåíèÿ äëÿ íèõ ñâîäÿòñÿ ê

Z
(0)
k1k2k3k4

=

(
− Q′′u

(Q′u)
3

+

∑4
i=1(Q

ki
u )′

(Q′u)
2

)∣∣∣∣∣
x=1

Z
(I)
k1k2k3k4

=

∫ 1

0

dx(Qk1k2k3
u Qk4

u +Qk1k2k4
u Qk3

u +Qk1k3k4
u Qk2

u +Qk2k3k4
u Qk1

u +Q0
uQ

k1k2k3k4
u ) (5.86)

6 Çàêëþ÷åíèå

Â ýòîé ðàáîòå ìû ïîêàçàëè, ÷òî ìîæíî ïîäîáðàòü ðåçîíàíñíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ÊäÔ
è Ëèóâèëëåâñêèìè âðåìåíàìè tk è λk, à òàê æå âûáðàòü ðåøåíèå ñòðóííîãî óðàâíåíèÿ òà-
êèì îáðàçîì, ÷òî êîíôîðìíûå ïðàâèëà îòáîðà äëÿ êîððåëÿöèîííûõ ÷èñåë âûïîëíÿþòñÿ,
à çíà÷åíèÿ íåíóëåâûõ êîððåëÿöèîííûõ ÷èñåë ñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòàòàìè â ìèíèìàëüíîé
Ëèóâèëëåâñêîé ãðàâèòàöèè, ïîëó÷åííûìè ïðÿìûì èíòåãðèðîâàíèåì ïî ïðîñòðàíñòâó ìî-
äóëåé. Ñëó÷àé (2, 2s + 1) ìèíèìàëüíîé ãðàâèòàöèè è îäíîìàòðè÷íîé ìîäåëè â (2s + 1)-
êðèòè÷åñêîé òî÷êå áûë ðàññìîòðåí â [15]. Îäíàêî áûëî íå ÿñíî êàêèì îáðàçîì ýòè ðàññóæ-
äåíèÿ ìîãóò áûòü ðàñøèðåíû íà ñëó÷àé ìèíèìàëüíîé ãðàâèòàöèè ñ ïðîèçâîëüíûìè (q, p).
Â ýòîé ðàáîòå ìû ðàññìîòðåëè ñëó÷àé (3, 3s + α) ìèíèìàëüíîé ãðàâèòàöèè è äâóõìàò-
ðè÷íîé ìîäåëè â (3s + α)-êðèòè÷åñêîé òî÷êå. Êðîìå òîãî îòíîñèòåëüíî ðàáîòû [15] áûëè
ñäåëàíû ìîäèôèêàöèè è çàìå÷àíèÿ, êîòîðûå âîçìîæíî ïîçâîëÿò ïðîâåñòè àíàëîãè÷íûé
àíàëèç â ïðîèçâîëüíîì ñëó÷àå. À èìåííî ìîæíî áûëî áû îæèäàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
(q, p) ó ñòðóííîãî óðàâíåíèÿ, êàê è â ñëó÷àå (3, 3s + α), èìåþòñÿ ñïåöèàëüíûå ðåøåíèÿ
(òèïà 5.26, 5.27), êîòîðûå ïîçâîëÿþò ñâåñòè çàäà÷ó ê ïîèñêó ïîëèíîìîâ îò îäíîé ïåðå-
ìåííîé. Òàê æå ìîæíî îæèäàòü, ÷òî â îáùåé ñèòóàöèè ðåçîíàíñíûå ñîîòíîøåíèÿ òîæå
îïðåäåëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè ïîëèíîìàìè ßêîáè P

(a,b)
n , êàê è â äàííîé ðàáîòå.
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Ïðèëîæåíèå A. Äîêàçàòåëüñòâî ðåêóðñèîííîé ôîðìóëû

äëÿ ãàìèëüòîíèàíîâ Hk,α

Äîêàæåì ÷òî

∂2Hn,α

∂vq−β∂vq−γ
= Cδ

βγ

∂Hn−1,α

∂vq−δ
(A.1)

ãäå

Hk,α = −ck,αResQk+α
q = −ck,αSk,α, ck.α =

[
α

q

(
α

q
+ 1

)
. . .

(
α

q
+ k

)]−1
. (A.2)

Èìååì ïîëèíîì Q

Q = pq +

q−1∑
α=1

uαpq−α−1 (A.3)

Òàê æå íàì ïîíàäîáèòñÿ îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ p(Q), ïðåäñòàâëåííàÿ êàê ðÿä Ëîðàíà ïî

z = Q
1
q

p(Q) = z − 1

q

q−1∑
α=1

vα

zα
+O

(
1

zq+1

)
(A.4)

ãäå

v1 = u1 (A.5)

v2 = u2 (A.6)

v3 = u3 − q − 3

2q
(u1)2 (A.7)

. . . (A.8)

Ëåãêî ïðîâåðèòü ÷òî

vα =
q

α
ResQ

α
q . (A.9)

Äåéñòâèòåëüíî

Resp=∞Q
α
q = Resz=∞Q

α
q
dp

dz
= Resz=∞z

α

(
1 +

1

q

q−1∑
β=0

βvβ

zβ+1

)
=
α

q
vα (A.10)

Äîêàæåì ÷òî
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φα :=
∂Q

∂vq−α
=

1

α

d

dp
Q

α
q

+ (A.11)

Ýòî ñëåäóåò èç ñåðèè ðàâåíñòâ

∂Q

∂vα
= − ∂p

∂vα
dQ

dp
=

(
1

q

1

zα
+O

(
1

zq+1

))
dQ

dp
= (A.12)

=
1

q
Q−

α
q
dQ

dp
+O

(
1

zq+1

)
dQ

dp
=

1

q − α
d

dp
Q

q−α
q +O

(
1

z2

)
(A.13)

È ïîñêîëüêó ëåâàÿ ÷àñòü ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ïî p, ÷ëåí O
(

1
z2

)
â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåí

íóëþ. Ýòî äîêàçûâàåò (A.11).
Â êîîðäèíàòàõ vα ìåòðèêà ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé. Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ ∂Q

∂vα
= − ∂p

∂vα
dQ
dp
,

ìû ïîëó÷àåì

gαβ = −q ·Resp=∞
φαφβ
Q′

= −qResz=∞
dQ

dz

∂p

∂vq−α
∂p

∂vq−β
= δα+β,q (A.14)

Òàê æå íàì ïîíàäîáèòüñÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò, êîòîðîå ìîæíî
íàéòè â [12]

Cαβγ = −q ·Resφαφβφγ
Q′

= − 1
α
q
(1 + α

q
)

∂2S1,α

∂vq−β∂vq−γ
. (A.15)

Ïîñêîëüêó ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû ñèììåòðè÷íû, íàõîäèì

Cαβγ =
∂3F

∂vq−α∂vq−β∂vq−γ
(A.16)

äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè F .
Òàêèì îáðàçîì

H1,α =
∂F

∂vq−α
, Cαβγ =

∂2

∂vq−αvq−β
H1,α. (A.17)

Ðåøåíèå ñòðóííîãî óðàâíåíèÿ òàê æå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

∂vq−α

∂tn,β
=

∂

∂x
gαγ

∂Hn+1,β

∂vq−γ
. (A.18)

Âîçüìåì ýòî óðàâíåíèå ïðè n = 0. Èñïîëüçóÿ (A.17) ïîëó÷èì

∂vq−α

∂t0,β
= Cα

βγ

∂vq−γ

∂x
(A.19)
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Èñïîëüçóÿ êîììóòàòèâíîñòü ïîòîêîâ (A.18) and (A.19), ïîëó÷èì

Cγ
αβ

∂2Hn,δ

∂vq−γ∂vq−φ
= Cγ

αφ

∂2Hn,δ

∂vq−γ∂vq−β
(A.20)

Â ÷àñòíîñòè ïðè φ = 1 è èñïîëüçóÿ

∂Hn,α

∂vq−1
= Hn−1,α (A.21)

ïîëó÷àåì ðåêóðñèîííîå ñîîòíîøåíèå

∂2Hn,α

∂vq−β∂vq−γ
= Cδ

βγ

∂Hn−1,α

∂vq−δ
(A.22)
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