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1 Аннотация
Работа посвящена численному моделированию модели Хаббарда на
кубической трёхмерной решётке при разных температурах, поиску
критической температуры сверхтекучего фазового перехода при ма-
лом беспорядке.

В ходе исследования были получены разные значения критиче-
ских температур при разных размерах системы, проведена оценка
сходимости.

Численный счёт выполнялся на вычислительном кластере инсти-
тута теоретической физики им. Л.Д. Ландау в течении двух лет.
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3 Определения и сокращения
1. режим БКШ - состояние системы, которое можно описать с по-

мощью микроскопической теории, построеной Бардином, Купе-
ром и Шриффером [7]

2. режим БЭК - состояние системы, которое можно описать с по-
мощью микроскопической теории Бозе - Эйнштейна [1]

3. кроссовер - плавный переход, не являющийся фазовым
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4 Введение

4.1 Унитарный газ
Рассмотрим разреженный Ферми газ. В силу того, что фермионы в
среднем располагаются далеко друг от друга, можно рассматривать
только парные взаимодействия между ними, не учитывая взаимо-
действия трёх и более частиц. Тогда физической характеристикой
системы будет длина рассеяния в двухчастичной задаче, обозначим
её a. Оказывается, меняя внешнее магнитное поле, приложенное к
системе, можно менять длину рассеяния в произвольных пределах.
Этот эффект называется резонансом Фешбаха, который рассмотрен
ниже. Благодаря ему можно устремить длину рассеяния к беско-
нечности при конечном магнитном поле. Удобно взять вместо дли-
ны рассеяния безразмерную величину 1

kFa
. Так вот, унитарный газ -

система, в которой 1
kFa
→ 0. Приведём качественную фазовую диа-

грамму [9] для понимания, где находится унитарность 1.
Приведём основные свойства унитарного газа: во-первых, систе-

ма не имеет никаких малых параметров, то есть поведение системы
универсально на любых масштабах, не зависит от деталей взаимо-
действия. Поэтому все термодинамические величины зависят только
от безразмерного параметра x = T

µ , где µ - химический потенциал.
Мы выпишем только основные соотношения, более подробно свой-
ства унитарного газа рассмотрены в [14]. Автор в своём теоретиче-
ском выводе использует гипотезу универсальности, которая не до-
казана, однако, автор приводит экспериментальные данные других
групп учёных.

В [14] показано, что давление описывается универсальными
функциями W0,G0:

P (T, µ) =
2kBT

5λ3
W0(x

−1) =
2µnf(µ)

5
G0(x) (1)

Где λ = h√
2πMkBT

, nf(µ) = (3π2)−1(2Mµ/h̄)3/2

Отсюда плотность:

n =
dP

dµ
= nf(µ)

(
G0(x)−

2

5
xG ′0(x)

)
(2)

Удельная энтропия:

s =
2nf(µ)kB

5
G ′0(x) (3)
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Рис. 1: Качественная фазовая диаграмма для системы ферми частиц
[9] в зависимости от температуры и длины рассеяния. Унитарный
предел изображён вертикальной пунктирной линией при 1/kFas = 0

Удельная энергия:

ϵ =
3

2
P (4)

4.2 Модель Хаббарда
Для исследования свойств газа в окрестности точки перехода в обла-
сти унитарности (пересечение вертикальной пунктирной и сплошной
кривой линий fig. 1), мы выберем модель Ферми-Хаббарда [12], ко-
торая описывает систему с сильными электронными корреляциями,
это именно наш случай, поскольку взаимодействие в сверхтекучем
переходе предполагается сильным. Модель Хаббарда богата совер-
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шенно разнообразной физикой, от изолятора Мотта до высокотем-
пературной сверхпроводимости.

Модель Хаббарда:

H = −t
∑
⟨ij⟩,σ

â†i,σâj,σ + U
∑
i

n̂i↑n̂i↓ (5)

Первый член - кинетический, связанный с тунеллированием элек-
трона на соседний узел, мы работаем в приближении ближайших со-
седей, поэтому на другое узлы частица не тунеллирует. Второй член
отвечает за взаимодействие электронов противоположных спинов на
одном узле, пренебрегая взаимодействием на соседних узлах.

Рис. 2: Модель Хаббарда на оптической решётке [26]

На самом деле, мы будем работать в большом каноническом ан-
самбле, поэтому гамильтониан заменится на: H → H− µN

Оператор N - общее число частиц, поэтому запишется в виде:
µN =

∑
i µi↑n̂i↑ +

∑
i µi↓n̂i↓

Полный гамильтониан:

H = −
∑
⟨ij⟩,σ

â†i,σâj,σ + U
∑
i

n̂i↑n̂i↓ −
∑
i

µiσn̂iσ (6)

Именно этот гамильтониан мы и будем симулировать в наших
рассчётах.
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4.3 Теоретические работы
Как было показано в [9], метод среднего поля неприменим в точ-
ке унитарности, также нет никаких малых параметров, по которым
можно построить теорию возмущений, то, в целом, непонятно, как
вообще можно построить теоретическое описание. Однако в литера-
туре есть один известный и понятный мне подход - ϵ - разложение.

4.3.1 ϵ - разложение

В этом разделе будут приведены теоретические результаты [20], ос-
нованные на ϵ - разложении. Суть этого метода заключается в том,
чтобы рассмотреть ту же систему, но в другой размерности, в част-
ности в 4−ϵ и в 2+ϵ при ϵ≪ 1, далее, выведя свойства такой систе-
мы, устремить ϵ → 1, получив, тем самым, результат для трёхмер-
ной задачи. Все результаты получаются при рассмотрении Лагран-
жиана:

L =
∑
σ=↑,↓

ψ†σ

(
i∂t +

∂2

2m
+ µ
)
ψσ + c0ψ

†
↑ψ
†
↓ψ↓ψ↑ (7)

1

c0
= − m

4πa
+

∫
dk

(2π)d
1

2εk
(8)

Смысл разложения в том, что при d = 4 газ состоит из слабо
взаимодействующих бозонов и фермионов, а при d = 2 - из слабо
взаимодействующих фермионов:

Рис. 3: Качественная фазовая диаграмма свойств системы ферми
частиц от длины рассеяния и размерности при температуре ниже
критической [20].

Для размерности d = 4− ϵ экстраполяция в d = 3 даёт:
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Tc
εF

=

√
2

3π2
≃ 0.26 (9)

Для размерности d = 2 + ϵ экстраполяция в d = 3 даёт:

Tc
εF
≃ 0.18 (10)

Стоит отметить, что эти результаты близки к численным [2] и
экспериментальным[8],[6].

4.3.2 Резонанс Фешбаха

Для того, чтобы понять физику всех последующих эксперименталь-
ных работ, необходимо обсудить такой важный эффект как резонанс
Фешбаха, без которого было бы невозможно реализовать БКШ-БЭК
кроссовер. В литературе достаточно работ, но я приведу, как мне ка-
жется, самый прямой и понятный вывод [4]. Рассмотрим две части-
цы, не вдаваясь в детали их внутренней структуры. Столкновение
двух частиц сводится к задаче рассеяния частицы на потенциале в
системе центра масс. Запишем уравнение Шредингера:

− 1

2µ
ϕ′′l (r)+

(
V (r) +

l(l + 1)

2µr2

)
ϕl(r) = Eϕl(r) µ =

m1m2

m1 +m2
, E =

k2

2µ
(11)

Решение для задачи рассеяния запишется в виде:

ϕl(r, E) = const
sin (kr − πl/2 + ηl(E))√

k
eiηl(E) r →∞ (12)

ηl - сдвиг фазы, c - константа.
Поскольку мы рассматриваем ультрахолодный газ, ограничимся

рассеянием в s-канале: l = 0. Для разреженного ультрахолодного
газа имеет место резонансное рассеяние [15].

ϕ0(r, E) = const
sin (kr + η0(E))√

k
eiη0(E) r →∞ (13)

k ctg η0(E) = −
1

a
+

1

2
r0k

2 (14)

Где a - длина рассеяния, та самая физическая величина, по ко-
торой происходит кроссовер, r0 - характерный радиус потенциала.
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Теперь введём понятие открытого канала, при котором энергия
после взаимодействия не больше начальной, и закрытого канала,
когда она больше начальной. Резонансом Фешбаха называется слу-
чай, когда энергетический уровень открытого канала сближается
с уровнем закрытого канала, в котором есть связанное состояние,
и возникает ненулевая вероятность перехода в закрытый канал и
обратно. Подробное описание есть в [18], приведём лишь краткий
вывод. Пусть P - проекция на открытый канал, Q - проекция на
зарытый канал. Запишем уравнение Шредингера:

Ψ = PΨ+QΨ (15)

E (PΨ+QΨ) = H (PΨ+QΨ) (16)

Домножим уравнение на P и учтём, что P2 = P , и для Q ана-
логично:

(E −HPP )ΨP = HPQΨQ

(E −HQQ)ΨQ = HQPΨP
(17)

Где ΨP = PΨ, HPP = PHP , остальное аналогично.
Решение второго уравнения: ΨQ =

HQP

E−HQQ+i0ΨP , подставим в пер-
вое:

EΨP −HPPΨP =
HPQHQP

E −HQQ + i0
ΨP (18)

Отсюда эффективный гамильтониан: Heff = H − HPQHQP

E−HQQ+i0

Мы рассматриваем случай, когда энергия открытого канала близ-
ка к уровню энергии связанного состояния |ϕB⟩, ε0, тогда формально
решая У.Ш., получим для S матрицы выражение:

Sii = S0
ii

(
1− iΓ

E − ε0 −∆+ i
2Γ

)
(19)

Где Γ,∆ - ширина и сдвиг резонанса [18]

В случае ультрахолодого газа формула упрощается:

Sii = S0
ii

(
1− 2iCki

iCki − εres

)
(20)

Где ki соответствует энергии Ei, εres = ε0 + ∆ − Eth(B), E =
Ei − Eth

9



Рис. 4: Резонанс Фешбаха, открытый и закрытый каналы сближа-
ются, за счёт чего есть вероятность перехода [4]

Отсюда выражение для длины рассеяния:

a(B) = a0 −
C

εres
(21)

Именно тут и фигурирует магнитное поле, а именно, эффект
Зеемана:

εres = [2µi(B0)− µ0(B0)] (B −B0) (22)

µi - момент атома, µ0 - момент системы из двух связанных частиц
в резонансе.

В итоге получим:

a = a0 −
const

B −B0
(23)

Это очень важный результат, поскольку мы можем физически
контроллировать взаимодействие частиц с помощью магнитного по-
ля.

4.4 Экспериментальные работы
4.4.1 Эксперимент Регала

В эксперименте, проведённым группой американских учёных [8], ис-
следовался переход из режима БКШ в режим БЭК для газа фер-
мионов 40K. В эксперименте магнитное поле менялось около резо-
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нансного значения в 200 Гаусс за миллисекунды. Время было доста-
точно велико для формирования молекул, но мало для того, что-
бы они успели значительно сдвинуться в оптической ловушке или
столкнуться с другими молекулами. Для подтверждения формиро-
вания молекул так же проводились измерения распределения им-
пульса. Для эксперимента был подготовлен разреженный газ калия
в практически равной пропорции |9/2,−9/2⟩ , |9/2,−7/2⟩. Конден-
сация была обнаружена по обе стороны от резонанса.

Рис. 5: Изображения, показывающие наличие конденсата в опти-
ческой ловушке [8] для отклонений поля от резонансного значения
на ∆B = 0.12, 0.25, 0.5G соответственно. Отношение конденсатной
части к количеству частиц N0

N = 0.10, 0.05, 0.01 соответственно. В
ловушке порядка 105 частиц.
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Рис. 6: Фазовая диаграмма, полученная в результате измерений при
разных температурах и отклонениях поля от резонансного значения.

4.4.2 Эксперимент Цвирляйна

Работа [6] проводилась для атомов лития 6Li, для которых не су-
ществует стабильных молекул 6Li2 в вакууме. Было достигнуто го-
раздо большее отношение конденсированных частиц N0

N ≈ 0.8. Из
графика ниже видно, что степень конденсации линейно зависит от
температуры. Результаты согласованы с теоретической работой [11],
в которой конденсация была возможна при T/TF < 0.2.
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Рис. 7: График зависимости степени конденсации от температуры и
магнитного поля
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5 Основная часть
Мы исследовали модель Ферми-Хаббарда с беспорядком в химпо-
тенциале на кубической трёхмерной решётке.

Ĥ = −t
∑
i,σ

(ĉ†i,σĉi+1⃗,σ + ĉ†
i+1⃗,σ

ĉi,σ) + U
∑
i

n̂i,↑n̂i,↓ −
∑
i,σ

(µ0 + δµi)n̂i,σ

(24)

5.1 Цели работы
Основной целью данной работы является получение критической
температуры сверхтекучего перехода для системы с беспорядком, а
так же проверка результатов, полученных в работе [2] для системы
без беспорядка.

5.2 Параметры модели

ĉ†i,σ, ĉi,σ - операторы рождения и уничтожения фермионов на узле i
со спином σ

σ ∈ {↑, ↓}
i ∈ {1, L}3
U = −7.913t - потенциал взаимодействия, см. вывод ниже.
n̂i,σ = ĉ†i,σĉi,σ - локальная плотность
µ0 = 5.2t - химический потенциал, см. вывод ниже.
δµi - случаное малое возмущение химического потенциала на уз-

ле i
|δµi| = 0.1t - амплитуда беспорядка на любом из узлов решётки.

µi ∈ {−0.1t, 0.1t},
∑

i µi = 0

i+ 1⃗ - любой из соседних к i узлов.
Модель отличается от оригинальной [2] тем, что в ней есть бес-

порядок в хим. потенциале. Значения параметров модели определя-
ются следующим образом:

Мы знаем как связана амплитуда рассеяния в двухчастичной за-
даче с вершинной функцией:

Γαβ,γδ = δαγδβδ
4π

m
f (25)

Связанное состояние впервые появляется при возникновении по-
люса у вершинной части. То есть когда f = 0. Амплитуда рассеяния
f связана с длиной рассеяния следующим образом: когда основное
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состояние очень близко к нулю, в двухчастичной задаче возникает
резонанс (см. §133 [15])

f(k) ≃ 1

−1
a − ik

∼ −1
a

(26)

Следовательно, в этой же точке длина рассеяния расходится. Это
и есть точка унитарности.

Теперь посчитаем вершинную часть. Ясно, что в силу того, что
взаимодействие не зависит от времени, неприводимая вершинная
часть совпадает с взаимодействием[17]:

Рис. 8: Неприводимая вершинная часть [17]

Поэтому уравнение Бете-Солпитера имеет следующее решение:

Γ(ξ,p) =
U

1 + UΠ(ξ,p)
(27)

Отсюда получим:

Γ−1(ξ,p) = U−1 +Π(ξ,p) (28)

Где:

Π(ξ,p) =

∫
BZ

dk

(2π)3
1

ξ + ϵp/2+k + ϵp/2−k
(29)

Как было показано выше, вершинная часть функции грина имеет
полюс в точке унитарности, при чём, поскольку газ ультрахолодный
и очень разреженный, то ξ → 0, p→ 0:

U−1 = −Π(0, 0) (30)

В случае чистой системы получим: [2]

U = −7.915t (31)

Учёт беспорядка не приводит к отличиям от данного ответа, по-
скольку неприводимая вершинная часть остаётся той же. Важно от-
метить, что система уже не будет являться унитарным газом, по-
скольку, как было показано в разделе про унитарный газ, он транс-
ляционно инвариантен, что, учитывая беспорядок, теперь конечно
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не так. Мы исследуем систему ферми частиц в точке с бесконечной
длиной рассеяния, в той точке, где система без беспорядка в состо-
янии унитарности.

Мы работаем в большом каноническом ансамбле, поэтому па-
раметрами задачи являются {L, T, µ}. µ определяется следующим
образом: в работе [23] исследовалась модель Хаббарда при плотно-
сти ν = 1

4 . Чтобы получить химпотенциал, соответствующий такой
плотности, было проделано нескольку симуляций при разных химпо-
тенциалах и произведена интерполяция для нахождения µ(14). Зна-
чение равно µ = 5.2t

5.3 Критическая температура
Находясь в окресности фазового перехода, ассимптотическое пове-
дение некоторых средних зависит от конечного числа параметров -
критических экспонент. Критические экспоненты, в свою очередь,
зависят от симметрии системы. Из фазовой диаграммы системы
ферми частиц 1, можно понять, что ниже перехода по температуре
сверхпроводник слева и бозе-конденсат справа, поэтому происходит
нарушение U(1) симметрии. Рассмотрим четырёхточечную корре-
ляционную функцию:

G2(xτ,x
′τ ′) =

〈
T ĉx↑ĉx↓ĉ†x′↓ĉ

†
x′↑

〉
(32)

Где τ - мнимое время. τ ∈ [0, β]
В окресности фазового перехода:

G2(xτ,x
′τ ′) =

〈
T ĉx↑ĉx↓ĉ†x′↓ĉ

†
x′↑

〉
∝ |x− x′|−(1+η) (33)

Где η - критическая экспонента
Для U(1) симметрии η = 0.380(4) [3]
Теперь возьмём среднее значение четырёхточечной корреляци-

онной функции по решётке:

K(L, T ) = (βLd)−2
∑
x,x′

∫ β

0

dτ

∫ β

0

dτ ′G2(x− x′, τ − τ ′) ∼ L−1−η (34)

Введём новую величину, не зависящую в нулевом приближении
от размера системы:

R(L, T ) = L1+ηK(L, T ) ∼ const (35)
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Значит, в окресности фазового перехода есть величина, которая
не зависит от размера системы. Метод нахождения критической тем-
пературы будет следующим: мы будем запускать систему при раз-
ных L и температурах, и там, где кривые R(Li, T ) и R(Lj, T ) пере-
секаются, находится критическая температура:

R(Li, T ) = R(Lj, T )→ T = Tc (36)

Однако, нам недостаточно нулевого приближения, поскольку непо-
нятно, для каких размеров системы {Li, Lj} получится результат с
наибольшей точностью, поскольку для разных пар размеров, вообще
говоря, пересечение будет при разных температурах. В [10] с помо-
щью методов ренормгруппы было показано, что четырёхточечная
корреляционная функция зависит от размера системы следующим
образом:

R(L, T ) = f(L1/νξξ−1/νξcorr )(1 + cL−ω + ...) (37)

ξcorr =
∣∣∣T − Tc

Tc

∣∣∣−νξ = |τ |−νξ (38)

ω ≃ 0.8, νξ ≃ 0.67 - критические экспоненты, f - неуниверсаль-
ная неизвестная аналитическая функция возле точки перехода, с -
неуниверсальный неизвестный коэффициент.

f(L1/νξξ−1/νξcorr ) = f(L1/νξτ) (39)

Разлагая f в окрестности критической температуры:

R(L, T ) = [f0 + f1(T − Tc)L1/νξ + ...](1 + cL−ω + ...) (40)

Приравняем для разных размеров Li, Lj системы при темпера-
туре Tij возле Tc:

R(Li, Tij) = R(Lj, Tij) (41)

[f0+f1(Tij−Tc)L
1/νξ
j +...](1+cL−ωj +...) = [f0+f1(Tij−Tc)L

1/νξ
i +...](1+cL−ωi +...)

(42)
Итого, поправка к температуре:

Tij − Tc =
f0c

f1

1

L
ω+ 1

νξ

j

1−
(
Li/Lj

)−ω
1−

(
Li/Lj

) 1
νξ

(43)
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Из формулы видно, что чем больше размеры системы и чем бли-
же они друг к другу, тем меньше поправка.

Остаётся вопрос, как определить неуниверсальные параметры
f0, f1, c.

Поскольку мы будем моделировать систему при разных размерах
и температурах, у нас есть две переменные L, T и функция R(L, T ),
и четыре параметра f0, f1, c, Tc, которые определяют функцию. Мы
будем использовать нелинейный метод наименьших квадратов [16]
для определения параметров. Поскольку Tc - один из параметров,
его мы и получим в результате процесса. Пример приведён на рис.
9. Точность нелинейного метода наименьших квадратов зависит от
количества точек, поэтому важно как можно более эффективно по-
лучать R(L, T ). В следующей главе будет предложено представле-
ние для средних, удобное для численного моделирования.

Рис. 9: Пример определения критической температуры, она нахо-
дится радом с точкой пересечения кривых

5.4 Представление Рубцова
Критически важным моментом является выбор представления, в ко-
тором мы будем считать средние значения операторов. Мы будем
использовать представление Рубцова [22]. Запишем его для нашего
гамильтониана

Стат. сумма:
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Z = Tr T e−S (44)

Поскольку гамильтониан состоит из двух частей:

H =
∑
i,σ

[
−t(ĉ†i,σĉi+1⃗,σ+ĉ

†
i+1⃗,σ

ĉi,σ)−(µ0+δµi)n̂i,σ
]
+U

∑
i

n̂i,↑n̂i,↓ = H0+H1

(45)

S = βH0 +

∫ β

0

dτH1(τ) (46)

Z = e−βH0 Tr T e−β
∫
dτH1(τ) (47)

Теперь раскроем второй член:

T e−β
∫
dτH1(τ) = T

∞∑
n=0

(−U)n 1

n!

∫ β

0

n∏
k=0

(
dτk
∑
i

n̂i,↑(τk)n̂i,↓(τk)
)

(48)

Обозначим: ci,σ(τ)→ cσ(x, τ), ni,σ(τ)→ nσ(x, τ).
Так же учтём, что T - упорядочение для τ1, ..., τn можно записать

в виде:

T
∫ β

0

n∏
k=0

dτk → n!

∫
0<τ1<...<τn<β

(49)

T e−β
∫
dτH1(τ) =

∞∑
n=0

∑
x1,x2,...,xn

(−U)n
∫
0<τ1<...<τn<β

n∏
k=0

Tr
(
dτkn̂↑(xk, τk)n̂↓(xk, τk)

)
(50)

Z =
∞∑
n=0

(−U)n
∑

x1,x2,...,xn

∫
0<τ1<...<τn<β

( n∏
i=1

dτi

)
×

× Tr
(
e−βH0

n∏
j=1

c†↑(xjτj)c↑(xjτj)c
†
↓(xjτj)c↓(xjτj)

) (51)

Среднее оператора:

⟨A⟩ = Tr T Ae−S0

Z0
(52)
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Z = Z0

∞∑
n=0

(−U)n
∑

x1,x2,...,xn

∫
0<τ1<...<τn<β

( n∏
i=1

dτi

)
×

×
〈 n∏

j=1

c†↑(xjτj)c↑(xjτj)c
†
↓(xjτj)c↓(xjτj)

〉 (53)

5.4.1 Проблема знака

Оценим сложность вычисления Zk с ростом k: Пусть мнимое время
τ принимает значения 0, β/N, 2β/N, ..., β. Тогда

∫ β

0 имеет сложность
O(N), сумма

∑
x1,x2,...,xn

имеет сложность O(L3n), итого общая слож-
ность как минимум O(L3nNn). Сложность экспоненциальная с ро-
стом n, поэтому прямое суммирование ряда невозможно. Для таких
случаев существуют методы Монте-Карло[13].

Пусть есть оператор A, для которого статвес каждого значения
Ai - wi/

∑
k wk, тогда среднее оператора:

⟨A⟩ =
∑

iAiwi∑
iwi

(54)

Для данного выражения можно применить алгоритм Метрополиса-
Гастингса [13]

Запишем статсумму в соответствующем виде:

Z = Z0

∞∑
n=0

∑
x1,x2,...,xn

∫
0<τ1<...<τn<β

( n∏
i=1

dτi

)
w(x1, ...,xn, τ1, ..., τn)(−U)n

(55)
Где статвес w(x1, ...,xn, τ1, ..., τn):

w(x1, ...,xn, τ1, ..., τn) =
〈 n∏

j=1

c†↑(xjτj)c↑(xjτj)c
†
↓(xjτj)c↓(xjτj)

〉
(56)

Статвес может принимать знаки ±, поэтому его нельзя тракто-
вать как вероятность. Для избавления от знака запишем статвес в
виде:

wi = sign(wi)|wi| (57)

Тогда среднее:
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⟨A⟩ =
∑

i sign(wi)|wi|Ai∑
i sign(wi)|wi|

=
⟨A · sign(w)⟩
⟨sign(w)⟩

(58)

Где теперь под статсуммой понимается Z ′ =
∑

i |wi|, по которой
идёт усреднение, изначальная же статсумма Z =

∑
iwi. Z ′ > Z

Пусть f - свободная энергия на частицу для статсуммы Z, f ′ для
Z ′ соответственно.

f = − 1

Nβ
lnZ → f ′ < f (59)

Z ′/Z = eβN(f−f ′) = eβN∆f , f − f ′ > 0
Относительная погрешность среднего значения знака:

∆signw
⟨sign(w)⟩

=
1√
M

√
1− ⟨sign(w)⟩2

⟨sign(w)⟩
=

1√
M

√
1− e−2βN∆f

e−βN∆f
→ eβN∆f/

√
M

(60)
То есть погрешность растёт экспоненциально с ростом N . Со-

ответственно, нам нужно усреднить по экспоненциально большому
количеству членов ряда M , чтобы получить ответ с хорошей точно-
стью.

Проблема знака является принципиальной проблемой для моде-
лирования системы фермионов с произвольным потенциалом. В [25]
было показано, что она NP сложна. Только для некоторых потен-
циалов она была решена. Модель Хаббарда - этот случай.

5.4.2 Диаграммы для средних

Среднее от 4n операторов по теореме Вика можно разложить на
произведение попарных средних, функций Грина.

Двухточечная функция Грина:

Gσ(r, r
′) = ⟨T c†σ(r′)cσ(r)⟩ r = (r, τ) (61)

Рассмотрим несколько первых членов:

Z(0) = Z0 (62)

В первом порядке есть только одна диаграмма. На рисунке ниже
линиям сопоставляется функция Грина, точкам взаимодействие.
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Z(1) = Z0(−U)
∑
x

∫ β

0

dτ⟨c†↑(xτ)c↑(xτ)c
†
↓(xτ)c↓(xτ)⟩ =

= Z0(−U)
∑
x

∫ β

0

dτ⟨c†↑(xτ)c↑(xτ)⟩⟨c
†
↓(xτ)c↓(xτ)⟩ =

= Z0(−U)
∑
x

∫ β

0

dτG↑(xτ)G↓(xτ) =

(63)

Во втором порядке их четыре:

Z(2) = Z0U
2
∑
x1,x2

∫ β

0

dτ2

∫ τ2

0

dτ1⟨c†↑(x1τ1)c↑(x1τ1)c
†
↓(x1τ1)c↓(x1τ1)c

†
↑(x2τ2)c↑(x2τ2)

c†↓(x2τ2)c↓(x2τ2)⟩

= Z0U
2
∑
x1,x2

∫ β

0

dτ2

∫ τ2

0

dτ1

[
G↑(x1τ1,x1τ1)G↑(x2τ2,x2τ2)G↓(x1τ1,x1τ1)G↓(x2τ2,x2τ2)−
G↑(x1τ1,x1τ1)G↓(x2τ2,x2τ2)G↑(x1τ1,x2, τ2)G↓(x1τ1,x2, τ2)−
G↓(x1τ1,x1τ1)G↑(x2τ2,x2τ2)G↑(x1τ1,x2, τ2)G↓(x1τ1,x2, τ2)−

G2
↑(x1τ1,x2, τ2)G

2
↓(x1τ1,x2, τ2)

]
=

=

(64)

Из выражений выше видно, что в статсумму входят все различ-
ные диаграммы. Хорошим свойством является то, что ряд для экс-
поненты всегда сходится, поэтому мы можем не беспокоиться за схо-
димость.

Пусть Sn = {(xk, τk), k = 1, ..., n} - совокупность всех диаграмм
из n вершин.

Пусть n× n матрица Aij(Sn) = G(xiτi,xjτj).
Тогда статсумму можно записать в виде: [2]:

Z =
∞∑
n=0

(−U)n
∑
Sn

| detA(Sn)|2 (65)
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Где:

∑
Sp

=
∑

x1,x2,...,xn

∫
0<τ1<...<τn<β

( n∏
i=1

dτi

)
(66)

Спиновые индексы опущены, поскольку мы полагаем, что число
частиц со спинами вверх и вниз одинаково.

Нетрудно по аналогии записать выражение в терминах опреде-
лителей для четырёхточечной функции Грина:

G2(xτ,x
′, τ ′) =

〈
T c↑(xτ)c↓(xτ)c†↓(x

′τ ′)c†↑(x
′τ ′)
〉

(67)

G2(xτ,x
′, τ ′) =

1

Z

∞∑
n=0

(−U)n
∑
S̃n

| det Ã(S̃n)|2 (68)

S̃n - совокупность диаграмм с n вершинами, куда вставили ещё
две вершины в точках (xτ,x′, τ ′)

Ã(S̃n) - матрица размера (n+ 1)× (n+ 1), идентичная A(Sn), в
которую вставили строку и столбец:

Ãi,n+1(S̃n) = G(xiτi,xτ) (69)

Ãn+1,j(S̃n) = G(x′τ ′,xiτi) (70)

Рис. 10: Пример диаграмм для G2 [2]

Мы избавились от проблемы знака! Этот ряд подходит для ме-
тодов Монте-Карло.

5.5 Worm algorithm
В данной секции мы обсудим выбор алгоритма. Во-первых, мы будем
использовать алгоритм Метрополиса [5]. Например, ряд 65, | detA(Sn)|2
является суть вероятностью для члена (−U)n. Рассмотрим общий
алгоритм для данного ряда.
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Пусть D(Sn) = (−U)n| detA(Sn)|2 - вес конфигурации Sn с за-
данными {(x1τ1), ..., (xnτn)}. Пусть W (Sn, Sp) - вероятность изме-
нить конфигурацию Sn → Sp. У нас есть свобода в выборе данной
функции, от этого зависит эффективность симуляции.

В алгоритме Метрополиса есть уравнение детального баланса:

RW (Sn, Sp)D(Sn) = W (Sp, Sn)D(Sp) (71)

Решение которого:

R =
W (Sp, Sn)D(Sp)

W (Sn, Sp)D(Sn)
=
W (Sp, Sn)

W (Sn, Sp)

(−U)p| detA(Sp)|2

(−U)n| detA(Sn)|2
(72)

Следующий общий алгоритм мы будем использовать(в несколько
иной форме):

Algorithm 1 Общий алгоритм
Msteps ← 0 ▷ Число шагов
Z ← 0 ▷ Статсумма
S ← Sn ▷ Задаём начальную конфигурацию
while Msteps ≤ 1010 do ▷ Считаем пока позволяет время

S ′ ← Sp ▷ Выбираем новую конфигурацию
R← min{1, R(S, S ′,W (S.S ′))} ▷ Считаем acceptance ratio
u← Random([0, 1]) ▷ Генерируем случайное число от 0 до 1
if u ≤ R then

S ← S ′ ▷ Принимаем изменение
Z ← Z + (−U)n| detA(S)|2 ▷ Учитываем в статсумме

end if
Msteps ←Msteps + 1

end while
Result← Z/Msteps
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Данный общий алгоритм крейне неэффективен. Во-первых, он
производит вычисления только для статсуммы, а нам бы хотелось
также и для G2, энергии, и многих других средних. К тому же, ге-
нерировать каждый раз Sp и пересчитывать определители занимает
O(N 3) времени, что очень затратно.

Эти проблемы решает worm algorithm. Алгоритм подробно опи-
сан в оригинальной работе [21], а также применительно к модели
Хаббарда [2]. Мы вкратце обсудим суть алгоритма:

Мы хотели бы на каждой итерации получать вклад в средние,
учитывая, что конфигурации должны быть независимы. Мы будем
работать в конфигурационном пространстве [0, L]3× [0, β]. G секто-
ром назовём конфигурацию узлов S̃p. Z сектором - конфигурацию
узлов Sp. Для одного и того же члена порядка p G сектор отлича-
ется от Z сектора двумя дополнительными элементами: головой и
хвостом. Голове отвечает c↑(xτ)c↓(xτ), хвосту c†↑(x

′τ ′)c†↓(x
′τ ′). Узлы

друг за другом образуют некоторый путь в конфигурационном про-
странстве, похожий на червяка. Этот путь будет меняться. Червяк
может удлиняться или сокращаться: генерируем из члена порядка
n член порядка n± 1. Так же может менять свою форму без удлин-
нения: генерируем член того же порядка, заменив какой-либо узел:
(xi, τi)→ (x′i, τ

′
i) У нас есть некоторый путь из одного узла решётки

в другой. Сам путь мы будем преобразовывать в ходе моделиро-
вания, то есть заставлять этого червяка двигаться. Если начало и
конец этого пути не совпадают, мы находимся в G секторе, то есть
там, где у нас считается G2, когда же путь замкнут, мы находимся
в Z секторе. Ясно, что, в среднем, на одну итерацию в Z секторе
приходится L3 итераций в G секторе. Смысл алгоритма в том, что,
пока мы меняем конфигурацию для Z сектора, мы по пути наби-
раем статистику для G сектора. Будем называть хвост Ира, голову
Маша [21]

У нас есть несколько операций для изменения текущей конфи-
гурации:

1. Add
Операция, которая увеличивает число вершин на одну: Sp →
Sp+1. Из уравнения детального баланса имеем:

RW (Sp → Sp+1)D(Sp) = W (Sp ←− Sp+1)D(Sp+1) (73)

Отсюда получим acceptance ratio для алгоритма Метрополиса:

R =
∣∣∣detA(Sp+1)

detA(Sp)

∣∣∣2 (−U)βLd

p+1

25



Рис. 11: i1 и i2 - голова и хвост червя

2. Drop
Обратная к Add операция

3. Create
Процедура создаёт червя: голову - Маша, и хвост - Ира. То
есть данная процедура осуществляет переход от множества диа-
грамм Sp к S̃p. Мы произвольно выбираем в L3×β узел для Иры,
а потом в окрестности, составляющий куб элементарной решёт-
ки, Машу.
Соответствующее решение уравнения детального баланса сW (Sp →
S̃p) = 1

βLd
1

∆τ ld
будет R =

∣∣∣detA(S̃p)
detA(Sp)

∣∣∣2βLd∆τ ldζ

4. Annihilate
Обратная к Create операция

5. Leap_add
Перемещает Машу в новое соседнее место, создавая дополни-
тельный кинк.
То есть осуществляется переход:

S̃p = {..., (x1, τ1),P†(x, τ), ...} → {..., (x1, τ1), (x, τ),P†(xnew, τnew), ...} = S̃ ′p+1

(74)
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Решение ур-я детального баланса: R =
∣∣∣detA(S̃ ′p+1)

detA(S̃p)

∣∣∣2 (−U)∆τ ld

m

6. Leap_drop
Противоположная предыдущей операция, то есть если мы той
операцией рисовали продолжение червя, этой операцией мы сти-
раем часть его с головы.

7. Hop
Операция передвигает голову в новое соседнее место.

S̃p = {..., (x1, τ1),P†(x, τ), ...} → {..., (x1, τ1),P†(x′, τ ′), ...} = S̃ ′p
(75)

R =
∣∣∣detA(S̃ ′p)
detA(S̃p)

∣∣∣2
С определённой вероятностью выбирается одна из этих операций

и применяется к системе. При этом раз в несколько шагов приме-
няется операция measure, которая вычисляет наблюдаемые, корре-
ляторы и статсумму. Если мы находимся в Z секторе (Ира и Маша
аннигилировали), то Z = Z + 1 при каждом вызове функции, из-
меряющей наблюдаемые, а так же обновляются значения средней
кинетической, потенциальной энергий и локальной плотности . Ес-
ли же существуют Маша и Ира, то мы в G секторе, в котором мы
увеличиваем на единицу интегрированный коррелятор.
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Algorithm 2 Worm algorithm
step← 0 ▷ Число шагов
Z ← 0 ▷ Статсумма
R← 0 ▷ R(L,T)
while Not timout do ▷ Пока не вышло время, считаем

p← Random([0, 1])
if p < p1 then

Add
end if
if p < p2 then

Drop
end if
if p < p3 then

Create
end if
if p < p4 then

Annihilate
end if
if p < p5 then

Leapadd
end if
if p < p6 then

Leapdrop
end if
if p < p7 then

Hop
end if

end while
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Выбор набора вероятностей pi влияет на эффективность симу-
ляции. Главное требование - эргодичность марковского процесса.

5.6 Вычисление определителей

В течении симуляции нам часто приходится считать величины detA(Sp+1)
detA(Sp)

Точное вычисление определителя занимаетO(N 3) операций. Для
вычисления отношения определителей не обязательно вычислять
каждый из них отдельно. Рассмотрим матрицу AN×N , и нам нужно
посчитать отношение для AN×N и A(N+1)×(N+1), где

A(N+1)×(N+1) =

(
AN×N u⃗
v⃗ s

)
(76)

Где u⃗ - вектор N × 1, v⃗ - вектор 1×N , s - число.
Для того, чтобы сделать итерацию нашего алгоритма, нам необ-

ходимо знать
detA(N+1)×(N+1)

detAN×N
, а так же A−1(N+1)×(N+1)

Заметим несколько свойств определителей:
Для блочной матрицы

Γ =

(
A B
C D

)
(77)

Определитель выражается в виде:

det Γ = detA detD − CA−1B (78)

В нашем случае:

detA(N+1)×(N+1) = s detB = s detA det 1− s−1A−1u⃗v⃗ B = A−u⃗s−1v⃗
(79)

Так же заметим, что есть связь между определителем и следом:

ln detA = Tr logA (80)

detB

detA
= det 1− s−1A−1u⃗v⃗ = Tr ln 1− s−1A−1u⃗v⃗ (81)

Далее, вводя λ = v⃗A−1u⃗, можно получить выражение:

detA(N+1)×(N+1)

detAN×N
= s− λ =

1

ρ
(82)
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Обратную к A(N+1)×(N+1) можно найти по формуле Шермана -
Моррисона [24], что занимает O(N 2) операций:

A−1(N+1)×(N+1) =

(
A−1 + ρA−1u⃗v⃗A−1 −ρA−1u⃗

−ρv⃗A−1 ρ

)
(83)

5.7 Обработка ошибок
В результате процедуры Монте-Карло мы получаем много слагае-
мых, каждое из которых скоррелированно с соседними. Для обра-
ботки таких рядов мы используем блочное суммирование, объединяя
почти одинаковые значения в блоки.

Рассмотрим усредняемую величину m.
Среднее m

⟨m⟩ = 1

n

n∑
i=1

mi (84)

Стандартное отклонение для m даётся выражением:

σ =

√
1

n− 1
(⟨m2⟩ − ⟨m⟩2) (85)

Выражение 87 работает при условии, что все mi, входящие в
средние, статистически независимы. Можно показать [13], что вы-
ражение для зависимых mi:

σ =

√
1 + 2tc

T

n− 1
(⟨m2⟩ − ⟨m⟩2) (86)

Где tc - автокорреляционное время, T - время, на котором про-
водится измерение.

Разделив n измерений на nb блоков, и получив среднее в каждом
блоке ⟨mb⟩, мы можем воспользоваться обычной формулой 87, тем
самым уменьшив дисперсию [19]:

σ =

√
1

nb − 1
(⟨m2

b⟩ − ⟨mb⟩2) (87)

Размер блока подбирается эмпирически.
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5.8 Результаты
Для чистой системы δµ = 0 были добавлены новые в окрестности
критической температуры. Это не повлияло на значение βc.

В чистой модели βc = 4.39± 0.05
Значение в оригинальной статье [2]:
βc = 4.41± 0.01

Рис. 12: Результаты [2], дополненные точками L = 12, β = 4.4, L =
12, β = 4.75 в окрестности βc.

Ниже представлен график для трёх размеров для системы с бес-
порядком. Критическая температура стала меньше, чем в чистой
системе. Поскольку теоретических исследований для малого беспо-
рядка в химпотенциале в настоящий момент неизвестно, это первый
результат.

В модели с малым беспорядком |δµ| = 0.1t при химпотенциале
µ = 5.2t

βc = 4.54± 0.07
Расхождение от результата для чистой модели на 3σ
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Рис. 13: Результаты для модели с беспорядком

Приведём сравнение результатов рис.12, рис.13 на рисунке 14.

32



Рис. 14: Сравнение результатов для чистой модели (пунктирные
линии и полые точки) и модели с беспорядком (сплошные линии,
сплошные точки). Зеленая пунктирная линия отвечает за критиче-
скую температуру в системе с беспорядком βc = 4.54±0.07, красная
пунктирная линия - без беспорядка βc = 4.39± 0.05

Численные эксперименты проводились не только для L = 6, 8, 12,
но и для L = 16, для которого не проводилось исследование ранее в
чистой модели. Приведём результаты с учётом L = 16, далее обсу-
дим сходимость таких симуляций.

Из рис.15 видно, что критическая температура гораздо меньше,
чем без учёта L = 16.
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Рис. 15: Результаты для системы с беспорядком при учёте L = 16,
значения для L = 6 были выкинуты, поскольку точек в непосред-
ственной близости к новому βc не было. βc = 5.3 ± 0.1, отклонение
от значения для чистой модели 13σ

На рисунке 16 видно, что критическая температура заметно умень-
шилась. Счёт для L = 16 занял более одного месяца для каждой
точки и для чистой модели не хватило времени.
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Рис. 16: Сравнение результатов для чистой модели (пунктирные
линии и полые точки) и модели с беспорядком (сплошные линии,
сплошные точки). Зеленая пунктирная линия отвечает за критиче-
скую температуру в системе с беспорядком с учётом L = 16 βc =
5.3±0.1 , красная пунктирная линия - без беспорядка βc = 4.39±0.05

5.9 Анализ сходимости
Сложность вычислений с увеличением размера системы растёт как
L3, поэтому очень важно понимать, сходится ли процедура Монте-
Карло. Поскольку беспорядок - случайный, то значения средних
есть усреднение по многим реализациям беспорядкаR(L, T ) = ⟨R(L, T, µ(r))⟩.
В зависимости от размера системы варьируется число репликR(L, T, µ(r)),
по которым мы усредняем. Для малых размеров их около 50, для
больших - 20. Это связано с тем, что кластер, на котором произво-
дились вычисления имеет 30 вычислительных узлов, и повторный
запуск больших размеров для одних и тех же параметров затратен
по времени.

Рассмотрим вклад членов с разными Sp в суммарный ответ для
L = 12 рис.17. Видно, что в среднем каждая учтённая диаграм-
ма имееет порядка 3000 вершин. Размер матрицы A(Sp), соответ-
ственно, тоже. По центральной предельной теореме, распределение
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Рис. 17: Пример распределения вклада диаграмм разных порядков
для L = 12. Разными цветами обозначены разные реплики.

должно быть гауссовским, что видно из графиков на рис.17, рис.18.
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Рис. 18: Аппроксимация данных на рис.17 гауссовским распределе-
нием.
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Рис. 19: L = 16, время счёта - три недели, сходимости ещё нет

Рис. 20: L = 16, время счёта - более месяца, сходимость есть, при-
сутствует бимодальность.
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Из графиков выше видно, что для вычисления лишь одной точ-
ки для L = 16 нужно более одного месяца, что говорит о том, что,
либо алгоритм недостаточно эффективен, либо недостаточно вычис-
лительных мощностей. Для каждой из реплик L = 16 было сделано
порядка 2 · 108 циклов алгоритма, порядок диаграмм 7000, что в
два-три раза больше, чем для L = 12.

Заметим, что на графике 20 присутствует не один, а два пика,
это свойство бимодальности общее для всех результатов, причина
явления неизвестна, она проявляется во всех результатах.

5.10 Обсуждение используемых приближений
1. При выводе значения потенциала 31 мы воспользовались тем,

что в непрерывной системе в точке унитарности Γ−1 = 0. Од-
нако, в дискретной системе будут поправки за счёт того, что
мы находимся, на самом деле, на решётке. Поправка мала по
параметру числа заполнения ∆Γ

Γ ∼ ν1/3

2. При вычислении значения потенциала 30 не был учтён беспо-
рядок. В силу того, что он мал относительна размера зоны, он
вносит малую поправку в значение потенциала, и учитывать его
не имеет смысла, поскольку первое приближение менее точное.
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6 Заключение
Для малого значения беспорядка получены значения критических
температур. На данный момент неизвестно, какое значение счита-
ется верным, поскольку требуются затратные по времени дополни-
тельные вычисления. Моделирование системы фермионов - слож-
ная задача, как минимум потому, что пространство состояний с ро-
стом числа частиц растёт экспоненциально. В данный момент worm
algorithm - самый эффективный и наиболее понятный метод реше-
ния подобных задач. Я надеюсь, что этот результат будет полезен в
последующих исследованиях.
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