
     Квантовые магнетики и
  :     спиновые жидкости задачи о

  . скрытом порядке
Теорема Нернста (она же - 3-е начало термодинамики) 
сообщает, что энтропия большой системы в расчете на 

одну частицу должна быть равна нулю при температуре, 
стремящейся к абсолютному нулю. Если это система 
локализованных магнитных моментов (спинов) то 

обычно при низких температурах они выстраиваются 
упорядоченно: все параллельно (ферромагнетик) или 

антипараллельно через один (антиферромагнетик). Но 
иногда никакого упорядочения не наблюдается до 

самых низких достигнутых температур. Такие состояния 
вещества обобщенно называются «спиновая жидкость». 
Их полная теория еще не создана, но кое-что из того, что 

удалось уже понять,  будет рассказано на этой лекции. 



Общее свойство:

          Нарушение симметрии ведёт  к 
увеличению  «степени 
упорядоченности» - т.е. к уменьшению 
ЭНТРОПИИ

 

            При  T=0 энтропия  = 0:   

         «теорема Нернста» или 

          3-й закон термодинамики



Квантовый «скрытый порядок»

• Вопрос: может ли так быть, что 
энтропия = 0,   без  нарушения 
симметрии ?

• Ответ:   да. Это бывает в  системах, 
называемых 

      «спиновые жидкости»
  Здесь, если и есть какое-то нарушение симметрии,  

его очень трудно выявить  - что полезно для 
создания   квантового компьютера



Магнитный порядок
• Ферромагнетик:      E = -J Σ(ij)  Si Sj 

    Si  - вектор «спина» (магнитного момента) в  i-ом  узле 

   J > 0:    энергия минимальна для             
При температурах Т < Tc       <Si> ≠ 0  - 

  Нарушение симметрии !   
           А какой именно?
 1. S = +1  или  -1       «модель Изинга»        Z2

  2. S = (Sx , Sy)           XY – модель              O(2)

  3. S = (Sx , Sy , Sz)     магнетик Гейзенберга  O(3)



Магнитный порядок -2

• Антиферромагнетики     E = -J Σ(ij)  Si Sj 

    Si  - вектор «спина» (магнитного момента) в  i-

ом  узле  J < 0:    энергия минимальна для    

  “staggered” конфигурации  ↑↓↑↓
Определим  σk  = (-1)k Sk    и получим

     E = - |J| Σ(ij) σi  σj       ???

  Да, но лишь для “bipartite” решеток



АФМ на квадратной решетке

 ↑↓↑↓↑    Изменение симметрии решетки:

 ↓↑↓↑↓     удвоение периода
 ↑↓↑↓↑    Кроме того, нарушение 

                        O(2) или O(3) вращений

АФМ на треугольной решетке ?

↑    ↓      Неизвестно,  где минимум  
Е :
    ?               «фрастрация»  

 В результате возникают «экзотические» фазы вещества
  - стекла, спиновые жидкости…



Главные вопросы:

• Как описать основное состояния (T=0) ?

• Какова статистика и спектр 
возбуждений над основным 

состоянием ?

  - бозоны или фермионы ?

  - есть ли в спектре  возбуждений  сколь угодно

     низкие  энергии ?

       



Снова о ферромагнетике
1. Модель Гейзенберга

|GS> = | +++++++++>
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 | GS> Магнон с импульсом k

Энергия магнона:    E(k) = J(0) – J(k)  ~  J (ka)2

Спин  магнона =  1   потому что оператор  S
-
 

понижает спин состояния на единицу

 Это точное основное состояния!



2.  Модель XY  - симметрия O(2)
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Возбуждение - магнон с импульсом k

Энергия магнона:    E(k) = [D(J(0) – J(k))]1/2  ~ ( DJ)1/2 (ka)

Спин  магнона =  1   потому что оператор  S
-
 

понижает спин состояния на единицу

  Точное основное состояния не известно, но есть хорошее
  приближение при  S >> 1



Антиферромагнетик Гейзенберга 

H = + J Σ
ij
 S

i
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Возбуждение – АФМ магнон с импульсом k

Энергия АФМ магнона:    E(k) = [J(0)(J(0) – J(k))]1/2  ~ J (ka)

Спин  магнона =  1   потому что оператор  S
-
 

понижает спин состояния на единицу

  Точное основное состояния не известно, но есть хорошее
  приближение при  S >> 1
 Надо  ввести  = S (-1)i+k и записать разложение по
 магнонам для  



Может ли быть иначе ?

• Еще в 1928 г.  P.Jordan &  E.Wigner  предложили 
математическое преобразование гамильтониана 1-
мерной спиновой цепочки к представлению через 
фермиевские операторы

• И.Я.Померанчук, ЖЭТФ (1941) – впервые высказал 
гипотезу о том, что парамагнитный диэлектрик может 
иметь возбуждения со спином ½

• P.W.Anderson  (1973)  - модель “резонансных 
валентных связей” для основного состояния  
треугольной решетки с АФМ взаимодействием

Vj;t



Примеры из жизни:  странные 
магнитные диэлектрики



Попытка АФМ на решетке кагоме

↑    ↓      фрастрация
    ?





Попытка не удалась:

• E = J Σ(ij)  Si Sj           J  ~ 100 K

      но никакого магнитного порядка не найдено 
вплоть до  температур T порядка  100 mK

  Эти системы выбирает какой-то другой способ  
занулить энтропию

То же самое -  на треугольной решетке





Quantum phase transition in the 
dioptase magnetic lattice 

Gros, P. C. Lemmens, K.-Y. Choi, G. G"untherodt, M. Baenitz, H.H. 

Otto 
Europhys. Lett. 60, 276 (2002) 

http://arxiv.org/find/cond-mat/1/au:+Gros_C/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/cond-mat/1/au:+Lemmens_P/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/cond-mat/1/au:+Gros_C/0/1/0/all/0/1
http://arxiv.org/find/cond-mat/1/au:+Lemmens_P/0/1/0/all/0/1


Large quantum fluctuations in the strongly coupled  spin-1/2 
chains of green dioptase: a hidden message from birds and trees

O. Janson, A. A. Tsirlin, M. Schmitt, H. Rosner 

Phys. Rev. B 82, 014424 (2010) 



Теоретические модели
для спиновой жидкости



2D lattice with AFM interaction of 
spins S=1/2: possible phases

• Néel state:  magnetic order

• Valence bond state: breaking 
   of translational symmetry

• Spin liquids 

     1) Topological
    
    2) Critical
   
    3) “Spin metal”
   



Спиновые жидкости:
порядок идеальный, но неуловимый

• Обычного «локального» параметра порядка нет
• Есть загадочная зависимость свойств от 

топологии решетки (круг,  цилиндр,  тор)
• Три возможных типа спектра:

1)   Щель:   E =   Δ +  Jk2

2)   Коническая точка:  E = sk

3)   Нуль на  целой линии (как ферми-газ): E = s|k-k
0
| 



«Резонансные валентные связи»
(P.W.Anderson 1973)

Вспомним  аммиак:

| 0 >  = ( |+>  +  |- > )/√2 
Здесь 
«димер»:

 

=
  

 Объект со спином = 0

Как рассадить димеры  по решетке ?



Квантовые димеры -
упрощенная модель для спиновой 

жидкости



Жидкость квантовых димеров

• Треугольная решетка

При v=t все расстановки димеров входят с равными 
амплитудами: полное «квантовое равноправие»

На цилиндре таких состояний - 2     На торе – 4
Как это увидеть ?

На  квадратной решетке  их бесконечно много – как целых чисел



Топологические классы 
димерных конфигураций

Ground­state properties 
of the Rokhsar­Kivelson 
dimer model on the triangular
 lattice A.Ioselevich, D.A.Ivanov,
 M.V.Feigelman 
 Phys. Rev. B 66, 174405 (2002) 



Димеры на квадратной решетке

Z – вырождение на цилиндре,  Z x Z  - на торе



Димеры на квадратной решетке

Z – вырождение на цилиндре,  Z x Z  - на торе

Две подрешетки - это позволяет считать димеры векторами



Димеры на треугольной решетке

Решетка не делится
на 2 подрешетки,
димеру нельзя
сопоставить вектор
Гамильтониан
сохраняет только
четность числа,
димеров пересекающих
“пробную линию”



Число димерных покрытий и 
Пфаффиан

(Pfaff  A )2  = Det A 

Для любой антисимметричной матрицы  A существует   
                                         Пфаффиан A  



Как что­то  сосчитать для 
спиновой жидкости ?

• Главная проблема:  что собой 
представляют  квазичастицы – 
возбуждения над состоянием спиновой 
жидкости ?

• Самый простой пример – одномерная 
цепочка XY спинов.  Гамильтониан 
диагонализуется преобразованием  
Йордана­Вигнера  к виду свободного 
Ферми­газа  



Jordan­Wigner transformation:
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Продолжение:  Л.Левитов, А.Шитов, “Функции Грина”,  глава 1



Можно ли обобщить 
преобразование 

Йордана-Вигнера 
на размерности > 1 ?



A.Kitaev:  honeycomb model
Ann.Phys.  321, 2  (2006)

Spins ½   are fractionalized  into Majorana fermions

all Wp commute with H

!!!!



Phys Rev Lett
98, 087204 (2007)

Jordan-Wigner representation



Kitaev model:  free fermions
• K

i
t
a
e
v
 
m
o
d
e
l
:



  

Decorated  honeycomb  lattice: non-
Abelian chiral spin liquid 

with gap and broken time-invariance  
H. Yao and S. Kivelson (2007)

No fluxes in the ground state !



  

Decorated  honeycomb  lattice: 

gapless  spin liquid with a Fermi-line 

Add  AFM  ordering  of  fluxes:

G1   is  the Yao-Kivelson chiral state   at   g < gc =√3
G2   is  the “spin-metal” state  at  g < gc =√3

At   g > gc  an Abelian  gapful state is realized 

G2  wins over G1 if   2.3 x 10-4

K.S.Tikhonov and M.V.Feigelman, 
 Phys. Rev.Lett. 105, 067207 (2010)



  

G2  ground state at g < gc



  

Preliminary conclusion  

• All kinds of spectra  (gapful, point-like 
gapless, and Fermi-line)  can be realized in 
the versions  of the honeycomb spin model

• Yet it does not lead  to spin liquids with 
nontrival spin-spin correlations



Квантовый компьютер и 
спиновые жидкости: что общего?
• Квантовый компьютер – это большая 
система, поведение которой не 
подчиняется законам классической 
физики.  

• Спиновые (димерные) жидкости – 
большие квантовые системы, 
устойчивые к внешним возмущениям

• А.Китаев (1997):  идея «топологически 
защищенного»  квантового компьютера
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